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Всенародная забота 
0 сельской школе 


Сельская общеобразовательная школа имеет важное значение в реше- 
нии задач, поставленных ХХУ съездом КПСС в области социально-эконо- 
мического и культурного строительства. Ведь в сельских школах зани- 
мается около половины всех учащихся страны. 

Конкретные пути развития школьного образования на селе намече- 
ны Постановлением ЦК КПСС и Совета Министров СССР «О мерах по 
дальнейшему улучшению условий работы: сельской общеобразователь- 
ной школы». В нем содержится обширная программа строительства но- 
вых и расширения имеющихся школьных зданий и интернатов в сельской 
местности, укрепления учебно-материальной базы сельских школ, обес- 
печения их квалифицированными педагогическими кадрами, совершен- 
ствования форм и методов обучения и воспитания сельской школьной 
молодежи. 

Летом 1976 года по инициативе Министерства просвещения СССР, 
ЦК ВЛКСМ и ЦК профсоюза работников просвещения, высшей школы 
и научных учреждений началось Всесоюзное социалистическое соревно- 
вание за улучшение условий работы сельской общеобразовательной 
школы. Итоги этого соревнования, в котором участвуют учреждения си- 
стемы Министерства просвещения СССР сельских районов, будут подво- 
диться ежегодно в сентябре. Журнал «Квант» приветствует развертыва- 
ние этого соревнования и сделает все возможное, чтобы помочь его 
участникам в совершенствовании обучения сельских школьников мате- 
матике и физике. 

Научно-технический прогресс предъявляет особенно высокие требо- 
вания к подготовке молодежи — как в городе, так и в деревне. Сегод- 
няшние старшеклассники завтра придут на заводы и поля, на стройки и 
предприятия транспорта, в научные лаборатории и учреждения культу- 
ры, будут своим трудом превращать в реальность грандиозные планы 
десятой пятилетки. Для того, чтобы этот труд был эффективным и твор- 
ческим, нужно уже сейчас, на школьной скамье, упорно и настойчиво 
овладевать знаниями и трудовыми навыками. 

Заботы сельской шкояы стали по-настоящему кровным делом многих 
физиков и математиков. Отрадно отметить, что список научных учреж- 
дений и учебных заведений, тесно связанных со школьниками из села, 
непрерывно растет, а формы такой связи весьма разнообразны. Ученые, 
преподаватели вузов, научные работники, студенты стремятся обеспе- 
чить сельским школьникам широкие возможности для углубленного 
изучения математики и физики. 

Сотни популярных книг и брошюр по математике и физике написаны 
известными учеными. Эти книги составили золотой фонд научно-попу- 
лярной и учебной литературы для юношества и хорошо известны школь- 
никам во всех уголках нашей необъятной Родины. Все больше сельских 
школьников вовлекаются в юношеские научные общества, участвуют в 
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традиционных физических и математических олимпиадах. Широкое расп- 
ространение получили летние школы-лагеря, где юноши и девушки со- 
четают активный отдых с продуктивными занятиями любимым предме- 
том под руководством студентов и молодых ученых. Для талантливой 
молодежи из сельской местности открыты специальные физико-матема- 
тические школы-интернаты в ряде городов страны. Десятки тысяч школь- 
ников, проживающих в селах, рабочих поселках, небольших городах, 
вдали от научно-педагогических центров, систематически получают ква- 
лифицированное руководство внеклассными занятиями по математике 
и физике в заочных предметных школах, созданных при университетах, 
технических и педагогических институтах. Эффективную помощь сель- 
ской молодежи оказывают заочные подготовительные курсы, организу- 
емые для поступающих многими вузами и техникумами. 

Редакционная коллегия и редакция журнала «Квант» также видят одну 
из основных своих задач в том, чтобы всемерно содействовать повыше- 
нию качества знаний сельских школьников по физике и математике, соз- 
дать благоприятные условия для пробуждения и развития их интереса 
к этим наукам. 

Публикуемые в журнале общие статьи преследуют цель расширить 
кругозор юного читателя, в популярной доступной форме познакомить 
его с дополнительными главами математики и физики, с новейшими до- 
стижениями науки, рассказать о крупнейших ученых, раскрыть роль и ме- 
сто физики и математики в общей системе человеческих знаний ив 
практической деятельности человека. Латериалы раздела «По страни- 
цам школьных учебников» призваны помочь школьнику, в том числе 
сельскому, лучше осмыслить узловые темы новых школьных программ, 
получить по ним дополнительную информацию. Раздел «Спрашивайте — 
отвечаем» предназначен для ответов на вопросы, которые часто задают 
в свомх письмах в редакцию школьники. Статьи, помещаемые в разделах 
«Математический кружок» и «Лаборатория «Кванта»», направлены: на то, 
чтобы воспитать у читателя вкус к самостоятельным размышлениям, ис- 
следованиям, экспериментам. Любители серьезных размышлений всегда 
найдут в разделе «Задачник «Кванта» интересные и разнообразные за- 
дачи — от относительно простых до довольно сложных. Большой интерес 
для школьников представляет раздел «Практикум абитуриента», позво- 
ляющий конкретно познакомиться с требованиями вступительных экза- 
менов в вузы и техникумы. Самые юные наши читатели находят занима- 
тельные и вместе с тем содержательные материалы в разделе «Квант» 
для младших школьников», 

Многочисленные письма учащихся и учителей сельских школ, поступа- 
ющие в редакцию, свидетельствуют о том, что материалы журнала ока- 
зывают большую практическую помощь в классной и внеклассной рабо- 
те, способствуют углубленному изучению физики и математики сельски- 
ми школьниками. «Число читателей журнала «Квант» с каждым годом 
возрастает, — пишет в своем письме Турдали Мулдабеков, учитель из 
совхоза «Социализм» Ворошиловского района Сыр-Дарьинской области 
Узбекской ССР. — Очевидна причина этого: каждый человек, занима- 
ющийся математикой и физикой, найдет на его страницах интересные 
материалы. Известно, что «Квант» — журнал для учащихся старших клас- 
сов. Но и учителя, работающие в сельской местности, с интересом чита- 
ют журнал и решают задачи и примеры, публикуемые в нем». 

Редакция обращается к сельским школьникам с просьбой и пригла- 
шением чаще писать в журнал письма, сообщать свое мнение об опубли- 
кованных материалах, присылать конкретные вопросы, высказывать по- 
желания. Такие письма особенно важны для нас, ибо только живая об- 
ратная связь с сельскими читателями позволит журналу максимально 
удовлетворять их нужды и запросы, 
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В. Ефремович 


ПРОСТРАНСТВО И ВНУТРЕННЯЯ 
ГЕОМЕТРИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ 


1. Наше пространство — каково оно? 


Геомстрия, которую мы изучаем в 
школе, — это свклидова геометрия. 
Но верно ли, что пространство, в ко- 
тором мы живем, устроено именно 
так? Евклидово лн оно? Выполняются 
ли в нашем реальном пространстве 
аксисмы Евклида? 

А как жс иначе? Ведь аксиомы так 
очевидны: «Через две точки проходит 
только одна прямая»; «Каждая пря- 
мая бесконсчна в обе стороны»; «Пер- 
пендикуляр и наклониая к одной пря- 
мои пепременно пересекаются» ни т. д. 
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Кажется. все это так очевидно, что 
иначе и быть не может! Так и говорил 
знаменитый немецкий философ 
И. Кант: «Иначе мыслить нельзя, 
то есть существуют истины, позна- 
ваемые иами без всякого опыта — 
«априори». А в подтвержденне суще- 
ствования таких «априорных» истин 
Кант приводил как раз геометриче- 
ские аксиомы, как факты самоочевид- 
ные, обладающие несомнеиной досто- 
верностью, независимые от всякого 
опыта. Но вот велнкий наш: соотечест- 
венник Н. И. Лобачевский показал, 
что прекрасно можно мыслить иначе! 


Он построил геометрию, в которой все 
аксномы Евклида выполняются, кро- 
ме одной — третьей из приведенных 
выше*). Оказалось, что эта геомет- 
рия не только не хуже евклидовой, 
но в некоторых отношениях даже 
совершеннее ее, богаче. 

А можно ли отказаться от других 
аксиом? Можно ли вообразить, что 
прямая имеет конечную длину? Раз- 
ве не ясно, что она бесконечна? Но, 
позвольте, разве кто-нибудь уходил 
по прямой так далеко, что убедился 
в ее бесконечности? Быть может, ес- 
ли мы уйдем по прямой очень-очень 
далеко, то вдруг окажемся в нсход- 
ной точке путешествия? «Какое неле- 
пое предположение!» — ‘вероятно, по- 
думали некоторые читатели. А между 
тем, именно так и произошло бы с че- 
ловеком, который, полагая, что Зем- 
ля плоская, отправился бы в некото- 
ром направлении, стараясь все вре- 
мя идти по кратчайшей линии (на 
сфере это — окружность «большого 
круга»); он думал бы, что идет по 
прямой, и вдруг пришел бы в началь- 
ную точку путешествия. 

Быть может, мы только думаем, 
что прямая бесконечна, а она однаж- 
ды окажется замкнутой линией вроде 
окружности, только очень большой 
длины? Мало ли было чрезвычайно 
ясных вещей, которые потом оказа- 
лись просто неверными. Ведь ясно 
же было (пока люди не знали, что 
Земля — шар}, что вертикали строго 
параллельны, а оказалось, что они 
пересекаются в центре Земли. Спут- 
иикам Магеллана казалось, что если 
они будут аккуратно каждый день 
делать записи в судовом журнале, то, 
объехав вокруг света (то есть) вокруг 
Земли) и вернувшись домой, они не 
ошибутся в счете дней. А все же ока- 
залось, что один день пропал. 

Есть веские основания предпола- 
гать, что наше пространство устроено 
сложнее, чем думал Евклид. Как 
можно изучать пространство, отлич- 
ное ОТ «употребительного» (выраже- 
ние Н. И. Лобачевского), очень хо- 
рошо показал сам Лобачевский, по- 
строив свою геометрию, поэтому для 
первого знакомства с «неевклидовыми 


*) См также «Квант», 1976, № 2. 
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пространствами» часто выбирают гео- 
метрию Лобачевского. Мы же расска- 
жем о более наглядных вещах, 


2. Внутренняя геометрия 
поверхностей 


Обычно систематическое изучение гео- 
метрии начинают с планиметрии, 
то есть изучения фигур на плоскости. 
Можно изучать фигуры на какой- 
нибудь другой поверхности, напри- 
мер, на поверхности цилиндра, шара, 
эллипсоида. 

Говоря «поверхность», мы обычио 
подразумеваем некоторую «пленку», 
как-то расположенную в пространст- 
ве. Однако, говоря «плоскость», мы 
не пытаемся как-то вложить ее в ок- 
ружающее пространство. Занимаясь 
«внутренней геометрией» плоскости, 
мы изучаем свойства плоскости, от- 
влекаясь от всего, что находится вне 
нее, для нас плоскость становится как 
бы самостоятельным миром; в этом 
смысле она сама может быть названа 
«пространством» (двух измерений). 

Аналогично, изучая геометрию не- 
которой поверхности, полезно не пы- 
таться вложить се в пространство, 
то есть не различать, скажем, пло- 
скость, цилиндрическую поверхность, 
построенную на параболе, и двугран- 
ный угол (рис. 1) — они получаются 
друг из друга изгибанием, не меняю- 
щим «внутренних свойств» этих по- 
верхностей. 

Чтобы лучше понять это опреде- 
ление, вообразим разумное двумер- 
ное существо  «Кляксу», живущее 
в поверхности. Все, что может узнать 
«Клякса» об этой поверхности, изме- 
ряя гибким шнуром длины линий на 
поверхности, транспортиром — углы 
ит. д., и составляет внутреннюю гео- 
метрию поверхности. Для «Кляксы» 
весь мир сводится к поверхности, 
в которой она живет, и ничего реаль- 
ного для нее вне этой поверхности 
нет! 

Но оказывается, что для произ- 
вольной поверхности построить гео- 
метрию, вообще говоря, не просто — 
на этой поверхности может не най- 
тись даже конгруэнтных треуголь- 
ников, а ведь именно на конгрузнт- 
ности треугольников основываются 


$ 
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Рис. 1. 


первые доказательства в планиметрии! 
Удобнее всего строить геометрию на 
поверхностях «однородных» и «изо- 
тропных». 

В школе вы изучали перемещения 
плоскости. Напомним, что леремеще- 
нием плоскости называется отобра- 
жение плоскости на себя, сохраняю- 
щее расстояния, то есть длины отрез- 
ков, соединяющих две точки. Анало- 
гично перемещением поверхности на- 
зывается отображение этой поверх- 
ности на себя, сохраняющее длины 
всех линий на ней. Такие отображе- 
ния называются также изометри- 
ями. Подчеркнем, что мы не опре- 
деляем здесь понятия «длина линин»; 
вам достаточно представлять себе ли- 
нию на поверхности как нитку, кото- 
рую можно отделить от поверхности, 
приложить к «метру» н нзмерить 
ее дянну. 


Поверхность называется однород- | 


ной, если для любых двух ее точек 
А н В можно указать изометрию 
поверхности, при котором точка А 
отображается в точку В. Это значит, 
что поверхность «одинаково устроена 
около любой своей точки». Такова, 
например, поверхность бесконечного 
круглого цилиндра (рис. 2). 

Поверхность называется — изо- 
тропной в некоторой ее точке А, 
если какие бы два «направления» Ат 
и Ал, исходящие из А, на ней ни взять 
(рис. 3), существует перемещение по- 
верхности, при котором точка А 
остается на месте, а Ат переходит 
в Ал. Например, любая поверхность 
вращения, пересекающая ось враще- 
ния в точке А, изотропна в А. 
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Поверхность называется изотроя- 
ной, если она изотропна в каждой 
своей точке. Интересно, что изотроп- 


ная поверхность всегда однородна. 

Одним из примеров изотропных 
поверхностей является плоскость; нн- 
же мы рассмотрим еще один — сферу. 


3. Геодезические линии 


Расстоянием между точками А и В 
на поверхности естественно называть 
длину кратчайшей линии, соединяю- 
щей эти точки и целиком лежащей на 
поверхности. Поэтому во внутренней 
геометрии любой поверхности осо- 
бенно важны 2еодезические линии: они 
играют роль прямых. Эти линни опре- 
деляются так: для любых двух не 
слишком удаленных друг от друга 
точек А, В такой линии ее кусок АВ 
короче любой другой линии, соеди- 
няющей А с В н лежашей на поверх- 
ности. 

Вот простой 
(без растяжений 


пример. Навернем 
и сжатий) лист бу- 


А 





Рис. 2. 


Рнс. 3. 








Рис. 5. 


маги на прямой круглый цилиндр. 
Прямые этого листа при таком нзги- 
бании дадут геодезические трех родов: 
некоторые из них вовсе не изогнутся 
и лягут на образующие цилиндра; 
другие превратятся в окружности; 
наконец, третьн превратятся 
в винтовые линии (рис. 4). Только 
для геодезической 1-го рода любой ее 
отрезок будет кратчайшим на поверх- 
ности; для геодезических 2-го и 3-го 
родов только не слишком большие их 
отрезки будут действительно крат- 
чайшими. 

Такое же навертывание можно 
выполнить на коническую поверх- 
ность; там некоторые геодезические 
будут сами себя пересекать! Проде- 
лайте это. 

Довольно просто исследовать гео- 
дезические на сфере. Оказывается, 
на сфере геодезнческими являются 
окружности большого круга. 

Докажем это. Предположим, что 
точки А и В на сфере раднуса В 


Куап. тссте.ги 


удалось соединить линней М длины / 


ы 
и [= АВ/Е (>10, где АВ — дуга 
большого круга. Разделим кривую 
М на п равных но длине частей 
(рис. 5), причем выберем п так, чтобы 
длина Мп каждой полученной части 
была достаточно мала, а нменно: 
чтобы в круге радиуса Ю для любой 
хорды РО длины, меньшей п, и стя- 
гнваемой ею меньшей дуги выполня- 


`/ 
лось соотношение РО<|РО|-Ё (что 
это возможно при #>1, следует из 
определения длины окружности). Сое- 
диним соседние точки деления хорда- 
ми и меньшими дугамн больших кру- 


гов. Пусть длины этих дуг равны 
Сл, С» ..., бз, а длины хорд @,, 
а, ..., 4». Тенерь заметим, что 


сб 
Ви... 25—98: = 16 (5. 
кажите это самостоятельно). Отсюда 
следует, что хотя бы для одной дуги, 
например, для дуги с номером &, 


Ип=СсИЕ. 


Но СсИЕ<а. Е‘ = 4,‚, то есть Ип<а,, 
что невозможно, поскольку отрезок 
прямой — кратчайшая из линий, со- 
единяющих две точки. 

Подобно тому как на плоскости из 
точки во все стороны выходят прямые, 
так и на сфере из любой ее точки но 
любому «направлению» выходит ров- 
но одна геодезическая. Для полюсов 
такими геодезическими будут мерн- 
днаны. 

Теперь легко доказать, что даже 
маленький кусок сферической новерх- 
ности нельзя разогнуть (без растя- 
жений и сжатий, хотя бы и очень ма- 
лых) в кусок плоскости. Для этого 
из какой-либо внутренней точки сфе- 
рического куска (примем ее за север- 
ный полюс сферы) по мериднанам от- 
ложим одну и ту же маленькую данну 
г (маленькую, чтобы не выйти за 
пределы куска), тогда концевые точ- 
ки образуют окружность; ее длина Г, 
понятно, будет меньше 2лг, потому 
что прямолинейный раднус этой ок- 
ружности меныше г (ес «геодезиче- 
ского раднуса»). Между тем, если бы 
наш кусок сферы возможно было ра- 
зогнуть на плоскость, длина окруж- 
ностн и ее геодезический радиус не 
изменились бы (ведь при изгибании 
ин одна длина нес изменяется, поэто- 
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му кратчайшая дуга должна остаться 
кратчайшей), а на плоскости 2=2лг, 
— получено противоречне. 


4. Геометрия на сфере 


Познакомвмся теперь несколько под- 
робнее с внутренней геометрией сфе- 
ры (с внутренней геометрией плоско- 
сти вы хорошо знакомы — это пла- 
ниметрия). 

Кратчайшей дугой на сфере слу- 
жит дуга окружности большого кру- 
га. Чтобы пайти кратчайший путь на 
сфере между ее точками А и В, 
через эти точки и центр О сферы про- 
ведем плоскость, она рассечет сферу 
по окружности; та из двух дуг АтВ 
н АлВ этой «большюй» окружности, 
которая короче, и будет кратчайшим 
путем между А и В. Хорошо, если 
точки А и В не служат концами од- 
ного и того же днаметра — тогда 
плоскость точками А, В, О опреде- 
ляется однозначно и одна из дуг АтВ, 
АзВ испременно короче другой, то 
есть кратчайший путь между Ан В — 
единственный. Если же А и В днамет- 
рально противоположны, то таких 
плоскостей, а следовательно, и крат- 
чайших путей, будет бесконечно мно- 
то — все они одной длины, и короче 
пути на сфере нет. Таковы, напри- 
мер, все мериднаны, связывающие 
северный полюс с южным. 

Внутренняя геометрия сферы во 
многом схожа се планиметрией, но во 
многих отношениях и резко от нее 
отличается. Прежде всего, расстоя- 
ння на сфере ограничены — они не 
превышают половины длины окруж- 
ности большого круга. Роль прямых 
здесь играют окружности большого 
круга, роль прямолинейных отрез- 
ков — дуги этих окружностей, вме- 
щающие не более 180”. Как мы толь- 
ко что видели, для любых двух точек 
сферы, если только опи не «анти- 
ноды», существует единственный от- 
резок, их соединяющий; для антипо- 
дов таких отрезков будет бесконечно 
много. 


Быть можст, и в нашей Вселенной най- 
дется нара точек-«антиполов», через которые 
прохолнт бесконечное множество прямых? 
Нам пока приходилось иметь дело лишь со 
сравинтельно близкими точками, с такой па- 
рой мы инкогда не сталкивались и поэтому 
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Рнс. 7. 


стало привычным, что «через две точки про- 
ходит только одна прямая». 

Однако легко построить модель «вселен- 
ной», в которой есть замкнутые прямые, но 
отличить которую от привычного нам мира 
на небальших расстояниях цевозможио. 

Все вы на уроках географии видели изо- 
бражение поверхности Земли картой из двух 
кругов — «полушарий», хотя более точным 
изображением являстся глобус. А как полу- 
чить глобус из карты полушарий? Сделать это 
несложно. Нужно лишь знать правило из- 
мерения расстояний в каждом из полушарий и 
объяснить, как «склеиваются» границы по- 
лушарий, то есть как, дойдя до граннцы 
одного полушария, попасть в другое. 

Так вот. возьмем вместо кругов два шара 
и «склеим» их границы (см. рис. 6). Получнт- 
ся модель «мира» (трехмерной сферы), ис- 
большие частн которого устроены почти так, 
как обычное трехмерное — пространство, 
но каждая прямая в котором нмеет конеч- 
ную длину. 

Вот одно из следстьий возможного су- 
ществования замкнутой «прямой»: если свет 
распространяется прямолниейно и мы. «сверх- 
дальнозорки», то, разговаривая лицом к 
лнцу с приятелем, мы, повернувшись назад, 
увидим его затылох (каким он был, правда, 
миоГгО миллионов лет назад!). Одно время 
астрономы допускалн, что столкнулись с та- 
кой ситуацией: была высказана гипотеза, 


что слабая весьма далекая туманность М.83 
есть просто вид «сзади» на большую внега- 
лактическую туманность М.31 в Андромеде- 
Но эта гипотеза отпала, так как вскоре в 
астрономии стали доступны значительно боль- 
шие расстояния, чем сумма расстоянии до 
М.83 н М.31. Значит, если прямая замкнута 
№ имеет конечную длину, то эта длина много 
больше. 


Как и в планиметрии, на сфере ре- 
шение задачи обычно сводится к рас- 
смотрению ряда треугольников. Сфе- 
рический треугольник составлен из 
трех вершин, попарно соединенных 
кратчайшими дугамн — это его сто- 
роны. Но на сфере существуют и 
двиугольники, например, два полюса, 
соединенных двумя мериднанамн. 

Докажем, что сумма углов сфери- 
ческого треугольника всегда больше 
л *). Для этого вычислим площадь 
$ авссферического треугольника АВС, 
если известны величины его углов 
А, В, С (в радианах). 

Для наглядности чертеж построим 
так, чтобы точка А попала в северный 
полюс сферы (рис. 7). Вычислим сна- 
чала площадь 5’ Двуугольника, 
который получится, если продолжить 
стороны АВ и АС до взанмного пере- 
сечения в точке А’, диаметрально 
противоположной точке А. Пусть пло- 
щадь всей сферической поверхности 
равна $. Ясно, что 5лд.=$-А/л 
(так как площадь двуугольника с уг- 
лом в 2л, очевидно, равна $ — это 
вся сфера). Таким же образом, про- 
должая стороны угла В, получим 
двуугольннк с площадью вв’ 
=5.В/2л, а угол С приведет нас 
к двуугольнику с площадью $сс'= 
=$-С/2л. Продолжая стороны тех 
же углов в противоположные направ- 
ления, получим дополнительные дву- 
угольники таких же ллощадей. Какая 
часть сферы будет покрыта этими па- 
рамн двуугольников? Ясно, что они 
локроют всю сферу, причем треуголь- 
ники АВС и А’В’С’ будут покрыты 
трнжды (для наглядности сделайте 
такое построение для треугольника 
АВС на пллоскости!). Итак, 


*) Величиной угла (илн просто углом) 
между двумя пересекающимися кривыми на- 
зывается угол между касательными к этим 
крнвым, проведеннымн в точке пересечення 
кривых. 
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254 255 25; | 
А+ В+ С= $ + 45 вс; 
отсюда 
$ 2, ^ ^ 
Завет АВ 


Площадь треугольника оказалась про- 
порциональной так называемому «сфе- 
рическому избытку» 


== А+В+С—л. 


Заметим, что числа $ и $двс ПОЛО- 
жительны, значит, положителен из- 
быток в, иначе говоря, сумма углов 
сферического треугольника — всегда 
больше я. 

Интересно, что на плоскости Ло- 
бачевского сумма углов треугольника 
всегда меньше л, а его площадь про- 
порциональна «дефекту» 6 = л—(А -- 
=> ВС). 

В геометрии на сфере справедливы 
те же признаки равенства треуголь- 
ников, что и в планиметрии (по сло- 
роне и двум углам, по двум сторонам 
и углу между ними, по трем сторо- 
нам), но есть еще одни: ло трем уг- 
лам — на сфере ист подобных тре- 
угольников! (Доказательства — те же, 
что и в планиметрии.) 


Упражнения 


1 (< очень длинной «бородой»). Дан пря- 
моугольный параллелепипед размером 30% 
ж12х 12. Найти кратчайший нуть по его 
поверхноств между точками А н А’, распо- 
ложенными симметрично относительно цент- 
ра параллелепипеда на квадратных его гра- 
нях на средних вертикалях (для наглядности 
считаем грани 30. 12 полом и потолком). 
точка А -— на высоте | над полом, А” 
на | под потолком. Многне, вероятно, пото- 
ропятся: «Длнна кратчайшего пути равна 
42!5 Однако это неверно — ссть путь заметно 
более короткий! Найдите его. 

2. Красноярск и Москва лежат почти на 
олной параллели (56” северной широты). 
Зная их долготу (93° и 38°) н раднус Земли 
{6370 к.+), узнать, насколько кратчайший путь 
короче пути вдоль параллелн. 

3. Доказать, что: ` 

а} сумма углов А + А, +... Аз сфс- 
рического п-угольника А.А,... Ал всегда 
больше, чем (л—2)л; 

6) площадь сферического  п-утольника 
А:А,... А, пропорциональна избытку == 
АА, -... + Ал-- п—Э)л. 

4. Показать, что в сферическом треуголь- 
нике сумма длин двух сторон больше длины 
третьей стороны. 

5. Доказать признак равенства сфери- 
ческих треугольников по трем сторонам. 
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Этому бронзовому гномику окозо семисот лет. 
В змолодости» он был своеобразным духом-храни- 
хелем домашието очата. В фигурку наливали воду 
н ставили сс на тлеющие уголькн. Вскорс изо рта 
гномика начинал вырыматься пар. Фигурку поме- 
щалн перед очагом так. чтобы струя парв была на- 
правлена в под печн. Так что гпомнк раздузая 
пламя в печи. Дырка в тезе гпомика являстся 
следствием «несчастного случая». 
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Хотя эту фигурку можно считать просто забав- 
ной игрушкой, она несомненно представляет прни- 
мер нспользования Физического явления. Ведь н 
лнизы, н магниты, прежде чем стать научными 
ниструментамн, считалнсь просто — игрушкамн. 
А к обнаруженню  гироскопического эффекта 
привел обыкновенный игрушечный волчок, 

В настоящее время этот гномнк хранится в Вен- 
ском музее истории искусств. 





С. Шамаш, 
3. Эвенчик 


Цикл Карно 


С древнейших времен люди пользова- 
лись внутренней энергией топлива 
для приготовления пищи, обогрева 
жилищ, плавки и обработки металлов. 
Но после изобретения тепловых двн- 
гателей приобрело особсе значение 
применение энергии топлива для при- 
кедения в движение различных ме- 
ханизмов. Тепловые двигатели при- 
меняются на транспорте и в сельском 
хозяйстве, в промышленности и в 
всенном деле. Генераторы большин- 
ства электростанций приводятся в 
действие тепловыми двигателями. 
Все этн двигатели работают за 
счет внутренней энергин различных 
видов топлива, в том числе и ядерно- 
го. Понятно поэтому, насколько 
важно знать способы наиболее эф- 
фективного использования этого вида 
энергни для совершения работы. 


Внутренней энергией обладают все 
тела. Как известно, она состонт из ки- 
нетической энергии хаотического дви- 
жения молекул н нотенциальной энер- 
ГИИ взаимодействия самих молекул и 
всех частиц, входящих в их состав. 

В случае одноатомного идеально- 
го газа (когда взанмодействке моле- 
кул отсутствует) внутренняя энергия 
равна 


Нетрудно оценить каким  ог- 
ромным запасом внутренней энергии 
обладает окружающая Землю атмос- 


фера, масса которой равна примерно 
10 кг. 

Еще большим запасом внутрен- 
ней энергии обладают моря и океа- 
ны*). Масса воды в мировом океане 
составляет около 10? кг. Охлаждение 
ее только на | градус привело бы 
к выделению — энергин . порядка 
1071 дж. Это в 100 000 000 раз больше 
всей энергии, вырабатываемой на зем- 
ном шаре за год! 

Казалось бы, энергетические за- 
пасы на земиом шаре почтн безгранич- 
ны. Однако внутреннюю энергию ат- 
мосферы и океанов не причисляют к 
энергетическим запасам. Это связано 
с особенностями использования этого 
вида энергни. 

Для использования внутренней 
энергии тела нужно ее «отнять» у не- 
го. Это может быть осуществлено дву- 
мя способами — в процессе теплопе- 
редачи, когда тело отдает некоторое 
количество теплоты, или прн совер- 
шении им работы. 

Теплопередачей пользуются, на- 
пример, в ряде технологических про- 
цессов, связанных с нагреваннем тел, 
а также для обогрева помещений за 
счет внутренней энергии горячего па- 
ра или воды. 

Но, как уже отмечалось, наиболь- 
шее значение имеет использование 
внутренней энергии тел для совер- 
шення механической работы. 

Механическая работа совершает- 
ся лишь тогда, когда происходит 
упорядоченное движение — переме- 
щение тела. Внутренняя же энер- 
гия — это энергия беспорядочно (ха- 
отически) движущихся молекул. Сле- 
довательно, для того чтобы за счет 
внутренней энергии совершалась ра- 
бота, необходнмо найтн способ, поз- 
воляющий «преобразовать» хаотиче- 
ское движение молекул в упорядочен- 
ное движение какого-либо макроско- 
пнческого тела. А это задача не про- 
стая! Всякое упорядоченнсе движе- 
нне тел в реальных условиях (при 





*) Внутренняя энергия океана больше 
той, которая получается из приведенной 
выше формулы для внутренней энергнн нде- 
ального газа. так как молекулы воды обла- 
дают еще н потенциальной энергней взанмо- 
действия. 
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наличии трения) «преобразуется» в 
беспорядочнсе движение молекул ({те- 
ла нагреваются). Обратное же пре- 
образование хаотического движения 
молекул в упорядоченное требует сле- 
циальных условий. 

Такие условия могут быть созда- 
ны, например, прн нспользовании 
цилиндра с поршнем. Беспорядочное 
движение молекул газа в цилиндре 
вызывает перемещение поршня. Цн- 
лнндр с порншем составляет главную 
часть огнестрельного оружия. За счет 
внутренней энергни газов, возникаю- 
щих при сгорании пороха в стволе 
(цилиндр), совершается механическая 
работа по перемещению снаряда (пор- 
п:ень). 

Огнестрельное оружие, таким об- 
разом, является свсеобразным тепло- 
вым двигателем. Но это не двигатель 
непрерывного действия, который не- 
обходим для того, чтобы приводить 
в движение станки, генераторы на 
электростанциях, транспорт н т. д. 

Для того чтобы двигатели работа- 
ли непрерывно, необходимо, чтобы 
поршень после расширения газа воз- 
вращался каждый раз в исходное 
положение, и газ вновь мог расши- 
ряться. А для этого внешняя сила 
должна совершать работу по сжатию 
газа в цилиндре. Если работа по 
сжатию, которая совершается внеп/- 
ней силой, равна работе, совершае- 
мой газом прн расимрении, то коэф- 
фицнент полезного действия такого 
двнгателя, очевидно, равен нулю. Не- 
обходимо, чтобы работа сжатня была 
меньше работы расширення газа. 

Как известно, элементарная рабо- 
та, совершаемая при изменении объе- 
ма газа от значения У; до значения 
У, - АИ,. равна 


А; = р:А\,. 


Поэтому ясно, что для того чтобы 
работа внешней силы при сжатин 
газа была меньше работы, совершае- 
мой газом при расширении, необхо- 
димо, чтобы каждому значению объе- 
ма газа при сжатии соответствова- 
ло менышее давление, чем при растии- 
рении. Как известно, давление газа 
при одном и том же объеме тем мень- 
ше, чем ниже его температура. Зна- 
чит, газ перед сжатием должен быть 
охлажден. 
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Казалось бы, охладить газ — за- 
дача простая. Например, можно для 
этого привестн его в контакт с телами 
более низкой температуры. Но в этом 
случае энергия хаотического движе- 
ния молекул газа преобразуется в 
энергию также хаотического движе- 
ния другнх тел, и для совершения 
работы она будет потеряна. Вот по- 
чему первые тепловые двигатели, в 
которых использовался этот способ 
охлаждения пара перед его сжатнем, 
нмели чрезвычайно низкий коэффн- 
циент полезного действия — до 5%. 
Очевидно, нужно было найти другой 
способ охлаждения газа. 

Так потребности техникн поставя- 
лн перед наукой задачу исследовать 
работу тепловых двигателей и найти 
способы повышения эффективности их 
работы. 


Процесс расширения газа 


Итак, внутренняя энергия, отнятая 
у нагретого тела при соприкоснове- 
нии его с более холодным телом, со- 
вершенно бесполезна для соверше- 
ния работы. Она лишь увеличивает 
энергию хаотического движения мо- 
лекул холодного тела. 

Поэтому, если мы хотим получить 
максимальную работу ири расшире- 
нни газа, надо, чтобы газ в этом 
процессе не’ соприкасался с тела- 
ми, имеющими более низкую тем- 
пературу. 

Исключить контакт рабочего тела 
с более холодными телами можно 
двумя способами: поместить газ в 
сосуд, стенки которого сделаны из 
теплоизолирующего материала, или 
поддерживать постоянный контакт га- 
за с телами, нмеющими ту же темпе- 
ратуру, что и он сам. Рассмотрим 
оба способа. 


Аднабатный процесс 


Представим себе, что сжатый газ на- 
ходится в цилиндре с подвижным 
поршнем (рис. 1). Цилиндр и поршень 
сделаны из идеального теплоизолн- 
рующего матернала. В этих условиях 
газ будет расширяться ин совершать 
некоторую работу А без передачи 
тепла в окружающую среду {@ =0). 
Такой процесс, при котором тепло- 


передача исключена, называется ади- 
абатным *). 
Из первого закона термодннамнки 


© = + А**) 
следует, что в адиабатном процессе 
Аи = —А. 


При расширенин газа силы, с которы- 
ми он действует на поршень, совер- 
шают положительную работу {(А>>0), 
ноэтому внутренняя энергня газа 
уменьшается (АЙ < 0). 

Мы видим, что при аднабатном рас- 
ширеннн газа его внутренняя энер- 
гня уменьшается как раз на величину 
совершенной работы, то есть газ со- 
вершает макснмальную работу, рав- 
ную уменьшению его внутренней энер- 
гин. При этом происходит понижение 
температуры. Легко догадаться, что 
при аднабатном сжатни газа его внут- 
ренняя энергия увеличивается за счет 
работы, совершенной над газом дру- 
гими телами. 

Итак, прн адиабатном сжатин газ 
нагревается, а при расширении ох- 
лаждается. Вспомните, например, 
опыт с воспламененнем ватки, Смо- 
ченной эфиром, при резком сжатин 
паров эфира в цилиндре. Охлаждени- 
ем воздуха и водяных паров, содер- 
жащихся в нем, при аднабатном рас- 
пирении объясняется образование об- 
лаков. Нагретый у поверхности Земли 


*) Адиабатный процесс может происхо- 
дить и в том случае, когда газ не находится 
в теплонзолирующей оболочке, но расширя- 
ется или сжимается так быстро, что тепло- 
передача не успевает происхолить- 

**) Напомним, что @ —количество теп- 
лоты, полученное снстемой, АХ — изменение 
ес внутренней энергин, А—работа, совершен- 
ная силами системы над внешними телами. 


в 





Теплоизолятор 








Рис. 1. 
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воздух при быстром подъеме в верх- 
нне слои атмосферы, где давление 
ниже, расширяется почтн аднабат- 
но н при этом охлаждается. Водя- 
ные пары в нем конденсируются в 
мелкие капли и кристаллики, образуя 
облака. 


Изотермический процесс 


Рассмотрим другой снособ расшире- 
ння газа. 

Представим себе снова, что сжа- 
тый газ находится в цнлиндре с пориг- 
нем (рис. 2). Цилиндр соприкасается 
теплопроводящим дном только с те- 
лом такой же как у него температу- 
ры (источник энергин), которая под- 
держнвается постоянной. Предоста- 
вим газу возможность расширяться 
и совершать работу. Так как работа 
совершается газом за счет внутрен- 
ней энергии, его температура нач- 
нет понижаться. Но тогда температу- 
ра источника окажется выше, чем 
температура газа, и тотчас же от ис- 
точника к газу будет передаваться та- 
кое количество теплоты, которое срав- 
няет его температуру с температурой 
источника. Отдавать же какое-либо 
количество теплоты газ не может, так 
как он не соприкасается с телами 
более низкой температуры. Таким 
образом, температура газа будет ос- 
таваться практически все время по- 
стоянной. Процесс, происходящий 
при неизменной температуре, назы- 
вается изотермическим. 

Внутренняя энергня идеального 
газа пропорциональна его темпера- 
туре, а значит, изменение внутренней 
энергии пропорционально нзменению 
температуры. Следовательно, в изо- 





Теплоизолятор 
А 
Теплопроводник 


Термостат 
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термнческом процессе внутренняя 
энергия газа не меняется (АИ = 0). 
Тогда из первого заксна термодинами- 
кн следует, что 


9 =А, 


то есть прн изотермическом расшнире- 
нии количество теплоты, полученное 
газом от источника энергин, равно 
совершенной работе. 


Кроме рассмотренных, возможны 
самые различные процессы расшире- 
ния газа. Но в адиабатном и изотер- 
мическом процессах наиболее полно 
используется внутренняя энергия для 
совершения работы. В этих процессах 
газ отдает энергию телам только 
при совершении работы. В аднабат- 
ном процессе газ совершает работу 
за счет своей внутренней энергви, и 
эта энергия уменьшается. В изотер- 
мическом процессе газ совершает ра- 
боту за счет внутренней энергии дру- 
гого тела (источника энергин), от ко- 
торого он получает некоторсе колнче- 
ство теплоты. 


Циклические процессы 


До сих пор мы рассматривали лишь 
однократные процессы расширения 
газа, которые прекращаются, когда 
давленне газа становится равным 
внешнему. Но для непрерывной ра- 
боты двигателя необходимо, чтобы 
процесс расширения газа повторялся 
периодически. А для этого надо, 
чтобы после расширения газ снова 
был сжат, чтобы поршень вернулся 
в исходисе положение и газ мог сно- 
ва расширяться. Процессы, при ко- 
торых рабочее тело пернодически воз- 
вращается в начальное состояние, на- 
зывают циклическими. Так что не- 


прерывиая работа теплового двн- 
гателя состоит из повторяющихся 
циклов. 


Из каких процессов должен со- 
стоять цикл, чтобы к. п. д. двигателя 
был максимальным? Очевидно, он 
должен состоять из таких процессов, 
которые дадут возможность совер- 
шать максимальную работу за счет 
количества теплоты, полученного от 
источника энергии, и внутренней 
энергии рабочего тела. Такими про- 
цессамн являются, как было выяс- 
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Сади Карно (1796—1832). 


нено, изотермический н адиабатный. 
Поэтому при расширенни и сжатни 
газа должны быть использованы нмен- 
но эти процессы, так как только они 
позволяют исключить контакт горя- 
чего тела с холодным, то есть исклю- 
чить уменьшение энергин без совер- 
шения работы. 

Впервые такой наиболее совершен- 
ный циклический процесс был пред- 
ложен замечательным французским фи- 
знком н инженером Сади Карно в 
1824 г. 

Карно прожил короткую жизнь — 
всего 36 лет, но оставил яркий след 
в науке. В своем труде «Размышления 
о движущей снле огня и о машинах, 
способных развивать эту силу», обес- 
смертнвшем его имя, он заложил 
основы теорни тепловых машин. По 
существу он был основоположником 
науки о тепловых явлениях — термо- 
динамики. 

Садн Карно искал пути решения 
актуальной для его времени задачи — 
установить причины несовершенства 
тепловых машин и найти пути наи- 
более эффективного их нспользова- 
НИЯ. 

Его труды — наиболее яркий 
пример в историн физики взаимного 
влияния науки ин техники. 


Цикл Карно 


Допустим, что сжатый газ, имеющий 
температуру нсточника энергни ТГ, 


(температура нагрезателя), находит- 
ся в цилиндре, стенки и поршень ко- 
торого сделаны из теплоизоляцион- 
ного материала, а дно — из матернала 
с высокой теплопроводностью. Объем, 
занимаемый газом,. равен \.. 

Приведем цилиндр в контакт с 
нагревателем. Предоставим газу воз- 
можность изотермически расширяться 
н совершать работу. Газ получает при 
этом; от нагревателя некоторое коли- 
чество теплоты @. Этот процесс гра- 
фически изображается  изотермой 
(кривая @ф на рисунке 3, а). 

Далее газ должен быть сжат, но, 
<как уже было выяснено, при более 
. низкой температуре, то есть изотер- 
ма сжатия должна быть ннже изотер- 
мы расширения. Ведь только в этом 
случае работа сжатия будет меньше 
работы расширения. Но мы помним, 
что газ не следует охлаждать сопрн- 
‚ косновением с более холодным телом, 
чтобы исключить теплолередачу без 
‘совершения работы. Садн Карно пи- 
сал: «В телах, употребляемых для 
развития движущей силы тепла, не 
должно быть ни одного изменения 
температуры, происходящего не от 
нзменения объема». Другими слова- 
мн, температура рабочего тела не 
должна изменяться без совершения 
теламн работы. Значит, остается един- 
ственная возможность — охлаждать 
газ, предоставив ему возможность 
расширяться аднабатно. 

Поэтому изотермический процесс 
расширения не доводят до конца хода 
поршня в цилиндре. Когда объем 
газа становизся равным некоторому 


значению У;, дно цилиндра изолиру- 
ют от нагревателя; после этого газ 
расширяется аднабатно до объема У»., 
соответствующего максимально воз- 
можному ходу поршня в Цилинд- 
ре (адиабата 6с на рисунке 3, 6). 
При этом газ охлаждается до темпе- 
ратуры Т.- 

Телерь охлажденный газ можно 
изотермически сжимать при темпе- 
ратуре Т.. Для этого его нужно прн- 
вести в контакт с телом, имеющим 
ту же температуру Г.» (холодильник), 
и сжимать газ внешней силой. Одна- 
ко в этом процессе газ никогда нс 
вернется в первоначальное состоя- 
ние — температура его Т, будет 
все время меньше, чем Ту. 
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Рис. 3. 


Поэтому нзотермическое сжатие 
доводят до некоторого промежуточ- 


ного объема У. (изотерма с4 на ри- 
сунке 3, в). При этом газ отдает хо- 
лодильнику Некоторое количество теп- 
лоты @., равное совершаемой над ним 
работе сжатия. После этого газ сжи- 


мают адиабатно до объема У,, чтобы 
его температура вновь повыснлась 
до Т, (адиабата Ча на рисунке 3, г). 
Теперь Газ вернулся полностью в 
первоначальное состояние, при кото- 
ром объем его равен ИУ, температу- 
ра — Т,, давление — ру, н цикл мож- 
но повторять вновь. 

Итак, на участке абс газ совершает 
работу (А > 0), а на участке саа 
работа совершается над газом (А<50). 
На участках &с н да совершение рабо- 
ты происходит только за счет изме- 
нения внутренней энергии газа. Пс- 
скольку АО» = —АИ а, тои Аы= 
= —Ана. Так что полная работа, 
совершаемая за цикл, определяется 
разностью работ, совершаемых на 
участках а6 и са. Численно эта рабо- 
та равна ллощадн фигуры, ограничен- 
ной кривой цикла абс@ (рис. 3, г). 

На участке аб газ получает не- 
которое количество теплоты @, от 
нагревателя с температурой Т., а на 
участке с4 газ непременно отдает 
при сжатин количество теплоты О. 
холодильнику с температурой Т.. 
Значит, в полезную работу фактически 
преобразуется только часть количе- 
ства теплоты @,, полученной от на- 
гревателя, равная ©, — (,. Поэтому 
к. п. д. цикла равен 

9—9. 


п = 0, . 


Если же газ не охлаждать перед 
сжатием и, следовательно, не отдавать 
некоторое количество теплоты более 
холодному телу, то полезная работа 
за цикл будет равна нулю. В этом 
состонт особенность совершения ме- 
ханической работы тепловыми двн- 
гателями: невозможно все количество 
теплоты, полученное от нагревателя, 
преобразовать полностью в работу 
при цнклическом процессе. Неизбеж- 
но приходится какую-то часть этого 
количества теплоты отдавать третье- 
му телу с более низкой температурой. 
Значит, для работы тепяовых машин 
недостаточно иметь только источник 
энергии (нагреватель) и рабочее тело. 
Необходимо иметь. еще третье тело 
с более низкой температурой (хо- 
лодильник). Таким холодильником ча- 
сто служит окружающая атмосфера. 
Для непрерывной работы — любого 
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теплового двигателя необходимо иметь 
нагреватель, рабочее тело и холо- 
дильник. 


Итак, цикл Карно был на всех 
стадиях проведен таким образом, что 
нигде не было соприкосновения тел 
с различными температурами. Это 
нсключало возможность теплопереда- 
чи без совершения работы, то есть 
исключало переход беспорядочного 
движения молекул одного тела в 
беспорядочное движение молекул дру- 
гих тел. 

Как показал Сади Карно, коэф- 
фициент полезного действня ндеаль- 
ного цикла может быть выражен через 
температуры нагревателя (Т,) и хо- 
лодильника (Та): 


—ы. 9, —9.: ка Т.— Г. 
а О об, 
или 
Г 
= г: (>) 


В реальных двигателях не удает- 
ся осуществить цикл, состоящий из 
идеальных изотерм и аднабат. Дело 
в том, что процессы в двигателях 
проходят достаточно быстро, и изо- 
термичность процессов нарушается— 
понижение температуры в результате 
элементарного расширения «не успе- 
вает» скомненсироваться повышением 
температуры за счет контакта с на- 
гревателем. Материалы, из которых 
изготавливаются стенки цилиндра н 
поршень, не могут быть ндеальнымн 
нзоляторами, как это необходимо для 
осуществления аднабатного процесса. 
Поэтому к. п. д. цикла, осуществля- 
емого в реальных двигателях, всегда 
меньше, чем к. п. д. цикла Карно 
(при одних и тех же темлературах 
нагревателей и холодильников). 

Вместе с тем рассмотрение ндеаль- 
ного цикла Карно имеет огромное 
значенне, так как оно указывает пути 
повышення к. п. д. тепловых двига- 
телей. Из формулы (*) видно, что 
к. п. д. двигателей тем больше, чем 
выше температура нагревателя и чем 
ниже температура холодильника. 

В современных двигателях обыч- 
но к. п. д. увеличивают за счет по- 
вышения температуры нагревателя. 
В мощных паровых турбинах в на- 


стоящее время используют пар, тем- 
пература которого достигает 600°С. В 
газовых турбинах температура газа 
достигает 900°С. Дальнейшее по- 
вышение температуры — нагревателя 
ограничивается жаростойкостью ма- 
териалов, имеющихся в настоя- 
щее время. 

Ограничения, накладываемые на 
полное использование — внутренней 
энергии для совершения механиче- 
ской работы в тепловых двигателях, 
ме вытекают из первого закона тер- 
модинамики. Этот закон «запрещает» 
лншь получение работы большей, чем 
затраченная энергия. Но если бы 
энергня нагревателя уменьшилась, 
например, на 100 джоулей, и при 
этом тепловой двигатель совершил 
работу 100 джоулей, то это не про- 
тиворечило бы гервому закону тер- 
модинамики. Однако, как было вы- 
яснено, невозможен такой цикличе- 
ский процесс, при котором все коли- 
чество теплоты, полученное от на- 
гревателя, идет на совершение рабо- 
ты. Неизбежно некоторая часть этого 
количества теплоты отдается другим 
телам с более низкой температурой. 

Указанные выше ограничения на 
совершение непрерывной работы в ци- 
клических процессах за счет внутрен- 
ней энергии составляют содержанне 
другого важнейшего закона приро- 
ды — второго закона термодинамики: 

Особенность использования внут- 
ренней энергии позволяет- понять, 
почему иекоторые источники энер- 
гии, находящнеся вокруг нас, бес- 
полезны. Очевидно, не может быть 
использована энергия таких лел, тем- 
пература которых равна температуре 
окружающей среды. 
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Рис. 4. 


2 «Квант» №1 
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Насколько заманчивым казалось 
бы использование почти безгранично- 
го запаса внутренней энергии, кото- 
рая содержится в атмосфере и водах 
океанов! Однако для получения рабо- 
ты за счет этой энергин необходимо 
иметь столь же гигантский “холодиль- 
ник, который принимал бы часть 
этого огромного количества теплоты 
и при этом не нагревался сам до тем- 
пературы океана. Именно поэтому, 
как уже указывалось, энергию океа- 
нов не причисляют к энергетическим 
запасам на земном шаре. 

Однако в настоящее время выска- 
зываются предположения о возмож- 
ности использования разности темпе- 
ратур в глубинных н новерхностных 


слоях морей ин океанов, хотя это и 
связано с огромными техническими 
трудностями. 


Упражнения 

1. Чему равно изменение внутренней 
энергин киломоля идеального газа при его 
охлаждении на 20 градусов? 

2. Какая знерсия выделилась бы при 
охлаждении на 1 градус всей массы воздуха, 
окружающего земной шар? Удельная тепло- 
емкость воздуха с= 103 Ож/ке.град. 

3. Постройте график  изотермического 
процесса по данным таблицы: 









































у. 4 0 | 15 | 201 30 | 40 | 50 | 60 
р. атм | 60| 40 | 30 | 20 | 15 12,5] 10 
Пользуясь этим графиком, определите 


работу газа при изменении его объема от 20 
до 40 4. 

4. На графнке (рнс. 4) изображены раз- 
личные процессы изменення состояния газа: 
АВ,. АВ., АВз. Ири переходе из первого 
состояния (А) в одно низ послелующнх {В., 
В. или Вз) газ получает некоторое количест- 
во теплоты. Совершает лн газ работу и изме- 
няется ли его внутренняя энергия в каждом 
нз этих процессов? 

5. Восходящий от поверхности Землн по- 
ток воздуха представляет собой своеобраз- 
ный тооловой двигатель. Укажите в нем ос- 
новные части, присущие любому тепловому 
двигателю. 


Лаборатория «Кванта» 
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В. Майер, Р.-Э. Шафир 


Струйный 
автогенератор 
звука 


Для проведения описанного ниже 
опыта вам понадобится, прежде всего, 
стеклянная трубка с небольшим от- 
верстием. Конечно, вы можете вос- 
пользоваться обыкновенной стеклян- 
ной пнпеткой, но нетрудно н самим 
нзготовить нужную трубку. 

На пламени сухого горючего или 
газовой горелки растяните легколлав- 
кую стеклянную трубку днаметром 
4—6 мм так. чтобы образовавшаяся 
перетяжка имела внутренний днаметр 
около 1 мм. Ребром напильника или 
надфиля аккуратно надпилите труб- 
ку посередине перетяжки и затем раз- 
ломите ее. У вас получится две труб- 
ки с оттянутыми, как у пинетки, кон- 
цами. Можете сделать и по-другому. 
Введите конец трубки в пламя и раз- 
номерно вращайте трубку так, чтобы 
конец ее стал оплавляться, а отвер- 
стие — затягиваться расплавленным 
стеклом. Когда внутренний днаметр 
оплавленного конца трубки станет 
равным примерно | мм, трубку уда- 
лите низ пламени и остудите. 

Изготовленную стеклянную труб- 
ку вставьте в отверстие резиновой 
пробки, а пробку вденьте в резиновый 
шланг подходящего днаметра (рис. 1). 
Шланг соедините с краном водопро- 
вода и пустите по нему воду. Прн 
этом из отверстня стеклянной труб- 
ки будет бить тонкая водяная струя, 
в которой можно выделить две 
области. Ближайшая к отверстию 
часть струн совершенно прозрачна 
н выглядит неподвижной, ниже струя 
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становится неспокойной и мутной. 
Очевидно, сначала жидкость движет- 
ся сплонным потоком, затем поток 
разбивается на отдельные каплн, ко- 
торые падают обособленио друг от 
друга, но при этом движутся настоль- 
ко быстро, что воспринимаются как 
целостная мутная струя. Верхняя 
часть струн прозрачна, поскольку 
свет преломляется на геометрически 
правильной поверхности струн. В 
нижней части струи свет рассеивается 
на отдельных каплях, и вода выгля- 
днт мутной. 

На рисунке 2 приведена фотогра- 
фния струн, бьющей под углом к горн- 
зонту. На фотографии хорошо видны 
оба участка струи. 

В том, что мутная область струи — 
это поток отдельных капель, можно 
убедиться и на слух. Введите в струю 
вверх дном пустую консервную бан- 
ку. Если дно находится в прозрачном 
участке струи, вода падает ма него 
почти бесшумно. Опуская банку вниз, 
вы заметите, что появляется звук, 
сначала слабый, потом постепенио 
усиливающийся. Происхождение это- 
го звука и объясняется ударамн о дно 
отдельных капель воды. 

Теперь приступайте непосредст- 
венно к опыту. Возьмите пустую коп- 
сервную банку и затяните ее отвер- 
стне резиновой пленкой’ от детского 
надувного шарика. Введите банку 
в струю так, чтобы пленка оказалась 
в сплошном участке струн вблизи ме- 
ста распадания се на капли (оптималь- 
ное положение банки нетрудно подоб- 
рать экспериментально). Пользуясь 
стеклянной палочкой или медной про- 
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Рис. 1. 


волокой диаметром 1,5—2 мм, соесди- 
ните между собой резиновую пленку 
н стеклянную трубку, из которой 
выходит струя (рис. 3). Участок струи 
вблизи пленки немедленно становит- 
ся мутным, и возникает громкий поч- 
ти однотонный звук. Звук продол- 
жается все время, в течение которого 
банка и стеклянная трубка. механи- 
чески соединены. Стоит разорвать 
связь между этими элементами, и 
звук исчезает. 

Попробуем объяснить результат 
опыта. Появление звука свидетель- 
ствует о том, что в системе возникли 
незатухающие мсханические колеба- 
ння, причем без действия внешней 
периодически изменяющейся силы. 
Такие системы называют автоколеба- 
тельными. Они, как правило, вклю- 
чают в себя (кроме самой колебатель- 
ной системы) источник энергии и так 
называемое звено обратной связи, 
посредством которого колебательная 
система сама (автоматически) управ- 
ляет поступлением энергии из источ- 
ника. Возможно, вы уже встречались 
с колебательными системами. Это, 
например, маятниковые часы и лам- 
повый генератор электромагнитных 
колебаний. 

Источником энергни в описанном 
опыте является поток воды, падаю- 
щий на резиновую пленку. Колеба- 
тельную систему представляет собой 
банка, отверстие которой затянуто 
резиновой пленкой. В этом нетруд- 
но убедиться: удалите банку из струи 
и резко ударьте по резиповой пленке 
пальцем — вы услышите быстро за- 
тухающий звук примерно той же 


частоты, которую раньше давала си- 
стема. Обратную связь, по-видимому, 
обеспечивает стеклянная палочка, ко- 
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Рис. 3. 





торая механически связывает между 
собой колебательную систему и ис- 
точник энергии. 

Процесс установления колебаний 
в нашей автоколебательной системе — 
будем называть ее струйным автогс- 
нератором звука — можно прелста- 
вить себе так. Струя, падая на рези- 
новую пленку, в силу чисто случай- 
ных причин вызывает слабые быстро 
затухающие звуковые колебания воз- 
духа в банке. Эти колебания по стек- 
лянной палочке передаются трубке, 
низ которой вытекает струя (звук пре- 
красно распространяется в твердых 
телах!). Струя каким-то образом реа- 
гирует на звуковые колебания н пе- 
редает их опять резиновой пленке. 
Объем воздуха в банке резонирует, 
колебания усиливаются и ‘частично 
вновь передаются стеклянной труб- 
ке, из которой выходит струя. Далее 
процесс повторяется ло тех пор, пока 
амплитуда звуковых колебаний не 
возрастет настолько, что потери энер- 
гии будут компенсироваться поступ- 
лениями ее из источника. В резуль- 
тате устанавливаются незатухающие 
автоколебания 

Объясняя работу струйного авто- 
генератора звука, мы предположили, 
что струя реагирует на звук. Действи- 
тельно ли звуковые волны воздейст- 
вуют на струю? В чем выражается 
это воздействие? Каков его механизм? 
Попытайтесь ответить на этн вопросы 
самостоятельно. 
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Вопреки распространенному заблуждению, значнтельная часть деятельностн математика 
(или физика-теоретнка) является экспериментальной. Прежде чем что бы то ни было дока- 
зать. математик тратит много времени на то, чтобы, рассматривая разнообразные примеры 
и частные случан, освоиться с новыми объектами н отыскать закономерности, которые 
затем удастся представить в виде «правнльной задачи» нли «теоремы». Только после этой 
большой работы, исписав горы бумаги конкретными вычнслениями нли исчертив ее графнка- 
ми. математнк принимается за решение абстрактной математнческой задачи илн за дока- 
зательство теоремы. Многие важные для практических приложений результаты математнче- 
ской наукн также представляют собой не абстрактные теоремы, з таблицы для расчетов, 
графики, схемы, программы для вычислений. 

Этой «экспериментальной» части математики н посвящен наш новый раздел «Матема- 
тический практикум». Выполняя задання «Математического практнкума», вы научитесь 
по нескольким частным наблюдениям находить общие закономерности, сможете, еслн тема 
задания вам понравится, разобраться в ней глубже н, возможно, сделаете первые самостоя- 
тельные открытия. Как правнло, нашн задания по математическому практикуму будут сос- 
тоять из двух илн нескольких ступеней; первая — проделать «эксперимент» (нарисовать 
несколько кривых илн фигур, решить серню уравнений и т. п.), следующне — сфермулнро- 
вать общую задачу, написать общее уравнение изучаемого явления нлн процесса, одним сло- 
вом, провестн некоторое исследование. 

В каждом нашем задании мы приводим конкретный образец, которому нужно следовать 
н описываем план работы. Просим письма с выполненными заданиями присылать в, 
редакцию с пометкой «Мат. практнкум» . Графики и чертежн выполняйте на стандартных лис- 
тах бумагн. Проснм при пересылке не сворачнвать листы в трубку. В пнсьмо вложите конверт 
< обратиым адресом для ответа. 


Большая часть заданий, которымн начннается этот отдел, родилась в стенах физико- 
математической школы при МГУ. 


В первом задании математического практнкума речь пойдет о иекоторых кривых, рас- 
сматривавшихся в прошлом веке в связи с трудной (по тем временам) и важной технической 
проблемой: как связать поршень с точкой махового колеса двигателя таким образом, чтобы 
вращение колеса сообщало поршню прямолинейное - движение? 


В. Вавилов 


Шарнирные 
механизмы. 


Кривые Уатта 


называемый сокращенный паралле- 
лограмм Уатта; он состоит из двух 
стержней О.А, и О.А. одинаковой 
длины (коромысла и отводного радиу- 
са), соединенных между собой при 
помощи шарниров стержнем А.А. 
(шатуном). Стержни О.А, и О.А, 
вращаются вокруг закрепленных то- 
чек О, иО., и, если позволяют длины 
стержней, можно получить целый ряд 
различных «крестообразных» фигур 
(рис. 2, а, 6). 

Тщательно исследовав движение 
точек М шатуна А,А., Уатт убедил- 
ся, что средняя точка шатуна А.А, 
незначительно уклоняется от прямой 


«Хоть я ни не особенно забочусь о 
славе, однако параллелограммом гор- 
жусь больше, чем каким-либо другим 
изобретением, сделанным мною». 
Дж. Уатт (нз письма к сыну) 


1. Шарнирный механизм, изобра- 
женный на рисунке 1, был предло- 
жеи Джемсом Уаттом в 1774 году *), 
когда он решал такую проблему: 
как связать поршень с точкой махо- 
вого колеса, чтобы вращение колеса 
сообщало поршню прямолинейное дви- 
жение? На рисунке 1 изображен так 





*) Джемс Уатт (1736—1819) — выдаю- 
щийся английский изобретатель. Работая 
механиком университета в Глазго, занимался 
усовершенствованием паровых двигателей. 
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линии, когда вся система в целом 
приходит в Овижение (рис. 3). 
Трехзвенник О,А.А.О, обладал 
одним недостатком: расстояние меж- 
ду точками О, и О, (между осями 
вращений коромысла и отводного ра- 
диуса) должно было быть довольно 
значительным, чтобы пригодная часть 
траектории (то есть часть кривой, 
мало отличающаяся от прямой линни) 
движения средней точкн шатуна бы- 
ла протяженной; это приводило к не- 
допустимому увеличению размеров ма- 


куапетесите.ги 


шинного отделения. Чтобы избе- 
жать этого, Уатт добавил панто- 
графическое расшире - 
ние к трехзвеннику, получив пол- 
ный параллелограмм (рис. 3; |0. А, |= 
“= |0. А,| =|В.А.| = |В. А, |, 
В.В. |= [А.А. | МА, |= МА, |, 
стержень О.В. в точке А, не изги- 
бается), после чего сам механизм 
и стали называть’ параллелограммом 
Уатта. В силу подобия треугольнн- 
ков О.А.М и О.В.В, точки О., М 
и В, всегда лежат на одной прямой. 
На том же основании |О.В, | вдвое 
больше |О.М |; следовательно, точ- 
ка В. описывает траекторию, гомо- 
тетичную траектории точки М, в уд- 
военном масштабе. На практике улуч- 
шение состояло в том, что поршень 
прикреплялся не в точке М трехзвен- 
ника О,4.420., а в точке В, — 
вершине параллелограмма А.В.В.А.; 
таким образом, Уатту удалось’  раз- 
меры `механизма полностью согласо- 
вать с размерами обычного машинно- 
го отделения. 


На рисунке 3 изображена замкну- 
тая кривая, которую описывает точ- 
ка М (еслн движения трехзвенника 
не ограничивать); только дуга ММ№ 
этой кривой может использоваться 
в машине. 


Шарнирными механизмами много 
и плодотворно занимался замечатель- 
ный русский ученый Пафну - 
тий Львович Чебышев 
(1821—1894). К ним он проявлял 
особую склонность.с малых лет. Ими 
он не переставал заниматься в тече- 
ние всей своей жизни. Чебышев соб- 
ственноручно нзготовил много самых 
разнообразных шарнирных механиз- 
мов, среди них — лодка с гребным 
аппаратом, Шагающий человек («сто- 
походящая машина») и другие заме- 
чательные вещи. , 

П. Л. Чебышева интересовали 
главным образом те механизмы, кото- 
рые нанболее точно могли воспронзво- 
дить прямолинейное движение. В ча- 
стности, он выяснил, что в случае 
параллелограмма Уатта «самые хо- 
рошне» крнвые получаются тогда, 
когда ` выполнено соотношение 
(210, А, |)° + М.А, Р = 0,0, р, 
которое означает, что должно сущест- 
вовать такое состояние механнзма, 
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ОА ЕОс АМ |= 


когда |0.А,]11А.А,| и [0.А,] 1 
= МС] = ВСТАВ] 


(А.А, |. 

Задачу отыскания точного прямо- 
лнинейно-направляющего механизма 
ему, однако, разрешить не удалось. 
В 1864 году французский офицер 
Поселье изобрел аппарат, названный 
Рис. 4. - инверсором (рис. 4), преобразовываю- 

- щий вращательное движение в безуко- 
ризненное прямолинейное. 


Задача (трудная). Докажите, что 
если точка В (см. рис. 4) опнсываст некоторую 
окружность, проходящую через точку О 
(этого можно добиться. добавив к инверсору 
седьмой стержень О’В такой, что |О’В |= 
—= |00° |, и точку О’ закрепить}, то точка М 
опнсывает прямую линню *). 


Дальнейшие исследования пока- 
зали, что с помощью шарнирных ме- 
ханизмов можно реализовать очень 
многие кривые. 

Отметим особо, что при изучении 
параллелограммов Уатта перед Че- 
бышевым возникла следующая мате- 
матическая задача: при каких соот- 
ношениях длин стержней механизма 
Уатта функция, описывающая дви- 
жение средней точки шатуна, наимс- 
нее всего отклоняется на заданном 
промежутке **) от линейной функции. 
Такая постайовка вопроса послужила 

толчком к многочисленным теорети- 
УВ ческим исследованиям и созданию 
современной конструктивной теорни 
функций. 

2. Мы предлагаем вам проследить 
за траекторией движения точек М от- 
резка А, А, (или неразрывно связан- 
ных с ним, см. ниже п. 3); эти траек- 
тории называются кривымы Уатта. 
Ограннчиваясь рассмотрением только 
симметрического случая (|МА, |= 
= МА. |), положим 


10.0. | = 21, А.А. | = 2а, 
Ю,А,1= 10, А, | =К. 








*) См. «Квант», 1971, № 8. с. 27—28. 

**) До Чебышева участок кривой ММ 
(см. рнс. 3) сравниваян с касательчой к 
этой кривой. проведенной в центральной 
точке. Если же нужно лостнгнуть хорошего 
приближення «между даннымн пределами» 
(в нашем примере — между точками АГ и ^'), 
то касательной следует предпочесть некото- 
рую другую прямую, «лучше» представляю- 
6) щую дугу ММ, чем соответствующий отрезок 
Рис, 6. касательной. 





и М 


2 


мм < пом Ми- ао 
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Рис. 7. 


Точки А, и А, могут перемещать- 
ся по окружностям раднуса В с 
центрами О, и О.. Заметим, что нан- 
большее возможное значение расстоя- 
ния |4,4. | равно 2 (1 + Ю) (рис. 5,а), 
а наименьшее — 2(1— ВЮ) (при 
[= Ю) или 0 (при [= А) (рис. 5, а, 
6). Отсюда следует, что для существо- 
вания механизма Уатта необходимо, 
чтобы параметры 4, ВЮ и Г удовлетво- 
ряли неравенствам 

[— Юзаж<- К. 

Мы будем говорить, что участок 
М,МЬь кривой отличается от отрезка 
прямой [М.М] не более, чем на № %, 
если каждая точка М этого участка 
кривой удалена от отрезка М, М, на 
расстояние, не превосходящее вели- 


[: 
чину 4% = тб М. Ма (имеется в виду 


длина перпендикуляра из точки М 
на отрезок М,М.; рис. 6). 

_ Теперь все готово для того, чтобы 
сформулировать задание математиче- 
ского практнкума. 


Задание 


По параметрам а, К и [Г (см. табли- 
цу) плоского шарнирного механизма 
Уатта: 


Таблица 
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а) начертите по ТОЧКам кривую 
Уатта, описываемую серединой шату- 
на; 

6) на построенной траекторин при 
помощи линейки определите длину 
наибольшего участка кривой, отлн- 
чающегося от отрезка прямой менее 
чем на 5%. 


Образец 

4 = 3; В = 4; 1 = 5 (рис. 7). 

Замечание, Для самостоятельной 
работы возьмите один (илн несколько} нз на- 
боров значений 4, К. [из таблнцы. По- 
ложение точкн М нужно находить при по- 
мощн циркуля и линейки: поставив одну 
ножку циркуля с раствором 24 в некоторую 
точку Р окружности с центром в точке О, 
радиуса А, искать другой ножкой точку @ 
на второй окружности (с центром О, радиу- 
са Ю); середина отрезка [РО] определяется 
при помощи лннейки. Число точек Р, кото- 
рое нужно взять для более нлн менее точного 
построения нскомой траектории, равно 15; 
прн вычерчивании кривой по построенным 
точкам нужно помнить о ее симметрии. 

После того как вы построите кривую, 
попробунте ответить на несколько вопросов. 

17. На готовом чертеже покажнтеё «нол- 
ный цикл работы» механизма (т.е. то, как пе- 
мещастся шатун. когда его середнна двнжет- 
ся по кривой Уатта). 

2°. Сколько у ‘данного механизма су- 
ществует положений. из которых можно на- 
чать движение более чем двумя способами? 
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3°. Если построенную кризую нужно 
«повернуть» на 90°, то в каких точках О; н 
О, плоскости мы должны закрепнть ме- 
ханнзм? 

4°. Прикиньте «на глаз» на чертеже, ка- 
кой вид будет иметь кривая Уатта, еслн 
3 мА, |= МА [. 

57. Какой участок построенной кривой 
точка М проходнт быстрее (медленнее) всего? 
Как это можно доказать? 


3. Ланное задание может стать 
началом (мы надеемся, что так и бу- 
дет) настоящего математического ис- 
следования (теоретического). Вот его 
возможная программа: 

а) найти уравнение кривой Уатта 
{в лекартовых и полярных координа- 
тах); 

6) определить все возможные типы 
кривых Уатта всимметрическом случае. 
Под типом кривой мы понимасм ее 
форму. Оказывается, что различных 
траекторий существует только 12 (со- 
ответствующие им значения парамет- 
ров отражены в таблице). 

в) какие типы’ кривых можно по- 
лучить прн помощи механизмов, по- 
казанных на рисунке 8? 
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Спиши и думай 


Каждая буква здесь обозна- 
чает определенную цифру. 
Суммы чисел по любым вер- 
тикалям. горизонталям и дн- 
агоналям квадрата одннако- 
вы. Восстановите запись чи- 
сел в клетках квадрата. 


Л. Мочалов 


В двух примерах на сло- 
жение одинаковые инфры бы- 
ли заменены одннаковымн 
буквами, то, что получизссь. 
изображено на рнсунке. По- 
пробуйте расшифровать прн- 
меры. 

В. Акулич. 

И. Акилич 
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Лемниската 
Бернулли 


Напервой и четвертой страни- 
цах обложки изображены по- 
хожие кривые. Начетвертой— 
лемнискатонды, вли кривые 
Уатта {© них рассказывает 
статья В. Вавилова в этом 


номере — с. 20). На пер- 
вой — лемниската Бер- 
нулли *). При определен- 


ном соотношении парамет- 
ров, задающих лемниска- 
тонду (1 =4= ВИ 2 вобо- 
значеннях статьн Вавнлова), 
она Е на лемниска- 
ту Бернулли и окружность. 

Лемниската Бернулли— 
замечательная кривая, прн- 


влекавшая Ениманне многих ^ 


математнков. Определить ее 
можно по-разному. 
Например,  лемниската 
Бернулли является множсст- 
вом точек на плоскости, про- 
изведение расстояний каждой 
из которых от двух фикси- 
рованных точек Р,, Е. рав- 
Е.Е] 2 
— |. 








*) Речь идет о Якобе 
Бернулли (1654—1705), вы- 
дающемся ученом-математни- 
ке, авторе работ, относящих- 
ся, главным образом, к ма- 
тематическому анализу, гео- 
метрии н теории вероятно- 
стей. Семья Бернулли дала 
мнру много выдающихся уче- 
ных, втом числе математнков. 
В историн науки ученых из 
этой семьи с одинаковыми 
нменами называют как ко- 
ролей — Данкнл 1, Моганн 
И, .... «Лемниската» — 
греческое слово; лемниска- 
той в античной Греции на- 
зывалин ленточку, при помо- 
щн которой к Голове побе- 
дителя прикрепляли венок. 


На первой странние об- 
ложкн нарисована также зна- 
комая вам гипербола, точ- 
нее, равносторонияя гинер- 
бола, гсимитоты которой пер- 
ленднкулярны). Если про- 
делать преобразование ин- 
версии (см. «Квант», 1971, 
№ 8, с. 23) с центром в 
центре симметрии гиперболы 
относительно касающейся се 
окружности, то гипербола пе- 
рейдет в леминскату. 

Получить лемнискату с 
помощью этой же гиперболы 
можно и по-другому. По- 
строим се окружиостн, про- 
ходящие через центр сим- 
метрин Гиперболы, © центра- 
мн на этой гиперболе. Крн- 
вая, касающаяся Рсех этих 
окружностей, н ссть лем- 











Рис. 3. 


миската {именно это пестрое- 
ние и приведено на обложке). 

Вот еще один способ по- 
строения лемнискаты. В два 
квадрата (рис. 1) вписывает- 
ся по окружности. Прово- 
дятся всевозможные секущие 
через. центр О и образуются 
всевозможные хорды скруж- 
нсстей 2 М’. Перенссим этн 
хорды по лучам. которым они 
прнииадлежат так, чтобы каж- 
дая точка [ попадала в точ- 
ку О. Тогда множество то- 
чек М образует лемнискату. 

Можно постронть лем- 
нискату ин с помощью чертеж- 
ных инструментов. Для этого 
проведем некоторыс допол- 
нительные построения на ри- 
сунке 1. Проведем №Р па- 
раллельно ОМ, а также АС 
(где С — центр  окружно- 


ШМ=ЮМР 


стн) н ММ перпендикулярно 
ОМ (рис. 2). Поскольку 


1 
Юс| => ОР, тои АС] = 


1 | 
=—1ЕВ] = > Мм Кроме 


1 ь 1 
того, |ЁА| == М = = х 


хОМ!. Следовательно, тре- 
угольники РАС н ОММ по- 
добны. Длина отрезка |ОМ!-—= 
==2|.(|-= постоянна. На этом 
сснован способ построения 
лемнискаты, показанный на 
рисувке 3. Здесь исполь- 
зуются два угольника и ок- 
ружность раднуса |@Р|. Ка- 
тет одного из угольников 
должеи содержать отрезок 
МЕ. Точка М принадлежит 
лемнискате. 

Постарайтесь доказать, 
что #се описанные способы 
построения дают одну и ту же 
кривую. 

м В. Березин 
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Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер с момента 
основания журнала. Публн- 
куемые в нем задачи не стан- 
дартны, но для нх решения 
не требуется зианнй, выходя- 
шнх за рамкн нынешней 
школьной программы. Наибо- 
лее трудные задачи отмечены 
звездочкой. После формулн- 
ровки задачи мы обычно ука- 
зываем, кто предложил нам 
эту задачу. Разумеется, не 
все эти задачи Публикуются 
впервые. 


Решения задач нз этого но- 
мера можно присылать не 
позднее {1 марта 1977 года 
по адресу: 113035. Москва 
М-35, Б. Ордынка, 210/16, 
редакция журнала «Квант», 
«Задачник «Кванта». Пос- 
ле адреса на конверте напн- 
шите номера задач, решений 
которых вы посылаете, на- 
иример; «М421, М423» или 
«Ф434». Решения задач по 
каждому из предметов (матс- 
матнке и физике), а также 
новые задачи просьба присы- 
лать в отдельных конвертах. 
Задачи нз разных номеров 
журнала прнсылайте также 
в разных конвертах. В письмо 
вложите конверт с написан- 
ным на нем вашим адресом 
{в этом конверте вы получн- 
те результаты проверки ре- 
шений). Условия оригиналь- 
ных задач, предлагаемых 
для публикацни. прнсылайте 
в двух экземплярах вместе с 
вашими решениями этих за- 
дач (на конверте пометьте: 
«Задачник «Кванта», ио- 
вая задача по физнке» илн 
«...новая задача но матема- 
тике» ). 


В начале каждого письма 
просим указывать ваше имя, 
фамилню, номер школы н 
класс, в котором вы учн- 
тесь. 
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задачние 
кванта 
И. 


Задачи 
№421 — М425; Ф433 — Ф437 


№М421*. При каких натуральных т и п (тп) 
можно закраснть некоторые клетки бесконечного 
листа клетчатой бумаги в черный цвет так, чтобы 
любой прямоугольник размера тхн содержал 
ровно одну черную клетку? Начните с более про- 
стой задачи: рассмотрите случаи т=? и п=3, 4, 
Е 


5 (рис. И. 


С. Охитин, ученик 10 класса 


М422. Разбейте произвольный треугольник на семь 
равнобедренных треугольников, из которых три 
конгруэнтны между собой. 


А. Хабелашвили 


№М423*. Докажите, что для любых действительных 
х, уни 1 выполиено неравенство 


(х? + у? = 22) (х? - 2° —__ Уи? р 22 ое х?)= 
5х у — 2) 2— УЧиу + .—х)'. 
Р. Шейнцвит 


М424. Черсз каждую вершину тетраэдра проведена 
нлоскость, содержащая центр окружности, опи- 
санной около противоположной грани, и перпеиди- 
куляриая противоположной грани. Докажите, что 
эти четыре илоскости пересекаются в одной точке. 


А. Ягубьянц 


М№М425*. Существует ли такое натуральное №, что 
каждое рациональное число между нулем и едини- 
цей представляется в виде суммы № чисел, обрат- 
ных натуральным? 


$433. Две одинаковые плоско-выпуклые линзы 
с фокусным расстоянием ЁР=-20 см каждая расио- 
ложены на расстоянии 30 см друг от друга. Опти- 
ческие осн линз совпадают, линзы обращены друг 
к другу плоскими сторонами. Где будет находиться 
изображение источника, находящегося на расстоя- 
нии 40 см от левой линзы, если пространство меж- 
ду линзами заполнить стеклом © показателем пре- 
ломления таким же, как у лииз? 


куапетесте.ги 








№379. На каждом из несколь- 


ких кусксе бумаги  произ- 
вольной фэрмы поставлена 
каякса (произвольной - фор- 
мы). Назовем промокашку 
подходящей 9ля даннего ку- 
ска, если ее можно разме- 
стить внутри этого куска 
так, что она закроет клякеу. 
Путь набор промокашек, 
имеющих форму кругов раз- 
ных радыисов, обладает та- 
ким свойством: для произ- 
вольных двух данных ку- 
сков найдется промокашка, 
подходящая дая каждого из 
них. Докажите, что тогда 
в этом наборе найдется одна 
промокашка, подходящая 
Фля всех кусков. 


Куап.тссте.ги 


$434. Какое количество теплоты выделится на соп- 
ротивлении А при установлении равновесия после 
замыкания ключа К (рис. 2), если конденсатор 
был предварительно заряжен до разности потен- 
циалов 2/2 Э. д. с. источника (/, емкость конден- 
сатора С. Внутреннее сопротивление источника 
пренсбрежимо мало. 


Ф435. В установке, показанной на рисунке 3, 
муфта М прикреплена к двум одинаковым пружи- 
нам, коэффициенты жесткости которых #=10 н/м. 
Муфта без трения может скользить по горизонталь- 
ному стержню АВ. Установка вращается с постоян- 
ной угловой скоростью ®=4,4 рай/сек вокруг 
вертикальной оси, проходящей через середину 
стержня. Найти период малых колебаний муфты. 
Масса муфты т==0,2 кг. 

При каком значении ® колебаний муфты не 
будет? 


Ф436. Плотность газа, состоящего из смеси гелия 
и аргона, при давлении 152 кн/м? и температуре 
27°С равна 2,00 кг/м3. Сколько атомов гелия содер- 
жится в | см3 газовой смеси? 


$437. Проволочная рамка, имеющая форму пря- 
моугольного треугольника с углом = 30”, помеще- 
на в вертикальной плоскости так, как показано па 
рисунке 4. По проволоке могут без трения сколь- 
зить связанные друг с другом нитью два грузика 
с массами т‚,=0,] кг и т.=0,3 кг. Чему равно 
натяжение пити и угол В в положении равновесия 
грузиков? Является ли это равновесие устойчивым? 


Решения задач 


№379, МЗ8Т — М384;3 ФЗ87 — ФЗ92 


Рассмотрим один кусок бумаги. Пусть р в Р — промо- 
кашки наименьшего н нанбольшего раднусов, подходящие 
дая данного куска. 

Докажем, что круглая промокашка П любого проме- 
жуточного раднуса — также подходящая для данного куска. 
(Заметнм, что для промокашек другой формы, — например, 
для подобных прямоугольников — аналогичное Утвержде- 
ние, вообще говоря, неверно.) Пусть кругн_.р и Р расположе- 
иы на куске так, что каждый из них закрывает кляксу. Тогда 
круг П можно расположить так, что он будет содержаться 
в объединении и содержать пересечение р ин Р ({рнс. 1): 


каякса С Г РО ПСР ИР) С кусок. 


Докажем телерь утверждепие задачи. Поставим в со- 
ответствие каждому нз данных л кусков отрезок [,, В] чис- 
ловой осн, где гн К — радиусы наименьшей н нанбольшей 
подходящей для него промокаикн. По условию, любые два 
отрезка нмеют общую точку. 

Пусть р -- нанболылнй нз левых концов этнх отрезков; 
это число р, очевидно, не меньше левого конца любого от- 
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МЗ81. 6 актиенстов класса 
образовали 30 различных ко- 
миссий. Каждые две комиссии 
отличаются составом, но обя- 
зательно «пересекаются», то 


есть имеют общего члена. 
Докажите, что можно обра- 
зовать еще одну комиссию, 
пересекающуюся с каждой из 
этих 30 комиссий. 





Рис. 2. 


М382. Лан полином 
Ех) = паха 
И, а. 2 а 
с целыми коэффициентами 
н натуральные числа В и р. 
Докажите, что если ни одно 
из чисел | (8), ГЕИ, .-. 
....| (ЕЕ р) не делитсяна р-Н1, 
то уривнение }(х) = 0 не 
имеет рациональных корней. 
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резка и не больше наименьшего правого конца, то есть р 
прннадлежит всем л отрезкам. 

Чнсло ф — радиус некоторой из ийших промокашек. 
По доказанному, она будет подходящей для всех кусков. 

В заключнтельной части решения мы использовали одно- 
мерный вариант теоремы Хелли для выпуклых фнгур 
на плоскостн: если каждые три из п выпуклых фигир имеют 
Общую точку, то и все п фигур имеют общую точку — для 
выпуклых фитур на прямой, т. е. для отрезков, достаточио 
потребовать, чтобы любые два имели общую точку. 


Н. Васильев 


® 


Решение задачн №380 будет опубликовано в следующем номере 
нашего журнала. 


Ф 


Нетрудно показать, что у множества из п элементов ровно 
27 подмножеств. В частности, нз шести актнвистов в принин- 
пе можно было бы составить 64 комиссни (включая сюда к 
«пустую» комиссию). - 

Разобьем все возможные 64 подмножества множества ак- 
тивнстов на пары; в каждой паре — два неперссекающи хся 


подмножества А и А, объединение которых есть все это мно- 
жество (рис. 2). Поскольку пар 32, а комнсснй — 30, то в 
какой-нибудь паре оба подмножества пе пусты и не являются 
комиссиямн. Рассмотрим одно из этих подмножеств А. Если 
оно пересекается со всемн 30 комнссиями, То задача решена. 
Ехли.же оно с какой-нибудь комнссией В не пересекается, то 


второе подмножество из выбранной пары’А содержит эту 
комиссию В, а раз В пересекается со всемн остальными комис- 


сиями, то рассматриваемое подмножество А 2 В — тем более. 
В заключение отметим, что больше, чем 32 комиссии, с 
соблюдением условий задачи составить вообще нельзя (до- 


кажнте!). 
С. Фомин 


Ф 


\ 

Прежде всего заметнм, что если уравнение } (х} = 0 имеет 
рациональный корень. то этот корень — целое число. В са- 
мом деле, пусть р/4. где р и 9 взаимно просты, — корень на- 
шего уравнения. Тогда рп -г а,р?-19 -- а.рй-* 9 -- ... 
... тад4" = 0, откуда следует, что р не взанмно просто © 9. 

Предположим теперь. ‘что у уравнения }{ {(х) есть целый 
корень хо = т, то есть [ (71) = 0. Тогда по теореме Безу мы 
можем представить полином | (х} в виле 

Ра) = (—т) 80), (*) 

где я (х) — полином с целымн коэффициентами. 

Подставив в соотношенне (») вместо х значения А, #1... 
.... Е р, получим 

Г = &—мЕ(®). 
РЕ = ви тее- у 


Вит р) = @ИЕр-тЕ-Рр. 
Поскольку одно из р -- | последовательных целых чисел 

ЕШЩм Е тт... В р—т делится на 

р -|- 1, то н одно из чисел р (4), Г(-- 1) ..., Г(Е-- р) ва 

р -| 1 делится. Из этого следует. что яолином, о котором го- 

ворчтся в задаче, ие имеет целых корней. 

Т. Рчаков 


М383. Пусть а и В — два 
натуральных числа. Докажи- 
те, что если аб четно, то 
найдутся такие натуральные 
числа си 4, что а? -р 5 -|- 
-- 22 = 4?, аесли ав нечетно, 
то таких си а найти незёзя. 





Рис. 3. 


№384. Два одинаково орчен- 
тированных квадрета ОАВС 
и ОА ,В,С, имеют общую вер- 
шину О. Докажите, что пря- 
мые АА, ВВ, иСС, проходят 
через одну точку. 





Рис. 4. 


$387. Два велосипедиста в 
цирке едут с одинаковыми 
линейными скоростями о по 
окружностям радиусов В: и 
Ю.. центры которых нахо- 
дятся на расстоянии 1 друг 
от друга ПИ < К - Ю.. 
Один из велосипедистов дви- 
жетшся по часовой стрелке, 
другой — против. Найти от- 
носгтельные скорости велоси- 
педистов (в системе коорди- 
нат, связанной с одним из 
них) в тот момент, коеда 
они оба находятся на линчи, 
проходящей через центры ок- 
ружностей. в точках: @) Ау 
и А: 6) Ари В.; в) Ви 
Ва: е) В, м А, (рис. 5}. 


Куап.тссте.ги 


1). Пусть аб четно. 

а} Если а и 6 разной четности (одно — четно. другое — 
нет), то а" -- 9? нечетно: а? - 6" = 2№ -- 1. Положим тогда 
с= м, #4 = М-- Е. Пслучим 

 — с = (а о(а —- се = 2-1 = а? - в. 

6) Если аи Ь оба четны, то а? -- Ь* = 4№. В этом случае 

Ноложнм а= М1 с=мМ— р Тогда 
в — с" = (а Ноа — © = 2.2 = а + 5. 

2). Пусть аб нечетно: аВ = 21 -+ 1. Тогда числаан В — 

оба нечетные, а сумма их четна: а -- 5 = 2т. Имеем: 
а? | 6" = (а-| э): — 2а6 = 4? — 41 —2, 

то есть а? -- 6? делится на 2, но не делится на 4. Поэтому 
а? - РА Ы— с ни при каких натуральных сн &: еслн с 
н а одинаковой четности (оба четны нли эба иечетвы), то 
4? — сё = (4-94 — $ делится на +. а если 4 в с разной 
четности, то 4? — с* ие делится на 2. 

М. Гервер 


хФ 


Наше решение покажет, что аиалогичное утверждение вер- 
но и для правильных п-угольников с общей вернгиной. н 
вообще для подобных лруг другу вписанных л-угольнников 
ОЛВ ... Ён ОА. В, ... 2. ь 

Опишюем вокруг обоих п-угольников окружности. Пусть 
оне пересекаются в точках Он 2 (рис. 3}. Есан прямая 4. 
нрохолящая через Ё, равномерно вращается вокруг {, с уг- 
ловой скоростью . та вторые точки пересечения М н Л, 
прямой [с той и другой окружностью движутся каждая по 
сноей окружности равномерно с угловой скоростью 20 (гра- 


дусные величины дуг. О и ОМ вдвое больше градусной велн- 


^^ ^ 
чнны 411.0 = М0). Таким образом, точка М, проходнт 
вершнны О, А,. В, ‚„..., б многоугольнака ОЛ В, ... И, 
как раз в ге моменты времени, когда А! гроходнт. соответ- 
ственно, вершины О, А. В, ..., Я многоугольника ОЯВ ... 2. 
Отсюда ясно. что все прямые АА, ВВ., ..., ЕЙ пересе- 
каются в одной точке — точке Ё, второй точке пересечения 
окружностей, описанных вокруг рассматреваемых нодобных 
маюсоугольннков с общей вершиной (рис. 4). 

Н. Васильев 


Ф 


В условин залачн лана скорость каждого велосипелиста от- 
носительно неподвижной снстемы координат (связанной. на- 
пример. с ареной цирка). Такую скорость принято называть 
абсолютной скоростью. 

По условню требуется найги относнгельные скорости 
вслоснпедиетов. Относительной скоростью, например, вто- 
раго велосниедиста называегся его скорость по отношению к 
денжущейся системе координат, связанной с нервым велосн- 
педнстом. Слово «евязаниой» злснь означает, что перпый вело- 
синедист в этой снегеме неподвижен. Выберем в качестве та- 
кой системы систему с началом коордниат в центре О, ок- 
ружности, по которой едет первый велоснпелист, врашаюную- 

и 


® = гл 
Удобство такого выбора состонт в том, что в данном случае 
легко определить движение любой точки вращающейся снс- 
темы относительно неподвижной. Это движение принято назы- 
вать переносным движением, а скорость лобой точки движу- 
щеойся енстемы отвосительно пенодвижной называют перенос» 
ней скоростью. 

В пашем случае переносное лвижение есть движение но 
окружности с угловой скоростью в. Следовательно, перенос- 


ся против часовой стрелки © угловой скоростью 
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ная скорость второго велосипедиста в точке А, равиз 
и [й 
мег] — с). РЕ: Е 2, 
КГ = ®-О, А, в 1+ ^ 
ав точке В, — 
= ы 
ЮВ =о-0,5. = в, (—^.). 


В обеих точках переносные скорости перпендикулярны к пря- 
мой А.А». и цабравлеиы в олву сторону {на рисунке 6 — 
вверх). 

А а Абсалютиая, отиосительная и переносная скорости точки 
связаны соотношением 


= = = 








Е = В 
—— абс — Поти т иер, ь. 
А, А. то ость абсолютная скорость всегда равна векторнон (гсо- 
° метрической) сумме относительной и переносной скоростей. 
Следовательно, 
Рис. 6. и: я > 


В Фоти — бабе — СнеР. 
Найлем относительную скорость второго велосипелиста, 
когда он нахолится в точке А... В этом случае абсолютная ско- 
> 
рость райна по модулю [о [ = ии направлена вниз {рис. 7), 


а переносная скорость во модулю равиа | 0 и" =» —(! 3-9) 





н направлена вверх. р 


ф°"" 
Аз от и 


о" | зо = 





Рис. 7 ыы 
Направлека эта скорость вниз. Полученный результат не 
зависит от того, в какой точке в данный момент нахолится 
первый велосипедист. 

В тот момент, когла второй велосипедист находнтся в точ- 


а ы у 
кеВ., 5х [= =, [тер |= р_({— А.) и обе скорости на- 
‹ 


правлены одннаково (вверх иа рнсунке 7). Следовательно, 
в этот момелт скорость второго велосиледиста отиоситель- 
но первого равна по модулю 


г Я-А 
ори =о К, 








н направлена вверх. Этот результат также не зависит от того, 
в какой точке в дапный момент находится первый вслоснпе- 
дист. 

Совершенно аналогичным образом определяется скорость 
первого велосниеднста в системе коордицат, связанной со 
вторым. В гочке А; она направлена вниз и равиа по модулю 


_ АА: 
ба а ь 


а в точке В относительная скорость направлена вверх 
и по модулю равиа 
2, 8 


[52 

отн 

© |=5 

В ы 


Е. о 
а“ 








Ф 


Ф355. В расположенном вер- Рассмотрим систему. состоящую из порфиней, воздуха, за- 
жикально цилиндре неремен- ключениного между ВИМН, Н стержия- Внешине вертикальные 
ного сечения (рис. 8} междь силы, действующие на эту сиртему. суть следующие: сила уя- 
поршнями находаякя п эю- 


лей воздуха. Миссы поршней жести Е т (Е т | = а ЕР у) и |, сила атмосферного дав- 
ту и 14, их лаощеды Зи 5. 
соответственно. Поршни со- “НИЯ В га = Ра + Ра (Ра НЫ 


единены стержнем длины ! акции Е горизонтального участка стенок циличара (см. рис. 


и находятся на одинаковых 8} Силой тяжести воздуха можно пренебречь. По третьему 
расстояниях от стыка ча- 
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стей цилиндра с различными 
Эналютрами. Ма сколько 
сместятся поршни при по- 
выпенни течпературы 8 
цилиндре на \М градусов? 


7727727722777 


Рис. 8. 


Ф389. Найти сопротивление 
между точками А и В и точ- 
ками А и С бесконечной це- 
почки, поксзанной на рисуч- 
ке 9. Сопротивление прово- 
дочек между узлами схемы 
1 оч. 
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закону Ньютона снла Ё равна по модулю силе давления воз- 


луха ина горизонтальный участок цилиндра; |Е|-— р 4$, — 
—-5), где р — давление возлуха между поршиямн. 
При механическом равновесни системы сумма проекций 


всех внешних сил на вергнкальную ось равна нулю: 


р ($. — $2) — ль $, - 5.) — (пи т м.) |= 0. 
(Виутренние силы — силы давления воздуха на поршни. сила 
упругости стержня — па равновесие влняния пе оказывают.) 
Из условия равновесия следуег, что давление воздуха в сис- 
теме 


(т, ть) | | 
(= 52) 


и не зависнт от температуры Следовательно, повышение тем- 
пературы воздуха на А! градусов происходит нзобарно, и 
состояния воздуха до и после нагревания можно описать урав- 
нениями 


. Р=Ра 


1 { 
ан) 


` 


1 .” 
р (> +») 8. +(=—) 5: = "вт АГ). 


Злесь Ю — уннверсальная газовая постояпная, Тт— началь- 
ная температура н х — смещение поршней. Вычитая первое 
уравнение из второго, найдем смещение поршней: 


РА! 
Бе, ЭРА 





= 


Б. Биховцев 
Ф 


Для решения задачи воспользуемся тем обстоятельством. что 
сопротивление любой бесконечной цепи не меняется, еслн к 
ней подсоединнть звено, повтореннем которого строится вся 
цепочка. Им в нашем случае является звено. состоящее из 
пяти сопротивлений, выделенных на рнсунке 10. Поэтому со- 
противления цепей. показанных ина рисунках 10. аи б. одн- 
наковы: 
Клп = Кд. в.. Юве = Юв-с-, Юле = К л-с-.- 


Любую цепь, состоящую из сопротивлений н имеющую 
лава вывода, всегда можно заменить одним эквнвалептным со- 
протнвлением. Точно так же составленную из сопротивлений 
цепь с тремя выводами можно заменить эквивалентной ислью. 


А состоящей из трех сопротивлений, соединенных звездой 
=_=  (рне. И, а) или треугольником (рис. И, 6). Заменим исход- 
В ную цепь эквивалентной звездой. Так как исходная инепь сим- 
—``  метричпа, то лв = Ввс. то есть (см. рис. 11, а) 
С, р Ю.Ю. = ЮВ - К., ли Ю, = В.. 
Итак. в эквивалентной схеме звезды два сопротивления 
Рис. 9. одннаковы. Обозначим их через Ю. Тогда схемы, показанные 
7 
А ИВ А & НИЯ 
+ 
В = —5 В ИЕ. 
[ э 
[И шин. С; 
== ——— ——-— 
а) С 6) 
Рис. 10. 
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Рис. 11. 


ва рисунке №, можно заменить эквивалентными схемамн, 
показаннымн на рисуике 12. При этом (рис. 12, а) 
Рав -= Юве = Ю |+ В, н Ю№дс = 28. 


А я 
Н, 
В ЕЕ 
Ш 
С 
Рис. 12. а) 6} 





Сопротивлення Ю дв НЮ д`с’ Найдем, последователь» 
но заменяя одним сопротнвленнем песколько сопротивлений. 


включенных параялельно или последовательно. Для участка 
А’В” (рис. 13) 


: гЮ** 
Кд-в. 27 В*** = 27 пурра = 


пора ПИ ров е 
И РЕ ГЕЕВ, 
При вычислении сопротивления ЕЮ д.с. учтем. что точкн О 


н Ё (нс. 14). благодаря симметрии цен, имеют одинако- 
вый потенциал, и иоэтому сопротивление А, можно просто 
исключить. В результате получим 


27Ю 
Клее = К = к. 
Так как Адс= Юл. 
2 Ю 
2Ю == 27-- ЕК. 


откуда 


А" г А’ г 
г в“ В*=^ 
‚ г ) г 
В = 68, 








$390. 


Два зепаянных с00б- 
щающихкся  капилаярных со- 
суда цилиндрической формы 
разных диаметров частачно 
заполнены водой (ртутью) 
{рис. 15}. Воздих из сосудов 
откочан, так что над жид- 
костью имеются только ве 
пары. Как распределится ко- 


личество жидкости в сосу- 
дах: а} на земле? 6) в не- 
весомости? 


Куапетестени 


Теперь приравняем Адви Вл. д.: 

К -2юАЮ- Ви - А 
(ГК аи НЮ) К, ^ 
В результате получим квадратное уравнение 


ат --ЬЮ, с =0, 


ЮА, = 


а = 2(Ю- г) -=(З-ЁУ 5), 
1 РИ 
р = ЗК: — 47 —2г = (УИ. 


1 
Ча 


Решая это’ квадратное уравнение, пайдем Ю,: 


= (+ /(Е:— 22—29 = 33+: РБ). 


ОЕ 5—4 


с ое АЕ 
_ —@/ 5 -0-И 29441678, 
-- 4 (3+И 3) 


Поскольку сопротивление не может быть отрицательным. то 


ИБ ОИ 2411075 
4 (3+ У5) 
Тогда окончательно 
Влв = Ввс = Ю + А? 1г= 2,7 ом, 
Кде=2Ю = (1 У Б ) г=3.2 ом. 
Н. Слободецкий 


Е, = 


Гиза | „Ёг. 


Ф 


Пусть радиус левого капиллярного сосуда равен гу, правого — 
г›- Прн равновесии на земле — случай а) — давления у пра- 
вого н левого концов горизонтальной трубки, соеднняющей 
сосуды, должны быть одинаковыми. Давление у дна каждого 


сосуда складывается из гидростатического давления р [а | Я 
(# — высота столба жидкостн, р — ее плотность), давления 
рн насыщенных паров н доволнительного {лаиласовского} дав- 
лення рад. создаваемого силами поверхностного инатяження 
жидкост. В случае полного смачивания (вода) нлн полного 
несмачивання (ртуть) жидкостн. находящейся в кабилляре 
«: 
круглого сечения раднуса г, рл = :1°. ‚ где с — коэффициент 


поверхностного иатяжения жидкости. 
Таким образом, в случае и} для воды. где силы поверх- 
ностного патяжения направлены вверх. при равновесии 


208 


и > 2 
Рв СЕ, И Рио > =ыЁ Ь + т, 


? 
г 
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Рис. 15, 


ФЗГ. Гладкий Г-образный 
стержень вращается в гори- 
зонтильной плоскости вокруг 
вертикальной осн, проходя- 
щей через конец стержня О 
(рис. 16). Маленькоя муфта 
массы т прикрелленак стерж- 
ню в точке А с помощью пру- 
жины жесшкостьк #. Длина 
крижины в 1.2 раза болыие 
ге Олины в нерастянутом 
состоянии. С какой уеловой 
скоростью вращается стер- 
жены? 





О 
Рис. 16. 


ФЗ92. Доска массы М распо- 
ложена горизонтально и опи- 
рается но Эва вращающихся 
нилиндра (рис. 17). Рассто- 
яние между осями цилиндров 
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То есть разность уровней воды 


2 и — г 
1. —И, = оь нк. 
-в 


й 
РЫЕТ Г: 
Аналогично лля ртуги (здесь снлы поверхностного натяжения 
направлены вниз} — 


4 
25р 
Га ы 


Е, Зи РЕ 
рр р и г, =р $ 2) ГР 
откуда 


2 = 
й, —Я. ки 
ро РГ 


При расчетах предполагалось, что высота сосудов больше вы- 
численной разности уровней. В противном случае может, на- 
пример, оказаться, что один из сосудов будет иеликом завол- 
нен жидкостью или другой сосуд будет совсем свободен от 
жидкости. 

В случае 6) — в состоянин невесомости — гидростати- 
ческое лавление, обусловленное снлой тяжести, отсутегвует. 
Снлы поверхностного патяжения заставят смачивакющую жид- 
кость покрыть внутреннюю поверхность обоих сосудов и сое- 
днияющей трубки. Сосуд меньшего днаметра при этом может 
быть заполнен целиком. Наоборот, иесмачивающая жидкость 
в конце концов соберется в шарообразную каплю в большом 
сосуде. При достаточном количестве жилкости эта капля (ра- 
зумеется, сплющенная) может заполнить сосуд большего диа- 
метра целиком. 


+* 


Во время вращения стержня в горизонтальной плоскости на 


* 


> 


муфту лействуют сила упругости пружины Ё и снла реакции 


стержня М (см- рнс. 16). Если [о — длина пружины в нерас- 
тянутом состояним, а { — ©с длина ири вращении, то 


Ш] = А(— №) = #4 (1.2 5 — &) = 0,2 А. (0) 

Поскольку муфта скреплена со стержием (< помощью 
пружины), прн вращении она будет двигаться но окружности, 
раднус которой г = {т &. Обозначим угловую скорость вра- 
щения стержня через ш. Врашекне равиомериое, поэтому 
сумма проекций всех сил на направленне ‘касательной к ок- 
ружности должна быть равна нулю: 





№ та — [Е [коза = 0, (2) 
а сумма проекций сил иа паправление раднуса равна 
> 3 | 
м 60$ & -- |= ЗИ © = таг == 216? то, (3) 


где ®*г — молуль иситростремительного ускорения муфны. 
Решая систему уравнений (2) ин (3), найдем 
Е] = м7, 
или. с учетом равенства (1). 
0,2 ЕЁ = то: 1,2. 
Отсюда 


т т 
© Е но= ] а: ^ 


Ф 


В горизонтальном направлсини на доску действуют только 
силы сухого трения со стороны вращаюншихся цилиндров. 
Каждая сила трения направлена в сторону, протнвоноложную 
относительной скорости доски, и ©е модуль пропорционален 
модулю силы нормального давления (а значит, н реакции 


#. Козфирициент прения меж- 
Фи доской и цилиндрами №. 
Доказать, что если 9оску. 
каходящеюся в положении рсв- 
новесия, слегка толкнуть в 
горизонтальном направлении, 
она бидет совершать гармони- 
ческие колебания, и найти 
период этих колебаний. Ка- 
ким бьдет движение доски, 
есле изменить направление 


вращения цилиндров на про- 
пивоположное? 








1 


=—=-—— 


Рис. 17. 


И+х 1-х 
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опоры). При вращении пилиндров в направлении. указанном 
в условии, сила, приложенная со стороны левого цилиндра, 
изправлена вправо, а со стороны правого пилинлра —- влево 
<«<м. рис. 17}. Если доска паходится в равиювесни, то силы 
трения равны по модулю. Следовательно. равны и снлы нор- 
мальной реакини каждого из цилиндров. Это означает. что 
центр тяжести доски при равновесии находится между цилинд- 
рами на одннаковом расстоянин от кажлого из них. 

Пусть теперь доска смешена от споего положения равио- 
весня на расстоянне х< 1/2. например, порт т 18). 


В этом положении сизы нормального давления х .и х уже 
не будут равны друг другу, а потаму пе бу удут компенсировать 


друг друга и силы сухого трения [г н 74 Результирующая 


снла |. а + Е, сообишит доске горнзонтальное ускорение. 


Найдем сго, вычислив предварнтельно |№,| и |№.| из ус- 
ловия отсутствня вертикального ускарения: 


м, М1 — м |= 
и условия равенства нулю момента внешних сил отнаситель- 
но оси, проходящей через точку’ В: 


[м (5 —)-№ п +=) =0. 
ЕЕ =) ынН-+ =). 


Следовательно, проекция Р результнрующей силы на ось Х, 
направленную вправо, равна 


ЕЕ о, 


Мы видим, что результирующая сила пропорциональна 
по модулю смещению х доскн от положення равновесия и на- 
правлена в сторону. противоположную смещению, то ссть 
к положению равновесия. Таким образом, эга сила является 
возвращающей снлой. аналогичной той, которая возннкает 
при колебаниях маятннка. Следовательно, леска совершает 
гармоннческие колебания. 

Период колебании можно найти, записав уравнение дви- 
жения доски. Для проекций на ось Х 


= 
АИ | 
Ир — р № м в — Вх 


Модуль коэффициента пропорциональностн между смещением 
и ускорением представляет собой квадрат циклической час- 
тоты колебаний: 


._ 24| 
60 =. 
Пернод колебаний 
— 2л_ = 2 ч / „№ 5 
$) - 
р } 2 М 


Прн изменении направления вращення цилинлров на 
противоположное результирующая горнзонталыгая сила так- 
же изменит свое направление. При смещении доски эта свла 
уже нс будет возвращать се к ноложенню равновесия, а, на- 
оборот, булет уводить тем больше, чем болыше первоначаль- 
ное смещение. В результате доска соскочит с цилиндров. 

и прибор впервые был предложен профес- 
сором Н. Е. Жуковским и носит ©го имя. 

Б. Биховцев 
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По страницам школьных учебников 


А. Землчков, Б. Иваев 


11 задач 
по анализу 


(пределы, непрерывность, 
монотонность, производная) 


Приводимые ниже задачи адресованы девя- 
тиклассникам. Для нх решения не нужно де- 
‘лать никакнх вычислений: достаточно понн- 
мать соответствующие определения из учеб- 
ника «Алгебра н начала аналнза 9» н их ин- 
терпретацию на графнках функций. 


$ 1. Пределы функций (п. 38) 

1. Нарисунках 1, а — в изображе- 
ны графики функций у -= [(х), оп- 
ределенных при х = 0. Укажите: 

а) в каких случаях существует 
предел то [(х) (н чему он равен); 

х- 

6) в каких случаях предела # (х) 
при х-> 0 не существует (и объясни- 
те, почему). 

График на рисунке 1, в— это 
бесконечнозвениая ломанзя, точки из- 
лома которой имеют абсциссы х = 

+ Уи, где п= 1, 2,3, (чет- 
ным я соответствуют точки минимума, 
нечетным — точки максимума). 

2. Функции у == } (х), графики ко- 
торых изображены на рисунках 2, а— 
г, определены при х < 0. Доопреде- 
лите эти функции при х >> 0 (дострой- 
те графики) так, чтобы для получен- 
ных функций: 


а) существовал предел Ит | (х) 


х-0 
(всегда ли так можно сделать? если 
нельзя, то объясните, почему); 
6) не существовало предела 


Ит { (<) (всегда ли так можно сде- 
х-0 


лать?). 

Дайте не один, а, скажем, два 
нли три разных способа достраива- 
ння графика (в тех случаях, когда 
требованиям задачи можно удовлет- 
ворить). 
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$ 2. Непрерывность функций (п. 38) 


3. Нарисуйте график всюду опре- 
деленной функции у = [(х), которая 


была бы непрерывна во всех точках 
х, кроме: а} х-= 100; бх=- и 
в) х 1], 2.8, 10; г] х= я, еп 


произвольное целое число. 

4. Среди функций, графики кото- 
рых изображены на рисунках 3, а—г, 
укажите те, которые не непрерывны 
(разрывны) в Точке х = х» или х=х,. 

5. Дорисуйте (желательно  нс- 
сколькими способами) графики на ри- 
сунках 4, а—г так, чтобы получились 
графики всюду определенных и всюду 
непрерывных функний. Во всех ля 
случаях это возможно? 


&$ 3. Монотонность функций 


6. Функция {/ всюду определена 
и убывает на всей числовой оси. Мо- 
жет ли при этом функция } быть: 

а) всюду положительной (то есть 
такой, что { (х) > 0 прн любом х)? 
6) всюду отрицательной? в) четной? 
г) нечетной? д) периодической? 

7. Укажите промежутки возраста- 
ния н убывания функций, графики 
которых изображены па рисунках 
5, ав. 

8. Известно, что функция { убы- 
вает на промежутках: а) [0,1[и [1,2[; 
6) [011 и 11,21. Можно али утверж- 
дать. что функция } убывает: 

1} на объединении этих промежут- 
ков — на полуинтервале [0,22 

2) на «подпромежутке» [0,1/2 [? 


9. Нарисуйте график функции 
и— [(х) так, чтобы она: 
а) убывала на промежутках 


|-— со, —2] и 11,4| и возрастала на 
промежутках 1—2,1] и 14, оэ1|:; 

6) возрастаза на каждом проме- 
жутке вида |1, п 1], где п — целое, 
но ие возрастала ни на каком проме- 
жутке длины больше единицы; 

в) возрастала на множестве всех 
целых значений х и убывала на мно- 
жестве всех остальных чисел. 

Можно ли ири этом «сделать» 
функцию { всюду отрицательной? 
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Рис. 1. 





Рис. 2. 





Рис. 3. 





Рис. 4. 





Рис. 5. 
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Рис. 10. 


$ 4. Экстремумы функций 


10. А) Нарисуйте график всюду 
определенной и всюду непрерывной 
функции так, чтобы у нее было ровно: 
а) 0,6) 1, в) 2, г) 3, д) №, е) беско- 
нечно много — точек экстремума. 

Б) Можно ли при этом сделать так, 
чтобы все точки экстремума лежали 
на отрезке [0,1]? 

11. Для функций, графики кото- 
рых изображены на рисунках 6, а—3, 
укажите все точки максимума и ми- 
инмума, если они ссть. 


$ 5. Производная 


12. На рисунках 7, а—е изобра- 
жены графикио функций у = } (Хх). 
В тех же системах координат (или же 
под графиками функиий у = } (5)) 
нарисуйте примерные графики провз- 
водных у = [ (5х) (при тех значениях 
х, при которых производная суще- 
ствует; напомним, что в точках раз- 
рыва ин в точках «излома» графика 
функции производной не сушсствует). 

13. По графикам производных и= 
=й (<), изображенных на рисунках 8, 
а—е, восстаповите ирнмерпые графн- 
ки функций у = [{ (>). Одна ли такая 
функция [ существует в каждом нз 
случаев? Иными словами, не могут 
ли две различные функции иметь 
одну и ту же пронзводиую? 

14. Можно ли утверждать, что: 

а) производная любой четной 


Физики шутят 


функции является 1) четной? 2) не- 
четной? 

6) производная 
функции 
2) четной? 

в) производная периодической 
функцин является периодической? 

15. Может ли: 

а) производная всюду положитель- 
ной функции быть: 1) всюду отрица- 
тельной? 2) всюду положительной? 

6) производная всюду определен- 
ной не периодической функции быть 
пернодической? 

в) производная всюду определен- 
ной функции, не являющейся ии 
четиой, ни нечетной, быть: 1} четной? 
2) нечетной? 


нечетной 
|) нечетной? 


любой 
является 


8 6. Многочлены 


16А) На рисунках 9, а—г изобра- 
жены графики кубических многочле- 
нов вида у = ах? -- 6х + с: масштаб 
не указан. В каждом из случаев опре- 
делите знаки коэффициентов а, В, с. 

Б) Могут ли эти графики быть 
графиками кубических многочленов 
вида у = ах? + 6х: о 

17. Какую  наименыную степень 
могут иметь многочлены 
РЕ ак” Це" | 
: -- ах - 9 
если их графики выглядят так. как 
ноказано на рисунках №0, а— в? 





— А чо 


Однажды в гостях у гол- 
ландского физнка-теорстнка 
Пауля Эреифсста собрались 
Нильс Бор, Вольфгаиг Пау- 
ли и Абрам Федорович Моф- 
фе. Эренфест. Бор и Моффе 
расположились на диване, а 


Паулн, по своему обыкновс- 
нию, ходил по комнате из 
угза в угол. Немного погодя 
Бор сказал сму: 

— Перестань. пожалуй. 
ста, ходить! Это меня раздра- 
жает! . 


нменно тебя 
раздражает? Спросил Пауля. 
Пока Бор обдумывал ответ. 
Эренфест. изисстный своим 
остроумнем, пронзисс: 

. — Его раздражаст, что 
ты позвращасаься. 
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«Квант» для младших школьников 








Задачи 


1. В чемпионате мира среди про- 
фессионалов по крестикам-поликам 
на бесконечной клетчатой доске уча- 
ствовало 10 игроков. Проигравший 
партию, потеряв надежду на главный 
приз, уезжал с чемпионата. Какое 
максимальное числа участинков могло 
выиграть по две партни? (В «крести- 
ках-ноликах» на бесконечной доске 
выигрывает тог, кто пноставиг пять 
своих значков подряд по одной ли- 
нии — рертикали, горизонтали или 
диагонали; ничьих пе бывает.) 


2. Когла одного любителя голо- 
воломок спросили, отчего оп так 
успению ремает задачи, то в ответ 
было написано 


| Н:Е -=0, СТАРЕЮСТАРЕЮ СТАРЕЮ 






Попробуйте расшифровать эту' запись. 


3. В этом примере па умножение 
(см. рисунок} одинаковыми букеами 
заниифрованы одинаковые цифры, раз- 
нымн — разные, вместо звездочек мо- 
гут стоять любые цифры. Расшиф- 
руйта пример. 






фоАеь ост, ов м лвл 99. ЧТ &-, =. Ф 6.9 ГАА чт, 


7 АВСОЕР 
й ее 
й СЕ 
, 51%%%) 
` ВАА 
Не. 
РАХХЕ 
Е: 


ска, 
== 
ЗК СНЕ РАСА Аа 4 


ВОДЕ РР 


4. В неверном равенстве из спичек 
(см. рисунок) переложить одну спнч- 
ку так, чтобы оно превратилось в 
вернсе. 


олень: 6 т" 






№`.%.% в. 36 № 6107 
ь 
ое 


ет Ф ат, 29. УФ Фу 2-3 5 цы © ль веЧе* о 






ЗИ -2 Я чыйь 24 лЪЬЯ & & 
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Ранним июньским утром Коля, Петя 
и Вася отправились на рыбалку. До- 
рогой между нимн завязался нетороп- 
ливый разговор. 

— Не вернуться бы нам с рыбал- 
кн с пустыми руками. 

— А ты знаешь, это еще не самое 
плохое. Недавно на уроке математики 
учительница рассказала нам, что один 
известный физик, решая в детстве на 
экзамене задачу о трех рыболовах, 
получил в ответе минус две рыбы. 

— Да, минус две рыбы — это ху- 
же нуля. А какая же задача была? 

— Вот какая. Три рыболова, на- 
ловив окуней, заночевали у рекн. 
Ночью один из них проснулся и ре- 
шил, не тревожа товарищей, отпра- 
виться домой. Число пойманных рыб 
не делилось на три, поэтому он одну 
из них выбросил в воду, взял третью 
часть оставшихся рыб и ушел. Ночью 
проснулся и второй рыболов и, не 
зная, что первый уже ушел, тоже 
пересчитал рыб, одну выкинул, треть 
оставшихся взял себе и ушел. Точно 
так же поступил и третий рыболов, 
ничего не знавший об уходе своих 
товарищей. Спрашивается, сколько 
рыб поймали рыболовы. 

— Интересная задача. Ну-ка, про- 
верим ответ. Значит, поймалн они 
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«минус две» рыбы — на три, действи- 
тельно, не делится. Первый рыболов 
одну рыбу выбросил — ‘стало «минус 
три» рыбы, теперь на трн делится. Зна- 
чит, «минус одну» рыбу рыболов взял 


себе, осталось... опять «минус две» 
рыбы. Ну, а дальше ясно: так же 
будет н у двух других рыболовов. Ты 
смотрн, все получается. А как зовут 
этого физика? 

—- Вот забыл. Ты, Петя, случайно 
не запомнил? 

— Запомнил. Поль Дирак. Он по- 
том прославился тем, что предсказал 
существование античастиц. Наверное, 
ему в этом помогло умение находить 
отрицательные «решения»: ведь анти- 
частнца — это вроде «минус частицых. 

Несколько минут ребята шли мол- 
ча, затем разговор возобновился. 

— В рыбацком деле многое зави- 
сит от удачи. Вот я — невезучий во 
всем. Помните, была последняя конт- 
рольная по физике, так я тогда двой- 
ку получил. Ведь вы оба ие лучше 
меня все знали, а двоек избежали. 
Я н на рыбалке на успех не надеюсь. 

— Это ты потому двойку получил, 
что Николай Геннадиевич тебе зада- 
чу на повторение дал. А наш Инно- 
кентий Петрович дал контрольную - 
на то, что мы недавно проходили. 
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Вот и речка. Забросив удочки в во- 
ду, ребята стали внимательно следить 
за поплавкамн. 

— Смотри, у тебя клюет. 

— И правда. Так... так... Есть! 
Гляньте, какой красавчик этот оку- 
нек. 

— Не говори так громко, всю ры- 
бу распугаешь. Когда только ты на- 
учишься шепотом говорить? И на уро- 
ках все время нам замечания: разго- 
воры, разговоры... Ого, и у меня 
клюнуло. Тоже окунь! 

С утра рыба клевала хорошо, а за- 
тем, когда припекло солнце и клев 
ослабел, ребята сталин подсчитывать 
свой улов. 

— Смотрните-ка, я больше всех ры- 
бы поймал. 

— Дау тебя рыба-то всё мелкая: 
одни ерши да плотва. 

— Это ничего, что у него рыба 
мелкая: из ершей как раз уха вкусная 
получается. 

Покончив с подсчетами ин искупав- 
шись, ребята отправились домой. На- 
строенуе у всех было хорошее, но 
особенно был доволен Петя — он, Но- 
вичок в рыбалке, наловил рыбы болъ- 
ше, чем заядлый рыболов Вася. 

* * 


Вы прочитали этот рассказ? Тог- 
да попробуйте ответить на два вопро- 
са. 

1. Как зовут васиного учителя фи- 
зики? 

2. Каков наименьший (положи- 
тельный!) ответ в задаче, которую 
решал Дирак? 
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Квадраты 
в квадрате 


В квадрате 3х3 записаны 
цифры от | до 9. Переставьте 
эти цифры так, чтобы три 
образовавшихся трехзначных 
чнсла были точными крвад- 
ратами. 


Звездочка 


Каждая буква — некото- 
рая иифра. А какая именно? 


Ребусы 


Не 
Хи 2 


$42 
ЗН 
жа 


2 


|2 


Поставьте вместо звездочек 
цифры так, чтобы  получи- 
лись правильно выполиеи- 
вые примеры на умножение. 


/Т. Мочалов 


Практикум абитуриента 





Г. Дорофеев, Н. Розов 


Периодичность 
и непериодичность 


функций 


Понятие периодической функции относится 
к числу важнейших понятий математики, шн- 
роко используемых в вузовских курсах. Поэто- 
му поступающие должны хорошо понимать 
определение периодической функции, знать 
основные свойства этих функций, уметь ло- 
казывать пернодичность (или инепернодич- 
ность) той или иной конкретной функинн. 
Подчеркнем, что включение в школьную про- 
грамму элементов математического анализа 
открывает дополнительные возможности для 
решения задач такого рода. 

Мы не будем здесь подробно обсуждать само 
определенне периодической функции *). От- 
метим лишь, что при его формулировке 
поступающие часто допускают ошибку, свя- 
занную с невниманием к области определения 
функции **). 


Когда заходит речь о конкретных 
примерах нернодических функций. по- 
ступающие обычно ограничиваются 
указанием на основные тригонометри- 
ческие функции: $Н1 х, с0$ х, 8 х, 
Св х. Между тем запас периодических 
функций, встречающихся в школь- 
ном курсе, гораздо ншре. 

Большое число периодических 
функций можно строить но формуле 
у =/ а (х)). если в качестве в 
взять периодическую функцию, а в 


”) См. учебные пособня «Алгебра и на- 
чала апализа 9», п. 69 н «Алгебра и начала 
анализа 19». с. 173. а также статью А. Зем- 
лякова и Б. Ивлеви «Пермолические фуяк- 
ции» {<Квант», 1976, № 12}. 

*") Об этом говорилось уже в статье 
А. "А. Рывкиия «Периодические функции» 
(«Квант-, 1973, № 5). 
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качестве { — произвольную фупк- 


цию, например, $3 2х, Ув =. 


1ойз с0$ (х— 4), [5шх— 2 соз? х |, 


: Г г пу 
агсз1т (созх), п р 4—8 х+ =”) 


Действительно, как непосредствен- 
но следует из определения, если число 
Т >> 9—период функцин р {х), тофун- 
кция { (в (х)) — периодическая с тем 
же периодом 7. 

Напомним еще один пример перно- 
дической функцни, внешне никак не 
связанной с  тригонометрическими 
функциями — это у == {х}, то есть 
дробная часть числа х. Кроме того. 
не следует забывать, что периодиче- 
ской функцией. является и постоян- 
ная, скажем, и = —2, х ЕВ. 

Обычно поступающие относитель- 
но легко справляются: с задачами, в 
которых требуется доказать периодич- 
ность функций, подобных только что 


указанным. В таких случаях, как 


правило, угадывается период, после 
чего доказательство сводится к про- 
стой проверке определения. Но зна- 
чительные трудности возникают тогда, 
когда нужно доказать  непериодич- 
ность конкретной функции. 

Дело в том, что определение перио- 
дической функции имеет довольно 
сложную логическую структуру. По- 
этому уже саму формулировку того 
факта, что функция [ (х) не является 
периодической (то есть является не- 
перисдической), привести не так-то 
просто, а нспользовать эту громозл- 
кую формулировку весьма затрудни- 
тельно. Иногда складывается парадок- 
сальная ситуация: поступающему со- 
вериенно ясно, что предложенная 
ему функция — непериоднческая {ин 
это действительно так!), но доказать 
эго он не может. 

Между тем для доказательства ие- 
периодичности часто вовсе и не нужио 
точио формулировать определение не- 
периодической функции. Гораздо 6бо- 
лее простым оказывается иной, 0б- 
ходной путь. Именно, мы можем 
воспользоваться следующим логиче- 
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ски очевидным утверждением: если 
все периодические функции обладают 
некоторым свойством, а данная функ- 
ция этим свойством не обладает, 
то данная функция не является 
периодической. 

Конечно, для того чтобы этот об- 
ходной путь был эффективным, надо 
иметь набор общих свойств периоди- 
ческих функций. Укажем несколько 
таких свойств. 


Шесть свойств 
пернодических функций 


[. Если точка х, принадлежит 
области определения — периодической 
функции | (х) с периодом Т, то ее 
области определения принадлежат и 
все точки хо + ПТ, п ЕЁ. 

В частности, область определения 
периодической — функции содержит 
сколь угодно большие по абсолютной 
величине положительные и отрица- 
тельные числа. 

Это свойство есть очевидное след- 
ствие определения периодической 
функции. Отсюда, иапример, вытека- 
ет, что функция, заданная только 
на положительной полуоси Ш, осо|, 
не может быть периодической. По- 
этому не является периодической, на- 
пример, логарифмическая функция 
и = Шх. 

П. Периодическая функция при- 
нимает кождое свое значение в беско- 
нечном числе значений аргумента, сре- 
ди которых есть сколь угодно большие 
по абсолютной величине положитель- 
ные и отрицательные числа. 

В частности, периодическая функ- 
ция ме может быть возрастающей 
или убывающей на всей области оп- 
ределения. 

Это свойство немедленно вытекает 
из равенства 


Р(х + пТ) = [О), ПЕР, (1) 
справедливого для периодической 
функции [(х} с периодом Т>0. 


Отсюда; например, следует, что функ- 
ция, возрастающая на всей числовой 
прямой, не может быть периодиче- 
ской. 

Рассказывая о свойствах показа- 
тельной функции й -= а*^, поступаю- 
щие, как правило, не в состоянии 
доказать, что она не является перно- 
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дической. Между тем эта функция 
возрастает (при а >>) или убывает 
(при 0<а< 1) на В (что доказы- 
вается в учебнике), а потому непе- 
риодическая. 

ПЕ. Если  [(х) — периодическая 
функция. определенная на всей число- 
вой прямой, то уравнение 

РТ) = |), (2) 
где Т рассматривается как неизве- 
стное, а х— как параметр, имеет 
по крайней мере одно положительное 
решение Т-Т, — удовлетворяющее 
уравнению сразу при всех значениях 
параметра х ЕВ. 

Это свойство фактически представ- 
ляет собой переформулировку опре- 
деления: ведь если функция р} (х) — 
периодическая, то существует такое 
число Г, > 0, что для любого хЕВ 

Их + Ту = Ех, 
а это и означает, что число Т, явля- 
ется корнем уравнения (2) для вся- 
кого значения параметра х. 

С последним свойством связан сле- 
дующий стандартный способ доказа- 
тельства непериодичности функции 
7 (: если нам удастся указать такие 
два значения аргумента х = аих =6, 
что уравнения 


[ат 7) = 71а) 
БТ) =[ (6) 


не имеют общего поло жительного ре- 
шения Г = Т., то функция [ (х) не 
является периодической. 

ГУ. Если для периодической функ- 
ции [| с периодом Т на некотором от- 
резке [«, « + Т|] выполнено неравен- 


ство 

№) |= М, (3) 
то это неравенство выполняется и.для 
любого значения аргумента. 

В частности, для периодической 
финкции | (х), определенной и непре- 
рывной на всей числовой прямой, суще- 
ствует такое число М > 0, что не- 
равенство (3) выполняется для всех 
х ЕВ. 

Свойство 1\У вытекает из следую- 
щих рассуждений. Пусть функция 
{ — периодическая с периодом Т и 
пусть неравенство (3) справедли- 
во для х Е [а а + Т|. Тогда в 
снлу равенства (1) это неравенство 
справедливо и на любом отрезке 


н 


[@--пТ, а + п-+ ПТ]. п ЕР. Однако 
любое значение аргумента принадле- 
жит одному из таких отрезков. 

У. Если периодическая функция 
днфференцируема, то ве производ- 
ная — периодическая функция с тем 
же периодом. 

Это свойство доказывается так. 
Прежде всего из определений про- 
изводной и периодической функции 
следует, что если периодическая функ- 
ция / (х) с периодом Т. имеет произ- 
водную [ (>) в некоторой точке х, то 
опа имеет производную и в точке 
х + Т. Другими словами, — если 
х ЕО (Г), их + Т ЕБ (7’). Осла- 
стся убедиться, что 


РГР п=РЫ (4) 


при х ЕД (Г). Обозначим через д (х) 
функнию [(х — Т)} и рассмотрим ее 
как сложную функцию с «внутренней» 
функцией х -+ Т и «внешней» функ- 
цией } (х). Тогда по формуле для про- 
изводной сложиой функции будем 
нметь 


о) = РЕ Т-&+Т) = 
=Р(х-+Т). (5 


Но в силу периодичности &(х = Их), 
так что 


Его (6) 


Из равенств (5) и (6) вытекает равси- 
ство (4). Такзм образом, |’ (х) — пе- 
рнодическая функция с периодом Т. 


УТ. сам } (к) — периодическая функция, 
определенная на всга числовой прялюй и ди 
личния от постоянной. то не существует 


1 
предела функции (>) при х—0. 


Это свойство можно нолучить из нсстро- 
гих графических соображений. Пусть х 
стремитея к нулю. оставаясь положительным; 


тогда выражение Их неограниченно возра- 


стает. Так как периодическая Функция }| 
при возрастанни аргумента «колеблется», 
о}. 


то функция #(С) = |») колеблется» 


в окрестности точки х==0 и потему не имеет 
предела при х-—0. 

Строгое доказательство сформулнрованно- 
го свойства проведем методом от протнвного, 
Донустим, что 

Ите 4-=А. (7) 
х-—-0 

Сначала убедимся. что функция 2(х) хо- 

тя бы в одвой точке х>>0 принимает значе- 
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нне, отличное от А. В самом деле, если &(х)- 


7 | а 
= А при аюбом х_>0, то 7{х) = 8 [ =) == А 


нри всех х>0. Но тогда из перноличнсстн 
функции Дх) следует. что Их) постоянна на 
всей числовой прямой, а это противоречит 
условию. 

Следовательно, существует  такзя гочка 
Хо>0. что 


Я (хо}=- ЧЕ А. 


| 
Бозьмем = |А—а|>0. По опре- 


деленню предела из равенства (7) вытекает 
существование числа 870 такого, что для 
людбого хуЁ0, удовлетворяющего неравенству 


1х5. (8) 
выпюлняется неравенство 
[20)--А |<. (9) 


Однако для достаточно большого п ЕЕ 
чнсло 
ВЕ О 

Е-- яТ хо 
неравенству (8} удовлегворяст *), а нера- 
веистно {9} ирн х--х* ие выполияется: 


. / Хо их 
8 Е и 


. "(-- кит] (г) = а) =я, 


н поэтому 
1 
1—2] =1“— А |а—А|= а. 


Мы пришли к  противорсчию с  равсист- 
вом {7}. 


Примеры 


Покажем теперь на нескольких при- 
мерах, как можно использовать при- 
ведснные выше свойства периодиче- 
ских функций для доказательства ие- 
пернодичностн конкретной функции. 

Пример 1. Доказать непе- 
риодичность функций 


Ех = со т (о = Их 1} 
(<) = агсзтх. 


Если бы функция ], (х} была ие- 
рнодической с периодом Т > 0, то, 
поскольку Т ЕР (},), по свойству 


*) Чтобы найти иужное значение л, 
следует решить неравенство {наиомним, что 
хо>0) 

Хь 
——__<б. 
Е -- лТхо 
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] выполнялось бы условие 
0=тТ—ТЕРр{,, 
что. очевидно, неверно. 
Предположим, что  фуикция 
р. ©) — пермодическая с перкодом Т. 
Возьмем такое целое л. что 


х* =-- вп]. 


Тогда х* ЕД {.), и по свойству | 
х*— пт -- ЕВ, 


что неверно. 

Фуикция [ь (х) определена на от- 
резке |--1.1| и, следовательно, не 
является пернодической в силу свой- 
ства [. 

Пример 2. Доказать неперио- 
дичность функций 


. 37 —х-2 
р: (%) = ЕТ А (х) = с05х + 
-- с05 (ХУ 2] +05 (ХК 3], 
(== 2х —со$х. 
Уравнение 

3х —х-|-2 

НИ ПЫК, 

Ах ] 


{где а ЕВ) может иметь, как легко ви- 
деть, не более двух корней.’ Поэтому 
функция }) @) каждое свое значение 
принимает не более чем в двух точках 
и потому по сройству И не является 
периодической. 

Функция {., (х} при х =0 прини- 
мает значение 3. Решим уравнение 


созх | 60$ (| 2) с05(хИ 3} =3. 

(10) 
Так как 160$ {| <: №, то уравнение 
{11} равносильно системе 


с05х ==, 
соз (ХИ 5) =1, 


со5(х/ 3} -=1. 


Но первое уравнение системы удов- 
летворяется при х = 2 Ал, а второе— 


ила 
нри 


) 
но убедиться, обе этн серии значений х 
нмеют лишь едниственную общую точ- 
ку х= 0, которая, очевидно, удов- 
летворяег и третьему уравиению си- 
стемы. Следовательно, уравиенве (10) 


Х== 





(2, ПЕР) и, как нетруд- 
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имест только одни корень. Другими 
словами, функция {, (х) прицимает 
значение 3 только один раз и по срой- 
ству И ие является периодической. 
Вычислим производную функции 
а (х): 
[3 (© = 2 -- 5т х 
Мы видим, что /, (х}) > 0 при любом 
х ЕВ, и, следовательно, функция 
{, (>) — возрастающая на всей чи- 
словой прямой; по свойству 1 она 
не является пернодической. 
Пример 3. Выяснить, являет- 
Я ли периодической функция 
(= {х} -- 9пх. 

Для решения этой задачи использу - 
ем путь, связанный со свойством И]. 
Предположим, что } (х) — периодиче- 
ская функция с периодом Т>0. 
Тогда при любом значении х справед- 
ливо равенство 


{+ Т) эт + Т) = <} -3тх. 
В частностн, при х = О отсюда имеем 


{Ту тт =0, (11) 
а при х = — Т получаем 
0 = {—тТ} — мт Г. (12) 


Складывая равенства (11) и (12), мы 
приходим к равенству 
{т} -!- {7} = 0. 

Вспомним, что дробная часть {х} 
любого числа х неотрицательна. По- 
этому иоследнее равенство возможно 
только если {Т} = {—Т} =0, то 
есть если Т — целое число. Далес; 
ебли {Т} = 0, то из равенства (11) 
следует, что т Т = 0, то есть что 
Т = #л. Е С. Между тем число 
Ах при любом целом А = 0 не явля- 
ется целым числом, поскольку я — 
пррационально, н потому уравнения 
(И) и (2) имеют лишь один общий 
корень Т == 0. Таким образом, функ- 
ция } (х) не является периодической. 

Пример 4. Доказать неперио- 
дичность функции 


#1 (&) —= 2х со$ (7). 

Допустим, что функция /(х) — 
периодическая и Г > 0 — ее период. 
Так как }(х) определена на всей 
числовой прямой ин 1 (5) |< 2Т при 
х 6 |0, Г}, то согласно свойству ПУ 
при любом х ЕВ 

7х) р -= [2х с0$ (х*) | = 2Т. 


Однако это неравенство не выполня- 





ется при х= ]/ 9ид , сли только на- 
туральное число п подобрано так, что 


и 2ил ХТ. 


Пример 5. 
дичность функций 


р (<) = эт Ой), Ь(х) = ыпх- 
+зт(хИ 2 }. 


производпые данных 


Доказать неперио- 


Вычислим 
функций: 
Г) = 2х со (3), 

р (х) =2с05х+И Я с03(х ИЯ ). 
Фуикция [, (х), как показано в прн- 
мере 4, ие является исриодической, 
так что, по свойству \, не является 
периодической и функция ]), (х). 
Функция }. ( также не является 
периодической (доказательство этого 
факта, по существу.  нроведено в 
примере 2) и, следовательно, на ос- 
новании свойства \У пе является пе- 
риодической функция [, (<). 

Пример 56. Доказать неперио- 
дичность функции 


1 — ©! аиста Рави 4х5) [, 


Эта функция выглядит довольно 
страшно, и совершенно не ясно, на 
каком из свойств здесь удастся сыг- 
рать. Однако вопрос решается легко, 
еели догадаться «упростить» данную 
функцию; при этом, конечно, мы бу- 
дем пользоваться не тождествениыми 
преобразованиями, а тем фактом, 
что в случае пернодичности функции 
} ©) функция в { (<) также периоди- 
ческая. | 

Итак, пусть функция [(х) — пе- 
рнодическая. Тогда пернодическими 
должны быть и следующие функини: 


но) = ИО = | ага [т 20), 

а) = А ФЕ = ага п ("| 

13 {х} = 15 17.6) 1 —&. т =) ь 

ра (х) = ФЕ = а? (=). 
Однако последияя из этих функций 
периодической ие является, ибо ее 
производная 

К (<) = 2х 3? х=) 


непернодична (это доказывается так 
же, как в иримере 4). Полученное 
противоречие показывает, что пред- 
положение о пернодичности функции 
7 (<) неверно. 
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Пример 7. 

многочлен 

КЮ == чохпрахи Г ... би, хто 
{1 03220) не являерия периодической  фун- 
кцией. 

Прелположим, что функция {{х) — перно- 
дическая. Тогда, но свойству \, и ее произ- 
водная [(х) —- перноднческая функция. Но 
отсюда следует, что и }'()-= ГыГ о — 
также пернодическая функция, и т. д. В част- 
ности, пернодической функцией будет (п— 1)-я 
ироизволная многочлена [(х): 

К-В (к ш арх (па, 
Олнако эта фупкция возрастает или убывает 


Доказать, что любой 


на всей числовой прямой (она линейная!) 
н периодической быть ие может. 
Пример 8. Доказать — непериодич- 


ность функции Нх)=о чт т РТ. 
Вычнслим производную этой функиии: 


2х 
Ко = Ето шое +1) 


и рассмотрим функивю 
ЕТ 2х к | 
#(х) =! = рт. 
2х - 
| = 22|, 
откуда следует, что ит & {х} — 0. Поскольку 
х-0 


Легко пидеть. что [д (х)| = 


функция Ё(х) определена на всей числовой 
прямой и отличиа от постоянной, но свой- 
ству УГопа не перкодична. Поэтому по свой. 
ству \ и сама функция Дх) ие является не- 
рнодической. 


Упражнения 


Определите. являются ли пернодически- 
ми следующие функции: 


НО = 11-602, РО) = хррЯй лх. 
2. | (х} == | мя + (д) = 24° — 3”. 
3 ло=Ш(ретт-»х). 
ыеш-р Ут Пр 
= Ия. 
4. К (х) = 2х3 — З2 | —х, 
1.) = а — 2х 5-х. 
5. На = ео$(А2У. 2.) = хз хе. 
6. [(х) = зи} $ - 
| ЗИЕХ 
Е 


ро = х ПРИ хэ0: 


Р ири х =0, 
сео 
На) = хи г при х0, 
О при х = 0. 


1 
г. = и — ин х30, 
О при х-=0. 
2 — | 
В ЖЗ Ж-Ю: 
хб --- За 47+ 
х1-- 28 -- Ах 


6 





РО) = 


— 1 
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Московский 
государственный 
университет 


им. М. В. Ломоносова 


В этом номере журнала мы публикуем образцы 
вариантов письменного экзамена по матема- 
тнке, предлагавшихся поступающим на неко- 
торые естественные факультеты МГУ в 
1976 году. (Варнанты механико-математнческо- 
го, физического факультетов н факультета вы- 
числительной математики н кибернетики МГУ 
будут опубликованы в одном нз следующих 
номеров журнала.} Напоминаем читателям, 
что вступнтельные экзамены на естественных 
факультетах Московского уннверснтета про- 
ввозятся в июле. 


Географический факультет 


+ Больной насос перскачивает за час 
на 2 м" воды больше, чем средний, а срел- 
инй — на 2 м3 больше, чем малый насос, 
Два средних и ава малых насоса, работая вме- 
сте, напоанили резервуар емкостью 48 м3. 
Сразу после этого были включены два сред- 
них и два больших насоса, которые напол- 
нняи другой резервуар той же емкости. На 
всю работу затрачено 9 часов. Сколько кубо- 
метров волы переказнвает в чае средний насос? 


2. Решить уравнение 


4 Уха = И4. 


3. Решить ураннение 


1-—яп 32=-- 60$ 21 51 г, 
4. Решить неравенство 


ЮЕ (х* — 10х14 22) >0. 


то: а *) 


5. В трапешини АВСР днагонать АС 
перпсидикуляриа боковой стороне СО. а 
днагопаль РВ перпендикулярна боковой 
сгороие АВ, Иа нродолжениях боковых 
сторон АВ и СО за меньшее основание ВС 
трапецин отложены отрезки ВМ и СХ так. 
что получается повая трапецня ВМХС. 
нодобная трапеция АВСО. Найгь площаль 
трапеции АВСО. если площадь трапеции 
АМАО равна $. а сумма величии углов 
САР и ВОЛ равиа 60°. 
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Геологический факультет (отделение общей 
геологии) 

1. Найти все ренения уравнения 

ву ох-=5 1108. 1000. 

2. В рудном карьере имеются два тран- 
спортера для подъеме породы. В пачале ра- 
бочего лня а карьере было 20 м3 породы. 
Сначала работал только первый транспортер 
и поднял 2/5 части всей породы. Затем его 
выключили н одновременно включили второй 
транспортер, который поднял всю остальную 
породу. В результате вся работа 'была за- 
вершена за 4 часа 20 мниут. Если бы с на- 
чала и до конца работали одиовременно 
оба трапспортера, то на подъем всей породы 
потребовалось бы 2 часа. Определить произ- 
водительность {количество поднимаемой в 
час породы} каждого транспортера, если из- 
вестио, что у лервого транспортера она 
больше, чем у второго. 

$. Майти все решения уравиения 

11 — с0$х| . . 
——_____ чпх = зтшлх-- 251 2. 
} —505х 

4. Найти все решения снстемы уравне- 

Иня 


ПИ —1—х— У2у--х= 
[И 25 + Иж х-= 4. 
5. В параллелограмме АВСО известны 


злины лиагоналн |ВО |--у’ Юл сторон [А В\ 
3, |ВС |= 1. Окружность. лежащая в пло- 
скости параллелограмма  ЛАВСО, раднуса 


у 31,2 с центром в точке В пересекается со 
второй окружностью, которая проходит через 
тачка А и С. Известно, что касательные, 
проведенные через одну из точек пересече- 
ния этих окружностей, взанмно перпенди- 
куляпиы. Найти раднуе второй окружности. 


Геологнческий факультет (отделение 
геофизики) 

1. К резервуару объема 24 м3 подведены 
две трубы. Через первую трубу вола может 
только выливаться со скоростью 2 м®ч, а 
вторая труба может только наполнять ре- 
зервуар. Вначале. когда резервуар был 
пуст. одновременно открыли обе трубы. 
После того как резервуар оказалсн напол- 
ненным паполовниу. первую трубу закрыли, 
а эторая продолжала паполнять резервуар. 
В результате резервуар был заполнен за 
28 часов 48 минут. Какое количество воды в 
час подает вторая труба? 

2. Найги все решения снстемы уравие- 
вий 


1 
—==— (300$ 2х — бениу-г 2) =0, 


ИИ у 
= 
18 т х — Я риу—-3 = 0, 


3. Найти все решения неравенства 


| . В 1 
—7 Е 3. хз (х*-— 6) <2 + 5 06 | 


4. В параллелограмме АВСР со сторо- 
ной [АР |122 и днагональю |АС]=16 
проведен отрезок ЕР, соеднняющий точку Е 
стороны ВС ‹ точкой Е диагонали ВО. 
Точки Е и Е выбраны таким <бразом, что 


Е. АВГ. Л. 
ЕЕ 4’ ВАТ З3` 


Известно, что точка Л пересечения диаго- 
нали АС с отрезком ЕЁ делит этот отрезок в 
Ем | 
МЕТ 3‘ 
стороны АВ ин диагонали ВО. 

5. Найти все чнсла р, при которых су- 
ществует единственное чнсло х, удовлетво- 
ряющее одновременио следующим условиям: 
5т лх- 0, (2х1 14р*—7) (4х 4р?--15) =0. 


отношении Найти длины 


Факультет почвоведения 


1. Из городов А и В навстречу лруг дру- 
гу одновременно вышли два поезда. Онн 
двнгались без остановок с постоянной скс- 
ростью и встретились через 30 часов после 
выхода. Найтн, сколько времени был в 
пути до пункта назначения кажлый поезд, 
сслн первый поезд прибыл в пункт В на 25 ча- 
сов позже, чем второй прибыл в пункт А. 

2. Дана равнобедренная трапеция. у 
которой длина верхиего основания вдвое 
меньше длины нижнего. Определить, в ка- 
ком отношении делит ннжнее основаине пря- 
мая, которая параллельна диагонали, про- 
ходит ниже нее н отсекает треугольник пло- 
щалью в 4 раза меньше площадн трапеции. 

3. Решить уравненне 

251? 2х-! |] == т 8х--6 с05* 2х. 

4. Найти все значення параметра ©, 
прн которых сумма квадратов корней урав- 
нения 


| 5н1 24: 
хх са — 5—1 —=0 


на У2/2 больше, чем Сольший корень урав- 
нення 
2х —х (ЗЕ та) зи а-- 2-0. 
5. Решить неравенство о. (Г 2х— 


—^6)< 0. 


Бнологический факультет 
1. Решить уравнение 
9$ х_ытх [==1-|- $11 2х. 
2. Решить неравенство 


1 
ЮЕх-7 Н юЕ гх>10 [06 | д. 
7 т 


3. Имеются два водных раствора № 1 
н № 2 веществ А и Б, различающиеся весо- 
вымн соотношеннями веществ А, Б н воды. 
В растворе № |! вещества Б в 4 раза боль- 
ше, чем вещества А, а воды столько же, сколь- 
ко вещества 5. Смешав 3 кг раствора № |. 
6 хг раствора № 2 н добавив | кг воды, по- 
лучимы новый раствор, в котором вещества А 
в 2 раза меньше, чем вещества Б, ив 3 раза 
меныше, чем воды. Требуется определить 
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весовое соотношение веществ А, Б н волы 
в растворе № 2. 

4. В равнобедренную трапецню вписана 
окружность с центром О,. Другая окружность 
с центром О,. расположенным вне впнсан- 
ного круга, касается большего основания 
и боковой стодоны трапеции. Обе окружности 
пересекаются н имеют общую хорду ММ. 


^^ —^ 
Известно, что МО. М==60°,  МО,М=120°, 
ММ |==2. Найтн площадь трапецин. 


о 
а 


5. Доказать, что уравнение 2х —х 


о. 
не нмеет положительных решений. 


Химический факультет 


1. Трн экскаваторщнка получнлн за- 
дание вырыть три одниаковые канавы. Пер- 
вый и второй экскаваторщики приступили 
к работе одновременно. Третий начал работу, 
когла второй вырыл пятую часть своей ка- 
навы, а закончил, Когда первому оставалось 
вырыть четвертую часть своей Канавы. Про- 
изводительность второго экскаватора на 2 м/ч 
меньше, а производительность первого — 
на 4 м/ч меньше, чем пронзводительность 
третьего экскаватора. Нэйти произволи- 
тельность третьего экскаватора. 

2. Решить неравенство 


2х2— [х По, 78-Н Я; 26< 1. 


3. В треугольнике АВС проведена бнс- 
сектриса ВО. Величины углов АОВ, ВАО, 
АВД, АСВ в указанном порядке образуют 
арнфметнческую прогрессню. Найти длину 
высоты треугольника АВС, опущенной нз 
вершины С. если известно, что |АВ|=1. 

4. Найтн все решения уравнения 


4 — 2 5н1 х— 3505 х = 


— 46052 (-3) + Уз@ — зпх—2с05х). 


которые одновременно являются и решс- 
ниями уравнения 
эутх = сах -- 3 1х -- У 3 
5. В куб АВСРА’В"С’О’, где [АА'|, 


[В8’1. 1СС| н Ш№ШЬ’] — параллельные 
ребра, плоскость л проходнт через днаго- 
наль А’С’ грани куба н через середину реб- 
ра АР. Найти расстояние от середины ребра 
АВ до плоскостн л, если длина ребра куба 
равна 3. 
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Задачи 
ни олимпнады 


В 1976 году издательстао 
«Мир» аыпустнло в свет пе- 
ревод еще одной замечатель- 
ной книги: И. Кюршак, 
Д. Нейкомм, Д. Хайош, 
Я. Шуранн «Венгерские 
математические олимпнады» 
(серня «Задачи н олимпна- 
ды»). 


Венгрия — это первая 
страна, в которой (по реше - 
нню Венгерского физико- 
математического общества) 
начали проводиться олим- 
пнады по математике для вы- 
пускинков гимназнй. Первая 
олимпнада состоялась в 
1894 году. С тех пор олнм- 
пнады в Венгрин проводятся 
ежегодно (за исключеннем 
пернода двух мнровых войи). 

В кннге «Венгерскне ма- 
тематические олимпнады» со- 
браны задачи всех олимпиад 
вплоть до 1974 года (на 
каждой олимпиаде участни- 
кам предлагалось по трн 
задачи). 

Первые 93 задачи (до 
1928 года) были собраны н 
изданы с решениями одним 
нз организаторов олнмйн- 
эд — Кюршаком. Задачи 
олимлнад 1928—1963 годов 
былн собраны венгерскими 
математиками Хайошем, Ней- 
коммом и Шураин. И, нако- 
нец, задачи олимпнад самых 
последннх лет {включая 
1974 год) собрал переводчик 
кннги Ю. А. Данилов. 

Кннга состоит из трех 
разделов. Первый раздел — 
это просто условия 222 олим- 
пиадных задач (чтобы вы 
смоглы оценить этн задачн, 
ниже мы приводим некоторые 


$0 


из них). Второй раздел — 
это «Решения». Ко многим 
задачам решенне дается не 
одно, а несколько; зачастую 
решения превращаются в ве- 
большие заметкн-исследова- 
ння. Наиболее же интерес- 
ные и трудные задачи, воз- 
инкающие на «стыке» школь- 
ной математики и матема- 
тики  «неэлементарной», об- 
суждаются дополнительно — 
в третьем разделе книги, 
названном «Немного исто- 
рии». В этом разделе затра- 
гнваются самые разные воп- 
росы. Здесь читатель позна- 
комится с теорней чисел (воп- 
росами делимостн, теорией 
сравнений, с задачами о про- 
стых числах, чнсламн Ферма 
и совершенными  числамн, 
с Малой и Велихой теорема- 
ми Ферма); комбинаторикой; 
узнает о сравнении мощно- 
стей бесконечных множеств 
н о гипотезе контвнуума. 
Познакомится салгеброй мно- 
гочленов, с алгебраическими 
н трансцендентными числа- 
ми, найдет большой раздел, 
посвященный  несвклндовой 
геометрии и одному из ее 
создателей — Яношу Бойян, 
много теорем н задач геомет- 
рин треугольника, теорем о 
суммировании и перестанов- 
ке членов бесконечных ря- 
дов, задач на графы, цело- 
численные решетки н т. Д- 

Мы советуем всем стар- 
шеклассникам, любящим ма- 
тематику и трудные задачи, 
готовящимся к олнипиадам 
нли уже неоднократно по- 
беждавшим в иих, — поста- 
раться купить эту книгу. 
Даже если вы не сможете ре- 
шить какие-то задачн, проч- 
тя решения, вы узнаете много 
важного и полезного. А те- 
перь — несколько задач. 
Первая задача предлагалась 
на самой первой олимпиаде— 
в 1894 году. 


Олимпнада 1894 года (№ 1) 


Доказать. что выраже- 
ния 2х -|- Зуи 9х -- 5у делятся 
на 17 при одних и тех же 
целых числах хи ц. 


Олнмпнада 1901 года (№ 22) 


Доказать, что сумма п-х 
степеней 11-|-21--37-- 41, где 
п — целое положительное чис- 
20, делится на 5 в том &в 


только том случае, если по- 
казатель степени п не де- 
лится на 4. 

Решение этой задачи ос- 
новано на том, что 14=2%=: 
==3*==4*==1 (той 5). Эта це- 
почка сравнений — ие что 
иное, как частный случай 
Малой теоремы Ферма` 

Если а — целое число, 
не делящееся на простое 
число р, то аР-Ё= Ипюй р). 


Олимпнада 1924 года (3№ 82) 


Даны три челых поло- 
жительных числа а, в и с. 
„Доказать, что если при всех 
целых положительных п мож- 
но построить треугольники 
со сторонами длины ай. 57, 
сп, то все построенные тре- 
угольники будут равнобед- 
ренными. 


Олимпиадла 1926 года (№ 90) 


Окружность — катится 
без  проскальзывания по ок- 
ружности вдвое большего ра- 
диуса, оставаясь внутри нее. 
Какую линию описывает при 
этом произвольная точка ок- 
ружности? 

Решить эту задачу вам 
поможет зиакомство со стать- 
ями С. Верова © рулеттах 
(см. «Квант», 1975, № 5. 8 
н [2). Ответ здесь такой: 
днаметр большей окружно- 
сти, проходящнй через точ- 
ку, в которой ее касается 
меньшая окружность в иа- 
чальный момент, Проходи- 
мый дважды — в прямом и 
обратном направленнях. 


Олимпнада 1933 года (№ 110} 


На шахматной доске по- 
метили 16 из 64 клеток. 
причем так, что на каждой 
из 8 горизонталей и кождой 
из 8 вертикалей оказалось по 
2 помеченные клетки. До- 
казать, что на помеченных 
клетках можно расставить 
8 черных и 8 белых фигур 
{ло одной фигуре на каждой 
помеченной клетке) так, что- 
бы на каждой горизонтали и 
каждой вертикали стояло по 
1 белой и { черной фигуре. 

Оказывается, эту за- 
дачу можно перевести на 
язык теорин графов, с ис- 
пользованием теорем кото- 
рой (все необходимые сведе- 


ния сообщаются в решении} 
она легко решается. При этом 
удается решить даже более 
общую задачу о расстановке 
черных н белых фигур на 
шахматной доске размером 
тхп, н другие задачи. 


Олнмпнада 1935 года (№ 116) 


Точка О называется цент- 
ром симметрим точечного 
множества Н, если точка, 
симметричная — относитель- 
но О любой точке множества 
Н, также принадлежит мно- 
жеству Н. Докизать. что 
конечное точечное множество 
не может иметь двух раз- 
личных центров симметрии. 

Лля этой задачи при- 
водятся два решения; во 
втором решении похазывает- 
ся, что точечное множество 
< двумя центрами симмет- 
рин — бесконечно н нмеет 
бесконечно много центров 
симметрии: — ясе точки, рас- 
положенные на прямой, про- 
ходящей через данные два 
центра симметрии, и отстоя- 
щие от концов этого отрез- 
ка на ресстояния. равные 
целым кратным его длины. 


Олнмпнада 1937 года (№ 122) 


Три окружнсети в про- 
странстве попарно хасаются 
Эруг друга, причем все три 
точки касания различны. До- 
казать, что эти окружности 
лежат либо на одной сфере, 
либо в одной плоскости. 


Олимпнада 1947 года (№ 144) 


Круг радиуса г покры- 
вают кругами радиуса г.2. 
Какое нанменыиее число кру- 
208 требнется для этого? 

Ответ. семь. 


Олимпиада 1966 года (№ 196) 


Существует ли прост- 
ранственный пятиугольник, 
все стороны которогс равны, 
а углы между двумя любыми 
смежными сторонами пря- 
мые? 

Оказываетси, такого пя- 
тнугольннка нет. Простран- 
ственный пятнугольник мож- 
о построить, если, напри- 
мер. отказаться от условия 
равенства всех его сторон, 
а только нотребовать, чтобы 
равными былн лишь четыре 
стороны. и чтобы углы между 
любыми двумя смежными сто- 


ронами были прямыми. Или 
же, наоборот, оставить усло- 
вне равенства тсех сторон, 
но нотребовать. чтобы лншь 
четыре угла между смеж- 
нымн сторонами былин иря- 
мымн — такой прсстранст- 
вснный пятиугольник тоже 
существует. Если же в за- 
даче спрашивать о сущест- 
вованнн  прсстранственлого 
многоугольника © большим 
числом сторон {а не о пяти- 
угольнике), то ответ будет 


утвердительным. 
Олимпнада 1967 гола (№ 200) 
Выпцклый — многоуголь- 


ник разделен на трецуголь- 
ники своими непересекающи- 
мися диагоналями. Все вер- 
шины многоугольника служат 
вершинами нечетного числа 
таких треугольников. До- 
казать. что число сторон 
многоугольника деяится на 3. 

Требование выпук- 
лости в этой задаче на 
самом деле ие сущсствсино. 
Оно включено лишь для об- 
легчения задачи; иначе нуж- 
но доказать дополнителыью, 
что всякий многоугольник 
можно разбить нз треуголь- 
вики непсресекающимися 
диагоналями, — что сделать 
отнюдь не прссто. 


Олнимпнада 1968 года (№ 204) 


Расположим в ряд про- 
извольным способом п чер- 
ных и п белых шариков. 
Подсчитаем число перемен 
цвета в каждом таком рас- 
положении, то есть опреде- 
лим, сколько раз черные и 
белые шарики оказываются 
рядом. 

Доказать, что распо- 
ложений, в которых шари- 
ки различных цветов п—# 
раз оказываются  рчдом, 
столько же, сколько распо- 
ложений с п-Е парами 
разноцветных «соседей» 
(0— 2<л). 


Олимпиада 1971 гсда (№ 211) 


Прямая пересекает сто- 
рони АВ треугольника АВС 
в точке С, сторону АС в 
точке В, и продолжение 
стороны ВС в точке А, 
Пусть С. — точка, располо- 
женная симметрично точке 
С, относительно сере- 
дины стороны АС, и А, — 
точка пересечения прямых 
ВС: и ВС. 

Доказать, что 


—^ ”\ 
$1 В А.С : “а С-4.В = 
== |8:С:|:| ВС. 
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Олимпнада 1972 года (№ 215) 


В классе учится одина- 
ковое нисло мальчиков и 
Оевочек (всего класс насчи- 
тывает не менее 4 человек). 
Их в различном порядке пы- 
страивают в один ряд и 
смотрят. нельзя ли разде- 
лить ряд на две части так, 
чтобы в каждой части дево- 
чек и мальчиков было по- 
ровну. Пусть а — число елц- 
чаев, когда такое разбиение 
ряда невозможно, а В — чи- 
сло случаев, когда удается 
разбить ряд на две части с 
одинаковым числом девочек 
и мальчиков в каждом из 
них, но лищь одним спосо- 
бом. Доказать, что 6 =2а. 


Олимпнада 1973 года (№ 219) 


В пространстве задано 
п плоскостей (пб) так. 
что любые три из них имеют 
ровно одну общую точки и в 
пространстве нет точек, че- 
рез которые прокодило бы 
более трех плоскостей. До- 
казать, что среди частей, на 
которые эти п плоскостей 
делят пространство, имеется 


2п.—3 
не менее — у 





тетраэдров. 


Аналог утверждения за- 
дачи на плосксств торазло 
более прост: если на плоско- 
сти задано п прямых, рас- 
положенных так, что ники- 
кие две из них непараллелу- 
ны и никакие три не проходят 
через одну и ту же точку, 
то среди частей, на которые 
эти прямые делят плоскость, 
имеется не менее (21—2)/3 
треугольников. 


Олимпнада 1974 года (№ 221) 


Дана бесконечная после- 
довательность коадратов со 
сторонами длиной 1. \№., 
у, .... Мп, ... Доказать, что 
существует квадрат, в ко- 
тором можно разместить все 
квадраты — последовательно- 
сти так, чтобы они не пе- 
рекрываяи друг друга. и оп- 
ределить. чему равна сто- 
рона нанменыиего из квадра- 
тов. вмещающих все квадра- 
ты данной последовательно- 
сти. 

Всс квадраты. образую- 
шие заданную бесконечную 
нос ледовательнссть, можно 
разместить в квадрате со сто- 
роной 13. 


И. Клумова 
$1 


Информация 





Объявляют прием 


Всесоюзная заочная математическая школа 


Во Всесоюзиую заочную математическую школу Академин педагогических наук 
СССР при Московском университете {ВЗАПИ)} принимаются ученики седьмых классов. 
Школьники. проживающие в Москве, Ленинграде и нх прнгородах. в школу не прини- 
маются. 

Заняткя начнутся с 1 сентября 1977 года. Обучение в школе бесплатное, 

Учащиеся, принятые в школу, будут регулярно получать задания, в которых со- 
держатся объяснення теоретических вопросов н задачи для решения. Срок обучения — 
три года. 

Ниже публнкуются задачн вступительной контрольной работы. Желающие посту 
пить в ВЗМШ должны выслать решения этих задач не позднее 20 марта 1977 года. 
После проверки работ {примерно в июле 1977 года} будет сообщено, приняты лн ны 
в школу. Преимуществом при поступления пользуются школьинкн, проживающие в сель- 
ской местностн и в рабочих поселках. 

Хотя некоторые нз вступительных залач отличаются по внешнему внду от обычных 
школьных, для их решення не требуется дополинтельных знаний’ по математике. Для 
того чтобы быть принятым в школу. не обязательно решить все задачи без исключе- 
ния. При оцеяке работы будег учитываться не только количество решенных задач, но 
и качество решения. Решспие каждой залачн должно быть обосновано. Ответ без 
обоснованнй может быть не засчитан. Если в задаче возможны несколько разных от- 
ветов. то надо указать их все. 

Работа должиа быть выполнена ина русском языке в ученической тетради в клетку. 
Вступительные работы обратно не высылаются и ренензин на них не выдаются. 

В конверт вместе с тетрадью нужно вложить лнсток бумаги размером 14 суЖ 
Жб см с вашим почтовым адресом (мы наклеим его на концерт, когла будем посылать 
вам ответ). 

На обложку тетради наклейте листок клетчатой бумаги. разграфив и заполнив 
сго по следующему образцу (иначе ваша работа проверяться не будег); 


Область Вологодская 
Фамилия. имя Иванов Петр 
Год рождения 1963 2. 
Класс 7-й класс «А» 
Школа (полисе название) школа № 22. Тотьмы 
Фамилия. имя. отчество учнтеля математнки Никаноров Владимир Алексеезич 
Место работы н должиость родителей отец — шофер автобазы А? 3, 
нать — домашняя хозяйка 
Полный почтовый адрес 1234596, г. Тотьма, ул. Ленина 
9. 3. кв. 23 


Результаты проверкн 





Школьннки, прожнвающие в Архангельской, Вологодской, Калининградской, 
Ленинградской, Мурманской, Новгородской и Псковской областях, Коми и Карель- 
ской АССР. Белорусской. Латвийской. Литовской и Эстонской ССР, присылают рабо- 
ты по злресу: г. Ленниград, П-228, ул. Савушкина. 61. Специнтернат при ЛГУ. ЗМШ. 
На конкурс. 

Учащиеся. проживающие в Воронежской, Белгородской. Тамбовской. Курской н 
Лняецкой областях. присылают работы по адресу: г. Воронеж, Университет, ЗФМИ 
На конкурс. 

Школьннкн, проживающие в остальных областях РСФСР п в других союзных рес- 
публиках, должны присылать работы по адресу: 117234, г. Москва, В— 234 МГУ 
мех.-мат, ВЗМШ. На конхурс. | 


52 


куапетесте.ги 


куапетесте.ги 


щая через нее, пересекает хотя бы одну из 
окружностеи? 


Задачи вступительной 
контрольной работы 


в ВЗМШ в 1977 году 


1 В равенстве двух дробей. числн- 


тели и знамеватели которых двузначные 
числа, пифры заменены буквамн одинако- 
вые — одинаковыми, разные — разными 
КУ КА 
РЕ `` КУ 


Какую цифру означает каждая из букв 

(лостаточно прнвестн все возможные ответы)? 

2 Дан прямоугольннк АВСО Найднте 
множество точек А, для которых 


мА |-- МВ |=1МС| МР | 


3 Дополните табличку 44 (см рнсу- 
нок} буквамн В, 3, М, Ш, обведите их рам- 
ками четырех типов (квадрат, ромб, круг, 
треугольник} н раскрасьте нх в четыре цвета 
так, чтобы выполнялись следующие усло- 7 
вия 1) в кажлой сгрочке и в каждом столбце 
должны встречаться все буквы, цвета ин 
типы рамок, 2) каждая буква должна быть 
раскрашена по разу каждым цветом, 3) рамка 





Автомобиль и велосипелист выехали 
одновременно из А в В Проехав треть путн, 
велосипедист остановился и тронулся лишь 


тогда, когда автомобилю оставалась треть 
пути до В Аетомобнль, доехав до В. без оста- 


каждого тнпа должна содержать каждую 
букву и каждый цвет (Достаточно нарнсо- 
вать гребусмую картннку } 
4 В прямоугольном 
н & — длины его катетов. с- 


треугольнике а 
динна гнпо- 


тенузы. В — длина высоты, опушенной на 
гнногевузу Докажите, что с + й больше 
а—в 


5 Найдите все решення системы урав- 
нении 


х=и-2. 
у = ах, 
22 = хе у 


новки поехал обратно в А Кто приедет рань- 
ше автомобиль в А илн велоснисдист в В? 

8 Известно, что чнсла 2077 и 160 ирн 
делении на натуральное число а дают оли- 
изковые остатки Найдите число а 

9 Большой прямоугольник разбит на 
клеткн Г смх | см Внутрн каждой клетки 
нанисано число Известно, что сумма всех 
чисел в каждой горнзонтальной строчке 
равна 1, а з кажлом вертикальном столбце - 
равна 2 Может лн площадь прямоугольннка 
равняться 1976 см?? 

10 Несколько яшнков восят вместе 
Ю тонн, причем каждый из инх весит не 
больше олной тониы Какое нанменьшее 


количество трехтопок заведомо достаточно, 


6 Даны две иепересекающиеся окруж- 
чтобы увезти этот груз? 


ности Существует ли вне окружностей 
такая точка, что всякая прямая, прохоля- 


Заочная физико-техническая школа 


Заочная физико-техническая школа (ЗФТШ) при Московском ордена Трулоного Крас- 
ного Зиамени физико техническом институте проводит набор учашихся восьмилетних и 
средних школ, расположенных на террнторин РСФСР. в 8й, Эй и 10-й классы па 
1977/78 учебный год 

Форма обучения в нашей школе отличается от привычной для ребят работы с учн 
телем па уроках Заочное обучение прнвивает навыки самостоятельности, учит работать 
© дополнительной литературой. конспективно излагать свои мыслн 

За 10 лет работы ЗФТШ дала хорошие дополнительные знання по физике и мате 
матнке своим выпускникам, миогие из которых стали студентами ведущих вузов нашей 
страны 

Цель нашей школы — помочь ученикам в самостоятельных занятиях по физике н ма. 
тематике Вот почему прн прнеме в ЗФТШ предпочтение отдается учашимся. проживаю 
щим в сельской местностн и рабочих поселках, где помошь изшей школы особенио 
нужна 

В ЗФТШ принимаются и физнко-технические кружки. которые могут быть орга- 
визованы на месте по ниицнативе двух преподавателен — физнки и математики Руко- 
нодители кружка набирают н зачисляют в них учащихся, успешно выполнивших встуйн- 
тельное задание ЗФТШ Кружок прнинмается в ЗФТШ, еслн лиректор школы сообщит 
п ЗФТШ фэамнлии руководизелей кружка н понменный список членов кружка по клас 
сам (с указанием итоговых оценок за вступительное заданне) 


Ж Радббот 
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Учашиеся, привятые в ЗФТШ, в руководители физнко-техннческих кружков будут 
регулярно получать задания по физнке и математике в соответствии с программой 
ЗФТШ, а также рекомендуемые ЗФТШ решения этих заданнй. Задания ЗФТШ содер- 
жат теоретический материал и раэбор характерных задач и примеров по теме, а также 
10—14 задач для самостоятельмого решения. Это — и простые задай ь и более сложные 
(на уровне конкурсных задач в МФТИ). Работы учащихся-заочников проверяют в 
ЗФТШ или ее филналах, а членов кружка — его руководители. 

С учащимися г. Москвы проводятся очиые занятия по физнке и математяке 2 раза 
в иеделю по программе’ ЗФТЩ в вечерних консультациониых пуиктах (в ряде москов- 
ских школ). набор в которые -проводится по результатам выполнения вступительного 
задания ЗФТШ. 

Вступительное задание каждый ученик выполняет самостоятельно. Работу надо 
сделать на русском языке н аккуратно перепнсать в одиу`школьную тетрадь. Порядок 
задач должен быть тот же, что и в заданин. Тетрадь перешлнте в большом конверте 
нростой бандеролью. Вместе с решением обязательно вышлите справку нз школы, в ко- 
торой вы учитесь, с указанием класса. Справку наклейте на виутрениюю сторону 
обложки тетради. Без этой сиравки решение рассматриваться не будет, 

Нз внешнюю сторону обложки тетради накленте лист бумаги. 
образцу: 

Е. Область (край нян АССР) 

2. Фамилия, имя. отчество 

3. Класс 

4. Номер и адрес школы 

5. Профессия родителей н заинмаемая должность 

отец, 
мать 
6. Подробный домашний адрес 


заполненный по 


Кемеровская обл. 

Глухов Валерий Иванович 
восьмой 

школа № 6. ул. Шишкина, 26 


слесарь. мастер цеха 
бухгалтер 
623023, г. Прокопьевск, 


ул. Урожайная, д. 11, кв. 2 
Срок отправлеиня решения — не поздиее 10 марта 1977 гола (по почтовому штем- 


пелю места отправления). Вступнтельные работы обратио не высылаются. 

Зачисление в школу будет проводиться приемной комиссией Московского физико- 
технического нистнтута н прнказом днректора ЗФТШ. Решение приемной комнссии 
будет сообщено не позднее | августа 1977 года. 

Тетради с выполненными заданиямн присылайте по адресу: 141700, г. Долгопруд- 
ный Московской обл.. Московский фнзико-технический ниститут, лля ЗФТШ. 

Учащиеся Архангельской, В ологодской, Калинниской, Кировской, Ленннградской, 
Мурманской. Новгородской, Псковской областей. Карельской и Коми АССР высылают 
работы по адресу: 198904, г. Старый Петергоф, ул. 1 Мая, л. 100, ЛГУ, фнлизл ЗФТШ 
врн МФТИ. 

Учашиеся Амурской, Иркутской. Камчатской. Сахалинской, Читинской областей, 
Красноярского, риморского, Хабаровского краев, Бурятской, Тувннской, Якут- 
ской АССР и Чукотки высылают работы по адресу: 660607, г. Красноярск, ул. Перен- 
сона. 7. Педииститут, филнал ЗФТШ прн МФТИ. 

Ниже приводятся вступительные задания по физике и математике. В задании ис 
физике задачи 1—5 предназначены для учащихся 7-х классов, задачн |, 4—8 — для 
учащихся 8-х классов, задачн 1, 6, 8— 12 —- для учащихся 9-х классов. Во вступнтель- 


вом заданни по математике задачи 1—5 — для 7-х классов, 4—10 — для 8-х классов, 
71—13 — для 9-х классов. 


Задачи вступительной 
контрольной работы 
в ЗФТИ в 1977 году 


Физика 


1. Не прибегая к взвешнванию на ве- 
сах. определить среднюю плотность курн- 
ного яйца. 

2. Найти срелнюю скорость поезда. еслн 
нзиестно, что на прохождение отдельных 
участков дистанции, длины которых отно- 
сятся как 1:3:4:2. потребовались про- 
межутки времени. находящиеся в отношении 
2:4:3:1, и на последием участке скорость 
равнялась 80 км/час. 
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3. Сообщающиеся сосуды в виде пилннд- 
рическнх трубок длнной 10 см, площади 
поперечных сечений которых отличаются 
вдвое, соедниен ы внизу резиновым шлангом 
н наполневы водой до половнны высоты. 
В узкую трубку поместили цилиндрик изо 
льда высотой 10 см. На сколько изменились 
прин этом уровни воды в сосудах, если пло- 
щадь поперечного сечения цилнндра изо 
льда практическн не отличается от площади 
поперечного сечення узкой трубки? 

4. Горючее получено смешиваннем равных 
объемов бензина и спирта. Какое количество 
теплоты выделится прн сгорании | хг такой 
смеснР 

5. Через раствор азотиокислого серебра 
пропускают постоянный электрический ток 
сначала силой 200 а в течение 5 час, а затем 
силой 150 а в течение 8 час. Какова масса 
выделивщегося нз раствора серебра, если 


куапетесте.ги 


прн прохождении одного кулона электри- 
чества выделяется 1.118 мг серебра? 

6. Используя известные — экснеримен- 
тальные давные, оценить среднюю плотность 
Солица. 

7. После скатывания с горы санки начн- 
нают двигаться по горнзонтальному участку 
дороги со скоростью 2 м/сек. Коэффициент 
трения межлу полозьями санок и дорогой 
равен 0,02. Какой путь пройдут саики за 
15 еек? 

8. Пассажиры не испытывают непрнят- 
ных ощущений, если только них вес в полете 
не увеличивается более чем влвое. Какое 
максимальное ускоренне в горизонтальном 
полете допускает это условие? 

9. Маятнику массы 1 хг сообщили такой 
толчок, что ои совершнл полный оборот 
в вертикальной плоскости. В верхнем по- 
ложении маятника натяженне ннти оказалось 
вдвое меньше силы натяжения в состоянии 
покоя, когда груз спокойно висит на нити. 
Каково изтяженне ннитн в момент прохож- 
дения маятником положения равновесня? 

10. Вода нагревается электрокнпятнль- 
ником постояниой мощности. На что потре- 
буется больше времени — нагреть воду от 10 
до 20 или от 80 ло 90° С? 

11. Под тяжелый поршень, который 
может скользить без трения виутрн вертн- 
кально расположенного откачанного цилнид- 
ра, вводится некоторое количество смеси 
аргона н водорода. В результате поршень 
смещается вверх и располагается на вы- 
соте. составляющей “/. от высоты цилнидра, 
считая от его диа. Однако с течением вре- 
мени поршень перемещается вниз, так как 
материал, из которого изготовлен поршень, 
оказывается проницаемым для водорода. 
Окончательно поршень располагается на 
высоте, равной №; высоты цилнндра. Найти 
отношение масс аргона н водорода в смеси. 

12. Конденсатор емкостн | мкф, за- 
ряженный до изпряжения 44 а, Подключа- 
ется через очень большое сопротнвление к 
батарее с э. д. с. 220 в так, что положнтельно 
заряженная обклалка конденсатора подсое- 
дниена к отрицательному полюсу батарен. 
Определить количество теплоты. которое 
выделяется в цепи прн зарядке конденсатора 
до напряжения 220 в. 


Математика 


1. Бак вмещает 1000 литров воды. Каж- 
дый день расходуют 600 литров, а ночью 
доливают в бак половниу того колнчества, 
что находилось в баке утром. В понедель- 
ник утром бак был полон. Хватит лн воды в 
баке в четверг? 

2. Существуют ли такие натуральные 
значения #, т, л, лля которых справедливо 
равенство 

{28-Е 1) — (т + 1)2=4 (21 +1). 

3. Прямая, параллельная одной из сто- 
рон треугольника, разделяет его на равио- 
великие фигуры. В каком отношении эта 
прямая лелнт две другие стороны тре- 
угольника? 

4. Докажите илн опровергните следую- 
щие утверждения: 
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а} лля делимостн п? — |{и>>5) на 24 до- 
статочно. чтобы л было простым числом; 

6) для делимости л? — | (п >> 5) на 24 не- 
обходным о, чтобы п было простым числом. 

5. Ученикам всем порсвну разлали тет- 
радн. Если бы учеников было на несколько 
человек меньше, то каждый получил бы 18 тет- 
радей, а еслн бы их было больше на то же 
количество, то некоторые получили бы по 
4 тетрадн. а остальные — по 5 тетрадей. 
Сколько тетрадей получил каждый ученик? 

6. Две окружностн пересекаются в Точ- 
ках А и В. Первая окружность проходит 
через центр второй. Хорда ВВ первой окруж- 
ности пересекает вторую окружность в 
точке С, которая делит дугу АСВ так, что 


— — 
АС: СВ=1:2. В каком отношении точка Ор 
делит дугу АБВ? 

7. Найднте четыре числа, первые три 
нз которых составляют арнфметическую прог- 
рессию, а последние три — геометрическую 
прогрессию, еслн известно, что сумма край- 
них чнсел равна 4, а сумма средних равна 2. 

8. В ромбе АВСР угол ВАД острый. 
Окружность, вписанная в этот ромб, каса- 
стся сторон АВ н СО соответственно в 
точках М и М и пересекает [СМ] в точке Р, 
а |В№] в точке О. Определите [|В4]: |0^ |, 
еслн |СР]|:|РМ]-=9:16.- 

9. Даны два утверждения: 

а) уравнение х4+ Ух =а не имеет ре- 
шений: 

6) неравенство 4х (а —З)х-+1>0 
справедливо при всех значениях х. 

При каких значениях а одио из этих 
утверждений истинно, а другое ложно? 

10. Колонна солдат движется с посто- 
янной скоростью, растянувшись на 50 мет- 
ров. Связной, выйдя нз строя, ндет с посто- 
янной скоростью до коицща колонны, затем 
поворачивает н дохолнт до начала колонны, 
еще раз поворачивает и идет до своего места 
в строю. За это время колонна продвннулась 
на 120 метров. Сколько метров прошел связ- 
ной? 

11. Спортплощадку площадью 0,9 гек- 
тара, нмеющую форму прямоугольника, не- 
обходнмо огородить с севера н юга деревян- 
ным забором, с востока и запада — проволоч- 
ным. Установка одного метра деревянного 
забора обходится в 5 рублей, проволочного — 
в 2 рубля.На строительствовыделено 1200рус- 
лей. Достаточно ли этой суммы? 

12. Последовательность (х») задана ре- 


куррентно:  х0=2, х =, хи, = 
С 1 
= > *-— 3 жж: Найдите формулу 


для хл. Существует ли И хде 
п-< 
13. Из пункта В идут две прямолиней- 


ные дороги: одна в пункт А, другая в пункт С, 


—^ . 
причем АВС= 120°. Из Дв Вииз ВвС 
одновременно выезжают два автомобиля. 
В тот момент, когда автомобиль, выехав- 
ший из А, прошел седьмую часть своего 
пути, расстоянне между автомобнлямн стало 
наименьшим. Чему разно отношение скоро- 
стей автомобилей? 
А. Кирьянов, А. Кутасов, Т. Чугунова 
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Физико-математическая школа-интернат 
прин Московском государственном 


университете им. 


Вот уже более 13 яет ра- 
ботают специализированные 
иколы-интернаты в Киеве, 
Ленниграде, Москве. Ново- 
сибирске, Ереване н Тбнли- 
сн. Задача этих школ со- 
стоит в том, чтобы подрост- 


кам, живущим вдалеке от 
научных центров, предста- 
вить те же возможности 


выдвижения в науку, что н 
ученикам — университетских 
городов. Мы попроснли 
председателя нопечитель- 
ского совета школы-интер- 
ната прн МГУ академика 
А. Н. Колмогорова ин за- 
велующего учебной части 
по математическому циклу 
В. В. Вавилова рассказать 
0б их школе. 


Многне читателн «Кванта», 


наверное, вяделн телевизн- 
онный фильм «Спранн- 
вайте, мальчикия, который, 


в частнсети, рассказывает об 
нитернате при МГУ. В эту 
школу-ннтерват принимают- 
ся учащиеся, хорошо окон- 
чившие  вссьмой клесс в 
проживающие в .Централь- 
ной Европейской части СССР, 
на Урале, Поволжье, Се 
верном Кавказе н Белорус- 
син. Отбор будущих школь- 
ников производит приемная 
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М. В. Ломоносова 


комиссия па сскове коикурс- 
вых экзаменов по профили- 
рующим предметам, которые 
устранваются  сжегодио во 
время проведення областных 
олимпиад. Срокв этих экза- 
менов можно узнать в об- 
ластном отделе народного об- 
разования или в Министер- 
стве  пресвещеиня  соотает- 
ствующей республики (для 
нсступлення в ннтернат уча 
стие в олимниаде не обязг- 
тельно; школьники, прову 
стившне по какой-лнбо при- 
чине экзамен, могут обра- 
титься яепсередственно в ыко- 
лу, ее адрес: Москва. 121357, 
Кременчцеская. 29. школа- 
интернит, приемная комис- 
сия]- 

Если мечга  заннматься 
наукой пришла к вам только 
в девятом классе, то вы тоже 
можете принять участие в 
экзамене — мы принимаем 
н на одни год в десятый класс. 
Правда, конкурсные тре- 
бования здесь ссобенио вы- 
соки (на одногодичном но- 
токе всего 60 мест}. 

По результатам экзаме- 
нов лучшие кандидаты вызы- 
заются на летний учебный 
сбор (летнюю ФМШ), где 
производится окончательное 
зачисление {в 9 илн [0 класс} 


куапетесите.ги 


В ФМИГ учиться нелег- 
ко: заниматься приходиться 
значительно больше, чем в 
обычной школе, нужны хо- 
рошее здоровье н большая 
организованность. Посгу- 
пать имеет смысл только 
тем, кто имеет горячее же- 
ланне работать в области 
физико-математических наук 
и их применений. По окон- 
чапии ФМИГ наши ученики 
чаше всего продолжают свое 
образование ‚на мехаинко- 
математическом или финзиче- 
ском факультетах МГУ, в 
Московском — фнзико-техни- 
ческом институте (65% вы- 
пускников интерната): в це- 
лом же около 95% наших 
выпускников поступают в 
рааличные университеты, тех- 
нические вузы и педагогн- 
ческие няституты- 

ФМИШ была задумана как 
кола научного творчества, 
а не как свособразиые курсы 
но нодготовке к конкурсным 
экзаменам. Мы стремимся 
дать пашим питомцам на- 
выки самостоятельного па- 
учвого мышления, воору- 
жить нх всем необходимым 


1. Очередной выпуск еже- 
месячной общешкольной 
стенной газеты готовят уче- 
ники 10а класса. 

2. Чтобы разобраться с оче- 
резным заданием по мате- 
матическому практнкуму, 
ирншлось... перекрасить ‘гло- 
бус! 

3. Перед отбоем. Графики, 
графики, графики... 

4. ФМШ — «Футбольно-ма- 
тематическая школа», так 
расшифровывают её назва- 
ние ребята. Свортом в шко- 
ле увлекаются все — от уче- 
ников до директора. 
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для воспрнятня  универси- 
тетскнх курсов с полвым и 
наглядным пониманием су- 
'нества дела. Выходя за рам- 
кн обычного школьного кур- 
са, мы не дублируем, однако, 
универснтетское — образова- 
нне. Все это обеспечивает 
быстрое вхождение лучшнх 
выпускников школы в са- 
мостоятельную научную ра- 
боту. Этому в школе спо- 
собствуют задаиня по физи- 
ческому и математическому 
практикумам, специальные 
курсы и семинары, кружкн 
ни консультации (в вечернее 
время). 

Лекцин в ФМШ читают 
профессора н доценты Мо- 
сковского университета. Лек- 
ций, однако, не много — 
в неделю два Ччгса по мате- 
матике и два часа по фнзике. 
Занятия в классах по мате- 
матике и физике ведут опыт- 
ные преподаватели. аспираи- 
ты и студенты МГУ (в зна- 
чнтельной частн из иаших же 
выпускников). Сама система 
преподавання математики н 
физики в школе снльна свои- 
мн традициямн, создающими 
в школе особую атмосферу, в 
которой ннтерес к науке, 
спорт и любовь к природе, 
интерес к литературе и нис- 
кусству, общественная ра- 
бота — все вместе  содейст- 
вует воспитанию полноцен- 
ного человека. 

Окончательная оценка 
результатов работы ннтерна- 
та может быть получена из 
анализа успехов выпускин- 
ков прошлых лет. Выпуск- 
иики 1964—1969 годов в зна- 
чительной их части окончи- 
лн гспирантуру н защитили 
кандидатские диссертации (и 
пока только одну — доктор- 
скую). Ими онубликованы 
сотни научных работ, иногда 
выдающихся. Некоторые из 
них были® приглашены рас- 
сказать о своих научных ре- 
зультатах на научные кон- 
фереиции и международные 
съезды. 

На письменные экзаме- 
ны к нам приходнт несколько 
тысяч человек. И хотя мы ие 
можем принять их всех, очень 
советуем смелее пробовать 
свон силы. Нашей стране 
крайне нужны большие уче- 
ные н просто талантливые 
работники науки. "Не ли- 
шайте нас возможности най- 
тк их! 

Приглашасм всех любн- 
телей математики и физики 
в нашу школу! 
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Голубой экран — 
абитуриенту-77 


В сентябре 1976 года начались занятия на 
Московских подготовительных  телевизнон- 
ных курсах, созданиых в 1971 году Цеинт- 
ральным телевнденнем совместно с Минн- 
стерством высшего и среднего специального 
образования СССР. 

Каждый год телекурсы принимают десятки 
тысяч слушателей. Опыт работы курсов 
свидетельствует, что большннство учащих- 
ся, систематически и добросовестно зани- 
мающихся в течение учебного года, посту- 
пают в высшие учебные заведения. В этой 
заметке рассказывается, как будет органн- 
зована работа подготовительных телекурсов 
в 1976/1977 учебном году. 


Телевизноиные занятия проводятся в те- 
чение всего учебного года по трем дисципли- 
нам: математике, физике и русскому языку. 

На телекурсах в основиом принята лек- 
ционная форма работы, однако значительная 
часть телеуроков отводится на практические 
занятия, консультации и обзорные передачи. 

Для закрепления знаний слушателям 
регулярно предлагаются домашние задания, 
состоящие из задач, примеров и текстов раз- 
личной трудностн. Как правило, задания со- 
ответствуют тематике лекций. Предлагаются 
онн во время телепередач, а также публику- 
ются в прессе («Говорит н показывает Моск- 
ва»). 

После проверки ответы иа домашние 
задания заносятся в картотеку и с оценками 
возвращаются эдресатам. 

В 1976/77 учебиом году, как и в прошлые 
годы, телекурсы будут проводить очные за- 
четы: зимой (примерно в январе — феврале) 
и весной (примерно в апреле — мае). 

На очные зачеты вызываются слушателн, 
активно и систематически занимающиеся на 
телекурсах. Успешно сдавшие зачеты полу- 
чают в конце учебного года Свидетельства об 
окончанни телевизионных подготовительных 
курсов. Эти Свидетельства принимаются при- 
емными комиссиями вузов в качестве доку- 
мента, характеризующего академнческую ак- 
тивность абитуриента. 

В предстоящем учебном году слушателям 
будут еженедельно предлагаться две переда- 
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чк по математике, две — по физике и одна — 
по русскому языку. Для удобства учащихся 
{особенно тех, кто работает в разные смены) 
этн телеуроки повторяются дважды в неделю, 
в разные днн и часы. 

Расписание занятий следующее: 


русский язык— премьера в среду днем (по- 
вторяется по воскресеньям утром); 


математнка — премьера по четвергам и 
пятницам в дневное время (повторяется соот- 
ветственно по субботам вечером и по воскре- 
сеньям утром); 

физика — как и математика — по чет- 
вергам и пятницам премьеры (соответствек- 
но по субботам и воскресеньям повторы). 

В основу телевизнонных лекций положе- 
на «Программа вступительных экзаменов для 
поступающих в высшие учебные заведения 
СССР» по русскому языку, математике и фи- 
знке. Учтеиы также н изменения В школь- 
ных программах по этнм предметам. Так, на- 
пример, занятия по математике в течение го- 
да проводятся в соответствии с иовой школь- 
ной программой по математике. Однако для 
тех, кто закончил школу или среднее учеб- 
ное заведение раньше, с яиваря 1977 г. вво- 
дится дополнительный курс, соответствую- 
щий старой школьной программе по мате- 
матике. Премьеры этнх передач будут транс- 
лироваться по понедельникам (днем), а повто- 
ры — по четвергам (вечером). 

Занятия на телекурсах будут состоять 
нз двух циклов: основного (он закончится в 
мае 1977 г.) и обзорно-консультационного 
{июнь — нюль 1977 г.). На уроках второго 
цикла рассматриваются вопросы, вызываю- 
щие нанбольшие трудностн при изучении и 
повторении учебного материала. 

Зона приема передач «Для поступающих 
в вузы» в 1976/77 учебном году по сравнению с 
прошлымн годамн расшнрилась — дневные 
передачи теперь могут смотреть жители ряда 
областей и районов Укранны, Белоруссии 
Литвы, Латвии. Молдавии, а также Москвы и 
областей РСФСР: Московской, Белгород- 
ской, Брянской, Вологодской, Воронежской, 


Горьковской, Ивановской, Калининской, 
Калининградской, Калужской, Кировской, 
Костромской, Куйбышевской, Курской, 


Ленинградской, Липецкой, Пермской, Пско- 
вской, Смолеиской, Тамбовской, Тульской, 
Ярославской. 


На подготовительные телекурсы принн- 
маются все желающие — и уже имеющие за- 
кончениое среднее образованне, и учащие- 
ся — выпускиикн школ, ПТУ, средних спе- 
цнальных заведений. 

Прием на телекурсы проводится без кон- 
курса. Обучение — бесплатное. 


Иля зачисления слушатель должен прн- 
слать в адрес телекурсов «Анкету-заявле- 
ине», «Регнстрационные карточки» н-4 кон- 
верта с маркой со своим обратным адресом 
(один из конвертов должен быть с маркамн 
стоимостью на 12 коп.). 


«Анкета-заявленне» оформляется на 
обычной почтовой карточке. На лицевой 
стороне ее напишите свой адрес, а москвичи — 


р, м, Ф 


АНКЕТА-ЗАЯВЛЕНИЕ 


1. Фамилия. нмя, отчество; 

2. Год рождения; 

3. Род занятнй (учусь, работаю); 

4. Место работы, должность, 
(если работаете); 

5. В какой вуз собираетесь поступать. 
Прошу нринять меня на отделение 
русского языка, математики и физн- 
ки Московских подготовительных 
курсов для поступающих В вузы. 

Подпись, дата. 


стаж 





РЕГИСТРАЦИОННАЯ КАРТОЧКА 


1. Фамилия, ямя, отчество; 

2. Место учебы: 

3. Последняя годовая оценка по ма- 
тематнке, полученная вами в школе или 
среднем учебном заведении; 

4. В какой вуз собираетесь поступать. 

Подпись, дата. 


еще номер телефона (домашнего илн слу- 
жебного), если он нмеется. Обратная (чн- 
стая) сторона карточки заполияется ответа- 
мн на вопросы анкеты, образец которой ири- 
водится. 

Все записн следует делать 
параллельно узкой стороне 
карточки, чертежным шриф- 
том. 

В правом верхием углу проставьте бук- 
вы, соответствующие отделенням, на которых 
вы собираетесь заниматься. Например, еслн 
вы предполагаете заниматься на всех отделе- 





Укладка 
тетрамино 


Двенадцать четрамино ра- 
сположены в квадрате 7Х7 
(центральная клетка квадрата 
не закрыта). На каждом тет- 
рамино стоит точка. Перело- 








Куап.тссте.ги 


ннях, то поставьте три буквы: «Р» (соответ- 
ствует отделению русского языка), «М» (со- 
ответствует отделению математики), «Ф» (со- 
ответствует отделению физнкн). Под ответа- 
ми на вопросы анкеты напишите текст заяв- 
ления о приеме (см. образец} с перечислеин- 
ем выбранных вами отделений, поставьте под- 
пись, дату. 

Регистрационная карточка оформляется 
также на почтовой карточке. На лицевой 
стороне”ее обязательно напишите свой адрес 
(москвичи — еще и`телефон). Обратная (чис- 
тая) сторона карточки заполняется. как ука- 
зано иа образце. В левый верхний угол при- 
клейте фотографию (размер 3Ж4 см). Нал- 
пись «Регистрациоинзая карточка» делается 
на сантиметр инже края ночтовой открытки. 
Все записн выполняются параллельио узкой 
стороне карточкн чертежным шрифтом. Для 
каждого отделення заполняется отдельная 
«Регистрациониая карточка». В правом верх- 
нем углу каждой карточки. проставляется 
одна из букв — «Р», «М», «Ф», — соответ- 
ствующая выбраиному отделению (так, еслн 
слушатель предполагает заниматься на всех 
хрех отделениях, то он должен оформить и 
прислать три «Регнстрационные карточки»). 

На письмах с заявлениями о приеме в 
адрес курсов проставляйте в левом верхнем 
углу те же буквы («Р», «М», <Фу), что и в «Ан- 
кете-заявленинз. 

Каждому слушателю, после получения 
от него письма с заявлением о приеме, при- 
сванвается шифр и высылаются (в одиом из 
присланных конвертов) «Удостоверение слу- 
шателя» и «Аннотации телевизионных заня- 
тий н методические указания К ним». В «Ан- 
нотациях» содержится программа заиятий, 
рекомендуемая литература, методические ука- 
зания к выполиенню доманших заданий н 
правила нх оформлення, советы. как вести 
самостоятельно учет успеваемости и т. п. 

В течение учебного года в тематическом 
плане телезанятнй могут пронсходнть неко- 
торые изменения, поэтому слушателям реко- 
мендуется следить за уточненным расписа- 
ннем занятий на каждую неделю, которое бу- 
дет публиковаться в еженедельном обозрении 
программ Центрального телевидения и радно- 
вещания «Говорит ин показывает Москваг. 

Адрес телекурсов: 113162, Москва, Ша- 
боловка, 37, Главная редакция иаучно-попу- 
ляркых и ‘учебиых программ, Московскне 
подготовительные телекурсы. 

И. Наслузов 





жите тетрамнно так, чтобы 
точки оказались на днагона- 
лях квадрата (а центральвая 
клетка опять была не за» 
крыта). Переворачивать тет- 
рамнно нельзя. 

7. Молчалов 
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Новости науки 
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Любая карта на плоскости 
может быть раскрашена 
в четыре цвета 


Тах называется заметка, поя- 
вившаяся в сентябре 1976 го- 
да в журнале Американско- 
го математического общества 
«ВиПенпи о Атегсап Маф- 
Пета(са! Зосле{у». Это сооб- 
щение обратило на себя вни- 
мание профессиональных ма- 
тематнков и любителей ма- 
тематики всего мира:  зна- 
менитая проблема четырех 
храсок решена! 

Более ста лет эта проб- 
лема дразнила воображение 
математиков своей  форму- 
лировкой — не менее простой, 
чем формулировка Великой 
теоремы Ферма, н при этом 
более наглядной; работа над 
этой проблемой стимулиро- 
вала создаиие столь полу- 
лярной сейчас н важной для 
приложений теории графов. 

Наш журнал  неодяо- 
кратно ргссказывал о проб- 
леме четырех красок”). 

Вот несколько зпизодов 
из столетней исторни этой 
проблемы. 

1840 год. Немецкий аст- 
роном и геометр А. Мебиус 
доказал, что «на плоскости 
нельзя начертить пять 06б- 
ластей так, чтобы каждые 
две из них нмели общую гра- 
ницу». Эта нетрудиая теоре- 
ма — прелюдия к проблеме 
четырех красок. 


*) См. статьн: для млал- 
ших школьников — «Топо- 
логические опыты свонмн ру- 
ками», 1974, №2, с. 58; 
для школьников 7—9 клас- 
сов — «Карты и ргскраски», 
1972, № 4, с. 33 к для де- 
сятиклассников =— довольно 
сложную статью «Арифмети- 
ка на географической карте», 
1974, №4, с. 23. 
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1852 год. Английский 
математик Де Морган пишет 
своему другу и коллеге В. Га- 
мнльтону о задаче, приду- 
манной одним из его студен- 
тов: «Любую карту на сфере 
можно раскрасить не более 
чем в четыре цвета так, что- 
бы любые две соседние стра- 
ны были раскрашены в раз- 
ные цвета». Четверть века 
об этой’ задаче никто ие 
вспоминал. 


1878 год. С трибуны 
Британского географическо- 
го общества известный ан- 
глийский математик А. Кэли 
вновь формулирует пробле- 
му четырех крёсок (и добав- 
ляет, что сам вот уже ие- 
сколько дней хак не может 
решить ее — это происходило 
почти сто лет тому назад). 


С тех пор эта проблема 
(или гипотеза”) прнобрела 
широкую м до некоторой 
степени нездоровую извест- 
ность.  «Гипотезу четырех 
красок можно с полным пра- 
вом назвать еще «болезнью 
четырех хргсок», тах как 
оиа во многом похожа -на 
заболевание...з*®) Ею «пере- 
болели» тысячи любителей 
и математиков, в том числе 
весьма известных (О. Веб- 
лен, Ф. Франклин ит. д.). 


*) Гнлотеза состонт в 
том, что карту можно рабскра- 
сить, проблема — в том, 
чтобы решить, верна лн ги- 
потеза. 


**) Ф. Харари,- Теория 
графов. Перев. с англ., изд-во 
«Мир», М., 1973, с. 1. 


1880 год. Одна из пер- 
вых «жертв»  эпидемни — 
английский адвокат А. Кем- 
пе публикует доказательство. 
гипотезы четырех красох в 
серьезном — мачематическом 
журнале, и в течеине 10 лет 
(1) проблема считается ре- 
шенной, 

1890 год. П. Хивуд на- 
ходит в работе Кемпе ошибку 
ин доказывает, что любзя 
харта на сфере может быть 


‘правильно раскрашена пятью 


красками («правильно» озиа- 
чает «так, чтобы никакие 
две соседние страны не были 
окрашены в один цвет»), 
Одновременно Хивуд ставит 
общую задачу о раскраске 
карт иа более сложных по- 
верхностях, чем сфера, — на 
«сферах с ручками» (на торе, 
«кренделе» и т. п.), находит 
формулу для числа красок 
в зависимссти от числа «ру- 
чек» и доказывает (как выяс- 
нилось, неверио) эту фор- 
мулу. Случай тора был од- 
нако ргссмотрен Хивудом до 
конца и безошибочно. 

Хотя исторня доказа- 
тельства формулы Хивуда 
растянулась на 70 лет, все 
же в 1968 году оно было 
завершено для Рсех поверх- 
ностей — кроме сферы! Проб- 
лема четырех красок по- 
прежнему казалась иепрн- 
ступной. 

Разумеется, упомянутая 
выше работа американских 
математиков Аппеля н Ха- 
кена, доказавших знаменн- 
тую гипотезу (замечательно, 
что в доказательстве «при- 
инмала участие», и весьма 
существенное, ЭВМ), будет 
подвергнута учеными мно- 
гих стран тщательной про- 
верке. Мы надеемся вериуть- 
ся к этой теме в будущем. 


7. Беве 


Ответы, указания, решения 


, 
% 


К статье «Цикл Карно» 
3 
1. АИ = -5 КАТ = —2,5-103 дж. 


2. АИ=стАТ=10 дж. 

3. На графике (рис. 1) заштрнихованиая 
площадь чнсленно равна работе, совершаемой 
при измененни объема газа от 20 до 40 д. 
В выбранном масштабе площадь каждой клет- 
ки равна 100 (л-атм). Так как 1 л-атм= 
==10—3 м3-101 325 н/м?-—100 дж, то пло- 
щадь одной клетки соответствует работе 
==10% дж. Площадь заштрихованной фигуры 
примерно равна 4.25 клетки. Следовательно, 
при нзменении объема газа от 20 до 40 л 
сорершается работа А=4,25. 104 дж. 


Куап.тссте.ги 





10 20 30 
Рис. 1. 


40 50 60 У.л 


4. В процессе АВ; работа ие совершается, 
внутренняя энергия газа увеличивается. 

В процессе АВ, совершается работа и 
увеличивается виутренияя энергия газа. 





В процессе АВзу совершается работа, 
внутренняя энергия газа не изменяется. 

5. Нагретая поверхность Земли-нагре- 
ватель, восходящий поток воздуха — рабо- 
чее тело, верхние слои атмосферы — холо- 
АНЛЬННК. 


К статье «17 задач по анализу (пределы, 
непрерывиость, монотонность, производная)» 
1. Предел существует только в случае в}. 

2. Доопределить функцию так, чтобы 
существовал нужный предел, можно только 
в случаях а) н 2). 

3. г) Такова, например, функция у:= 
==[х] (целая часть дл). 

4. Фувкции с графиками 6) и г) разрыв- 
ны в точке х=х: функция с графиком 6) раз- 
рывна еще и в точке х=х,; функиня с гра- 
фнком а) разрывна только в точке х=хи. 

5. В случаях 5) н г) функцию }[ нельзя 
доопределить до всюду непрерывной. 

6. а). 6). г) —да; в) и д) - нет. 

7. в) Промежуток возрастания [0,2], 
убывания — (2, 3}. 

8. В случае а): 1) нет (пример: и= 
= (х]-—х); 2) да; в случае 6): 1] и 2) — да. 

9. На рисунках 2,а —@в изображены 
графикн всюду отрицательных функций, улов- 
летворяющих условиям задачи. 





Рис. 4. 
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10. Б) Можнб. 


|. а) Две точки максимума и две — 

миинмума. 
Хо — точка максимума. 

в) Точек экстремума нет. 

г) хо — точка максимума. 

9) хо — точка минимума. 

е) хо — точка максимума. 

ж) При целых пв точках х= 21 — ма- 
ксимум, в точках х= 2п-- | — минимум. 

3) Одна точка максимума и одна — ми- 
нимума (кроме того, целый отрезок точек 
кестрогоее минимума). 

12. Графики производных у.= [’(х) под 
данными графикамн функций у —= Кх) изобра- 
жены на рисунках За — е. 


13. Конечно, разные функции могут 
нметь одну нту же производную: если Я (х)== 
= [(х) -1 с, гдес — постоянная, то, очевидно, 
&'{(х) = (хх). Более подробно по этому поводу 
см. в п. 98 учебиика «Алгебра и начала ана- 
лиза 10 ». Примерные графикн функций 
у = Кх), имеющих данные графики промз- 
водных у= [(х), изображены на рисунках 
4,4 —е. 

14. а): |) №т, 2) да; 

6): 1) нет, 2) да; 
в) да. 


15. а): 1) и?):— да (примеры: у =: 10-х 
и у 10$) 

6) да (пример: и= х эт х); 

в) 1) да (пример: и == хз + 17), 2) иет. 

16 А). а а>0, 6>0,с>0; ба> 0, 
6< 0, сх 0; 

8) а<0, 6>0, < 0; г) а<0,5<0, с>0. 

Б). Ответ: нет. Указание: рас- 
смотрите производную функции у=алх? + 
вх. 

17. а) 4: 6) 5; 8 8. 


К статье «Пернодичиность н неперкодичность 


функций» 

1. р) — непериоднческая, }5(х) — пе- 
риодическая. 

2. Нет. Указание. Решить урав- 


нение 2лх--Зех. р 
3. Указание. Убедиться, что А (х)> 


>0. Доказать, что [,(х=0. хЕВ. 
Указание. — Функция Н(х) — 
неограниченная. Вычислить функцию #1 (х)= 


=Ь®-НЬ <), а затем — функцию 8») 
аа {х); решить уравнение #.(х)- 0. 
6. Нет. Указание. Рассмотреть урав- 
нение Кх | Т) = К) при х= 0 нх-= п. 
7. Указание. Решить уравнения 
Во =0, 1х =0, Бы) = 0. 


К статье «Московский государственный 
университет им. М. В. Ломоносова» 


Географический факультет 
1. 3 м3. 2. х, = — 1, хз =7Т. $3. 2, == 


= 2АД, 2. = > -- 211 и п- целые). 


4. 3<х<5— 3. х>7. Указание. 
Величина 1083 [5 =) может принимать зна- 
чения как большие, так н меньшие единицы. 
5. * $. Указание. Доказать, что вокруг 


трапеции АВСО можно описать окружность. 


Геологический факультет (отделенне общей 
геологин) 


1. х, = 10 "№3, х, = 103. 2. Производитель- 
ность первого транспортера 6 м3/ч, второ- 
то—4 23/4. 3. х=л -- 28 (В — целое). 
4. х= —49 +24 У 3, у= — 6-2 3. 
Указание. Перелисать первое уравнение 
в виде 


И ЗЕ 


и, возведя в квадрат. получить равенство 
—1--х= у. Затем. сложив данные урав- 
иения, прийти к уравнению 


Уи+ и —%=5 
н заметить, что его корни должны удовлет- 
1 ЕНЕВ 
ворять условию | |= 5. 5. А = а У 9970. 


Указание. Установить, что АВСВ — пря- 
моугольник. Показать, что раднусы окруж- 
ностей, проведенные в точку М’ их пересе- 
чения, взанмно перпендикулярны, а потому 
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центр второй окружности лежит вне первого 
круга. Рассмотреть два случая: 1) центр О 
второй окружности лежит по ту же сторону 
от прямой АС, что и точка Д (тогда применить 
теорему косинусов к треугольнику В50, где 
$ — центр прямоугольника АВСО, учитывая, 
—^ е ^ 
что ВУО -= 90? + 2.ВАС, а стороны ВО и 50 
выражаются через раднус К второй окруж- 
ности из прямоугольных треугольников ВМО 
и С$0); 2) центр второй окружности лежит 
по ту же сторону от прямой АС, что и точ- 
ка В (доказать, что этот случай невозможен). 


Геологический факультет (отделение 


геофизики) 


|. 2,5 8. 2. х= — 4 4 28, у= 
== агсё я 3 - пл (Ён п— целые). 3. х< 


<—У 6, —Уб<х< — Уз, Уз < 

<х<У6,х>Уб. 4. [48| = УП, 

[80 | = 16. Указанне. Убедиться, что 
1 

12М 1 =— [ЕЁ |, так что СЕМ — равно- 


бедренный. Продолжив ЕЁ до пересечения 
со стороной АВ в точке К, вывести из 


1 
А КЕРеоЛ ВЕЕ, что | КЕ] = 3-1 ЕЁ |, а 


из А АКМЗД МЕС, что | МС | =3. Про- 
вестн через точку Р прямую, параллельную 
стороне АВ; пусть М№М-—-точка пересечения 
этой прямой с днагональю АС. Показать, 
что | ММ |= 1. Записать: теорему косинусов 


для треугольинка ММЕ, выразив <0$ ММЕ 
из треугольника МЕС; теорему косинусов 
для треугольника ОМР, где О — центр па- 
раллелограмма; соотношение между сторона- 
ми и  Днагоналямн параллелограмма. 


Е т 
5. УЗ <= И 
4 = 14’ 
ге уз 
—_ = ВЕН 
Ук =2< 14 


Указание. Получить решение заданного 
7 
неравенства в виде — 7р? == р* -- 
15 
+-- - Выяснить, при каких значениях р 


7 
на отрезке между числами — 7р? -- 2: И 


15 
р*-- 4 лежит целое число и притом только 


одно. Для этого рассмотреть параболы 


И 
и, = — Тре н уз = р + в заме- 


тнть, что и, =3_ при = И, у =2 
при [р|= У, а у. = 4 при |р| == \/, 


Факультет почвоведения 
1. Первый поезд был в пути 75 ч, 
а второй 50 ч. 2. (2/6 —3З):3. 3, х= 
дл 1 
= Та (Е — целое). 
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я л 
4. Св == -- Ел 


5. 1<х<ИУ?2. Указание. Рас 
смотреть отдельно случаи 0<х—1<Т!н 
х—1>1;: во втором случае доказать, что при 
всех х>2 справедливо неравенство 
2х —2)>1. 


(Е — целое). 


Биологический факультет 


Ел 
1. х=-5- (&— целое). 2.7 << 1. 


3. Весовое соотношение веществ А, Б и во- 
ды в растворе № 2 равно 2:3:4. 4. Площадь 


2уз 
трапеции равна вИ 1+ и . Указа- 


ине. Доказать, что раднус первой окруж- 
ности равен 2, а радиус второй 2/У 3. 
Убедиться, что центр второй окружности ле- 
жит к вершине при большем основанин тра- 
пецин ближе, чем центр первой окружнос- 
тн. Записать уравненне, означающее, что 
расстояние от вершины прн большем осно- 
ванни трапеции до центра О, равно расстоя- 
нию от той же вершины до центра О., сло- 
женному с расстояннем между центрамн. 
Далее воспользоваться тем фактом, что 
квадрат днаметра окружностн, вписанной в 
равнобедреинуютралецию, равен пронзведению 
длин основаиий трапеции. 5. Указание. 
рЕИтрЕТЬ графики функций и= 2х —х?, 





у; =-х н показать, что при 0<х=2 гра- 


фик функцин у, лежит не выше прямой 
у=1, а график функции у, — ие ниже этой 
прямой- 


Химническнй факультет 


} 
1. 10 м. 2. —1<х< — 5 (108,26 — 


1 
—1.-5 (08,26—П<х< 1. Указание. 


Заметить, что х2=|х|, и обозначить |х| 


5 
через 2. 3. | 3. 4. = +27 (#— 
целое). 5. 2. 


К статье «На рыбалке» 


1. Из разговора ребят можио сделать 
вывод, что двое из них, в том числе Петя, 
учатся в одном классе (у Иннокентия Цетро- 
вича), а третий — в другом (у Николая Ген- 
надиевича). Ребята, учащиеся в одном клас- 
се, поймали по окуню, тогда как у поймав- 
шего больше всех рыбы окуней не оказа- 
лось. Следовательно, тот, кто поймал больше 
всех рыбы, — не Петя, и учится ои у Николая 
Геннадневича. Но у Васи не самый большой 
улов, поэтому больше всех рыбы мог поймать 
только Коля. Значит Вася учится у Инио- 
кентия Петровича. 


2. Обозиачим через п число пойманных. 


рыб. Первый рыболов взял себе (п—1)/З 
рыб, второй [2 (п 1}/3—1]3 = (21—5)/9, 
третий (4п—19)/27. Надо `иайти нанменьшее 
натуральное п, при котором числа (п 1/3, 
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(21—5)/9 и (41п—19)/27 — целые. Положим 
(4"—19)/27 = #, тогда п = (97Е-4+19)/4. 
Прин А == 3 получаем ответ: п = 25 (при #=1 
н Е—2 получаются нецелые п). Кстати; при 
&=—1 получаем п=—2 — ответ Дирака. 


КРОССВОРД 
«Знаменитые ученые» 


По горизонтали: 

5. Однн из основателей небесной меха- 
инки. 6. Русский математик, основатель 
одного из нанболее важных направлений 
в теории вероятностей. 9. Физнк, дока- 
завший на опыте существование электро- 
магнитных волн. 12. Однн нз создателей 
теорни функций комплексной перемен- 
ной. 13. Крупнейший математнк ХУП1— 
ЖХ столетнй. 14. Физнк-теоретнк, 
однн нз создателей квантовой механикн. 
17. Французский физнк ХЕХ века. 18. Фн- 
знк и ннженер, установнвшнй — законо- 
мерностия работы тепловых  машнн. 
19. Советский инженер, использовавший 
в свонх конструкциях однополостный гн- 
перболоид вращення. 22. Астроном, 06- 
наружившнй иовую плаиету по дан- 
ным, предвычнсленным Леверье. 23. Фи- 
знк-экспернментатор, работы — которого 
положили начало ультрафиолетовой н 
нифракрасной фотографнн. 25. Знаменн- 
тый датский физик. 26. Греческий мате- 
матнк, ннженер н изобретатель 1 в. н. 3. 
30. Врач, один низ первых сформулиро- 
вавший закон превращення и сохранения 
энергни. 31. Основоположних кнбернетн- 
кн. 32. Астроном, который пронзвел точ- 
ное — определенне раднуса — Землн. 
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Рукопнсн не возвращаются 


36. Французский физик н математик, 
установивший закон взаимодействия 
электрических токов. 37. Астроном, впер- 
вые доказавший, что наша звездная сн- 
стема — ие едннственная во Вселенной. 
38. Основоположник математической ло- 
гикн. 39. Физик, доказавший волновую 
природу рентгеновских лучей. 42. Немец- 
кнй математнк, основоположник теории 
множеств. 43. Физик, один из изобрета- 
телей прнбора, позволяющего считать 
отдельные заряженные мнкрочастицы. 


По вертикали: 

1. Фраицузский — математик, впервые 
применивший в алгебре буквенные обо- 
значення. 2. Русскнй физик-теоретик. 
3. Немецкий физик. разработавший тео- 
рню злектролитического растворення ме- 
таллов. 4. Аиглийскнй математик, обла- 
давщий феноменальной памятью. 7. Ан- 
глийский физик,  сконструнровавший 
синитарнскоп. 8. Изобретатель радно. 
10. Индийския физик, лауреат Нобелев- 
ской премнн. 11. Велнкий французский 
математик, живший в ХХ столетни. 
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15. Физик, высказавший гипотезу о су- 
ществовании нейтрино. 16. Выдающийся 
английский ученый ХУПЕ-ХИХ столе- 
тнй. 20. Один из основоположников 
квантовой электроники. 21. Французский 
физик, сформулнровавшия законы сухо- 
го трення. 24. Один нз основателей тео- 
рин логарифмов. 27. Французский мате- 
матик, одни нз создателей теорни чисел. 
28. Физик, теоретнчески обосновавший 
один из законов излучения черного тела. 
29. Однн из основателей химической 
термодннамнки н статистической меха- 
ннкн. 30. Английский физик, установив- 
ший завнснмость длин волн рентгенов- 
ских лучей от величины заряда ядра. 
33. Выдающийся немецкнй математик 
ХХ века. 34. Основоположник отечест- 
венной электротехники. 35. Астроном, 
один из пионеров применеиня спектраль- 
ного анализа в астрономни. 40. Выдаю- 
щнйся английский нзобретатель ХУП!— 
ХХ столетнй. 41. Русский физик, уста- 
новнвший закон выделения тепла элек- 
трическим током в проводниках. 


Г. Цеслер 


Куап.тссте.ги 


Цена 30 коп. 
Индекс 70465 


На этом рисуике вы видите семейство крн 
вых Уатта. Об этих кривых вы можете про 
читать на с. 20 


ии ее 





Куап®. тссте.ги 


№ 
К 
52 
ва 





^^ 


ПОПУЛЯРНЫЙ ФИЗИКО- МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ 


АКАДЕМИИ НАУК СССР И АКАДЕМИИ ПЕДАГОГИЧЕСКИХ НАУК СССР 


НАУЧНО 





8 


эт ет 


Куап. тссте.ги 





гб = 2% х АА ) = 
ЗАССОЙ, > 
хх +2 ВОСОЙЙ Я } УК У 
И О 
\ КУ 


922. 


и 











и) 
р) 









РА 


7[ 
гм 
ат, 






2 
О \ та АЕ и”. 2 2 
Е о. 17444 















ма 


о 










А 
И 


о 


с 
7777 
7 


7 









ох 
м 


77 
7 
о 


и 
7 


ох 


Е 
22 


М Е 


Е 





а 


Главный редактор 
академик И. К. Кикоин 
Первый заместитель 
главного редактора 
окадемик А.Н. Колмогоров 


Редакционная коллегия: 


М. И. Башмаков 
С. Т. Белясв 

В. Г. Болтянский 
Н. Б. Васильев 
Ю. Н. Ефремов 
В. Г. Зубов 

П. Л. Капица 

В. А. Кириллии 
А. И. Климанов 
{главный художник } 
С. М. Козел 


В. А. Лешковцев 
(зам. главного редактора) 


Л. Г. Макар-Лиманоя 
А. И. Маркушевич 
В. А. Патрикеева 

И. С. Петраков 

Н. Х. Розов 

А. П. Савин 

И. Ш. Слободецкий 
М. Л. Смолянский 
(зам. главного редактора) 


Я. А. Смородинский 
В. А. Фабрикант 

А. Т. Цветков 

М. П. Шаскольская 
С. И. Шварцбурд 
А. И. Ширшов 
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Смесь (с. 9, 1/4, 21, 34, 57. 59) 


кн изображены ..280 десятич- 


ных знаков числа л. ЭВМ вы- 
числняа 100 000 зизков числа д 
н оказалось. что все десять цнфр 
зстречаются в этой эаписи при- 
мерно одинаково часто. Подроб- 
нее 0б этом рассказано в за- 
метке В. Вавилова (см. с. 57). 


ЕО ЗЕ ИСЕВЕ ОНИ СНЕЕНИЕВВЕЕНННЕ 
&. Главная редакция фнизнко- математической литературы 
нздательства «Наука». «Квант», 1977 





Ю. Макаренков 


Алгоритмы 
на словах 


В коние девятнадиатого — начале 
двадцатого века в математнке появил- 
ся новый объект для изучения: це- 
почкн символов, взятых из фнкси- 
рованного набора. У нас в математн- 
ческой литературе такие цепочки ца- 
зывают теперь словами. 

Знаменитый неменкий математик 
Давид Гильберт в начале века пред- 
ложил глаи доказательства непро- 
тиворечивостн математики при помо- 
щи построения исчислений (то есть 
правил преобразования) слов. В на- 
чале тридцатых годов было выяснено, 
ч10 «всю математику» (н даже «всю 
арифметнку») втиснуть в одно исчис- 
ление невозможно (это зивменитая 
теорема  Гёделя). Хотя надежды 
Гильберта в полном объеме ие оправ- 
дались, отдельные разделы математи- 
кн «формализовать» таким путем 
удается, и все современные исследова- 
имя по сснованням математики начи- 
наются с иодобной формализации. 
Во многих разделах математики (иа- 
пример, в математической лингвистн- 
ке и обшей алгебре) и ее приложенн- 
ях (скажем, языки программирова- 
ния) слова стали одинм и3 важнейших 
объектов изучения. 

Теория алгоритмов родилась толь- 
ко в тридцатых годах нашего века. 
С тех пор понятие алгоритма также 
сгало одинм из важнейних в матема- 
тнке. 

Хотя слое «алгоритм» появляет- 
ся только в последнем разделе пред- 
лагаемой статьи, вся она посвящена 
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словам и алгоритмам, работающим со 
словами. 


Вводный пример 


Фниксируем на плоскости равносто- 
ронинй треугольник АВС (рис. 1). 
Обозначнм через Ю поворот плоскостн 
на 120° против часовой стрелки вок- 
руг центра О треугольника (рис. 2): 
через 5 обозначим осевую симметрию 
плоскости с осью ОВ (рис. 3). Каж- 
дое из преобразований Ю, $ отобра- 
жает треугольннк АВС на себя. По- 
этому их называют также самосовме- 
щениями исходного треугольника. 
Самосовмещения Ю и $ мы будем на- 
зывать элементарными. 

Рассмотрим всевозможные компо- 
зиции элементарных самосовмещений’ 
(«Геометрия 7», п. 77). Каждая такая 
композиция снова, очевидно, будет 
некоторым самосовмещением. 

Подобно обычным операциям сло- 
жения и умножения чисел, операция 
комнозинии самосовмещений облада- 
ет сочетательным, пли ассоциативным, 
свойством: если {, в. Й — самосов- 
мещения, то 

(ефьй = [о (пой. 

(Это верно не только для самосовме- 
щений треуголыьшека, но н для произ- 
вольных отображений любого мио- 
жества А] в себя!) Поэтому в «длин- 


В 


Рис. 1. 


ных» композициях элементарных са- 
мосовмещений скобки можно ставить 
в любом порядке, а значит, можно их 
и вообще не ставить. Например, 
(Ко5) ‹ (о К) —= 
= Во ((5$ о К) о К} = 
—= Ю © 5 о Ю [е] Ю. 
В отличие от сложения и умиоже- 
ния чисел, операция композиции са- 
мосовмещений не обладает, вообще го- 


В С 
—=— 
Я 
А С В А 


Рис. 2. 


воря, переместнтельным, нли комму- 
тативным, свойством. Так, в данном 
случае 'Ко5 = бо Ю (ср. рисун- 
ки 4 и 5). 
Напишем 
«АЛНННУЮ» 
НЫХ 
Х = 


наудачу какую-нибудь 
компознцию элементар- 
самосовмещений: 
$ о $5 о Юо $5. Кобо 

оЮофозой. (1) 
Что можно сказать о самосовмещении 
К? 

Легко доказать, что всего сущест- 
вуег шесть самосовмещений исход- 
ного треугольника:  тождественное 
отображение Ё, оставляющее каж- 
дую точку плоскости на месте; пово- 
рог на 120’ против часовой стрелки; 
новорот на 124” по часовой стрелке; 
осевые симметрии с осями ОА, ОВ, 
ОС. Из рисунков 4 и 5 видно, что осс- 
вая симметрия с осью ОЛ совпадает 
с компознцией $ о Ю, а осевая сим- 
метрия с осыо ОС есть композиция 
Ю-5. Е 


Задача. Представьте в виде компо- 
знции элементарных самосовмещений поворот 
на 120” по часовой стрелке. 


В 


Рис. 5. 


В 
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А С с 


Рис. 3. 


Итак, нанга наудачу написанная 
композиция (1) является одним из 
нести перечисленных самосовмеще- 
ний. Каким же именно? 

Разумеется, этот вопросе легко ре- 
шить чисто геометрически: 
проделайте с исходным треугольнн- 
ком по очередн все указанные само- 
совмещения (не забудьте только, что 
запись {ой означает: сначала со- 
вершается &, потом |") и посмотрите 
на конечное положение треугольника. 

Для наших пелей существенно, 
что этот же вонрос можно решить при 
помониг некоторого алгебран- 
ческого вычисления. 

Легко проверить, что 


5. ВАК. 5, 


А 


Ю.В. К=>Е, {2) 

92 5 =. 
Кроме того, в любой композиции 
самосовмещений тождествениое ото- 


бражение Е можно онускать. 


Поскольку пам ирелстонт срав- 
интельно  длиниая выкладка, да- 
у А 


В 


вайте со знаком композиции © об- 
холиться как с точкой при умноже- 
нин: не будем этот знак писать. Ра- 
венства (1), (2) примут тогда вид 


Х = 555 А$Ю55К, (3) 


5 = ВЕ$, 
РВВ -=Е, (4) 
$5 == Е. 


Композицию Х можно преобразовать 


так: 
Х — $555 В5$5В = 
— (5$$)8(58)($В)(55)В = 
= ЕЮ{ЮЮ5(ВВЗЕВ = 
= Ю(АЮ5$)(ЮК5)В = 
(ВВВ)($В)Ю(5В) == 
- ЕВЮ5)Ю(ВЮ5) = 
— (КВЗЮ®В5) -ВВ5(ВЮВ)$=- 
-- ВЮ$Е$= ЮЮ$5$ -= ЮВ($5) — 
= АВЕ == ВЮ. 


Ассоциативные исчисления 


В только что проведенной выкладке 
мы фактически имели дело со словами 
(см. первый абзац статьи). 

В предыдущем разделе буквы Ю ин 
$ имелн смысл: они обозначали впол- 
не конкретные объекты — некоторые 
самосовмещения. Сейчас мы займем- 
ся изучением абстрактных 
букв и слов — букв и построенных 
из них слов, которые ничего не обо- 
значают. (Впрочем, ниже мы еще вер- 
немся к примеру из предыдущего 
раздела.) 

Исходный набор букв, из которо- 
го строятся слова, называется ал- 
фивитом. Число букв в слове назы- 
вают его длиной. 

Пусть наш исходный алфавит со- 
стоит всего из двух букв: {а, 6}. 
Тогда существуют 4 слова длины 2: 
аа, аб, фа, 66; 8 слов длины 3 ит. д. 
Разрешается говорить и 0б «однобук- 
венных» словах, словах длины [; 
их всего два:а и В. Удобно считать, 
что существует также слово, не со- 
держащее букв — лустюе слово. Пу- 
стое слово — это аналог пустого мно- 
жества. Его обозначают греческой 
буквой ЛА. Длниной его, конечно, 
считают число 0. 

Наши «правила игры» будут иметь 
такой вид: 
В, (5) 
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2 И 
аравабьаваь 
оО 
1 3 
Рис. 6, . 
ар ьрафарь абаварьаваароь 
пра вавьава  —— 
Босрвавооь а`абавовьр 
абарааваравабь 
Рис. 7. 


где & н В — некоторые слова. Пра- 
внуо (5) означает, что в любом слове 
можно вместо © подставить слово В 
и вместо В — слово &. Правила винда 
(5) называются подстановками. 

Рассмотрим для примера подста- 
новку: 


араб«>бЬ. (6) 


В слово у=абабаббабабЬ слово абаб 
входит в трех местах (рис. 6} вли, как 
говорят в математике, нмеет три вхож- 
дения. Слово 66 имеет в слово } два 
вхождения (рис. 6). Однократ- 
ным применением подстановкн (6) 
из слова у можно получить 5 слов 
{рис. 7). К слову абааБ подстановка 
(6) неприменима: в него ие входят ни 
левая, ни правая частн этой подста- 
новки. 
Когда мы вычисляем (10-2) х 
Хх 18—3)): (153) = (12.52 = 
= 60:12 == 5, мы, по существу, при- 
меняем подставовки (10-2) ‹» 12, 
(8—3)--5, (12.5) +60 ит. п. 
Подстановка внда 

0+ А. (7) 
означает, во-первых, что в любом 
слове вместо & можно «подставить 
пустое слово», т. е. попросту выбросить 
вхождение слова &. Если, например, 
подстановку 

> (8) 
применнть таким образом ко вто- 
рому вхождению слова Бо в слово 
у, получится слово абабавфафа. Под- 
становка вида (7) означает, во-вто- 
рых, что в любом слове между любы- 
ми двумя буквамн можно «вставить» 
слово а: естественно считать, что пус- 
тое слово входит между любыми бук- 
вами. Кроме того, применяя подста- 
новку (7) «справа налево», можно, 


конечно, «приписать» слово % как 
впередн, так и позади любого слова. 
Таким применением подстановки (8) 
можно из того же слова ‘у получить 
6 слов (почему?). 

Чтобы задать «игру», надо фикси- 
ровать некоторый конечный набор 
подстановок. Такой набор (вместе с 
алфавитом) в математической логике 
называется  ассоциативным исчисле- 
нием. 

Два слова называются смежными 
в даниом ассоциативном исчислении, 
если одно из них можно получить из 
другого однократным применением 
какой-нибудь из подстановок этого 
исчисления. Два слова, б и \, назы- 
ваются эквивалентными в данном 
исчислении, если нх можно «соеди- 
нить» цепочкой смежных слов, т. е. 
если существуют такие слова й, 
Ц, .... Ца, Что в цепочке 6, п, по... 
... Вл, П Каждое слово смежно со 
свонми соседями.  Эквивалентность 
слов 6, 1] мы будем обозначать так: 
8-1. 

Разуместся, 
внвалентиы. 


смежные слова эк- 


Пример 1 


Рассмотрим в алфавите {а, 6} ас- 
социативное исчисление с подстанов- 
камни 


фа --> ааВ, 
ааа > А, (9) 
о «+ А. 


Какне слова в этом исчислении эк- 
вивалентны? 

Например, — аабабфеваафа — а, 
поскольку в цепочке аабабфаааава, 
аабавасафа, аабаава, аааафаба, 


В В 
5 В В 
авто д и: №. = 
А С С А В 


КВ5 


Рис. 8. 
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ифафа, ааобба, 68а, а каждое слово 
смежно со своими соседями. 

А лельзя ли указать способ, как 
для любых двух слов в нашем алфа- 
вите узнавать, эквивалентны онн или 
нет? 

Сравнение равенств (4) с подста- 
новками (9) нодсказывает такой спо- 
соб. Рассмотрим равносторонний тре- 
угольник АВС и его самосовмещения 
в, $ с. 2). 

Для любого слова а обозначим че- 
рез Т„ композицию элементарных 
самосовмещений А и $, получающую- 
ся в результате замены в слове & 
буквы а на ЮВ и буквы В —иа $5. 
Например, Т„-=5Ю, Тьа=ЕЗВВ. 

Поскольку в композиции самосов- 
мещений тождественное отображение 
Е можно не писать, положим по оп- 
ределению Т,=Е. 

Каждая композиция  элементар- 
ных самосовмещений может, очевид- 
но, быть записана в виде То, где а — 
некоторое слово. 

Таким образом, мы получили не- 
которое соответствие между — мно- 
жеством всех слов в алфавите {а, 6} 
н множеством самосовмещений. Это 
соответствне не являстся обратимым: 
различиым словам может соответство- 
вать одно и то же самосовмещение. 
Например,’ Т»„ = 5Ю = ВЮВ$ = 
= Т.оаь (ср. рисункн 5 и 8). 

Способ, который мы хотим пред- 
ложить для установления эквива- 
лентности произвольных слов, ос- 
новывается на трех «китах»: 


(А) Левой и правой части каждой 
из подстановок исчисления  соответ- 
ствует одно и то же самосовмещеёние: 


Ты = 


аав» 
Таав = ГА ‚ 
Г — ТА . 


А С 


с 









с 


Рис. 9. 


{Б) „Тюбое слово эквивалентно в 
нашем исчислении одному из шести 
слов: А, а, 6, аа, аб, ааб. 

(В) Любым двум из слов А, а, 
Ь, аа, аб, аа соответствуют  раз- 
ные самосовмещения. 

Прежде всего установим верность 
утверждений (А) — (В). 

Утверждение (А) вытекает из ра- 
венств (4). Утверждение (В) проверя- 
ется геометрически: —1п0- 
действуем на исходный треугольник 
самосовмещениямн Г., Г, Гь, Таз 
Таь» Тоааь и увидим, что получаются 
разные результаты (см. рисунки 1—3, 
9, 4 и 8). ы 

(Б) доказывается — посложнее. 
Пусть ® — произвольное слово. Прн- 
менив к нему нужное число раз пер- 
вую из подстановок (9), мы «перего- 
ним» все а в начало. Таким образом, 
слово © эквивалентно слову вида 


УВыпоре. 28...06 
ЕН 
Г. : 
(Е —0, {=0). Если [Е четно, то, 
применив к В нужное число раз 
третью из подстановок (9). мы можем 
«уничтожить» в В все $. В этом слу- 
чае В, а значит, и а, эквивалентно 
слову вида 





ЕО. ааа» 


к 


В зависимости от остатка деления 
числа А на 3 (он равняется 0, 1 илн 2) 
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С А 
В В 
—> —> 
В А С В 


ВВ 


слово у’ при помощи второй из под- 
становок (9) преобразуется в одно из 


слов А, а, аа. Если же [ нечетно, 
то В ин < эквивалентны слову вида 
у“=@а.,.а6, 
ор», аиии” 


& 


В зависимости от того же остатка сло- 
во у” переводится в одно из слов 6, 
аб, саб. 

Из (А). очевидно, следует, что 
смежным словам соответствует одно 
н то же самосовмещение. Значит, это 
верно и для эквивалентных слов: 


а— Вы Т, = Ть. (10) 


Из (Б), (В) ин (10) мы получим обраг- 
ное утверждение: 

Те = Ту я - В. (11) 
Пусть Т. = Тв. В силу (Б) каждое 
из слов @, В эквивалентно одному из 
слов Л, а, 5, аа, аБ, ааб. Положим 
& — а’, В — В”, где а’, В’ = {А, а, 
Ь, аа, аб, ааб}. Из (10} Та. = Та и 
Тв. = Гь. Учитывая ТГ. = Ть, по- 
лучаем Г. = Тв:. Тогда из (В) & = 
= В’. Следовательно, © ^ В. 

Из (10) и (1) вытекает 
я — Ве Т, = Ть. (12) 
Просмотрите еще раз доказатель- 
ство утверждения (12) и вы убеди- 
тесь, что это доказательство опира- 
ется только на (А) — (В). После то- 
го, как (А) — (В) установлены, даль- 
неншее обрашение к подстановкам 
нечисления не нужно. 


Теперь, после установления (12), 
мы можем накопец предложить обе- 
щанный способ: нусть надо испытать 
на эквивалентность слова & и В; 
подействуйте ина треугольник АВС 
самосовмещениями То и Тв; если по- 
лучнте одинаковый результат, то 
Т. = Тв и, значит, в силу (12) о ив 
эквивалентны; в противном случае, 
опять всилу (12) они не эквивалентны, 


Пример 2 
Рассмотрим теперь в том же алфави- 
те (а, 6} ассоцнативное ‘исчисление с 
подстановками: 
аб+-+ Ба, 
аа > А, 
Б.ъ Л. 
Для этого исчисления легко указать 


два способа распознавания эквива- 
лентности. 


Первый 


(13) 


способ 


Данный способ аналогичел способу 
из примера |. Фиксируем на нлоско- 


стн какой-нибудь прямоугольник 
АВСО (рис. 10). Обозначим через 


$, осевую симметрию плоскости с 
осыо ОА, проходящей через цеитр 
симметрин прямоугольника О парал- 
лельно стороне АВ (рис. 11); через 
$„ обозначим осевую симметрию .с 
осыо ОМ (рис. 12). Обе этн симметрии 
являются самосовмещеннями исход- 
вого . прямоугольника. Самосовме- 
щения $; н 5,5 мы будем называть 
элементарными. 

Как ин в примере 1, рассмотрим 
всевозможные композиции элемен- 
тарных самосовмещений. 

На этот раз самосовмещение ТГ» 
мы будем получать нз слова а заме- 
ной буквы а на $., буквы 6 — на $.. 

Опять выполняются три «кита»: 

{А) Левой и празой части каждой 
из подстановок исчисления соответ- 


В [в А 
—> 
$2 
А В В 
Рис. 12. 


‚ просто: 
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ствует одно и то же самосовмещение: 


Таь = Ты 
Фа == ТА , 


Ты =Гл. 

{Б) Любое слозо эквивалентно в 
нашем исчислении одному из четырех 
108: А, а, 6, аё. 

(В) Любым 0зум из слов А, а, 
Ь, аб соответствуют разные само- 
созмещения. 

Из (А) — (В). как и выше, 
водится = 

О — В 42 Ва == Ре 

Значит, эквивалентность произволь- 
ных слов ©, В устанавливается, как 
в примере |’ подействуйте на пря- 
моугольник АВСО преобразованиями 
Го и Тв: если получим одинаковый 
результат, то а — В; нначе аи В 
не эквивалентны. 

Второй способ 


Прнисмотревигись к подстановкам (13), 
можно подметить, что они сохраняют 
четность как числа букв а, так и 
числа букв 6. 

Как мы знасм нз (6), любое слово 
эквивалентно в нашем исчисленни 
одному из эталонных слов А, а, 6, аб. 

Поскольку у любых двух эталон- 
ных слов либо четности числа букв 
а, либо четности числа букв а раз- 
личны (см. рис. 13), эталонные слова 
попарно не эквивалентны. 

Следовательно,  зквивалентиость 
произвольных слов а, В распознается 
применяя подстановки (13), 
найдите эталонные слова, эквива- 
лентные словам @ н В (как это дела- 
ется, рассказано при доказательстве 
(6) из примера 1); если а и В окажут- 
ся эквивалентными одному и тому же 
эталонному слову, то а ^— В; в про- 
тивном случае и В не эквивалентны. 


На языке статьи А. Толлыго «Инварнан- 
ты» (=Квант», 1976, № 12) второй способ мо- 
жет быть изложен так: для любого слова 


ВЫ- 


##) 





© положим 
0, если число букв а в слове @ 
четно, 
(<) = 
} в противном случае; 
0, если число букв & в слове © 
четно, 
[. (© = 


| } в противном случае 


Функции }л, р. образуют полную систему ин 
вариантов. Поэтому эквивалентность про- 
извольных слов ©, В распознается так: посчи- 
тайте значения функций и № наа и В; 
еслн равенства 


| р @) =[ (В), 

В @) =р (В) 

будут выполнены, ©^В; в противном случае 
сиВ не эквивалентны, 

Попробуйте решить задачу из при- 
мера 1 вторым способом, т. е. при 
помощи инвариантов. Это намного 
труднее, чем в примере 2. 


Алгоритм существует не всегда 


Проблема отыскания способов для ус- 
тановления эквивалентности слов в 
ассоцнативных исчислениях была по- 
ставлена в 1914 году норвежским ма- 
тематиком Туэ. Сам Туэ указал такие 
снособы для ассоциативных исчисле- 
ний некоторого специального вида. 

В 1946 и 1947 годах советский 
математик Андрей Андреевич Мар- 
ков ин американский математик Эмиль 
Пост независимо построили ассоциа- 
тнвные исчисления, для которых та- 
кого способа не существует. 

До сих пор в нашей статье мы 
избегали слова «алгоритм». В мате- 
матике алгоритмом называют точ- 
ное предписание для решения ниеко- 
торого класса задач. Эту фразу ни в 
коем случае нельзя рассматривать 
как определение понятия ал- 
горнтма — ведь слова «точное пред- 
нисание» не являются каким-то мате- 
матическим термином, не имеют одно- 
значного смысла. 

До тех пор, пока математики зани- 
мались построением конкретных ал- 
горнитмов, они обходились тем рас- 
плывчатым описанием этого понятия, 
которое дано выше. Но в первые де- 
сятилетия ХХ века накопилось много 
классов задач, для которых алгоритма 
найти не удавалось. Математики на- 
чали подозревать, чго дело не в не- 
достатке у них смекалки. Им пришла 
в голову мысль: а вдруг для того или 


куапетесте.ги 


иного класса задач просто невоз- 
можно найти алгоритм? А если его 
просто не существует? 

Для того чтобы доказать, что ал- 
горитма не существует, уже недоста- 
точно расплывчатого понятия, надо 
это понятие уточнить. Такое уточне- 
ние н было проделано в середине трид- 
цатых годов нашего века *). 

Лишь после этого уточнения стало 
в принципе возможно доказы- 
вать несуществование алгоритма. 
Первое доказательство такого рода 
дал американский логик Алонзо Черч. 

Исчисления, построенные А. А. 
Марковым и Э. Постом, были весьма 
громоздкими: они содержали сотни 
подстановок. Математики сталин ис- 
кать более простые примеры ассоциа- 
тивных нсчислений с неразрешимой 
проблемой эквивалентности. В этом 
направлении рекорд поставил Гри- 
горий Самунлович Цейтин: ои по- 
стронл такое исчисление всего с 7 под- 
становками **). 

Цейтин доказал, что для исчисле- 
ния в алфавите (а, Ь, с, 4, е} с под- 
становками 


ас > са, 
аа <> аа, 
ос СЬ, 
фа *> 45, 
еса > ве, 
е4ь ‹> Ве, 
абас ++ абасе 


(14) 


алгоритма распознававия — эквива- 
лентности слов не существует. 
Интересно, что исчисления с раз- 
решимой ин исчисления с неразреши- 
мой проблемой эквивалентности «ле- 
жат рядом». В брошюре Б. А. Трах- 
тенброта «Алгоритмы и машинное ре- 
шение задач» (Москва, Физматгиз, 
1960) исчисление Цейтина было приве- 


*) Об этом можно прочесть в $6 7, 13 
брошюры Б.А. Трахтенброта «Алгоритмы 
и вычислительные автоматы» (Москва. «Со- 
ветское радио», 1974) н на с. 9Э—13 книги 
«Машины Тьюринга и рекурсивные функции» 
(Москва, «Мнр», 1972). 

**) Его рекорд вспоследствии перекрыл 
Юрий Владимирович Матиясевич, построив- 
щий такое исчисление с тремя подстановками. 
К сожалению, они слишком длинны, чтобы 
их здесь привести. 


дено «всего» с одной опечаткой: по- 
следияя подстановка в (14) была на- 
печатана в виде арос +» офасс. Чи- 
татель Г. Н. Спиридович из Ленин- 
града. не поверив на слово автору 
брошюры, нашел для «искаженного 
нсчисления Цейтина» искомый ал- 
горитм. А вы могли бы? 


Задачн 

1. Построить алгоритм. распозинаюищий 
эквивалентность слов. для ассоциативного 
нечисления в алфавите та; © едниственной 
полстановкой 

ва А. 

2. Та же задача для исчисления в алфа- 

вите а, $; с Полстановками 


виаа < А. 
фь + ^. 
фор ++ А. 


3. Та же задача для исчисления в алфа- 
вите за. В; ‹ полетановкамни 


| пацаа ++ А, 
Ро «+ \. 
орафб => А. 


4. Та же задача для нечисления в алфе- 
вите 1и. В, с: < подстановкамн 


1 аа А, 
БЬ.+ А. 
с А, 
аб с, 
ас —> 6, 
рас, 
са =, 
СВ +ъа. 


5. Построить ассоцнативное исчисленне 
© неразрешимой проблемой эквивалентности 
© 7 подстановками в двихбуквенном аафовите. 
\ казанне. Разрешается воспользоваться 
тем. что для исчисления  Цейтина (с. 8} 
проблема эвивалентности неразрешнма. 

6. Мыестся число п, в записи которого 
нет нулей. Если в ием стоят рядом две однна- 
ковые цифры или два одннаковых лвузначных 
числа, то их разрешается вычеркнуть. Наобо- 
рот. в любое место разрешается вставнть две 
одниаковые цифры или два одннаковых лвуз- 
начных числа. Доказать. что. комбинируя 
эти операции, можно получить число, мень- 
асе 109. (Эта задача, придуманная Г. Гальпе- 
риным, предлагалась на ХХХ[Х Москов- 
ской математической олимпиаде. ) 


Задачи 
наших читателей 


1. Среди 15 одинаковых 
по виду шариков иместся 
один «бракованный». отлича- 
ющнйся от всех остальных 
по весу. и один отмеченный 
«стандартный»- 

Как найти «бракован- 
ный» шар ие более чем тре- 
мя взвешиваниями на чашеч- 
ных весах (663 гирь)? 


М. Караджян 
(г. Степанаван) 


2. Прямые, проходящие 
через основания высот ВВ, 
н СС. треугольинка АВС. 
параллельны сторомие ВС и 
нсресскают стороны АВ и 
СА (нли их продолжения) 
соответственио в точках С, 
и В,. Докажате. что 


а) | Вес, |. ] В.С 7 |2 
= И р 

6) 18.С, 2 =| В.В, Е + 
+1 С.С, + 1 В,С, [. 
У. Алла 

(г. Выру) 


3. Доказать поравенства 


| | 
Ви +3 + 


| 
+... ар 1.72. 
С. Берколайко 


В {с. Котово 
Белгородской обл.) 


4. Решить уравнения 
а) х? = уцух; _ 
6) (хи: =: 


вубею): == уг 9. 


И. Михалкович 
{Минская обл.) 


5. В тстраэздре АВСБ 
точки 24”, 8*, С’, 0* — цеит- 
ры окружностей, описанных 
около граней ВСр. СВБА, 
РАВ, АВС соответственно. 
Докажите, что периендикуля- 
ры, опущенные из вершин 
А, В. С. Р соответственно 
на плоскости в*С’О’. 
С'0’А’. 0’А’'В’. А'В’С’, 
пересскаются в одной точке. 

Неуен Коне Кви 
(г. Ханой) 





Куапетесите.ги 


А. Вирский 


Этот 
удивительный 
Эллипсоид 


Эланисонд представляет собой по- 
верхиость, получающуюся вращенн- 
ем эллипса вокруг прямой, проходя - 
щей через его фокусы. Покроем его 
нзиутри зеркальным слоем. Эта зер- 
кальная поверхность обладает очень 
интересными свойствамн. Самое из- 
вестное из инх такос: если в одном из 
фокусов находигся точечный источник 
света, то все лучи после отражения от 
стенок эллнисоида проходят через 
второй фокус *). у 

Здесь мы хотим познакомить вас 
еще с одинм замечательным геомет- 
рическим свойством зеркального эл- 
лнисонда. Вот в чем оно состоит. 

Если в один из фокусов эялипсоида 
поместить точечный источник света 
и произвести «меновенную» вспышку, 
то через некоторое время после мно- 
гократных отражений от идеальной 


зеркальной поверхности эллипсоида все. 


лучи практически сконцентрируются 
вдоль его болыной оси. 

Для простоты рассуждений рас- 
смотрим не эллипсонд в трехмерном 
пространстве, а эллипс на плоскости. 
Предварительно напомним определе- 
ние и основные парамегры эллипса. 
Согласно одному из определений. эл- 
лийс — это геометрическое — место 
точек, сумма расстояний которых до 
двух данных точек (называемых фоку- 
сами эллипса) есть величина постоян- 


*) См., например. статью В. Болтян- 
ского «Оптические свойства эллипса, гн- 
перболы и параболы». «Квант», 1975. № 12. 
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ная. В соответствии с принятым обо- 
значнм расстояние между  фоку- 
сами через 2с, длину большой оси 
эллипса — через 24а, малой — через 
26 (см. рисунок). Легко показать, что 


а? = $ | с. Степень вытянутости 
эллипса характеризуется его экс- 
центриситетом == -^ 


Предположим, что эллиисе  пред- 
ставляет собой зеркальную кривую. 
Пусть в какой-то момент пронзошла 
«мгновенная» вспьиика источника све- 
та, помещенного в фокусе А. Рассмот- 
рим луч АМ, составляющий с боль- 
шой осью эллипса угол ©... После пер- 
вого отражения (в точке //) он иро- 
ходит через втсрой фокус В, огра- 
жается от эллииса вторично (в точке 
№), снова попадает в первый фокус и 
выходит отгуда уже под углом @» 
к большой оси. Непосредственно 
из построения уже видно, что 
&.>>0.:. то есть луч после двукрат- 
ного отражения как бы «прижался» 
к прямой АВ. 

Можно найти строгую зависимость 
между угаами первичного направле- 
иня луча из фокуса А (&,) и вгорич- 
ного нанравления луча (&.) из того 
же фокуса после двукратного отра- 
жения от эллипса. Запишем два раза 
теорему косинусов для треугольника 
АМ В, используя обозначения на рни- 
сунке и соотношение х; = Фа — ти: 


(2а —г,)? = 
==73. + (2с)* — 47 ссоз а, (1) 
г? = (ба — г) + : 
+ (20)* — 42а —ги)ссоз аа, (2) 


Определим г, нз первого уравнения и 
его значение во второе. 


подставим 





Тогда получим 
2ас — (а? 4 с*) соб, _ 


С0$ 4 = от са Ш— 95сс0з ет 


22 — (1-1 =") соза, 
1 -- =? — 22 с05 0 ' 


= (3) 
Аналогичное соотношение можно за- 
писать для углов а” иау из треуголь- 
ника АМВ. Учитывая, что @. = 
=я—@' ни @ =п—фа, и нс 
пользуя соотношение (3), получим 
с0$ а. = с05 (п —@; )= — ©05@: = 

5 И 
— 2=— (1) 6054, 

1+ 8—9 с05 © 


2 (1+ #2) с0$ а 


— = 


1-5 #24 2= с05 “| 


_ 4-е [482 + (1 =2)] 0$ 0 (4) 
4 -- (1+ #7) 4 (1- #7) воза,” 
Пользуясь выражением (4), не- 
трудно показать, что для любых ©, 
таких, что 0 < а, < л (ограничимся 
рассмотрением только верхней полу- 
плоскостн), 


С0$ @2 < ©0905, н“, >а,. 


Можно было бы продолжить рассмот- 
репие хода луча АМ в найти выраже- 
ния для соответствующих углов @з, 
2. .... @,. Однако мы предоставим 
читателю проделать это самостоятель- 
но. Заметим лишь, что в общем слу- 
чае, при многократных отражениях, 
справедливо соотношение 


я <ео.<а.<...<а,. 


С ‘\ведичением эксцентриситета е 
«сходимость» лучей ускоряется. 

В приведенной ниже таблице даны 
в качестве примера результаты рас- 
четов для углов ©, @; им. в зависи- 
мости от угла @&,. Эксцентриситет эл- 
липса # = 0,5. Из таблицы видно, что 
уже после третьего цикла отражений 
почти все лучи «выстраиваются» вдоль 
большой оси эллипса. 

Аналогичные рассуждения можно 
провести для. зеркального эллипсон- 
да. Можно рассмотреть и более слож- 
ные задачи, например, когда источ- 
ник света находится в произвольной 
точке внутри эллипсоида или когда 
каждая точка внутренией поверх- 
ности эллипсоида является излуча- 
телем. 


Куапетесите.ги 


Таблица 


11° 30’ 
22° 45’ 
42° 55’ 


84° 25° 
122° 10’ 
148° 25’ 
163° 45 
172° 

174° 40” 
1772 30’ 
178° 30" 
179? 10’ 
180° 


76° 25° 
115° 35’ 
134? 55’ 
158° 10° 
167” 20’ 
172° 40° 
180° 





В начале статьи мы назвали рас- 
сматриваемое свойство зеркального 
эллипеонда интересным геометриче- 
ским свойством. Но тот факт, что 
почти все лучи «выстраиваются» вдоль 
большой оси эллипсоида, означает, 
что световая энергня почтн вся кон- 
центрируется в одном направлении. 
Может быть, это можно нспользо- 
вать практически? 

Заметим, однако, что необходнмые 
для этого условия — идеально отра- 
Жающая зеркальная поверхность эл- 
липсояда и «мгновенная» вспышка — 
практнчески неосуществимы. Осо- 
бенно сложно выполнить второе ус- 
ловне. Действительно, время вспыш- 
ки т должио быть хотя бы меньше 
времени прохождения светом пути 


АМВ: < 24. 


Са 
скорость света в вакууме со = 
= 3.10% м/сек, то при разумных раз- 
мерах эллипсонда (а —1 м т 
< 10-* сек. Так что рассмотренная 
задача пока представляет чисто тео- 


ретический интерес. 


Поскольку 


1 


4-81 


Десятичные 


дробн, 
вести вычисления с дробямн так же, 


позволяющие 


как с целыми числами, занимаюг 
одно из первых мест средн «китов», 
на которых опирается наша технн- 
ка арифметических вычислений. 
Совремеиные представления о деся- 
тичных дробях сложились постепен- 
но. Изобретение десятичных дробей 
нельзя приписать какому-нибудь 
одному человеку: их исторня слож- 
на и запутана. На протяжении ХУ 
и ХУ] веков многие ученые Европы 
использовалн их отдельные свойст- 
ва. Математики стран Ближнего 
Востока, Средней Азии и Северной 
Африки фактически касались деся- 
тичных дробей еще в Х1-—-Х 1 веках. 

Сильно запутана история и «дЕ- 
сятичного знака», слу жащего для раз- 
деления пелой и дробной частей числа 
в десятичных дробях. 

Мы хотим познакомить читателей 
«Кванта» с исторней развития «деся- 
тнчного знака». На примере числа 
а. 
1000 
лись десятичные дроби в ХУ1—ХУП 
: веках—см. таблицу на с. 13. 

В этой таблице встречаются н зна- 
мепитые имена, и имена, известные 
лишь \зкому кругу специалистов по 
истории математики. Далее мы при- 
ведем короткие биографические справ- 


мы покажем, как изобража- 


ки о некоторых — хпоминающихся 
здесь людях. 
Франсза  Виет де ла Биготье 


(1540—1603) был юристом н советии- 
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3141592 
10-997133 
4120671 
176667712 


62.03940 
0,2776 


Куапетесите.ги 


Р. Гутер, 
Ю. Пояунов 


Точка, 
точка. 
запятая... 


ком у французских королей Генри- 
ха Ц н Генриха ГУ. Математнкой 
он занимался «в свободное от работы 
время». Виет внес значительный вклад 
во все области современной ему мате- 
матики, во особенно велнки его за- 
слуги в развитии алгебры: ой был 
первым, кто начал хпогреблять ал- 
гебранческ`ю символику. (Впрочем, 
его символика не получила широкого’ 
распространения. Современиая ал- 
гебраическая символика в основном 
ведет свое начало от «Расс) ждения о 
методе» Р. Декарта (1637 г.).) В одной 
нз его первых книг «Математические 
таблицы», опубликованной в 1579 го- 
ду в Париже, автор говорит о преим\ - 
ществах десятичных лробей при вы- 
числениях и сам широко их исполь- 
зует. 

Выдающийся фламандский уче- 
ный Симон Стевнн (1548 — 1620) — 
один из «универсальных гениев» эпо- 
хи Возрождения. Труды Стевина 
посвящены самым разнообразным во- 
просам современных ему математики, 
механики и физики. Но наибольшую 
славу ему принесла’небольшая книж- 
ка «Десятая», изданная в 1585 году в 
Лейдене. В’ней автор выступил попу- 
ляризатором десятичных дробей. Под- 
робно поясняя технику выполнения 
арифметических операций с десятич- 
нымн дробями, он всячески подчер- 
кивает простоту излагаемого мате- 
рнала: «...Может же недалекий умом 
деревенский медведь по счастливой 
случайности набрести на дорогой 
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клад, не применив при этом никакой 
учености!». «Десятая» получила ши- 


14382 рокую известность в Европе. На 
французский язык она была переве- 

| 4/382 Франсуа Внет дена в том же 1585 году самим авто- 
14382 ром. На английском языке она появн- 


о в 1608 году. 
Джованни Антонио — Маджини 
49303929 (1555—1617) был профессором уни- 
4382 © Симон Стевин верситета в Болонье. Он использо- 
вал «десятичную запятую» в табли- 
цах своей книги «Плоские треуголь- 
инки», изданной в [592 году в Ве- 
неции. 

Швейцарец Иост Бюрги (1552— 
1632) был сначала часовщиком н ме- 
хаником, помогал строить и ремон- 


и 


14,382 Джованни Маджини 


[-2 
14382 Иост Бюрги 


14.382 Кристофер Клавий 


о 1 ПШ тировать астрономические — инстру- 
а Иоганн Бейер менты, а затем помогал Кеплеру в 
о) обработке астрономических наблюде- 
93 82 Роберт Нортон ний и других вычислениях. В 1592 го- 
ду он составил таблицу синусов и на- 

4 | 382 Бартоломей Питиск писал руководство по арифметике. 
В них он систематически применял 

24 (382 Иоганн Кеплер десятичные дроби. В 1616 году Кеп- 
лер писал о нем: «... так как часто 

14. 382 будут получаться дроби, а мне же- 
а Джой Непер лательно пользоваться короткими 


числамн, то заметь, чго все пифры, 
стоящие после знака -, принадле- 
4382 жат дробн в качестве числителя, зна- 
14 382 1624г. — Генри Брилс менателя же к ней не пишут, но он 
всегда есть круглое десятичное число 
со столькимн нулями, сколько цифр 
стоит после знака ... Такой вид вы- 
чнслений с дробями придумал Иост 
Бюрги ... Благодаря этому, с целыми 
- числамн и с дробью при всех основ- 
14362” ных действиях можно обращаться как 
14389 1634г. — Пьер Эригон © одним числом». 

| В 1603 году франкфуртский врач 
Иоганн Гартман Бейер (1563—1625) 
выпустил сочинение «Десятичная ло- 
гистика», где писал: «... я обратил 


14382 ®Ф 1626т. Иезекиил де Декхер 


141382 163 №. Уильям Отред 


14 382 1636г. — Джеймс Юм 


|382 165%. — Роберт Джагер внимание на то, что техники и ремес- 
ленники, когда измеряют  какую- 

14,382 166. — Георг Бёклер нибудь длину, то очень редко и лишь 
в исключнтельных случаях выражают 

134—382 1670г. Иоганн Карамузль ее в целых числах одного нанменова- 
ния; обыкновенно им приходится или 

14382 1674г. Франсуа Дешале брать мелкие меры, нлн обращаться к 
ФФх дробям; точно так же астрономы низ- 
4382 169и. Жак Озанам меряют величины не только в гра- 


дусах, но н в долях градуса, т. е. 
минутах, секундах и т. п.; но мне ка- 
жется, что их деление на 60 частей не 
так удобио, как деление на 10, на 
100 частей и т. д., потому что в по- 
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следнем случае гораздо легче скла- 
дывать, вычитать в вообще произво- 
дить арифметические действия; мне 
кажется, что десятичные доли, если 
бы их ввести вместо шестидесятерич- 
ных, пригодились бы не только для 
астрономии, но и для всякого рода 
вычислений». 

Немецкий священник — Бартоло- 
мей  Питиск (1561-—-1613) известен 
в истории математики как автор не- 
скольких книг по тригонометрии и 
обширных тригонометрических таб- 
лиц. Именно он первый предложил 
термин «тригонометрия». 

Имя великого ученого — астроно- 
ма, физнка и математика — Иоганна 
Кеплера (1571—1630) известно сей- 
час любому школьнику. При иссле- 
довании движения планет ему при- 
ходилось проводить колоссальную вы- 
числительную рабсту и ои пользовал- 
ся десятичными дробями, о которых 
узнал от Бюргни. 

'Шотлавдский барон Джон Неиер 
(1550—1617) знаменит как изобрета- 
тель логарифмов и «палочек Непе- 
ра» — простого приспособления для 
умножения многозпачиых чисел *). 
В кииге «Рабдология», вышедшей в 
1617 году незадолго до его смерти, он 
использовал десятичную запятую. В 
другой своей книге «Построение уди- 
вительной таблицы логарифмов», вы- 
шедией после его смерти, но нанисан- 
ной много раньше, он рекомендует 
использовать десятичную точку. 

Профессор математики и астроно- 
мии в Лондоне и Оксфорде Геирн 


*) «Квант», 1975, №2, с. 42. 
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Брнггс (1561—1631) совместно с Не- 
пером разработал систему десятичных 
логарифмов н выпустна первые таблн- 
цы их. 

Английский математик Уильям 
Отред (1575-—1660), изобретатель пер- 
вых логарифмических линеек, был в 
течение 50 лет приходским священня- 
ком и обучал желающих математике. 
Обозначать умножение «косым крес- 
том» Хх впервые предложил он. 

Хотя «знаковая фантазия» не ис- 
сякла еще и в ХУНЕ веке, основная 
борьба велась уже между десятичиой 
точкой ин десятичной запятой. Как 
видно нз нашей таблицы, эти знакн ио- 
явились почти одновременно. Непер, 
колеблясь между ними, использовал 
оба знака. Со времени появления 
«Новой арифметики» Г. Бёклера 
(166! г.) в математических книгах, 
издаваемых в Германии, укоренилась 
десятичная запятая. Постепенно она 
прочно утвердилась в контииенталь- 
ной Европе, тогда как в англоязыч- 
ных странах предпочитают десятич- 
ную точку, причем в Англин ее сей- 
час ставят в середине строки: 14-382, 
а в США — винзу: 14.382. {В ка- 
честве знака умножения в англоязыч- 
ных странах обычно применяют «ко- 
сой крест» Х .} 

В носледиие 10—15 лег, под влия- 


ннем алгоритмических языков про- 
граммирования, десятичная точка 


стала постененно теснить десягичную 
запятую. Поскольку в имх принята 
именно десятнчная точка, а для ум- 
ножения «косой крест», люди, свя- 
занные с программированием, — а та- 
ких становится все больше и боль- 
ше — предпочитают эту систему обо- 
значений. 





16 карточек 


На шестнадцати квадратных карточках написаны слова: 


БАРИН БИРКА 
БУРКА КЛОУН 
РОЛИК РУБКА 
САТИН СИЛОК 


БУЛКА БУРАН 
КОЛБА ЛУНКА 
РИСКА САЛОН 
СУКНО СУРОК 


Расположите этн карточки в виде квадрата таким образом. чтобы в любых четырех 


словах. стоящих на одной вертикали. горизонтали ялн днагонали кваарата. 


бы общая буква. 
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встречалась 


„7. Мочалов 
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Е. Пономарев 


Опыты 

для изучения 
реактивного 
движения 


В прошлом учебном году ученнк 8 класса 
средней школы № 82 поселка Черноголовка 
Московской области Евтеник Пономарев под 
руководством учителя физики В. А. Орлова 
проделал очень интересную работу по экспе- 
риментальному исследованию реактивного 
движения. В публикуемой статье автор рас- 
сказываст о проделанной работе. 


Реактивным двнженнем принято иа- 
зывать движение, вызываемое реак- 
цией вытскающей струн жидкости 
нлн газа. Так движутся, например, 
ракеты. Горячие газы, образующиеся 
прн сгоранин топлива в двигатеде 
ракеты, с большой скоростью выбра- 
сываются через отверстие (сопло) в 
хвосте ракеты. Сила реакини выте- 
кающей струи газов сообщает ра- 
кете ускорение. Поскольку масса ра- 
кеты постепенно уменьшается {выго- 
рает топливо), модуль ускорения ра- 
кеты со временем изменяется. Как 
же в таком случае рассчитать ско- 
рость ракеты? 

Известный советский ученый 
К. Э. Циолковский теоретически вык 
вел формулу (ее теперь называют фор- 
мулой Циолковского), по которой 
можно определить скорость ракеты в 
любой момент работы ее двигателей. 
В частности, к моменту полного сго- 


рания топлива модуль скорости и, 
ракеты вычисляется по формуле 


Е а. > баг 
|| = [| 1п (1 бт, ]" 


Здесь и, — скорость вытекания про- 
дуктов сгорания относительно раке- 
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ты, т, — масса самой ракеты 
(без топлива), и, — масса сгоревше- 
го топлива, п — натуральный лога- 
рифм *). 

Экспернментальную проверку 
этой формулы можно провести с по- 
мощью прибора для демонстрации ре- 
активного движения. Он представ- 
ляет собой модель. ракеты, которая 
нродается в магазинах как игрушка 
и имеется в школьных кабинетах фн- 
зики. Кроме того, для опытов потре- 
буются весы рычажные лаборатор- 
ные и пружниные бытовые, секундо- 
мер, мензурка н велосипедный насос 
{рис. 1). 

Экспернментальная задача  за- 
ключается в том. чтобы определить 


на опыте |, | н сравнить его со зна- 
чением, рассчитанным по формуле 
Циолковского. 

Прежде всего в корпус ракеты за- 
ливается некоторое количество воды, 
а в сопло ракеты вставляется пуско- 
вое устройство со скобой, удерживаю- 
щей ракету. Затем в вертикально сто- 
ящую ракету через пусковое устрой- 
ство насосом накачивается воздух. 
Прин сдергивании скобы сжатый в03- 
дух выбрасывает воду, н ракета, от- 
деляясь от пускового устройства, 
взлетает. 

Назальную скорость ракеты при 
сгрого вергикальном полете можно 





*) Для вычисления натурального лога- 
рифма некоторого числа а можно воспользо- 


где 62,71 


та 
та = =— 


ее ' 
«Алгебра и начала 


ваться формулой 


{см., например, 
лиза — 10). 


ана- 





Рис. 1. 





о 0 50 
Рнс. 2. 


найти по времени ее полета {: 


|= 8122. 
Еслн же ракета взлетела'под некото- 
рым углом к горизонту и приземли- 
лась на расстоянин $ от места за- 
пуска, та 


о = Им 2+ (5/1). 
Заметим, что высота полета раке- 
ты в наших опытах достигала 30 м, 
так что запуск следует производить 
на открытом пространстве. 
Теперь задача сводится, по су- 


< 


ществу, к определению скорости и» 
истечения воды относительно ракеты. 


Для этого измеряется сила Ё, с ко- 
торой водяная струя из сопла раке- 
ты ударяется в подставленную чашку 
пружинных весов. Прн ударе вода 
передает весь свой импульс чашке ве- 


сов, поэтому |Р |АЁ = т, |9. |, где 
А: — время выброса воды, а масса 


выброшенной воды т. = 0% [и |А# 
(о — плотность воды, $ — площадь 
сечения сопла). Таким образом, 


ю/= У ие). 


Для измерения силы удобно на ве- 
сы поставить дополнительную стрел- 
ку, которая не возвращается в пер- 
воначальное положение после удара 
воды и фиксирует максимальную сн- 
лу удара. 


Поскольку измерения || и |9. | 
нельзя провести в одном и том же 
опыте, важно быть уверенным в том, 
что давление воздуха в ракете всегда 
одно н то же. Проще всего добиться 


% 
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одинаковостн давлений, взвешивая ра- 
кету до иакачивания ее воздухом и 
после того. Масса накачанного воз- 
духа (измеренная на лабораторных 
весах с точностью до 0,01 г) должна 
быть во всех опытах одной н той же. 

И еще одна тонкость. Непосред- 
ственно из формулы — Цнолковского 
следует, что скорость ракеты растет 
с увеличением массы воды («сгорев- 
шего топлива»). На опыте получает- 
ся, что, начиная с некоторого значе- 
ния п., скорость ракеты уменьшает- 
ся при увеличении массы воды (рис. 2). 
Это кажущееся противоречие можно 
объяснить тем, что скорость вытека- 


ния воды (|мо |) зависит от ее массы. 
Так, при большом количестве воды 
объем сжатого воздуха в ракете за- 
метно увеличивается по мере выброса 
воды. Это приводит к уменьшению 
давлення воздуха, а значит, и ско- 
рости вытекания воды. Оптимальное 
значение 1. можно найтн эксперн- 
ментально. В наших опытах объем 
воды составлял 30 см3 при объеме ра- 
кеты 140 см. 

В заключение приведем резуль- 
таты одного из опытов: масса ракеты 
т, = 53,15 г, масса воды т, = ЗОе, 
масса нагнетаемого воздуха ть — 
— 0,53 г, сечение сопла ракеты $ = 
= 3,1-10-$ м?, сила удара струн 


|Ё | = 29 н, экспериментально изме- 
ракеты |и,. |= 


ренная скорость 

—14,7 м/сек, а рассчитанная по форму- 
— 

ле Циолковского |изр | = 13,9 м/сек. 

Отсюда 


М — №. 100% 25,4%, 
[94 
то есть формула Циолковского прове- 
рена с вполне допустимой погреш- 
ностью измерений. 


Математическия кружок 


Куаптссте.ги 








«Ну зайцы, погодите?» 
Волк 


Согласитесь, что если в каждую клет- 
ку разрешается посадить пе более 
одиого зайца, то разместить шесть 
зайцев в цяти клетках ие удастся, и 
вообще. вн для какого натурального 
п не удастся разместить я - | зай- 
цев в я клетках. Можно сказать н 
иначе: ссли в п клетках находится 
п + 1 или болыие зайцев, то найдет- 
ся каетка, в которой сидит не менее 
двух зайцев. 

Обозначим  зайиев символами 
Ра---„Р.-в а — клетки — 4... -,Чи. 
Тогда каждый способ рассадить зай- 













цев в клегки можно рассма гривать 
Р о 
но м 
Сы РЕН НЕ 
ы ГЕНЕОТЕТЛ уу, 
р ЕЕа РЕЕЕЕРЫ 
{ й 3 
«2 = Е 
<5 ЕЕРЫ 
ч_ 
Гр 


Рис. |. 


2 «Козит» № 2 


В. Болтянский 


Шесть 
зайцев 
В ПЯТИ 
клетках 


как некоторое отображение 
(рис. 1) миожества В = тж 
Рп-1} В множество О == {91, ....9.}: 


зайцу р, 6 Р ставится в соответст- 
вне (в качестве его ‹образа») та клет- 
ка 9; @. в которой этот заяц си- 
дит. Таким образом, сформулирован- 
ное выше утверждение о зайцах в 
клетках имеет следующий математи- 
ческий смысл: лри любом отображе- 
нии множества Р. содержащего п 1 
элементюв, в множество @. содержа- 
щее п элементов, найдутся два зле- 


мента множества Р, имеющие один 
и тот же образ. 
Это утверждение — называется 


приннипом Дирихле*). Его 
сираведливость нетрудно дока- 
зать с помощью метода математи- 
ческой пидукции. По неписаной тра- 
дни, математики всего мира, рас- 
сказывая о принципе Дирихле, 
разъясняют его смысл не на языке 
множеств и отображений и пе с какн- 
ми-инбо другими предметами, а нмен- 
по с зайцами и клетками. 

Принцип Дирихле, несмотря из 
его простоту и очевидность, очень 
часто используется при доказатель- 
стве теорем пн решении задач. 

Пример 1. Доказать, что если 
прямая де расположенная в плоскости 
треугольника АВС. не проходит ни 


*) Петер Густав Лежен Дирихле (1805— 
1859) — выдающийся немецкий математик: 
ему принадлежат основополагающие рабо- 
ты в георни чисел и других областях матема- 
ТнКиИ. 
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через одну из гго вершин, то она ве 
может пересечь все три стороны тре- 
угольника. 

Полуплоскости, на которые пря- 
мая ! разбивает илоскость треуголь- 
ника АВС, обозначим через ду и 4»; 
эти полуплоскости будем считать 
открытыми (го есть не содер- 
жащими точек прямой /). Вершины 
рассматриваемого треугольника (точ- 
ки А, В, С) будут «зайцами», а нолу- 
плоскости 9: и 9. — «клегками». 
Каждый «заяш» попадает в какую- 
либо «клетку» (ведь прямая / не про- 
ходит ни через одну из точек А, В, С). 
Так как «зайцев» три, а «клеток» две, 
то пайдутся два «зайца», попавише 
в одну «клетку»; иначе говоря, най- 
дутся такие две вершины треуголь- 
мика АВС, которые принадлежат од- 
пой полуплоскости (рис. 2). Пусть, 
скажем, точки А и В находятся в од- 
ной полуплоскости, то есть лежат по 
одну сторону от прямой {. Тогда от- 
резок АВ не пересекается с 1. Итак, 
в треугольнике АВС нашлась сторо- 
на, Которая не пересекается с пря- 
мой [. 

Пример 2. Доказать, что если 
имеется 100 целых чисел ху,..., Хло0» 
то из них можно выбрать не- 
сколько чисел (может быть, одно), 
сумма которых делится на 100. 

Рассмотрим суммы 

$ =, 
$8 =х, + х», 


$100 = А, 3-Х +... НХ, 00. 
Если хотя бы одна из этих сумм де- 
лится на 100, то наша цель достнгну- 
та. 
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Допустим, что ии одно из чисел 
51, $52 .... $100, Н@ делится на 100. 
Эти числа будем считать «зайцами». 
За«клетки» же примем числа 1, 2,... 
... 99. Сопоставим каждому числу 
$1, $3, .-.. 500 ОСТаток от деления его 
на 100. Поскольку числа $; на 100 
не делятся, онн будут давать остаток 
от | до 99, то есть каждый «заяц» 
попадет в какую-то «клетку». По 
прнинипу Дирихле найдутся два «зай- 
ца», попавшие в одну «клетку», то 
есть числа $; и $; (пусть для опре- 
деленности Г-<)], дающие одинако- 
вые остатки при делении на 100. Но 
тогда число 


ВН — (х, - -.. + хл = 
—(х, +... >) = ха +...-Нх, 


делится на КЮ. Таким образом. сум- 
мах; : -- ... г х, является искомой. 

Пример3. Числа а и т взаим- 
но просты. Доказать, что найдет- 
ся натуральное №, для которого 
число Ва при делении на т дает. оств- 
ток |. 

Числа 1, 2, ..., т — 1 будем счи- 
гать «зайцами». Если А — одии из 
«зайцев», то число Аа не делится на т 
(поскольку а и т взаимно просты и 
0<А< т”), то есть Аа даег ири де- 
ленни на 1 один из остатков 1,2, ... 
...”й — 1. Допустим, что ни ирн каком 
к =\, ..., м — 1 число Ра ие дает 
ири деленин ина 1 остаток 1. Тогда 
возможными остатками являются 
Лишь числа 2, ..., т — 1. Эти числа 
будем считать «клетками» (так что 
«зайцев» болыше, чем «клеток»). Со- 
гласно принцииу Дирихле найдут- 
ся два «зайца», попавшие в одну 
«клетку», то есть среди чисел 1, 2, ... 

... т] найдутся такие два №, Ё.. 
что числа А, ая Коза дают при деленни 
на т одинаковые остатки 
{мы можем считать, что Ё, < А,), а 
потому число Ё»а — Аа = (Е. й)а 
делится ца т. Так кака и ги взаимио 
просты, то отсюда вытекает, что А. — 
— А, делится нага. Но это невозможно, 
поскольку (<, — А, < т. Полу- 
ченное противоречие — иоказывает, 
что найдется #, для которого 
число Аа дает при делении на т 
остаток 1. 

Установленный факт можно сфор- 
мулировать и иначе: если числа а и т 
взаимно просты, то существуют та- 
















Рис. 3. 


кие натуральные *) числа ®, [, что 
ва = т +1, тоесть № — т=\. 

Пример +4. Доказать, что для 
любого а >> 0 и любого натурального 
№ найдутся такие иелые т > 0, 


# > 0, что апр. 
г. —1 
о 
вают отрезок [0, 1| на А отрезков, 
которые будем считать «клетками» 
(рис. 3). Далее, числа 1, 2, ..., М--1 
примем в качестве «зайцев». Если 
Е — одним из «зайцев» то число Аа 
можно записать в виде ка = ле-х. 
где п: — целое, 0 х< 1. Число х 
попадает в одну из «клеток»: в эту 
«клетку» мы и посаднм «зайца» А. 
Так как «зайцев» больще, чем 
«клеток», то найдутся два «займа», 
сидяших В одной «клетке». Иначе го- 
воря. среди чисел 1, 2, .... М1 
найдутся такие два числа А, < Аз, 
чт ра=т-х,. << Е 
Ка = т. Хх, Озх. < при 
нем х,, х. находятся в одной «клетке», н 





Точки у у разбн- 


] 
потому [х. — Хи | < `\ .- Гакнм образом, 


в) а—(т,-т) = 
1 





=, — му. 
то есть числа = А В и т = 
и. — т, являются искомыми. 


Пример 5. Путь а, 6, хо — 
некоторые напуральные числа. До- 
казать, что в последовательности 
Хо, Л: == аХо + ф, х, = ах, -Ь,... 

= Ча + Ф,... 
имеется бесконечно много чисел, не 
являющихся простыми. <“ 





*) Поскольку и51. Аа будет больше 1, 
то есть заведомо {> 0. 
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Ка=т2+ о 


Прежде всего заметим, что 
Хи = ах + = ха + ь> Ха, 
поэтому числа Хо, Х., Х., ... Образуют 
возрастающую — последовательность, 
причем уже х, > а, то есть все числа 
этой последовательности (кроме, мо- 
жет быть, ха} больше а. 

Если числа а и 5 не взаимно про- 
сты, то оин имеют общий делитель 
4 =: |: легко видеть, что тогда все х, 
делятся на 4 (= 1, и, поскольку 
х; > В, все они составные. 

Пусть а и В взанмно — про- 

сты; тогда а их, (#1) взаимно просты. 
Возьмем некоторое х,, обозначим его 
для удобства через №, ни докажем, что 
среди чисел х,, Ху. --. Жьх 
обязательно найдется составное чис- 
но Числа м», ди. 2 Ям 0% 
дем считать «зайцами», а возможные 
нх остатки от деления на А (то есть 
числа 0, 1, ..., М№М—1} — «клетками». 
Так как чнсло «зайцев» больше числа 
«клеток», то найдутся два «зайца», 
попавшие в’одиу «клетку». Иначе го- 
воря, найдутся средн х,, Хит, 
... Хдьх Два числа, скажем, хриАц, 
где р > 9, дающие одннаковые ос- 
татки при делении на №. Следователь- 
но, х, — ху делится на №. Так как 
Хр = @Хр-: --Ф, до = ах, В, то 
Хр — Ха = а(Хр-, — Ха. Отсюда 
видно, ЧТО Х,-, —х,_1 делится 
на ^ (поскольку а н М взаимно про- 
сты). Аналогично, де- 
лится на А! ит. д. Так мы дойдем до 
числа Х.-р-и — Х,. Ночнсло х, = № 
тоже делится на №. ПОЭТОМУ Хр 
делится на №, а тогда число Х.р-, ие 
является простым. 

Итак, пезависимо от взаимной про- 
стоты ан, среди чисел Х,, Хула, --- 
..., Хз ^ Имеется число, не являющееся 
простым. — Взяв теперь вместо х,. 
ЧИСЛО Хл+р-ч+:, МЫ снова средн не- 


Хр — 9-3 
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скольких следующих членов  после- 
довательности найдем чиело, не яв- 
ляющееся простым, ТУ 
Пример 6. Пить ри 9— 
натуральные числа, и рациональное 


число г записывается в виде беско- 


нечной десятичной дроби. Докажи- 
те, что тогда эта дробь обязательно 
будет периодической. 
Доказательство этого факта 
(в школе оно не рассматривается) 
нетрудно получить с помощью прин- 
ципа Днрихле. При выполнении деле- 
ния р: 9 «столбиком» все время бу- 
дут получаться отличные от нуля ос- 
татки (иначе число г не записы- 
валось бы в виде бесконечной деся- 
тнчной дроби}. Таким образом, каж- 
дый раз при пахожденин очередной 
цифры частного будет получаться В 
остатке одно из чисел 1, 2, ..., 9—1). 
Эти возможные значения остатков мы 
и будем считать «клетками», так чго 
всего имеется 9—1 «клеток». «Зайца- 
ми» же судем считать остатки, кото- 
рые в действительности получаются 
после того, как мы снесли последнюю 
значашую цифру делимого (рис. 4). 
Рассмотрим первых 4 «зайцев» (на 1 
больше, чем число «клеток»). Каж- 
дый «заяц» попадает в какую-либо 
«клетку» — каждый остаток равен. од- 
ному из чисел |, 2, ..., 9—1. В силу 
прииципа Дирихле найдутся два «зай- 
ца», попавшие в одну «клетку». Ина- 
че говоря, среди чисел [, 2, ..., 9 
можно выбрать такие два числа р, |, 
что {-й п {-Й остаткн (после того, как 
мы снесли последнюю значащую нниф- 
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ру) одинаковы. — При этом 
можно считать, что {<}. Но тогда 
процесс деления, начиная с у-го ос- 
татка, будет повторять процесс деле- 
ния после {-го остатка. Обозначим 
]-—{ через г. Тогда, получив Ёй 
остаток и выписав затем г цифр част- 
пого, мы снова получим такой же ос- 
таток ({-Й «заяц»); вслед за тем мы 
выпншем такие же г цифр частного и 
опять получим тот же остаток, то 
есть в частном снова и снова будет 
повторяться одна н та же комбинация 
из г цифр. Это и означает, что при за- 


и: виде десятичной 


ПНЕН 


дроби получается смешанная перио- 
дическая Оробь (а в отдельных слу- 
чаях дробь может получиться ч ис - 
то периодической — повторение 
цифр частного будет наблюдаться с 
самого начала). 

Заметим, что мы установили пс- 
рнодическое повторение в частном од- 
ной и той же комбинации, состоящей 
из г цифр, где г = }—1. Так как Г, 
] — это какие-либо «зайцы», то есть 


числа 


какие-либо из чисел 1, 2, ..., 9, то 
1—1, 159 и потому г=рч< 
9—1. 

Итак, если при обращении = в 


десятичную дробь получается бес- 
конечная дробь, то она перио- 
днческая, причем период содержит 
ие более 9—1 цифр. 

Из приведенных примеров видно, 
что принцип Дирихле как элемент 
рассуждения может применяться при 
решении разнообразных задач. Ниже 
приводится ряд задач для самостоя- 
тельного решения. И хотя читатель 
понимает, что при решении нужно 
применить принцип Дирихле, эта под- 
сказка не делает задачи неннтерес- 
ными: надо догадаться, что считать 
«зайцами», а что «клетками», как ис- 
пользовать наличие двух «зайцев», 
попавших в одну «клетку», и т. п. 


Задачн 

!. Даны 12 различных двузиачных чисел, 
Докажите. что из них можно выбрать два 
числа, разность которых — двузначное чис- 
ло, записываемое двумя одинаковыми циф- 
рами. 


(Продолжение см. с. 87) 
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ЕН: 
Победители конкурса «Кванта» 


| За минувший 1976 год редакция получила значительно боль- 
| ше лисем с решениями задач, чем за прошлый год. Редкоп- 
пегия журнала «Квант» вместе с членами Оргкомитета Все- 
союзной олимпиады отобрала пучшие решения. 

Ниже публикуется список школьников — победителей кон- 
курса “Кванта», — которые получили право участмя в рес- 
публиканских олимпиадах 1977 года. 


Математика 


С. АБАДЖЯН — г. Ереван. ФМЦ}. 10 кл. 

5 АМОСОВ —г. Мытищи Московской обл., с. ш. 26, 10 кл. 
Б. АРОНОВ — г. Саратов, с. ш. 13. 9 кл. 

А. БЕР — г. Ташкент, с. ш. 110, 19 кп. 

И. ВОРОНОВИЧ — г. п. Сопоцкин Гродненской эбл., 10 мп. 
А. ГАРНАЕВ — г. Таллин, с. ш. 19, 10 кп. 

В. ГРОССМАН — г, Одеска, с. ш, 11$, 10 кл. 

М. ГРУНТОВИЧ — д. Новый двор Гродненской обл., 10 кл. 
А. ДИДЕНКО — г. Краснодар, с. ш. 28, 10 хл. 

С. ГУБАНОВ — г. Ворошиповград, с. ш, 17, 10 ка. 

А. ЖЕРДЕВ — г. Славянск Донецкой обл.. с. ш. 5, 9 кл. 

Р, ИЗМАЙЛОВ — г. Баку, с. ш. 134, 8 кл. 

Б. КАПЛАН — г. Киев, с, ш. 173, № кл. 

В. КАСКЕВИЧ — д. Новый двор Гродненской обл.. 10 кл. 

А. КАСЯНЧУК — г. Никопаев, с. ш. 22, 10 кл. 

М. КУТЕРНИН — г. Апма-Атз, РФМЦ], 10 кп. 

И. ЛОЗИЦКИЙ — г. Ганцевичи Брестской обл., с. ш. | 9 кп. 
С. МЕЛМХОВ — г. Донецк, с. ш. 11. 10 кп. 

А. МОШОНКИН — г. Ленинград, ФМШ 45, 10 нм. 

М. НАРОДИЦКИЙ — г. Куйбышев. с. ш. 135, 10 кл. 

Е. ОГИЕВЕЦКИЙ — г. Днепропетровск, с. ш. 23, 10 кл. 

А. ПЕТУХОВ — г. Новосибирск, ФМЫ] 165, 10 кл. 

С. ПОЛЫГАЛОВ — г. Пермь, с. ш. 102, 9 кп. 

В. РОГАВА — г. Тбилиси, ФМЦ] им. Комарова, 10 кп. 

Р. СЕВДИМАЛЫЕВ — Зангеланский р-н АзССР, Шаифпин- 
скёя с. ш.. 10 кл. 

В. УГРИНОВСКИЙ — г. Хмельник Винницкой обл., с. ш. 3, \1Скл. 
С. ХАРЕНКО — г. Ангарсн Иркутской обл., с. ш, 10. 9 кл. 

Ю. ШТЕЙНШРАЙБЕР — г. Баку, с. ш. 210, 9 кл. 

8. ШТЕПИН — г. Челябинск, с. ш. 103. 10 ил. 


о а о Щ ооооаьееаеыи п о 


Физика | 


В. ГАРКАВЫЙ — г. Лида Гродненской обл., с. ш. №, 9 кл. 

В. ГАРМАШ — г. Запорожье, с. ш. 28. 10 кп. 

А. ЗАБРОДИН — п. Черноголовка Московской обп., с. ш. 82, 

9 кл. | 


Ф. БАГДАСАРЯН — г. Баку. <. ш. 145, 10 кл. 


В. КОТОК — г. Харьков, с. ш. 27. 10 кп. 
А. ЛИСТОВНИЧИИ — г. Киев, с. ш. 96, 10 кп. 
В. ЛОБЗИН — г. Свердповск Ворошилозградсной обл., с. ш. 9. 
10 кл. 
| Ю. МУХАРСКИЙ — г. Киев, с, ш. 145, 10 кл. 
| А. НИКИТЕНКОВ — г. Великие Луки, с. ш. 3, 9 кл. 
] В. НИКОЛАЙЧИК — г. Москва. ФМШ 18, 10 кл. 
| 8. ПАЛЕЙ — г. Харьков, с. ш. 27. 9 кл. 
] Д. ПАТАРАЯ — г. Тбиписи, ФМШ им. Комарова, 8 кл. 
Г] 
1 


В. ПОТЕМКИН — г. Вепикие Луки, с. ш. 3, 10 ня. 

К. ТРУТНЕВ — г. Казань, с. ш. 39. 10 кп. 

Э. ШИФРИН — г. Днепропетровск. ©, ш. 23, 10 кл. 
] КЮ. \ШТЕЙНШРАЙБЕР — г. Бану, с. ш. 210, 9 кл. 
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Этот раздел ведется у нас 
нз номера в номер с момента 
основания журнала. Публи- 
куемые в нем задачи не стан- 
дартны, но для их решения 
ие требуется знаний, выхо- 
дящих за рамкн нынешией 
школьной программы. Нан- 
более трудные задачк отме- 
чены звездочкой. После фор- 
мулировки задачи мы обычио 
указываем, кто предложил 
нам эту задачу. Разумеется, 
не все этн задачи публн- 
куются впервые. 

Решения задач из этого ио- 
мера можно присылать не 
позднее 1 апреля 1977 года 
по адресу: 113035, Москва, 
М-35, Б. Ордынка, 216, 
редакция журнала «Кваит», 
«Задачник «Кванта». После 
адреса на конверте напншите 
номера задач, решения кото- 
рых вы посылаете, напри- 
мер: «М426, М427» илн 
«... Ф438». Решения за- 
дач по каждому нз предметов 
(математике и физике), а так- 
же  иовые задачи просьба 
присылать в отдельных кои- 
вертах. Задачн из разных 
номеров журнала присылайте 
также в разных конвертах. 
В письмо вложите конверт 
с написаиным на нем вашим 
адресом (в этом конверте вы 
получнте результаты провер- 
ки решений). Условия ори- 
гинальных задач, предлагае- 
мых для пубанкацнн, при- 
сылайте в двух экземплярах 
вместе с вашимн решеннями 
этих задач (ма конверте по- 
метьте: «Задачник «Кванта», 
новая задача по фниэнке» или 
«... новая задача по мате- 
матнкс»). В начале каждого 
письма просим указывать ва- 
ши имя, фамилию, номер 
школы ин класс, в котором 
вы учнтесь. 


задачник 





пбанта 


Задачи 


М426 — М430; $438 — Ф442 


М426. Таблица из лЖи клеток заполнена числами 
от | до п так, как показано на рисунке 1. При ка- 
ком и в ней можно выбрать п клеток так, чтобы 
никакие две клетки ве принадлежали одной стро- 
ке или одному столбиу и чтобы все числа в выбран- 
ных клетках были разные? 

А. Ненашен 


М427. а) Докажите, что существует нечетное чис- 
ло л, для которых ни при каком четном А нн одно 
нз чисел бесконечной последовательности 


# 
ВИТ, РИЦ, Ай |, 
не деёлитея на п. 
6) Докажите, что для кажлого натурального ля 


существует такое натуральное число #, что каждый 
из членов бесконечной последовательности 


К АТ, А Е] 


делится на ля 
С. Лавренченко, 9 класс 


М428. В олимпиаде участвуют (т— Пп-1 
челорек. Докажите, что среди них либо най- 
дутся И участников, попарно незнакомых между 
собой, либо найдется одип участник, знакомый 
не менсе чем с п участниками олимпиады. Оста- 
нется ли верным утверждение задачи, если число 


участников олимпиады уменьшить на еднницу? 
Э. Туркевич 


№429. а) Сколько решений имеет уравнение 
1х |--1977 {х} — 1978? 


(Здесь [|х| — целая часть х, а {х} =х— 1х1.) 
6) Докажите, что ири любых р +0 ин 4 уравнение 
--р 9 


имеет |]р|! или Пр||--1 решений. 
Ж. Сатаров 


№430. а) Локажнте, что любую вынуклую нлоскую 
фигуру площади $ можно поместить в прямоуголь- 
внк площади 25. 
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11234 |... пп 6)* Докажите, что любое выпуклое тело объема 
34 1 1]п Г И мюжно поместить в ящик, имеющий форму пря- 


> 
34а |..| п]п Г > МОУГОоЛЬНоГО параллелепипеда объема. 6 И (рис. 2). 
ЧТ. | 1] 213 

ми |. Ф438. Олнородиная палочка лежит внутри шеро- 
и. ту |... | Ховатой сферической полости. Длина палочки рав- 
а ан "тт | на радиусу сферы. Коэффициент трения равен д. 


ти! 1 Какой наиболыний угол с горизонтом может ‹со- 
ас Я ОН. КЖ ЗВ | + Е > 

ме ео Г Г... Г | м ставлять палочка: 

Пе 7 ПР 791 К 5 ВТ. 

181 11. | И2и Б. Буховцев 
Рис. 1 


$439. Неоновая лампочка (нл) загорается, когда 
напряжение на ней достигает значения И,. При 
этом сопротивление ламночки становится прене- 
брежимо малым. Когда напряжение на ламние па- 
дает до значения (/., лампа гаснет, и се сопротив- 
ление стаповится бесконечно болыним. Эту лампу 
включили в цень, как показано на рисунке 3. 
Считая 6№(,>0,, построить примерный график 
зависимости напряжения на копденсаторе от вре- 
мени после замыкания ключа К. 





В. Копылон 


Ф440.* Оцените приближенно, ири каком минималь- 
К В ном раднусе планеты она сможет удерживать ат- 
мосферу, состоящую в основном из. кислорода и 
азота, если температура поверхности планеты Т- 
=300 °К. Среднюю плотность вещества илансты 
принять равной р-—4.103 ке/мЗ. 
ё С. Козел 


я Ф441.* Между иластинами замкнутого плоского 
конденсатора находится точечный заряд 4. Пло- 
щадь пластни бесконечно велика, расстояние меж- 
ду ними равно 4. Первоначально заряд находится 


= г ‚ РА 
на расстоянии 4 от левой пластины. Какой 


рис. 8 заряд пройдет по проводнику, замыкающему пла- 
25а стипы конденсатора, при перемещении заряда 9 
т. в новое положение, при котором он будет находить- 


ся на расстоянии Ч от правой пластины? 


$442. Шарики с массами [, 2, Зи 4 ке соединены 
легкими стержнями длиной | м каждый: Стержии 
скреплены так, что оин образуют крест {рис. 4). 
Система может свободно вращаться вокруг горн- 
зонтальной оси, проходящей через точку О перцен- 
дикулярно к плоскостн рисунка. Найги амплиту- 
п”. лу колебаний системы, если в начальный момент 
стержень, соединяющий грузы с массами т,-—2 кг 
ни т ,=4 ке был вертикален и шары были неюд- 
вижНы. 





Рис. 4. 


23 


№386. Квадратная комната 
разеорожени перегородками. 
параллельными стенам. на 
несколько меныпих кваарат- 
ных комнат. Лапна стороны 
каждой комнаты — целое чи- 
сло. Покожите, что сумла 


длин всех перегородок селит- 
ся на 4. 


М387. Существует ли такое 
натиральное число, что гсаи 
приписать его сало к себе, то 
получится точный квадрат? 





Запаче М385 будет  посвя- 
иена статья А. Кушинренко. 
колорую мы  опублькусм в 
одном из ближайших номе- 
ров нашего журнала. 
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Решения задач 
М3$6 —М390; Ф393—Ф396 


Первое решенне. Рассмотрим виачале случай, когла 
алины сторои всех комнат равны единице (ллина стороны ис- 
холной комнаты, разумеется, больше еднницы — нначе ее 
нельзя разгороднть на менышне квадратные комнаты с целы- 
мн длинами сторон). Из рисунка 1 видно, что в этом случае в 
каждой из частей |. 2, 3 н4 поровну перегородок, и, следо- 
вательно, общая их длина делится на 4. 

В общем же случае разгороднм каждую из комнат на ком- 
наты со стороной длнны 1. Для такого разбиения сумма длин 
перегородок но доказаяному делится на 4. Посмотрим, как 
эта сумма отличается от первоначальной. После дополниитель- 
пого разгораживания к сумме длин в каждой комнате лоба- 
внтся число. кратное чстырем (здесь мы снова воспользова- 
лись разобранным частным случаем. Следовательно. общая 
сумма длнн перегородок увеличится па Чнело, кратиое четы- 
рем. НМз этого получаем. что и первоначальная сумма длин 
перегородок делится на 4. 

Второе решенне. Добавим к сумме длин пере- 
городок периметр исходной компаты — делимость па 4 от 
этого неё изменится. Полученная сумма есть половипва суммы 
периметров веех комнат, включая исходную. Осталась до- 
казать. что эта сумма периметров делится на 8. Действитель- 
но. сумма пернметров в 4 раза больше суммы длин сторон всех 
комнат (от каждой компаты берется по одной стороне). Не- 
трудно показать (сделайте это самостоятельно), что число ком- 
нат, длины сторон которых нечетны — четно; поэтому сумма 
длин сторон всех комнат (включая исходную) четна, сумма 
периметров делится на 8, а исходная сумма длиип перегородок 
лделнтся на 4. | 

Третье решенчже. Будем считать, что изша ком- 
цата расположена на балышой шахматной доске с длиной сто- 
роны клетки, равной единице. Разобьем все перегородки н 
стены исходной комнаты па отрезки длины 1. Среди этих от- 
резков нмеются отрезки четырех типов (рис. 2). в зависимости 
от расположения относительно черных н белых клеток доски. 
„Легко понять. что средн отрезков, расположенных на стен- 
ках каждой комнаты, отрезков каждого из этих тнлов поровну 
{рис. 3). Просуммнровав отрезки кажлого типа по всем ком- 
патам разбиепня н разлелив каждое из этих четырех чисел 
пополам, получим. что на всех перегородках и стенах иеход- 
ной комнаты отрезков указанных четырех типов — поровиу. 
Поскольку добавление пернметра исходной комнаты не меня- 
ет делимости на 4, из последнего замечания следуст утверж- 
дение залачн. 

.С. Фомин 


Ф 


Будем решать задачу в системе счисления с основаннем 
4>1 (в условии 9= №). 


Г) Пусть искомое число А л-значно, то есть А 


< 9". Принисав А к самому себе, получим число АА = 
= А 0”-А = (9741 А. Условие задачи теперь выглядет 
так: существуют лн натуральные числа п, А, В такие, что 
Аа и (9) А= В? 

Предположим, что в разложении числа 9”"--1 на простые 
сомиожители каждый из них встречастся лишь но разу. Так 
как В= делится на 97-1, то в этом случае и В делнтся на 
3"--\. Поэтому В? лелится па {(9°--1)?, откуда следует, что А 
делится на 9"-+ 1. Но это невозможно, поскольку А < 47-4 1- 
Значиг, в разложении числа 97--1 хотя бы один простой сом- 


куапетесите.ги 


ножитель должен встретиться больше одного раза. Мы полу- 
чили необходимое условие разрешимости задачи: 
число 97—1 должно быть представимо в виде А?А, М >> 1. 

2) Докажем теперь, что это условие является также ин 
достаточным. 

Предположим, что 97-1 = МА, М >> 1. Если число № 
уже л-значно, т. е. если “71 М < 4". то все в порядке: 
в качестве А годится само №: тогда АА М (47| = 
== ММ? — точный квадрат. Но пока мы можем сказать 
лишь то, что д" МХ 9" го (т.е. М может 
оказаться и меньше, чем п-значным). Возьмем г > | такое, что 
72 = 09 (это всегда можно сделать, если 492> 4; например. 
положить г== 2), и рассмотрим геометрическую прогрессню 
| М-?А\, К = 0,1... . Поскольку первый член этой прогрес- 
сни меньше 9” и знаменатель г? = д, ясно, что в ней найдется 
член В, принадлежащий промежутку [97-!, 9"]. Так как В 
имеет вид №-г27, то, положив А = В, получим, что АА. 
= №-ги (97-1) == М2/? 7 — точный квадрат. 

Наше рассуждение проходит для вссх д 4. Остаются 
случаи 9=2 н 9= 3. В случае д= 3 возьмем А = 1, 
поскольку АА: = 11, = 1.3--р=: 4 — точвый квадрат. 
В случае 9=2, положив п = 3, получим 23-1 = 32.1, 
т.е. М = 1< 2, а нам нужно, чтобы 2? < № < 23. Умножив 
№ = 1 на 22 = 100,, получим уже трехзначное число 
А = 100,. Число АА, = 100 100, = 36 — точный квадрат. 

3) Докажем существование решения при лю- 
бом 4, т. е. локажем, что для всякого 9 существуют такие и 
н МЫ что 9771 = ММ. 

Если 9 — число вида г5—1, 5$ > 1, л=]1 М=Е$, 
н решением задачи служит число А => р (записываемое од- 
ной цифрой): 


а = г (752— тг= (75$). 


В частности. такимн являются числа 9 вида 2—1. 
В 2 (приз = 2, г= 2). 
Вот несколько первых д винда г5?— 1: 


3, Г, 8. И, 15,17. 19. 23. 


Рассмотрим число 9-1. Если оно не содержит нечетных 
множителей, то оно — вида 2^, т.е. 9=- 2—1, а это ужс 
рассмотренный случай. Если же 4—1 содержит нечестный 
множитель р, то 


РНЕ = КОИ = (94 07 р (9+ 12-1+ ... 
ия + р (ани, 


откуда следует, что с?-1 делится на р? (так как 4-+ 1 делит- 
ся на р). 

В частиости, при д= 10 получаем п = И, М= И, 
№ -- 826446281, А == 42-82644628|-13223140496, так что 


1322314049613223140496 = (4-11.826446281):. 


4) Итак, ннсло 107--| представимо в виде М?А, М> | 
при п ==. 1}. Является ли пм == 11| нмавменьшим возможным? 
Чтобы выяснить этот вонрос, мы составили программу для 
ЭВМ и получилн следующие разложения на простые мпожи- 
тели: 


10% 1= 11; 10#-- |= 17-5882353; 

102 1==101; 10° — 1-:7.11-13-19.52579; 
103-- 1==7.11.13; 1019 — | == 101.3541.27961. 
1О3-- 1= 73-137; 0 — 1:= 112.23 .4093.8779, 


103--1-=11.9091; 
105 1 = 101-9991; 
107---1=11-909091; 
так что л-= || в самом деле являсгся наименьшим. 


Б. Кукшикин 
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Рис. 4. 


МЗав, а} Ни плоскости от- 
„мечено конечное число точек. 
Локажите. что среди них 
нойдеися точка. у которой 
не болыие трех блажайших 
{шо сеть находящихся от 
нее на напменымем расстоя- 
нии: таких точек, вообще 
говоря. может быть несколь- 
ко}. 

6) Сиществцет ли на пло- 
скости конечное множество 
почек. и каждой из которых 
в этом множестве ровно три 
плажчаних? 


№389. ЛЛожно ли Оссконеч- 
ный лист кастчатой бимаги 
разбить на  «доаминошкиь 
(каждая доминошка покры- 
вает ве соседние каетки) 
пак. чтобы каждая прямая, 
«Зущая но ненын сетка. раз- 
резала понолам спииь конеч- 
ное число дониношек? 


№390. Докажите. чаю се 
спвусти бесконечно много ни- 
тураленых п. для которых 
сылие цифр числа 21 больше 
сумлы цифр чисаа 39“\. 


и 


и 


Рис. 


ей 
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Рис. 5. Рис. 6. 

а) Предположим. что мы ностройлн такое конечное множест- 
во М точек на плоскостн. в котором у кажлой не мекее четы- 
рех ближайших. Пусть г — нанменыисе из расстояний между 
сго точками. Рассмотрим множество ЕСМ всех тачек. рас- 
стояние от которых до ближайших к ним равно г; н множсст- 
ве /.. очевидно. также у каждой точки будет ве менее четы- 
рех ближайших. 

Постронм выпуклую оболочку К множества Ё (нанмень- 
ший выпуклый миогоугольник, содержаннй 2). Пусть А — 
одна из крайних точек Ё. то ссть одна из вершии К. Пусть 
В. В». Ви В, — четыре точки из {.. паходязимсся па рас- 
стоянии гот А. Ясно. что любой из углов В; АВ; болыше 60 ^. 
потому что |В:Вя ги, р = 1.2.3, 4: сз Л. Это обстоя- 
гельство явно иротиворечит тому. что все точки В., Во, Вь, 
В. лежат ъ озиом угле с першиной А, мевыхем 180” {рис. 4} 

(В этом решении мы дважлы нспользовали совет. прс- 
поданный в статье «Правило крайнсго» в Кванте № 8 за 
1976 год — в разделе «Кваиго Для младших икольникино”) 

© Лэ, сушествуст. Пример изображен на рисунке 5. 


ь Н. Восильга 


Ф 


На рисунке 6 указано такое разбиение. Каждая горизоитазь- 
ная прямая пересскает синюю область по отреякх. н потому 
разрезают лишь копечтюс число даминошек (очевидно, «сн- 
них»). Аналогично в для нер:нкальных прямых (каждая ина 
них разрезает лишь конечное число ‹красвых» домнношек). 


С. Фомин 


Ф 


Решение этой задачи осповано на двух фактах. 

1. Остатки чисел 1. 2, 22, 2%, ... при деленни на 9 обра- 
зуют пернодическую  последовательность, изображенную иа 
рисунке Г. 

И. Количество цифр в числе 27 ие превосходит 


И 
ища = +1. 


Покажем. что эти дна факта пахолятся в противоречии с 
прелположением 
ИИ $ (21) = 5(27*1) 
аля всех п. не мепыних некоторого №, где ъ (е) — сумма цифр 
чнела в. 

Отсюда будет следовать, что 11 неверно, а это и требу- 
сТея доказать в задаче. 

Допустим, что 1 верно. то есть что дая всех псы № 
сумма инфр 2" все промя возрисгаст. Тогда согласно | для 
и > \ прн исреходе от 2" к 2"*° (за один период) сумма 


ФЗЗ3. Известно, что частота 
изаучекия атомов, астящих 
со скоростью и в напривле- 
ний наблюдателя, изменяет- 


". 
ся навсличину Ар= РО 


где с — скорость света, 
Ь — частота излучения по- 
коящегося атома (это явле- 
ние назывиется явлением До- 
плера). Вследствие этого из 
за теплового движения ато- 
мс8 спектральные линии ато- 
мов оказываются униренны- 
д. Оценате температуру 
атомов \е, зная, что в 
спектре сго излученья обна- 
рижена красная линия често- 
ты р.- 4,810 гц. анирина 
которой &А{=1,6.10? гц. 


куапетесите.ги 


ц*фр увсличивается не меньше, чем на 
ЕЕ 5= 27. 


{Мы рассуждаем так: если а дает при делении на 9 остаток 8, 
Ь — остаток Тна< В, то разность 6—а не меньше 8; оценки 
для разностей указаны на рисунке 7 красным цветом). Итак, 
$ (27+6) < 5 (27) 27. 

Значит, при л = М-+6А, где А > 1, будет 


9 9 
$(2") = $2164) > 5 (2%) 27 = п М 512. 
Поскольку все цифры ие больше 9, согласно Н 
п 
ве [3-+ |. 


Таким образом, при всех 
няться неравенство 


п == № - бА должно выпол- 


9 
—п— А 5(2") <31--9 


(здесь А—число, не зависящее от л). Но поскольку > >3, 


это, очевидио, неверно (при вссх л >> 2 (А--9):3). Полученное 
противоречие доказывает, что предположение ИТ неверно. 


С. Конягин 


+ 


Средняя книстическая энергня теплового двнжения атома Ме 





равна Е„ = -5-АТ. С другой стороны, Ё, = гы ‚ где т — 


масса атома, и? — средний квадрат скорости его теплового 


ти? 3 


движения. Мз равенства Ро: АР 


находим средие- 


квадратичную скорость атома №: 


Из и ЗАТ зКтТ 
= и = и! 
гае н — атомная масса №. 

Изменение частоты излучения, принимаемого наблюда- 
телем, зависит от скорости и. движения нсточинка в на- 
правлении наблюдателя. Для оцеики величины эффекта мы 
можем предполагать. что компонента скорости и.. у разных 


атомов неона лежит в пределах от — 


=> — 
о, до + У. 
где у/—; — среднеквадратичное значение скорости их. 
[2 
х 
Используя эту несколько упрошенную модель, мы получим 


для ширины линии в спектре излучения источника 





2 и? 
ини 
= | — вт 
Поскольку их = и" = т окончательно можно 
записать 
и РУЙ 
А = Е ти" 


откуда следует 
не? (М? о 
Т=4в (7. > 700 °К. 
С. Козел 
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ФЗ94. Устройство ртутного 
зедицинского — термометра 
показано на рисунке 8. К бал- 
зончику со ртутью припаян 
тонкий капилаяр. вниз ко- 
торого имеется перетяжка» 
— участок с диаметром при- 
мерно 30 микрон. Кикую роль 
пграет эта перетяжка? Оце- 
ните, какое ускорение нужно 
сообщить термометру дая 
того. итобы его «стряхнуть» 
после изменения телператиу- 
ры? 





Рис. 8. 





Рис. 9. 


$395. Почеми иямерение тем- 
перитиры медицинским тер- 
ломстром продолжается дол- 
го (около 10 минут). а 
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Медицинский термометр представляет собой так называемый 
«максимальный» термометр. Его показания соответствуют 
максимальной температуре за все время измерения. Это про- 
исходит за счет «нерстяжки». Прн нагревания ртути в баллон- 
чнке она расширяется. Возникающие при этом силы унруго- 
стн превышают силы поверхностного натяжения, деЁствук- 
щие на столбик ртути в месте перстяжкн. н ртуть «продавли- 
вается» в капилляр. При остывании термомстра ртуть пачи- 
нает сжиматься, возннкающие снлы упругости разрывают 
стоябнк ртути в месте перстяжкн, и в капилляре остается 
столбик ртути, соответствующий максимальной измеряемой 
температуре. Между столбиком ртутн в канилляре н ртутью 
в баллоне имеются пары ртути. 

Сообщим термомстру ускорение, направленное вправо 
(рнс. 9). В первый момент ртуть в снлу инерции будет осгавать- 
ся в покое и «войдет» в нерстяжку. образовав выпуклый мс- 
ниск. Давление внутри ртутн нод меинском будег вышю 
ТИ насыщенпых паров ртуги в перетяжке ва величину 
2а 


-; . Где г — ралиус мениска. В ло же нремя давление в пра- 


пом коице столбика ртутн в канилляре выше давления паров 
КТ 
на величии 5, где К — радиус правоги мениска. Его мож- 


мо считать рапиым ралиусу капиллярной трубки. 
Рассмотрим лаштрихованный на рисунке участок стол- 
бика ртути с площадью сечения 5 = п”? Лавление в его левом 
2а 20 
конце равно р -- —, а в правом —р + р  — даплевие 


паров ртутн). 
25 


ия (р+ 5 


Разность этих снл сообщает столбик» 
пие 


Потому слева на столбик дейспиет снла 
й 
= ра 
5. а справа — сила ПЕ. |=[р-- ет ]*. 


(млесы п) ускорс- 


|а т т  К!т 


- ИН-ИЫ _ (29 20 | 
р мо. К'т 


Если ускорение. сообщасмое термомстру. больше этого 


значения а. то ртуть будет отставать» и «продавливаться» 
через перстяжку. При этом радиус г мециска в перстажке 
будет уменьшаться. Его мннимальное значение равно радну- 
су г, перетяжки. Следоватеслыю, максимальное ускорение, 
которое можст быть сообщено столбику ртутн. равно 


- Заз, | | 
| = т То —=| 


1 | 
Так как «А. то — № р, н можию считать, что 


МИ 
= 245 
й — 
а у 
| 25 гот 


Это значенне |е.| и есть миинмальнос ускорение. кото- 
рое нужно сообщить термометру. чтобы его остряхнутй». 


Оисним величину №,|. 

Масса ртуги выше перетяжки равна РИ, где р 13.6% 
< 103 кем? — плотность ртутя и У — объем столбика ртути 
мымые перетяжки. Ето можно оценить, полагая, ча длина 
столбика примерно 4 си, а днаметр ^—6-10 3 м. Используя 
эти данные н значение 0=20.5 н/м. найдем, что 


|| = 80 м/егк". 


Ф 


При нзмереним температуры термометр должен  вягреться 
ог комнагиай температуры до темиерятуры тела. 1.®. па 
15— °С. «Стряхнуть» же зермомстр можно уже тагда. когда 
его темперагура понизится на 3—4 `С. Так как икала термо- 


«стряхнить» термометр 
ложно практически сразу 
же после измерения темпера- 
миры? 


$396. В наполненный водой 
сосу погружен вверх дном 
сосуд маныиего диаметра. нс- 
подвижно скрепленный с боль- 
нием сосудом и частично зи- 
лолненный водой (рие. \№). 
На поверхности воды внутри 
меныцего сосуда плавает ку- 
сок льда. Что произойдет с 
уровнями воды в сосудах, ког- 
да лед растает? Как изменит- 
ся ответ, если меньший сосуд 
не скреплен с большим и 
и на поверхности 80- 
2 
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метра начинается © 33 °С. то ири нопиженин температуры на 
несколько градусов в баллоичике образуется достаточно пу 
стого места. чтобы вместить ту ртуть, которая находится 
выше перстяжки. Необходимо учесть сше. что при пагрева- 
нии н остывании тел скорость изменения нх температуры про- 
порциональна разности температур тела и среды. н поэтому 
зависимость температуры термомстра от времени имеет вид. 
изображенный па рисунке 10. Время остывания термометра до 
температуры, при которой его можно «стряхнут», намного 
меньше времени нзмерения темнературы. 


хФ 


Даваспие в жидкости у се поверхности внутри маленького 
сосуда при равновесии равпо давленню воздуха, паходян:его- 
ся в маленьком сосуде. Для того чтобы давление воздуха не 
менялось, исобходнмо, чтобы объем его оставался постоянпым 
(измененнсем температуры прин таянни льда пренсбрегасм). 

Вода. образующаяся при таянии льда, заннмает объем, 
который имела часть льда. находившаяся первоначально под 
водой. Если бы уровень воды в маленьком сосуде не изменял- 
ся, то объем воздуха в сосуде возрастал бы и давление возлу"- 
ха уменьшалось. Так что в процессе таяния льда уровень во- 
ды в маленьком сосуде поднимается. а в больиюм. соответ- 
ственно, понижается. 

Еслн маленький сосуд ис скреплен с болышим, а плавает 
на поверхности воды (рис. 12), то давление на дно сосуда при 
таяйни льда не может изменнться. Действительно, это дав- 





Рис. 11. 


Рис. 12. 


ленис равно весу содержимого сосуда. асленому на площадь 
дна сосуда. Так как пи одна из этих величин не меняется, то 
ис меняется и давленне на дно сосуда. - 


Но давление на дно сосуда равно ран, где р — плот- 


носгь воды. |9; — ускорение свободного падения и Й — вы- 
сота столба воды. Следовагельшю, й прн таянни льда ие мс- 
няется. Что касастся маленького сосуда, то ой несколько по- 
грузится в воду, чтобы объем воздуха в ием остался прежним. 


И. Слободецкий 
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—_— до — 


С. Пухов 


Задача 
о выпуклых телах 


Эта заметка посвящена решению за- 
дачи М380, которая была опублико- 
вана в «Задачнике «Кванта» (см. № 3 
за 1976 год). Напомним ее форму- 
лнровку. 

&) На плоскости дана выпуклая фи- 
гира и ‘внутри нее — точка О. К каж- 
дой прямой [, проходящей через точку 
О. проводится перпендикуляр в точ- 
ке О и на нем по обе стороны от точки 
О откладываются дви отрезка, длины 
которых равны длине отрезка, полу- 
чающегося при пересечении данной 
фигуры с прямой 1. Объединение всех 
этих отрезков — новая фигура с цент- 
ром симметрии О. Будет ли получен- 
ная фигура выпуклой? 

6) В пространстве дано выпуклое 
центрально-симметричноенеяо с центи- 
ром О. К каждой плоскости а, про- 
ходяицей через точку О, проводится 
перпендикуляр в точке О и на нем по 
обе стороны от этой точки О откла- 
дываются два отрезка, длины кото- 
рых равны площади сечения данного 
тела плоскостью &. Объ2динение всех 
этих отрезков — новое тело с тем же 
центром симметрии О. Докажите, 
что полученное тело тоже выпукло. 


Замечание. В задаче 6) считается, 
что фиксирована некогорзя единица длины. 
Тегда единица площади определяется авто- 
матически. И процесс откладывания отрез- 
ков надо понимать так: отрезок содержит 
столько единиц длины, сколько единиц пло- 
щади содержит перпендикулярное сечение. 


Мы не будем определять злесь, 
что Такое выпуклое миожество, тело, 
фигура, как и не будем перечислять 
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свойств выпуклых множеств, — все эти 
понятия входят в школьный курс 
геометрни, н их можно найти в школь- 
ных учебниках. Кроме того, мы не бу- 
дем давать строгого определения пло- 
щади. Оказывастся, любая плоская 
вынуклая фигура имеет площадь в 
том жесмысле, в каком имеет площадь 
треугольник, квадрат наи круг. Под- 
робно об этом можно прочитать, на- 
прнмер. в Энциклонедии элемеитар- 
ной математики, том \У, статья 
В. А. Рохлина «Площадь и объ- 
ем», или в книге В. Бляшке<Круг 
н шар». Вообще о выпуклых множе- 
ствах написано много интересных книг. 
Некоторые из них мы упомянем в 
конце заметкн. 

Итак, начнем решать задачу МЗ80. 

Отрицательный ответ на вопрос, по- 
ставленный в задаче а), дает следую- 
щий пример. 

Рассмотрим выпуклый четырех- 
угольник АВСО, у которого днаго- 
нали АС и ВО взаимно пернендику- 
лярны н пересекаются в точке О 
{рис.1). Пусть прн этом |А0] = |В@] = 


—|С0] = у, а ро! 2. Начнем 
осуществлять конструкцию, олисан- 


ную в пуцкте а). На лучах ОВ и ОС 
отложим отрезки ОР, и ОР., кон- 
груэнтные отрезкам АС н ВО соот- 
ветственио: точки Р, н Р. — точки 
нового множества. На биссектрисе 
угла ВОС отложим отрезок ОР, кон- 
груэнтный отрезку ЕЕ (лежащему 
па биссектрисе углов АОВ и СОР). 





Покажем, что отрезок ОР ие пере- 
секает отрезка Р,Р,. Поскольку Р — 
граничная точка новой фигуры, из 
этого будет следовать, что новая фи- 
гура невыпукла. 

Обозначим точку пересечения бис- 
сектрисы угла ВОС с отрезком Р.Р, 
через @ 906 (Р,Р.\. Нам нужио до- 
казать, что отрезок ОР короче 
отрезка ОО, т. е. что |ОР |< |009 |. 


Нетрудно посчитать, что |ОЕ |= 
=}, ЮЕ| = > ; ®@. ЧО ЕЕ ‚= 


=|ЮР| =>. Но [04| =-® (ироделай- 


те все вычислеиня самостоятельно). 
` 


) 5 12 
Поскольку о. -", получаем, что 


[ОР |< |О00 |, то есть новая фигура, 
получающаяся из выбрапиого нами 
четырехугольника АВСО по «рецеп- 
ту», описанному В задаче а), в самом 
деле иевыпукла. 

Упражнение. Докажите, что фи- 
гура. получающаяся по рецеиту задачи а) из 
произвольного четырехугольника, отлизвого 
от параллелограмма, у которого в качестве 


точки О взята точка пересечения его днагона- 
лей, также невыпукла. 


Перейдем теперь к доказательству 
утверждения, сформулированного в 
пуикте 6} задачи. Для удобства обо- 
значим новое тело буквой И, а тело, 
из которого оно получается, — бук- 
вой №. 

Будем говорить, что граничная 
точка Р нового тела И соответствует 
сечению ‹ старого тела У плоскостью 
а. проходящей через центр симмет- 
рни О, если отрезок ОР перпендику- 
лярен к плоскостн &, а длина его рав- 
на площади сечения ©: |ОР|=5.. 
Каждому сечению соответствуют две 
симметричные относительно О точ- 


ки; таким образом, новое тело У 
также симметрично — отиосительно 
точки О. 


Поскольку тело У образовано со- 
вокупностыо отрезков, «торчащих» из 
центра О, его выпуклость будет сле- 
довать из того, что вместе с любыми 
двумя граничными точками Р, 
н Рь, соответствующими различ - 
ным сечениям тела №, телу У при- 
надлежит н весь отрезок Р.Р. (про- 
думайте это). 

Итак, пусть точки Р, н Р. тела 
У соотвегствуют двум различным се- 
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Рис. 2. 


ченням ©; ин ©, тела Ш плоскостями 
@, н а., проходящими через центр 
симметрни О. Пусть О — произволь- 
ная внутренняя точка отрезка Р.Р.. 
Нужно доказать, чго ОСИ. Прове- 
дем через О плоскость. перпендику- 
лярную к отрезку ОО, и пусть Р — 
точка, лежащая па луче ОО, соот- 
ветствующая сечению ® тела № пло- 
скостью &. Очевидно, что точка О 
будет принадлежать телу И тогда н 
только тогда, когда |009 [< |ОР|. 
Таким образом, ренение задачи 6) 
сводится к доказательству этого не- 
равенства. Проведем сго в несколько 
шагов. 

1. Спроектируем (ортогонально} се- 
чения х;, ®. и ® на плоскость, про- 
ходящую через точки 0, Р, и Р. 
(плоскость рисуика 2): тогда сечения 
«, ш, и ®, превратятся в отрезки. 
Пусть [В.С 19.С.1 а ВОТ — 
эти отрезки. 

Заметим, что цветные лучи ина рпи- 
сунке получаются из красных пово- 
ротом на 90` вокруг точки О, н что 
длины красных отрезков ОР,. ОР, 
н ОР равны плошадям сечений ©,, 
0. | © соответственно. Ниже мы, 
пользуясь выпуклостью тела № и прин- 
цином Кавальери *), выведем соот- 





*) Бонавситура Кавальери (1598-- 1647)— 
известный итальянский математик. О его 
принципе в «Кванте» уже рассказывалось— 
см. № б за 1972 тод и № 8 за 1975 зд. 
Принцип Кавальери есть и в школьном учеб- 


нике — см.  «Алгебру и начала — анализа 
105, с. 98. 
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Рис. 3. 


ношение для плошадей этих сече- 
ний, из которого будет следовать, 
что отрезок ОР пересекает о0т- 
резок Р.Р.. 

Ясно, что плоские сечения в, 
«ри ®, нерссекаются по общему от- 
резку О,О. (рнс. 3). Проведем пло- 
скость через точки В, и В. параллель- 
но этому отрезку; назовем её ай. 
Любая плоскость, параллельная «1, 
пересекает сечения ©, ®, м ® 
паралллельным отрезкам А,, А., А 
(см. рис. 3), причем если перемещать 
©" нараллелыьшюо самой себе, то отрез- 
кн А, исчерпают все сечение ю,, от- 
резки А, — все сечение ш., а отрезки 
А (см. рис. 3) — часть ®х сечения о». 
При этом отношение, в котором ст- 


резок А делит боковые стороны гра- 
непин с оспованиямн А, п А, — одно 


и то же для всех плоскостей ай; НО- 


ложим его равным д: А, где и 4-А=1— 
см. рисунок 4, а. Обьясним, почему 
это так. Спросктнруем все наши се- 
чения на плоскость, проходящую через 
нентр О, пернеидикулярную к отрез- 
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ку О,О,; мы получим картинку, нзо- 
браженную на рисунке 4,6. Сече- 
ниям ©, ©, но» соотвегствуют цвет- 
мые отрезки, семейству плоскостей 
«' — семейство параллельных пря- 
мых .{', а каждым трем отрезкам 
А,, А. н А — три точки, лежащие па 
одной из прямых семейства {". Ясно, 
что все средние точки (соответствлло- 
щие отрезкам А) делят каждый из 
отрезков, заключенных между край- 
инми прямыми (проекциямн сечений 
«И ©.) в одном и том же отношении. 

2. Рассмотрим теперь плоскость 
а‘, проходящую через отрезок 0,0. 
и пернеидикулярную к илоскостям 
а!. Спроеклируем сечения ©., ®, п 
« на ат. В силу выбора плоскости 
&\, проекции сечений ©, н ®, (пр. ®, 
н пр. ©.) на плоскость “1 имеют 
одннаковую высоту (рис. 5). Отрезки 
А, и А, проектируюгся в отрезки, 
лежащие на одной прямой, без ис- 
кажения длины. Очевидно, что |А [>= 
А |А, |+ы |А.| (поскольку А |А, |-- 
{и [А.[ — ллина отрезка А. парал- 
лельного основаниям трапеции длины 
А, [и ЦА. Ь дедящего боковые сто- 
роны в отношенни и:А и лежащего 
внутри трапении, а отрезок А — 
не короче, что следует из вынукло- 
сти Тела №). 

Раздвинем теперь ироекими се- 
чений м, ин ш. (в инлоскости 42) 
вдоль прямой, на которой располо- 
жено их общее осповаине — см. ри- 
сунок 6; па нем изображены голько 
верхние половчики проекций, по- 
скольку тело \ центрально-симмет- 
рично. В промежутке между этими 
«раздвинутыми» проекциями нарисуем 
еще одну фигуру, у которой: 

а) высота такая же, как их пр. ®, 
и пр. ®ъ; 
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Рис. 5. 


6) основание такое жс, 
пр... пр.0з: 

в) если а и В — длины отрезков, 
получающихся при пересечении 
пр-®; и пр.®, некоторой прямой, па- 
раллельной основанию, то длина от- 
резка пересечення этой прямой с но- 
вой фигурой равна Аа-иб (А ни — 
те, о которых говорилось выше). 

3. Постараемся выяснить теперь, 
как связаны между собой площади 
проекций @,, 5 и новой фигуры, п 
как площадь новой фигуры связана с 
площадью проекции сечения ®. Для 
этого нам понадобятся три свойства 
площади (доказывать мы их не бу- 
дем, поскольку не дали строгого оп- 
ределения площади). 


как и у 


Первое свойство — это 
принций Кавальери.  Привинип Ка- 
вальери утверждает, что если две 


фигуры, лежащие в одной плоскостн, 
обладают тем свойством, что любая 
прямзя, параллельная данной пря- 
мой (лежащей в той же плоскостн), в 
пересеченни с этими фигурами дает 


конгруэнтные отрезки, то эти две 
фигуры равновелики. 
Второе свойство — эмо 


обобщение принципа Кавальери. Пусть 
на плоскости даны три фигуры Р, 
Е, и Р,. такие, что любая прямая, 
параллельная заданной прямой, ле- 
жашей в плоскости фигур, лересе- 
кает эти фигуры по отрезкам длины 
р и», причем всякий раз {=}, + {>. 
Тогда 5.=$,--5р, (выведите это 
свойство из принципа Кавальери). 

и наконец — третье 
свойств о: при растяжении фи- 
гуры относительно некоторой оси с 
коэффициентом А площадь се умножа- 
ется на А. 

Из принципа Кавальерн немед- 
ленно следует, что площадь пост- 
роенкой на рисунке 6 фигуры такая 
же, как у проекции на плоскость 


: 





с>ла+дЬ 


Рис. 7. 


а" части ®« сечения в, т.е. равна 
Зпр-ь. Из того же, как строилась новая 
фигура, и последних двух свойств 
следует, что 5 „рю = АЗ при, НИпр.ь. 
Поскольку Знр. 2293. Получаем, 
что Зпр.ш ЗА прш, НИ пр.) (рнс. 7). 

4. Вернемся теперь к рисунку 2 и 
вспомним замечание в пуикте |1 до- 
казательства. Поверием отрезки ОР,, 
ОР, и ОР на 90° вокруг центра 0; 
отрезки ОР., ОР (00) и ОР, перейдут 
в отрезки ОР,, ОР*{О0°) ин ОР., рас- 
положенные на тех же прямых, что и 
отрезки В.С., ВС и В.С. — прямо- 
угольные проекцин сечений ©, © 
И ®. на плоскость рисунка, причем 
ЮР, |=5.,. ЮР’|=$,, ЮР.4= 
=$., (рис. 8, а). Отметим линию пере- 
сечення плоскостн &* с плоскостью 
рисунка (красная линия на рисунке 
8) и спроектируем каждый из отрез- 
ков на эту прямую. Отрезок ОР, 
перейдет в отрезок ОР" длины 
Зпр.ь : ЮР1 [== 5нр.ы1- (Докажите это 
равенство самостоятельно. Для этого 
зам нужно понять, как изменяется 
площадь фигуры при ортогочальном 
проектировании.) Отрезок ОР. перей- 
дет в отрезок ОР»: |ОР;' |= $ ри; отре- 
зок ОР’ Ш— в отрезок ОР* ‘длины 
ЭЗирнь» т.е. [ОР* | =^ ОР Ни (С55 |. 
Точка ©’ отрезка Р,Р., соответствую- 
щая точке (© отрезка Р.Р., проекти- 
руется в точку (*. Есзи мы докажем, 
что |04* |< А ОР; | ОР; |, то тог- 
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а) р 
Рис. 8. 


да 1|00* |< |ОР* |, откуда |009’ 
< |ОР’|, ЮД\=< ЮР \, и задача ре- 
шена. Итак, покажем, что |О00* |= 
= |ОР* |. Пусть |ОР' 5 ЮР. | (рис. 
8, а). Продолжим отрезок Р.Р, пер- 
пендикулярный к отрезку ОР, до 
пересечения с лучами Об” и ОР, в 
точках А и В (случай ОР! |-> ЮР. | 
изображен на рисунке 8, 6). За- 
метим, что [Р.А| : [АВ |==ы:^. Про- 
ведем через точку Л прямую, па- 
раллельную ОР. (если |ОР! [> |ОР> |, 
то прямую, нараллельную ОР\); она 
пересечет отрезок Р.Р, в точке К, 
принадлежащей отрезку О’Р., при- 
чем |Р.Ю |: |КР. | в:А, так что для 
проекции Ю* на красную прямую бу- 
дет ЮЮ*|-=А ЮР! |+, ОР. | ин 
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ЮК* |-- |00* |, откуда следует, что 
100* |= |ОР* |. 

Это неравенство, как мы уже от- 
мечали выше, завершает доказатель- 
ство утверждения 6). 

И, наконец, обещанный 
КНИГ. 


сепнсок 


Литература 


1. Энниклоледия элементарной матема- 
шики (ЭЭМ)}, кита пятая — теометрия, М., 
«Наука», 1966. 

‚2. В. Бляшке, 
«Наука», 1967. 

3. Л. А. Люстерник. Выпуклые фи- 
гуры и многогранники, М, «Науказ, 1966. 

3. И. М. Яглом, В.Г Болтяи- 
ский, Выпуклые фигуры, М., «Наука», 1951. 

5. И. М Ягслом, Проблема тринод- 
цатн шоров, Киев, «Вища школа», 1975. 


Круг и шеар, М№., 





Ходом коня 


Шахматный конь обошел 
всю доску и вернулся на 
исходное поле. Восстановн- 
те весь маршрут, если из- 
вестны ‘номера только шест- 
надцати полей доски (в по- 
рядке их обхода коием). 
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Точные квадраты 


Эта фраза стала нредмстом 
глубокнх раздумий одного 
любителя головоломок: 
можно ли в мей замемить 
буквы цифрамн (одинако- 
вые — одипаковыми, раз- 
ные — разными). чтобы 
каждое слово стало квадра- 
том некоторого натуральио- 
го чнела? 
Однако поиск решения на- 
столько затянулся, что тре- 
буется ваша помощь. 

УТ. Мочалов 


По страницам школьных учебников 
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А. Хинчин 


Геометрический 
смысл 
производной 


В девятом классе на уроках алгебры вы позиа- 
комились с определением пронзводной фуик- 
цнн. Понятие пронзводной — одно нз основ- 
ных в математическом анализе, Мы помещаем 
рассказ о геометрической нллюстрацин про- 
изводиой, одинаково важной как для анализа, 
так и для геометрии, которой в школе (см. 
«Алгебру 9», п. 52) отведено мало времени. 
Этот рассказ взят нами ИЗ «Краткого курса 
математического анализа» известного  со- 
ветского математнка и педагога Александра 
Яковлевича Хннчииа (1894—1959)*). 


Геометрическое изображение функ- 
ций служит чрезвычайно ценным ору- 
дием их исследования, прежде всего 
потому, что многие черты в поведении 
функции, которые трудно было бы 
прочитать при ее задании с помощью 
формулы (а тем более — таблицы), 
на графике выступают с полной на- 
глядиостью и отчетливо вндны глазу. 
Любая особенность данной функции 
должна при ее графическом изо- 
бражении выступать как некоторое 
геометрическое свойстРо изображаю- 
щей кривой. Можно, в частности, 
заранее предвидеть, что чертеж, изо- 
бражающий функцию, дает нам вме- 
сте с тем и наглядное представление 
о ее производной. 

Пусть мы изображаем функцию 
уи=}(х) в декартовой системе коордн- 
нат (х; у) (рис. 1). Отметим на крн- 
вой точки М (х; 5) и М К-Ах; у 
--Ау). Проведем прямую МР па- 





*) А. Я. Хинчин, «Краткий курс ма- 
тематического ачализа», М., Гостехиздат, 
1957. : 


раллельно оси ОХ. Очевидно, в пря- 
моугольном треугольнике ММР кате- 
тами служат МР=Ах и МР=ду. По- 


ду 
этому отношение дх равно тангенсу 


угла ф, образуемого хордой ММ с по- 
ложнтельным направлением оси ОХ. 

Заставим теперь Ах стремиться 
к нулю. При этом точка М будет оста- 
ваться неподвижной, а точка М — 
неограниченно приближаться к ней. 
Хорда ММ будет изменять свое на- 
правление, причем в каждый момент 
этого процесса угловой коэффициент 
этой хорды — 


Ау 
ль; 


если данная функция имеет производ- 
ную в точке х, т. е. если существует 


и =Р (=, 


то геометрически это означает, что 
направление хорды ММ стремится 
при этом к некоторому предельному 
направлению /ЛТ, образующему с 
положительным направлением оси ОХ 
угол а, причем 


на И 
Ах->0 Ах 


{а = т Ф Я ле =’. (1) 
Ах-0 &х-0 

Прямую МТ, которую чисто геомет- 
рическн можно определить как пре- 
дельное положение секущей ММ, сое- 
диняющей точку М с безгранично прн- 
ближающейся к ней другой точкой М 
данной кривой, называют каса- 
тельной к данной кривой в точ- 
ке М. Равенство (1) показывает, что 
производная функции НКх) в точке х 
равна углозому коэффициенту каса- 





Рис. 1. 
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Рис. 2. 


тельной к соответствующей кривой 
в точке с абсциссой х. Если, как это 
обычно делается, считать (в хорошем 
сотласни с нашим наглядным пред- 
ставлением), что направление каса- 
тельной характеризует нам направле- 
ние самой кривой в данной точке, то 
мы непосредственно видим, что если 
кривая (с возрастанием х, т. е. слева 
направо) поднимается, то  произ- 
водная ее неотрицательна, и чем кру- 
че подъем. тем больше величина произ- 
водной; напротив, там, где кривая 
(слева направо} опускается, произ- 
всдная неположительна, причем и 
здесь абсолютная величина производ- 
ной тем больше, чем коуче спуск. 
Найденный нами геометрический 
образ производной позволяет нагляд- 
но разобраться и в примерах отсут- 
ствия производной. Рисунок 2 дает 
нам график функиии у= |х |, а ри- 


сунок 3З— функции =ХЗТ- .В пер- 


вом случае линия у= |х| при х=0 
ныеет определенное направление зпра- 
во и определенное направление вле- 
во, но эти два направления различ- 
НЫ между собою: во втором случае 


ый 
кривая У=Х $ — в точке х==0 ин 


вправо, ии влево никакого определен- 
ного направления не имеет (отсутствне 
касательной): по мере того, как |х| 
становится все меньше н меньше, 
направление секущей все вновь и 
вновь колеблется между прямыми у= 
=х и и-=—х и потому не может стре- 
миться ни к какому предельному на- 
правлению. 

Наконец, с точки зрения геомет- 
Рической интерпретации  пронзвод- 
ной легко понять, почему так долго 
господствовала уверенность в ‘гом, 
что всякая непрерывная функция дол- 
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Рис. 3. 


жна иметь производную (кроме, мо- 
жет быть, некоторых особых точек): 
действительно, очень трудно пред- 
ставить себе непрерывную кривую, 
которая ни в одной точке не имела 
бы касательной; и даже теперь, когда 
существование таких кривых твердо 
установлено, мы лишь весьма приб- 
лизительно можем представить себе 
их течение; такая кривая в соседстве 
каждой своей точки расположена при- 
мерно так, как кривая. рисунка 3 в 
соседстве точки О. Как бы то ни бы- 
ло, такие кривые существуют, и оТ- 
крытие их было в истории математики 
одним из самых ярких примеров того, 
как интуиция, гссподствовавшая це- 
лыми веками, может все же оказать- 
ся ошибочной. 

Заметим еще, что знание величины 
производной у’ в точке х, очевидно, 
позволяег нам элементарными приема-= 
ми построитькасательную к кривой и= 
—={ (®) в точке М. Элементарная `гео- 
метрия учит нас строить касатель- 
ные к окружностям, в аналитической 
геометрии мы учимся находить ка- 
сательные ко зсем крнвым второго 
порядка, но только дифференцналь- 
ное исчисление позволяет поставить 
н решить общую задачу о проведении 
касательной к пронзвольной кривой 
в любой даиной се точке. 

А теперь в качестве упражнений 
мы предлагаем читателям несколько 


задач на касательные к кривым. 
Задачи 
| ВРЕХ В 
1. У параболы у = ——4 Проведены 


касательные в точках (0; 0), (2; 1, (4; 0). 
Найтн их углы наклона к оси Ох. (9 кл.) 
2. Найти угол изклона касательной к 
гиперболе ху-=а? в точке (а; а). {9 кл.) 
3. а} Под каким углом кривая и = шх 
пересекает ось Ох? 





6) Тот же вопрос для синусонды у= 
=$т х. (10 кл.) 

4. При каком а а у:=ах пересекает 
ось Оц под углом 4552 

5. Под каким углом пересекаются с осью 
Оу кривые 








ь Уз х х 
УЕ — ров 
6. При каком  зиачении аи  хривая 
ах — хз ; 
у=— 4 пересекает ось Ох под углом 45°? 


(9 —10 кл.) 


Построение касательных 


Обозначим через Р проекцию точки касания 
М (х; и) на ось ОХ, а через К — точку. в ко- 
торой касательная пересекает ось ох 
(рис. 4). Отрезок КР называется  подкаса- 
тельной. Из прямоугольного треугольинка 
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Рис. 5. 


КРМ (см. рис. 4}- получаем: |КР|- Неа [= [9 | 


нян, поскольку &=у’, 
1 

Р =. 
= 


7. а) Определив длину подкасательной 
х параболе у=ах*. Дать способ построения 
касательной (см. пример 2, п. 52, «Алгебра 
9»). 

6) То же лля кривой у=хл. ($ кл.) 

8. Доказать, что кривая 9=а” имеет 
подкасательную постоянной длины и дать 
способ построения касательной к этой кри- 
вой. (10 кл.) 

9. Доказать, что касательная к гипер- 
боле ху= а? образует с осямн координат тре- 
угольник постоянной площади 22”. (9 кл.) 

Из задачи 9 вытекает интересное свойст- 
во гиперболы. Гипербола является огибаю- 
щей прямых, отсвкающих от прямого угла 
треугольники данной площади. $, то есть 
гипербола касается всех таких прямых 
(рис. 5). 





(Начало см. с. 20) 


2. Каждая грань куба выкрашена в не- 
который цвет. Докажите, что если непользо- 
вать лишь два цвета, то найдутся две смеж- 
ные грани (примыкающие к одному ребру). 
которые окрашены в один цвет. Верно ли 
это для октёэдра? 

3. Докажите, что сслн ии одно из чисел 

а, а -- 4.а + 24. ....а + п— Ца 
не делится на л, то числа 4 и п не являются 
взанмно простымн. 

4. Докажите, что для любого натураль- 
ного 7: существует число, записываемое (в де 
сятичной системе) единицами и нулями, де- 
лящесся на т. 

5. Существует лн такое натуральное п, 
что П-значное чнсло, записываемое (в де- 
сятичной системе) одними единицами, делят- 
ся ва 19772 

6. Из клетчатой бумаги вырезан квад- 
рат 14Х 14 и в кажлой его клетке записано 
какое-либо из чисел 1, 2, ..., 1977. Докажите, 
что существуют такие прямоугольники Р 
и ©, вершины которых находятся в центрах 
клеток, что сумма чисел, записанных у вер- 
шин прямоугольника Р, равна сумме чисел, 
записанных у веришни прямоугольвика @. 


7. Докажите, что, имея на руках 100 де- 
нежных купюр двух различных достониств, 
можно купить некоторое чнсло 101-рублевых 
вещей без сдачи. 

8. Даны 1 действительных чисел, каж- 
дое из которых больше нуля, но меньше еди- 
ницы. Докажите, что из. них можно выбрать 
два таких числа а, 6, что число 1 — а -Р 6 за- 
пнисывается либо в. виде конечной десятнч- 
ной дроби, лнбо в виде бесконечиой десятнч- 
ной дроби, запись которой содержит беско- 
нечно миого цулей. 

9. Даны три натуральных числа а, 6, с, 
причем а и $ взаимно просты. Докажите, что 
существует натуральное п. для которого 
пЬ -[- с делится ина а. 

10. Докажите следующее обобщение 
принципа Дирихле: если пё-РТ зайцев раз- 
мощены в п клетках, то найдутся Е--1 
зайцев, которые посажены в одну Каетки 
(1, Е — натуральные числа). 

И. У человека из голове це более 300 000 
волос. Докажите, что в Москве найдутся 
25 человек, у которых число волос на голове 
одинаково. (Население Москвы — более 8 
миллнонов человек.) 


{Окончание си. с. 42) 
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Задачи 


1. а) Два чудака строят на бес- 
конечном листе бумагн в клетку ло- 
маную, прибавляя по очереди с лю- 
бой стороны одно ребро длины 1, 
причем проходить дважды по одному 
отрезку запрещается. Чудак, не имею- 
щий возможности сделать ход, про- 
нгрывает. Докажите, что первый чу- 
дак может не проиграть, а второй 
чудак ие может проиграть- 

6) Два чудака продолжают играть. 
Теперь они по очередн режут волей- 
больную сетку п Хх п ячеек, разре- 
зая каждый раз по одной нитке. 
Чудак, после разреза которого сетка 
распадается на два куска, проигры- 
вает. Кто выигрывает? 

2. Некоторое число при делении 
на 1976 и на 1977 дает в остатке 76. 
Какой остаток даст это число при 
деления на 39? | 

3. Шахматная фигура «кентавр» 
ходит как конь, но не может ходить 
на два поля вверх и одно направо, а 
также на два ноля винз и одно нале- 
во. Может ли кентавр обойти всю 
шахматную доску, побывав па каж- 
дом поле только по одному разу, и 
вернуться на исходную клетку? 

4.’На самом левом поле клетча- 
той полосы 1х1977 лежат три пуго- 
вицы. Саша и Люся играют в следую- 
щую игру: каждый из них может пе- 
ренести любую пуговицу (но только 
одну за ход) вправо на любое число 
полей. Проигрывает тот, кому некуда 
ходить. Докажите, что Люся, начн- 
ная, может обеспечить себе победу. 

5. Имеется квадратный Участок 
леса со стороной 1 км. Лес состоит из 
деревьев днаметром 50 см. Таня выяс- 
ннла, что через этот лес нельзя прой- 
ти ни по какой прямой с одной сто- 
роны на противоположную. Дока- 
зать, что в лесу ие менее двух тысяч 
деревьев. 
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Ю. Данилов 


Головоломки 
художника Громова 


«Прогулка по зоологическому саду — 
не зоология в учебном смысле слова. 
Однако мне кажется, что нужно сна- 
чала заинтересоваться животными, а 
потом уже заниматься их классифи- 
кацией и анатомией. Сад открыт для 
всех, в том числе и для тех, кто 
смотрит на животных только для 
развлечения. Поэтому не беда, если 
кто-нибудь скажет, что мои картин- 
ки — не математика. Кто их пересмот- 
рит с начала до конца, тот, быть мо- 
жет, подметит то общее, что их 
объединяет, а это и есть математика». 


Гуго Штейнгауз 
(предисловие в книге 
«Математический калейдоскоп»). 


Начнем с игры 


Взгляните на фигурки, изображен- 
ные на с. 40—41. Чтобы превра- 
тить любую из них в любую другую 
(например, сделать из бегемота слона, 
из страуса — носорога, из охотни- 
ка — преследуемого им зверя), вовсе 
не нужно быть магом и волшебником 
или обращаться за помощью к Гасану 
Абдурахману Ибн-Хоттабу, именуе- 
мому также Хоттабычем. `Все эти 
фигурки составлены из деталей не- 
обычного конструктора — частей 
квадрата, разрезанного так, как по- 
казано на рис. 1. (Каждую часть в 
случае необходимости разрешается 
переворачивать оборотной стороной 
вверх.) 

Придумал этот способ раскроя 
квадрата н выразительные фигурки, 
которые можно постронть из «кусков», 
художник Алексапдр Илларионович 
Громов. В 1930 году Государствен- 


ное издательство 
небольших — книжечек-головоломок: 
«Индеец», «Паровоз», «Завод», «Пе- 
тух» и «Дом». Изданные небольшим 
тиражом, эти увлекательные книж- 
ки-игры давно разошлись н стали 
библиографической редкостью. В 
этом номере мы знакомим читателя 
с фигурками из книжки А. Громова 
«Индеец». 

Головоломки А. Громова — бли- 
жайшие родственники известной игры 
«Танграм», которой посвятили нема- 
ло замечательных страниц — своих 
произведений классикн заниматель- 
ной математики Сэм Лойд и Генри 
Дьюдени. О танграме, других голо- 
воломках, связанных с составлением 
фигурок из частей хсобым образом 
разрезанной исходной фигуры, и их 
общем далеком предке — игре «сто- 
махион», которая была известна еще 
Архимеду, мы расскажем в следую- 
щих номерах «Кванта». 

Составляя фигурки, изображен- 
ные нас. 40—41, или придумывая 
свои собственные способы раскроя 
квадрата и композиции *), наши чи- 
татели (и даже их младшие братья 
и сестры, еще не успевшие познако- 
миться с такой серьезной и древней 


выпустило 5 его 





*) Редакция «Кванта» обращается к читз- 
телям с просьбой прислать наиболее удачные 
низ придуманных имн фнгурок. Лучшие ком- 
позиции будут опублнкованы, а их авторы 
премнрованы годовой подпиской на «Кваит». 





Рис. 1. 
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Рис. 2. 


наукой, как геометрия), по существу, 
будут заниматься доказательством 
теорем о равносоставленных фигурах. 
Не беда, что эти геометрические фи- 
гуры называются несколько необыч- 
но: занимался же Иоганн Кеплер 
вычислением объема «яблока», «зем- 
ляники», «сосновой шишки» и «турец- 
кой чалмых. 


Немного науки 


Изучением различных расположений 
фигур и, в частности, преобразова- 
ниями равносоставленных фигур за- 
нимается специальный раздел  гео- 
метрни — комбинаторная геометрия. 

Важная теорема комбинаторной 
геометрии плоскости, доказанная в 
тридцатых годах ХХ века венгер- 
ским математиком Фаркашем Бойяи 
(отцом одного из создателей неев- 
клидовой геометрии — Яноша Бойяи) 
и, независимо от него, немецким ма- 
тематиком Гервином, утверждает, что 
любые два равновеликих 
(имеющих одинаковую площадь) мно- 
гоугольника равносоставле - 
ны, т.е. один из них допускает 
разбиение на части, из которых мож- 
но составить другой многоугольник. 
Любопытно, что для пространства 
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аналогичная теорема не верна: как 
доказал в начале ХХ века немецкий 
математик Ден, существуют равно- 
великие (имеющие равные объемы), 
но не равносоставленные многогран- 
ники. Элементарному доказательству 
теорем Бойяи — Гервина и Дена по- 
священа брошюра В. Г. Болтянского 
«Равновеликие и равносоставленные 
фигуры», выпущенная в 1956 году 
Гостехиздатом в серии «Популярные 
лекцин по математике». 

Теорема Бойяи — Гервина при- 
надлежит к числу так называемых 
чистых теорем существования: она 
ничего не говорит о том, как найти 
разбиение одного из равновеликих 
многоугольников на части, из кото- 
рых можно составить другой много- 
угольник. Долгое время не существо- 
вало общих методов, позволяющих 
находить нужные разбиения, и по- 
иском их занимались не столько гео- 
метры, сколько «старатели от мате- 
матики», которым иногда удавалось 
найти поистине удивительные по 
красоте «самородки». Например, 
Генри Дьюдени сумел разрезать 
квадрат на четыре части, из которых 
можно составить  равносторонний 
треугольник (рис. 2). 

Ныне здравствующий эксперт Авст- 
ралийского Патентного бюро Гарри 
Линдгрен, разработав общие методы 
решения широких классов задач на 
разрезание, сумел превратить гео- 
метрию разрезаний из хаотического 
набора отдельных фактов в науку. 
Книга Гарри Линдгрена  «Занима- 
тельные задачи на разрезание» скоро 
выйдет в издательстве «Мир». 





{Окончание. Начало см. с. 20, 37) 


12. Даны восемь целых чисел а,, а. ... 
... @а, причем 0<а,<...«а, <16. Докажи- 
те, что для некоторого А из данных восьми 
чисел можно выбрать не менее трех пар 
(а;, а]. связанных соотношеннем а;—-а;—. 

13. Локажите, что каковы бы ин былн 
натуральные а. т, остатки от делення чисел 
а, а*, а3, ....ап, ... на т периодически повто- 
ряются. 

14. Имеется набор из 4 л положительных 
чисел. Известно, что из любых четырех по- 
парно различных чнсел этого набора можно 
составить геометрическую прогрессию. До- 
кажите, что в иаборе найдутся п одниаковых 
чисел. 


Ге 


15. Докажите, что из 990 различных на- 
туральных чисел, не превосходящих 1977, 
можно выбрать три числа, сумма двух из ко- 
торых равна третьему. Можно ли здесь умень- 
шить число 990? 


16. В вершинах выпуклого 65-угольни- 
ка написаны различные натуральные числа, 
каждое из которых ие превосходит 1977. До- 
кажите, что найдутся две днагонали, для ко- 
торых разиости чисел, написанных у их кон- 
цов, одннаковы. 


17. Пусть а!,..., @а — натуральные чис- 
ла, причем а,<...<аз<=п, Докажите, что 
еслн нанменьшее общее кратное любых из 

2п 


этих двух чисел больше 2п,то а, > 3. 
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Строфоида 


На второй странице облож- 
ки вы видите кривую, кото- 
рую называют строфонлдой”). 
Впервые строфонду иссле- 
довал в 1645 г. Эванджелиста 
Торричелли (1608—1647)**). 
Позлнее эту замечательную 
кривую нзучали И. Барроу 
(учитель И. Ньютона) и дру- 
гие математики. 

Можис дать разиые рав- 
носильные определения н со- 
ответствующие — построения 
строфоиды. Одно из таких 
пострсеннй н предлагается 
на второй странице обложки. 
Злесь были проведены на 
равных расстояниях друг от 
друга три параллельные пря- 
мые и перпендикуляр К ним. 
Из крайней сверху точкн пе- 
ресечения прямых проведем 
вправо произвольный луч. 
Рассматриваем окружность с 
центром в точке пересече- 
ння этого луча со средией 
нз параллельных прямых, 
касающуюся перпендикуля- 
ра. Точки пересечения луча 
с этой окружностью ирннадл- 





*) Слово  чстрофонла» 
производят от греческого сло- 
ва строф («поворот»). Есть 
н более изяшное толкование: 
«строфос» по-гречески озна- 
чает «пояс с петлей для 
меча». 

**) Ученик и последова- 
тель Галилея, Торричеллн 
после смерти учителя занн- 
мал в Тоскане его должность 
и продолжал его работу. 
Успев прославиться как вы- 
дающийся физик (ему прн- 
надлежат, в частностн, от- 
крытне так называемой тор- 
ричеллиевой пустоты и за- 
Ком истечемия жидкости че- 
рез боковую стенку сосуда), 
Торричелли последние годы 
своей короткой жизни много 
времени уделял и матема- 
тикс. 








Рнс. 2. 





Рнс. 3. 


лежат строфоиде. Множество 
всех полученных таким спо- 
собом точек с добавленной 
точкой, из которой проводят- 
ся лучи, н есть строфонла. 

Другой способ построе- 
иня строфонды предлагает- 
ся на рисунке 1. Здесь видны 
парабола н множество ок- 
ружностей — центр каждой 
из них принадлежит парз- 
боле; все они проходят через 
точку пересечения директ- 
рнсы*) параболы с се осью. 
Кривая, касающаяся всех 
этнх окружностей, н есть 
строфоида. 

Третий способ построе- 
ния строфоиды — кинемати- 
ческий: он использует пол- 
ВИЖНОЙ «синий» прямоуголь- 
мый треугольник РОЯ, у 


^ 
которого РАЮО-= 60°. На пло- 
скости задается прямая и 
точка А (рнс. 2). Расстояние 
[48| точки А от прямой 
равно |ОЮ|. Когда точка А 
скользнт по ирямой так, 
что точка А остается принал- 
лежаней болышему катету, 
вершина прямого угла @ 
описывает «синюю? дугу стро- 
фонды. «Красную» лугу стро- 
фоиды, симметричную лервой 
относительно АВ, можно по- 
лучнть, перевернув «снний» 
треугольннк (с другой сто- 
роны он з«красный)». Взяв 
больший по линейным раз- 
мерам прямоугольный тре 
угольннк, получаем соответ- 
ственно более протяжеиную 

дугу строфоиды. 
Попробуйте убедиться В 
том, что три описанных спо- 
соба построения дают одну 
н ту же кривую. В этом вам 
может помочь рнсунок 3. 
на котором изображена уже 
Знакомая вам парабола с 
фокусом в точке А, М— 
произвольная точка пара- 
болы, прямая АС касается 
параболы в точке М, 6 — 
точка пересечення касатель- 
ной © дирсктрисой, МЮ — 
перпендикуляр к директрисе. 
Виден прямоугольный тре- 
угольник РОЮ. Верщина пря- 
мого угла @ описывает дугу 
строфонды. Одним из этапов 
доказательства может слу- 
жить выяснение того факта, 
что треугольники АВС ‘и 
ВОС симметричны  относи- 
тельно А1С. 
- В. Березин 


*) См. статью И. Н. Брон- 
штейна «Парабола» («Квант», 
1975, № &. 
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Программа вступительных экзаменов 
по математике 
для поступающих в вузы в 1977 году 


ОБЩИЕ УКАЗАНИЯ 


На экзамене по математнке поступающий в высшее учебное заведение должен показать: 

а) четкое знание математнческих определений н теорем, предусмотренных програм- 
мой, умение доказывать эти теоремы: 

6) умение точно н сжато выражать математическую мысль в устном и письменном 
нзложенни, использовать соответствующую снмволику; 

в) уверенное владение математическими знаннямн и навыками, предусмотренными 
программой, умение применять их при решенни задач. 

Программа по математике для поступающих в высшее учебное заведение в 1977 го- 
ду состоит нз двух вариантов: варианта «А» и варнаита «Б». Вариант «А» предиазна- 
чен для абитуриентов, окончивших школу в 1977 году (обучавшихся 10 лет по новой 
программе). Варнант «Б» — для всех остальных лиц, нмеющих законченное среднее об- 
разование *. Вариант «Б» здесь не приводнтся. 

Каждый вариант программы состонт из трех разделов. Первый мз них представляет 
собой перечень основных математических понятий н фактов, которыми должен вла- 
деть поступающий (уметь правильно их использовать прн решеннн задач, ссылаться 
при доказательстве теорем). Во втором разделе указаны теоремы, которые необходимо 
уметь доказывать, и формулы, которые иадо уметь выводить. Содержание теоретиче- 
ской частн экзаменов должно черпаться из этого раздела. В третьем разделе охаракте- 
ризованы основные математические умения н навыкн, которымн должен владеть экза- 


менуемый. 


ВАРИАНТ 


1. ОСНОВНЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПО- 
НЯТИЯ И ФАКТЫ 


«А» 


Арнфметнка, алгебра, начала анализа 


1. Множество, 
подмножество, 
множеств. 

2. Множества натуральных, целых. ра- 
циональных и действительных чисел. Соот- 
ношения между иими. 

3. Натуральные чнсла. Простые и с0- 
ставные чнсла. Делитель, кратное. Общне 
делители. Общее наименьшее кратное. 

4. Признаки делимости на 2, 3. 5 и 107. 

5. Дейстентельные чнсла, нх представ- 
ление в виде десятичных дробей. Сравненне 
действительных чисел. 

6. Числовые промежутки. Модуль (аб- 
солютная величина} действительного чнсла 
и его геометрический смысл. 

7. Числовые выражения. Выражения с 
перемениымн. Тождествеино равные выра- 
жения. Формулы сокращенного умноження. 

8. Степень с натуральным показателем. 
Одночлени и многочлен. Стандартный вид 
многочлена. 

9. Миогочлен с одиой переменной. Ко- 
рень многочлена. 

10. Функция. Способы задания функ- 
ции. Область определения, множество зна- 


элемент множества; 
объединенне и пересечение 
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ченнй функции. Функция, обратная даниой. 

11. Числовые функции. График чнисло- 
вой функции. Возрастание и убываинне функ- 
ций; периодичность, четность, нечетлость. 

12. Экстремум числовой функини. На- 
нбольшее и наименьшее значение числовой 
функции на промежутке. Необходнмое ус- 
ловие экстремума функиии (теорема Фер- 
ма). 

13. Осиовные числовые функцин: линей- 
ная, квадратичная (у=ах’фх--с), сте- 
пеиная (и=ах”, пей),  показательная 
(и=ах, а>>0), логарифмическая; трнгоно- 
метрические функции (у=яп х, у=со5х, 
у=4{6х}; арнфметический корень 


п 
у= Ух пам). 

14. Числовые последовательности. Пре- 
дел числовой последовательности. 


15. Арифметнческая и геометрическая 
прогрессин. 


16. Уравнение. Множество  решеннй 
уравнення. Графнк уравнений с двумя пе- 
ременнымн. Равносильные уравнения. 

17. Неравенства. Множество решений 
неравенства. Равиоснльные неравенства. 

18. Системы уравнений и неравенств. 
Решенне системы. Множество решений си- 
стемы. Равносильные системы. 

19. Предел  фувкции.  Мепрерывность 
функцнн. 


20. Производная. Производная обратной 
функции. Производная сложной функцин. 

21. Первообразная. Интеграл как прн- 
ращение первообразной. 

22. Перестановки. Размещения. Сочета- 
НИЯ. 
23. Натуральная степень бннома (фор- 
мула Ньютона). 


Геометрия 


1. Геометрическая фигура как множе- 
ство точек. Прямая, луч, отрезок, ломаная; 
длина отрезка. Угол, величияа угла. Вер- 
тикальные и смежные углы. Окружность, 
круг. Параллельные прямые, направление. 

2. Перемещения. Виды перемещения. 
Осевая ин центральная симметрия. Парал- 
лельный перенос. Поворот. Конгруэитность 
фигур. 

3. Векторы. Операции над векторами. 
Коллинеариые векторы. Компланарные век- 
торы. 


4. Выпуклые фигуры. Миогоугольник. 


его вершины, сторомиы, диагонали. Оси и 
центры симметрии многоугольников. 
5. Треугольник. Его медиана, биссек- 


триса. высота. Виды треугольников. Средняя 
линия треугольника. 

6. Четырехугольники:  параллелограмм. 
прямоугольник, ромб, квадрат, трацеция. 
Средияя линия тралецин. 

7. Окружность и круг. Центр, хорда, 
диаметр, радиус. Касательная к окружнос- 
ти. Дуга окружности. Сегмент и сектор. 

8. Центральные и вписанные углы. 

9. Вписанные и описанные миогоуголь- 
ники. Правильные многоугольники. Выраже- 
ние стороны правильного многоугольника 
через радиус описаниой около него окруж- 
ности. 

10. Площадь многоугольника. Формулы 
площади: треугольника, прямоугольника, 
параллелограмма, ромба, квадрата, трапе- 
цни, правнльного многоугольннка (через 
раднус описанной около него окружности). 

11. Длина окружности и площадь кру- 
га. Длина дуги окружности и площадн сек- 
тора. 

12. Преобразование гомотетии. Подо- 
бие. Гомотетичные и подобные фигуры. От- 
ношение площадей подобных фигур. 

13. Плоскость. Параллельные и пересе- 
кающнеся плоскости. 

14. Параллельность 
скостн. 

15. Направление в пространстве. Угол 
между двумя направлениямн. Угол между 
двумя скрещивающимися прямымн. 

16. Угол прямой с плоскостью. Перпен- 
дикуляр к плоскости. 

17. Двугранные углы. Линейный угол 
двугранного угла. Перпендикулярность двух 
плоскостей. 

18. Многогранникн. Их вершины, ребра, 
грани. днагонали. Прямая и наклоиная 
призма; пирамида. Правильная призма н 
правильная  пнрамида.  Параллелепнпед. 
Прямоугольный параллелепипед. Куб. 

19. Фигуры вращения: цилиндр, конус, 
сфера, Е. ентр, днаметр. раднус сферы 
н шара. Плоскость, касательшая к сфере. 


прямой и пло- 
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20. Площадь поверхности н объем мно. 
гогранннков н фигур вращения. 


|. ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ И 
ТЕОРЕМЫ 


Алгебра н начала анализа 


1. Свойства функции у=ах+ёфи 
ее график. 


ы к 
2. Свойства функции у== = и ее 


график. 

3. Свойства функции 
+6 х-с и ее график. 

4. Формула корней квадратного 
уравнения. 

5. Теорема Внета (прямая ин об- 
ратная). 

6. Разложение квадратного трех- 
члена на линейные множители. 

7. Свойства числовых неравенств. 

8. Формула л-го члена н суммы п 
первых членов арифметической про- 
грессни. 

9. Формула п-го члена и суммы п 
первых членов геометрнческой про- 
грессни. 

10. Сумма бесконечно убываю- 
щей геометрической прогрессии. 

11. Свойства показательной функ- 
ЦИИ. 

12. Свойства логарифмической 
фуикции. 

13. Логарифм произведения, сте- 
нени, частного. 

14. Свойства функцин у=п хи 
у==5с0$ х и их графики. 

15. Свойства функции и=1Е хи 
ее график. 

16. Решение уравнений 
п х—а, с0$ х=а,  х==а. 

17. Зависимости между тригоно- 
метрическими функциями одного н 
того же аргумента. 

18. Формулы приведения. 

19. Формулы синуса. косинуса, 
тангенса суммы двух аргументов. 

20. Тригонометрические функции 
двойного и половинного аргумента. 

2}. Теорема о едннственностн 
предела схолящейся последователь- 
НОСТИ. 

22. Теорема о пределе суммы 
двух сходящихся последовательно- 
стей. 

23. Необходимое условие сходн- 
мости последовательностей. 

24. Теорема о непрерывности 
дробно-рациональной функции. 


у=ахё-- 


вида 


25. Производная 
функций. 

26. Производная 
двух функций. 

27. Производная частного двух 
функций. 

28. Производные функций: у= 
= х, И==<0$ х, УЕ х, У=аХ, 
/— ЮЕа р 

29. Достаточное условие экстре- 
мума функции. 

30. Теорема об общем виде всех 
первообразных данной функции. 

ЗЕ. Число перестановок. 

32. Число размещений. 

33. Число сочетаний. 

34. Число всех подмножеств мно- 
жества, состоящего из Й элементов. 


суммы двух 


произведения 


Геометрия 


1. Свойства равнобедренного тре- 
угольника. 

2. Свойства точек, равноудален- 
ных от концов отрезка. 

3. Признаки параллельностн пря- 
МЫХ. 

4. Сумма углов треугольника. 
Сумма внутрениих углов выпукло- 
го многоугольника. 

5. Свойства средних 
угольника и трапеции. 

6. Центр симметрии параллело- 
грамма. 

7. Признаки параллелограмма. 

8. Свойство серединного перпен- 
днкуляра к стороне прямоугольника. 

9. Существование окружности, 
описанной около треугольника. 

10. Существование окружности, 
вписанной в треугольник. 

11. Свойство касательной к ок- 
ружности. 

12. Измерение 
в окружность. 

13. Признаки подобия треуголь- 
НИКОВ. 

14. Теорема Пифагора. 

}5. Теорема косинусов. 

16. Теорема синусов. 

17. Формула площадей паралле- 
лограмма, треугольника, трапецин. 

18. Признак параллельности пря- 
мой н плоскости. 

19. Признак параллельности пло- 
скостей. 

20. Разложение вектора по трем 
некомпланарным векторам. 


линий тре- 


угла, винсаниого 
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21. Признак перпендикулярностин 
прямой и плоскости. 

22. Теорема о трех перпендику- 
лярах. 

23. Признак перпендикулярностн 
двух плоскостей. 

24. Свойство середины днагона- 
ли параллёлепипеда. Следствия. 

25. Свойство диагонали прямо- 
угольного параллеленипеда. 

26. Формулы площади поверхно- 
сти и объема призмы. 

27. Формулы площади поверхно- 
сти н объема пирамнды. 

28. Формулы площади поверхно- 
сти и объема цилиндра. 

29. Формулы площади поверхно- 
сти и объема конуса. 

30. Формула объема шара. 

31. Формула площади сферы. 


111. ОСНОВНЫЕ УМЕНИЯ 


Экзаменующийся должен уметь: 

1. Производить арифметические дей- 
ствня над числами; округлять числа с за- 
данной точностью. Производить действия 
над прнближеннымн значениями с исполь- 
зованнёем практических приемов;  пользо- 
ваться таблицами. 

2. Проводить тождественные преобразо- 
вания многочленов, дробей, содержащих пе- 
ремениые, выражений. содержащих  ква- 
дратные корни. показательные, логарифмн- 
ческие и  трнгонометрические функции; 
уметь объяснять, на каком множестве уста- 
новлено тождественное равенство выраже- 
ний. 

3. Стронть графики функций, указан- 
ных в программе; исследовать фуикции с 
помошью производной; решать задачи из 
нахождение экстремальных значевнй; ре- 
шать задачн на вычнсление площадей кри- 
волинейных трапеций с помощью первооб- 
разных. 

4. Решать уравнення н неравенства 
первой и второй степени и уравнения и не. 
равенства, приводящнеся к ним; решать си- 
стемы уравненый н неравенств первой и вто- 
рой степени и приводящиеся к ним. 

5. Решать задачи на составление урав- 
нений н систем уравнений. рёшать комбина- 
торные задачи. 

6. Изображать геометрические фигуры 
на чертеже и производить простейшие по- 
строения на плоскостн, стронть сечения мно- 
гогранннков и фигур вращеиня и иростей- 
ших их комбинаций. 

7. Проводить операцнн нал яскторами 
(сложенне, вычнтанле, умножение на число, 
скалярное умножение) н пользоваться свой- 
ствами этих операций. 

8. Использовать геометрические пред- 
ставления при решенин алгебранческих за- 
дач н задач из начал анализа; использовать 
методы алгебры и начал анализа при реше- 
нии геометрических задач. 
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И. Габович 


Конусы 
в каркасах 


При решенин задач на комбинацию 
конусов порой бывает трудио пред- 
ставить себе их расположение в про- 
странстве. Если же заключить рас- 
сматриваемые конусы в «каркасы» (фи- 
гуры, образованные ребрами много- 
гранников). то пространственное вос- 
приятие конусов облегчается. При 
этом объект задачи становится более 
чосязаемым» и путь к решению на- 
ходится проще, быстрее, что особен- 
но важно для абитуриента. Сначала 
докажем одну теорему. 

Теорема. Около конуса, ве- 
личина уела в осевом сечении которого 
меныше п!2, можно описать пирами- 
ду, у которой основанием является 


С 





Рис. 1. 


равнобедренный треугольник, а 60- 
ковое ребро, проходящее через вершину 
этого треугольника, перпендикуляр- 
но к противоположной боковой грани. 

Доказательство. Про- 
ведем в конусе произвольное осевое 
сеченне АЗВ (рис. №. В плоскости 
основания конуса проведем касатель- 
ную пт к основанию конуса в точке В. 
В плоскости осевого сечения АЗВ 
восставим перпендикуляр к образую- 
щей эВ в точке $ до пересечения с 
продолжением [ВА] в точке С. Псско- 


о . 
льку А$В<л!2, точка С находится 
вне конуса (на продолжении [ВА]. 
Теперь из точки С проводим касатель- 
ные к основанию конуса до пересече- 
ния с прямой ла в точках О и Е (М, 
№ — точки касания). 

Через пересекающиеся прямые СЕ 
н С$, СР и С$, 5В и ОЕ проводим 
плоскостн и получаем — пирамиду 
$СОЕ, описанную около конуса *). 
Так как в треугольнике СОЁ высота 
СВ является также и биссектрисой, 
то этот треугольник равнобедренный. 
Легко показать, что грань ЗОЕ так- 
же является равнобедренным  тре- 
угольником (|5Е |= |$) |. 

Таким образом, построениая нами 
пнрамида ЗСОЕ является искомой. 
Такую пирамиду условимся назы- 
вать каркасной для данного конуса. 
Легко доказать, что каркасные пи- 
рамиды конгруэитиых конусов кон- 
груэнтны. 

Теперь перейдем К задачам. 

Пример 1 (МГУ, физфак, 
1970). Два конеруэнтных прямых кру- 
говых конуса с общей вершиной $, 
высотой В и радиусом оснозания К 
(Ю<№) касаются друг друга и пло- 
скости Р. Пусть ТГ — прямая, по 
которой пересекаются плоскости ос- 
нований конусов. Вычислить величину 
угла между прямой [ и плоскостью Р. 

Из соотношения К<йЙ следует, что 
величина угла при вершине в осевом 
сеченин конуса меныше л/2. Опишем 
около каждого конуса каркасную пн- 
рамиду так, чтобы они имели общую 
грань (см. рис. 2): [$8] — общая 





*) Напомним. что пирамида называется 
описанной около конуса, если осиование пн- 
рамнды описано около основания конуса, 
а вершины пнрамиды и конуса совпадают. 
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Рис. 2. 


сторона оснований, [75] — общая 
высота пирамид, боковое ребро 2В 
лежит на прямой {, по которой пере- 
секаются плоскости оснований кону- 
сов. Таким образом, решение данной 


^^. 
задачи сводится к определению 78$. 
Из конгруэнтности конусов сле- 
дует, что их основания касаются р 

ра.2В в одной н той же точке К, 
потому [5Р | будет общей образу а, 
Ясно, что [2811 1$Ё]. Следователь- 
но, треугольник 72$ — прямоуголь- 
ный. Треугольник ЗОЕ также пря- 
моугольный, так как $0 — высота 


ЮЕ |=КЮ; |30]=8 
ея (13 АЙВЫ): Но 185'|= 
как образующие, 

Е. 


12$] == с $ЕР. 
се 5Е2 -- 4и5Е0 = ®. 


„^^ 
> Положим 7В$=; тогда н 
=$ф. Имеем: 
Е 
[25 


с0$ ф = 
= |Е5$ | 
0$ ф=-т=- 


тогда 
Из АЗОЕ: 


Таким об- 


—; ф= агссо$ И 


с0$ф= г 


разом, 


^ 

Замечание. Если ноложить 2Ё$== 
—=В, то из решения этой задачи получаем 
следующее соотношенне: 


60$ == В. ($) 
В дальнейшем оно будет намн использовано. 


Пример 2 (МГУ, физфак, 
1965). Два конгруэнтных конуса име- 
ют общую вершину и касаются по 
общей образующей. Величина угла в 
осевом сечении конуса равна 2и<5л!2. 
Найти величину Овугранного угла 
чежду двумя плоскостями, каждая 
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Рис. 3. 


из копюрых касается конусов, но не 
проходит через их общую образую- 
щую. 

Заметнм, что условие 25<п/2 дано не 
случайно — нначе задача не имеет решения 
(длокажнте это самостоятельно). 

Опншем около каждого из коиу- 
сов каркасную пирамиду так, чтобы 
их общая грань касалась обоих ко- 
нусов (рис. 3). Высоты пирамид 20 
и 2.0 будут лежать на одной прямой, 
проходящей через общую вершину О 
данных конусов перпендикулярно к 
общему основанию ОБС каркасных 
пирамид; грани 2СО и 7,СО будут 
лежать в одной плоскости, прохо- 
дящей через (27,); аналогично лежат 
в одной плоскости грани 2РО и 2,00. 
Конусы касаются по общей образую- 
шей ОА и касаются грапей 2С7, 
и 727, двугранного угла 20,. Мы 
получилн расположение конусов ни 
плоскостей, указанное в условии за- 


—^Щ 
дачи. Согласно условию АОВ==“. 
Искомой является величина ДВу- 
гранного угла, образованного Пло- 


скостями СР н 227, то есть сор. 


Положим АДС== 6: тогда АСО= п/2— 
—Ф. Далее легко заметить, что пря- 
моугольные треугольники ОДС и 


поэтому ЕСО = 
^^ 
=АСО=1л/2—9. Из соотношения (“) 


(см. выше) следует, что с0$ (1/2 —6) == 
=с (п/2—0), илн зф={ва. Зна: 


чит, сбр- 
Пример 3 


ОЕС конгруэнтны, 


2 агсуш & р а. 


(ЛГУ, матмех, 





Рис. 4. 


1964). На плоскости лежат три кон- 
груэнтных конуса с общей вершиной. 
Каждый из них касается двух рядом 
лежащих. Найти угол при вершине 
осевого сечения одного из этих конусов. 

Нетрудно сообразить, что если 
около каждого из данных конусов 
описать каркасную пирамиду, то по- 
лучится правильная треугольная пи- 
рамида 2АВС, в которую «вписаны» 
три данных конуса; их общая вер- 
шина находится в центре основання 
пнрамиды, а основания вписаны в 
боковые грани. пирамиды (рис. 4; 
для решения задачи достаточно рас- 
смотреть только один из данных ко- 
нусов). 

Так как пирамнда 2АВС правиль- 


—^ 
ная, то ОСО=л/6. Как было пока- 
зано выше, 


5 200, = с0$ 2Со = Ут : 
Таким образом, искомый угол ра- 


вен 2 агсёЕ т 

Пример 4’ (Киевский полн- 
технический институт, 1970). Шесть 
конгруэнтных конусов имеют общую 
вершину, причем каждый из конусов 
имеет с четырьмя другими по одной 
общей касательной. Найти отноше- 
ние суммы объемов конусов к объему 
шара, касающегося плоскостей основа- 
ний всех концсов. 

Для решения этой задачи в каче- 
стве каркаса выберем куб, в центре 
которого находится общая вершина 
конусов, основания конусов вписаны 
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в грани куба (рис. 5; изображен толь- 
ко один из конусов). При этом каж- 
дый из шести конусов будет иметь с 
четырьмя другими по одной общей 
касательной, а шар, касающийся ос- 
нования конусов, будет вписан в куб. 
Пусть ребро куба равно а. Тогда объ- 
ем одного конуса 
1 УЗ 

у -- г" д т . 
а шести конусов ла3/4. Объем шара 
равен ла3/б, откуда находим искомое 
отношение; оно равно 3:2. 


лаз 
’ 


а 
т 04 


Упражнення 


1 (КГУ, мехмат, 1973). Два прямых кру- 
говых конуса, осевое сеченне. каждого нз 
которых образует равносторонннй треуголь- 
ннк со стороной а, лежат на горнзонтальной 
плоскостн, касаясь друг друга, имея общую 
вершину. На какой высоте над плоскостью 
находится точка касания основаннй этнх ко- 
нусов? - 

2 (КГУ, мехмат, 1972). Четыре равных 
конуса имеют общую вершину, причем каж- 
дый конус имеет с тремя другнмн по одной 
общей образующей. Найтн отношенне суммы 
объемов конусов к объему шара, касающегося 
плоскостей основаннй конусов. 

3 (МГУ, физфак. 1967). Даны трн пря- 
мых круговых конуса с углом @ в осевом се- 
ченни н раднусом основания г. Основання 
этнх конусов расположены в одной плоскости 
н попарно касаются друг друга внешним 0б- 
разом. Найтн раднус сферы, касающейся всех 
трех конусов н плоскости, проходящей через 
их вершины. 

8 (ЯГУ, мехмат, 1965). На плоскости 
уложены п конгруэнтных прямых конусов. 
имеющих обшую вершину в точке, лежащей 
на этой плоскости. Каждый конус касается 
двух другнх конусов. Найтн угол при вер- 
шине в осевом сеченни конуса. 
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Э. Тиурчин 


Как решать задачи 
на механическое 
движение 


Как известно, основной задачей ме- 
ханики является определение поло- 
жения тела в любой момент времени. 
Для решения этой задачи, то есть 
для нахождения координат тела в 
выбранной системе отсчета, надо знать 
начальные координаты и перемеще- 
ние тела. Перемещение можно найти, 
зная начальную скорость н ускорение 
тела в каждый момент. Если извест- 
ны снлы, действующие на тело, и эти 
силы не изменяются со временем, то 
ускорение тела определяется непо- 
средственно из второго закона Ньюто- 
на — основного закона динамики. По- 
этому такой путь решения задач на 
механическое движение называется 
динамическим. 

Когда действующие на тело силы 
непостоянны, применение второго за- 
кона Ньютона связано с большими 
математическими трудностями. В та- 
ких случаях удобно воспользоваться 
законамн сохранения, н прежде все- 
го, законами сохраиения энергин ни 
нмпульса, которые выполняются для 
замкнутых (изолированных ) систем 
тел. При этом конкретный вид закона 
сохранения энергии зависит от того, 
какие силы действуют между телами 
системы. 

Например, если это силы тяготе- 
ния нли упругости, то остается не- 
изменной полная механическая энер- 
гия системы. При наличин трения ме- 
ханическая энергия не сохраняется, 
а ее изменение равно работе сил тре- 
ния. В результате увеличивается вну- 
тренняя энергия системы, так что 
полная энергия, конечно, не изменя- 
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ется. Или такой пример — заряжен- 
ная частица движется в электроста- 
тическом поле под действием силы 
Кулона. В этом случае сохраняется 
сумма механической и электроста- 
тической энергий. 

Если же система не изолирована, 
то энергия и импульс могут и не со- 
храняться, причем изменение энер- 
гни равно работе внешних сил, дей- 
ствующих на систему. 

Таким образом, при решении за- 
дач на механическое движение можно 
пользоваться нетолько динамическим, 
но и эмергетическим способом, ос- 
нованиом на законах сохранения ни 
изменения энергии. Какой способ ре- 
шения выбрать, зависит от вида 
взаимодействий между телами (или 
телами и полями), входящими в сн- 
стему, а также от условий данной 
задачи. 

Теперь рассмотрим несколько кон- 
кретных задач. 


Задача 1. Шайба после удара 


клюшкой приобрела скорость до и на- 
чала скользить по льду. Определить 
расстояние, пройденное шайбой до 
остановки. Сопротивление воздуха не 
учитывать, силу трения считать 
постоянной, — коэффициент трения 
шайбы о лед равен у. 

В процессе движения шайба взан- 
модействует с Землей и льдом. По- 
скольку нас интересует перемещение 
шайбы по поверхности Земли, есте- 
ственно в условиях данной задачи 
Землю, а значит, н лед считать непо- 
ДВиЖНЫмМИ. 

Принципиально существуют взан- 
модействия шайбы с другими телами 
(например, с Луной, Солнцем ит. д.). 
Однако их мы учитывать не будем вви- 
ду чрезвычайной малостн. 

Проанализируем взанмодействия 
шайбы с Землей и льдом. Между шай- 
бой и Землей существует гравита- 
цнонное взаимодействие, мерой ко- 
торого является сила тяжести шайбы 


тр (обозначим через т массу шайбы). 
Взаимодействие шайбы со льдом мож- 
но охарактеризовать силой реакции 


опоры {силой упругости) № и силой 


трення скольжения Етр. Таким об- 





 То=0 


0 тд 


Рис. 1. 


разом, на шайбу действуют три силы, 
то есть ровно столько сил, сколько 
у нее взаимодействий. Ни о каких 
других силах — толчка, броска, двн- 
жения, инерции ни т. п., которые, к 
сожалению, нередко указывают абн- 
турненты, не может быть и речи. 
Так как все взанмодействия ста- 
цнонарные (не изменяются со вре- 
менем), то возможны оба способа ре- 
шення — и динамический, и энергс- 
тический. Решим задачу обоими спо- 
собами. 
. 1. Дннамическнй спо- 
соб. Прежде всего сделаем схема- 
тичный чертеж (рис. 1). — Выберем 
систему координат (ХОУ), отметим 
параметры начального (хо—6, 90) 


и конечного (х = |5], и = 0) состоя- 
ний шайбы и действующие на нее силы 


(та, М, Е+р). Шайбу, разумеется, 
будем считать материальной точкой. 
Запишем в проекциях на оси ОХ 





и ОУ известное выражение для мо- 
дуля перемещения |5]: 
2 
> [4 
Нх=_ 
2191 


н второй закон Ньютона: 


5 Е г = 
юр = И, Миа = 


С учетом уравнення связн 








| Е | и. | м | 
получим 
- пя от В 
МИ 
2|а] 2 [ур РТТ 


П. Энергетнческий 
способ. Рассмотрим замкнутую 
систему шайба-—Земля — лед. Внутри 
этой системы действует сила трения 
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скольжения. В таком случае изме- 
нение механической энергни системы 
равно работе силы трения: 

(К +) — (Ко - По) я Иа. 
Относительно неподвижной Земли 
(и льда) кинетическая энергия си- 
стемы в начальный момент равна ки- 
нетической энергии шайбы: 

тор 


Ко= о 





а в конечный момент она равна нулю: 

К = 
Потенциальзую энергию взанмодей- 
ствня шайбы с Землей естественно 
отсчитывать от поверхности Земли, 
поэтому 

По — п == (0. 

Работа силы трения 


> = 
Азр= | Р.р | [$ | с0$ “= 


= — ни | а | 1$ 1, 
так как а = 180°. 
Тогда окончательно 





ие 
0— —®- = — ет а |5}, м | = = 
2 ге 

Если в систему взаимодействую- 
щих тед ие включать лед, то она уже 
не будет замкнутой. Силы реакцин 
опоры и трения — внешние силы для 
этой системы, и их работа равна из- 
менению мсханической энергин сн- 
стемы. Поскольку угол между силой 


М и перемещением 5 равен 90°, ра- 
бота этой силы равна нулю, и по- 
прежнему 
А —А= Атр 

(мы уже говорили о том, что ПЙ = 
= По= 

Если же рассматривать только 
шайбу, то все действующие на нее 
силы будут внешними. — Согласно 
теореме о кинетической энергии ра- 
бота этих сил равна изменению ки- 
нетической энергии шайбы. Работа 
силы тяжести, как и работа силы 
реакции опоры, равна нулю, так что 
выражение для изменения механиче- 
ской энергии аналогично предыду- 
щему- 

Задача 2. Частица с массой 
т и зарядом 4 движется в электри- 
ческом поле одноименного закреплен- 
ного заряда @ так, что на расстоянии 


К, ее скорость и; составляет острый 
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Рис. и. 


угол с линией, соединяющей заряды 
(рис. 2). Определить модуль скорости 


частицы (|0.|), когда она будет на 
расстоянии КЮ. от заряда Ч. Сопро- 
тивление воздуха и гравитационное 
взаимодействие не учитывать. 
Между движущейся заряженной 
частицей и неподвижным зарядом дей- 
ствует кулоновская сила, которая за- 
висит от расстояния Ю. Следователь- 


но, задачу надо решать  энергети- 
чески. 
Рассмотрим данную — систему 


частица — заряд. Трение в системе 
отсутствует, а электрическое взан- 
модействие не изменяет полной энер- 
гии этой системы (ускорение движе- 
ния частицы не столь велико, чтобы 
нужно было учитывать излучение 
электромагнитного поля). Таким 
образом. можно воспользоваться за- 
коном сохранения энергии — в дан- 
ном случае кинетической — энергии 
движущейся частицы и энергин 
электростатнческого ‘взанмодействия 
зарядов: 


т] о.] № 1 99 ото, 1 99 
2 4лес В, 2 паев, ° 
Отсюда 
1 1 
= 2 Я. 
|] Е [о = рт т (я В. ) а 
Задача 3. Маленький шарик 


катится со скоростью из по гладкой 
горизонтальной — поверхности, —цда- 
ряется в незакрепленный конец упру- 
гой и невесомой пружины и прили- 
пает к ней (рис. 3). Записать урав- 
нения гармонических колебаний коор- 
динаты и проекций скорости и уско- 
рения получившегося — пружинного 
маятника. Максимальная деформа- 
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ция пружины Хо, 
воздуха не учитывать. 

Известно, что при гармонических 
колебаниях маятника его координа- 
та х, проекция и скорости и проек- 
ция а ускорения изменяются по за- 
конам: 


сопротивление 


Хх = хо С0$ @ об, 


0 — 0х, 0$ (о + %) ы 


а = — 2х0 60$ Фо 6. 
Здесь х.— амплитуда колебаний 
(максимальная деформация пружн- 


ны) и ©. — частота собственных гар- 
монических колебаний. Для пружин- 
ного маятника 


ИЕ 

®о = | С 
где А — жесткость пружины, т — 
масса прилипшего к ней шарика. 
Для замкнутой снстемы  пружи- 
на — шарик можно записать закон 
сохранения механической энергии. 
В начальный момент (см. рис. 3, а) 
шарик обладает кинетической энер- 


гней ‚ пружина не дефор- 


т [чо 
2 
мирована. В тот момент, когда 
деформация пружины максимальна 
(см. рис. 3, 6), ее потенциальная энер- 

Ех 


гня равна -5`, а скорость шарн- 


ка равна нулю. 
Таким образом, 


ыы. 


СЯ 


Г 2 
ти __ Хо 





а «= 





2 в № 
Тогда окончательно 
121 
х = Хо с0$ ие. 
ых 
2ь о) Е нь 
о 103 хо Е Иа = 
о 
т, яп ы т. 
Фо [Я 
ОИ 54 о соз №9 о {. 
Хо Хо 


Задача 4. Частица с массой т 
и зарядом 4 начинает падать на 
заряженную горизонтальную беско- 
нечную плоскость, находясь от нее 





6) 


Рис. 3. 


Поверхностная 
о, ла- 


на расстоянии Ву. 
плотность заряда плоскости 


чальная скорость частицы 0. На 
какое минимальное расстояние  ча- 
стица может приблизиться к пло- 
скости, если их заряды одноименные? 
Сопротивление воздуха отсутствует. 

Частица взаимодействует с Зем- 
лей и однородным — электростатиче- 
ским полем плоскости. Силы, ха- 
раклеризующие эти  взаимодейст- 
вия, — сила тяжести и электростати- 
ческая сила, — стационарные, поэто- 
му, в принципе, применимы оба спо- 
соба решения задачи. Ограничимся 
рассмотрением лншь  энергетическо- 
го решения. 

Пусть система включает в себя 
только одну заряженную частицу. 
Тогда все силы, действующие на 
нее, — внешние, н их работа равна 
измененню кинетической энергии 
частицы. 

На минимальном расстоянии #› 
от плоскости скорость частицы равна 
нулю, поэтому изменение кинетиче- 
ской энергин 


т в: 
Работа силы тяжести 
А, =т |8 | — В.), 
а работа электростатической силы 


Я. = —ч1 Ев — 1.) = 


5 
где Е — напряженность поля беско- 
нечной заряженной плоскости. 

Согласно теореме о кинетической 
энергии, 
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< 


В ие. = т И: (и. —1,)— 


90 
—= ве (1 п). 


Отсюда 
№5 
ав и 
2 ыы ря и) 
90 


4 —_— 
Заметим, что если [02 > 2й, = 


й.=й, — 





= Е. то й. < 0, ТО есть частица 


может упасть на плоскость, обладая 
некоторой скоростью. 

В заключение предлагаем несколь- 
ко задач для самостоятельного ре- 
шения. 


Упражнения 

}. Маленький шарик массой тт=200 г 
укреплен на конце упругой”нити длиной | м 
и жесткостью 24 н/м. Шарик с нитью отводят 
в горизонтальное положенне н отПускают. 
При прохождении шарнком положения рав- 
новесия нить растягивается ца 25 см. Од- 
ределкть скорость шарика в этот момент. 
Сопротивление воздуха не учитывать. 

2. Санки массой 50 кг съезжают с горы 
высотой 7 м. Определить работу силы тре- 
ния, если скорость санок у основания горы 
равна 10 м/сек. 

3. Веревка длиной 20 м переброшена 
через невесомый блок малого радиуса. Она 
висит симметрично и поконтся, а затем, в ре- 
зультате незначительного толчка, начинает 
двигаться по блоку без трения. Какова будет 
скорость веревки к моменту. когда она сойдет 
< блока? Сопротивление воздуха отсутст- 
вует. 

4. Стеклянный шарик объемом 0,2 см3 
равномерно падает в воде с небольшой ско- 
ростью. Определить работу снлы сопротивле- 
ння воды при перемещенин шарнка на 6 см. 
Плотность стекла 9,7 2г/смз. 

5. Электрон, двнжущийся со скоростью 
3.108 м/сек, попал в область однородного 
электрического поля н затормознлся до пол- 
ной остаиовки. Определить разность потен- 
цналов между точкой остановкн и точкой вле- 
та электрона в поле. Силу тяжести и сопро- 
тивление воздуха не учитывать. 

$. Па горизонтально расположенную бес- 
конечную проводящую плоскость начннаст 
свободно падать частнца с зарядом д и массой 
т, находящаяся на расстоянии Н от плоско- 
сти. Кзкова будет скорость частицы на рас- 
стоянин д<Н от плоскости ? Сопротивление 
воздуха не учитывать. 

Указание. Взанмодействие  заря- 
женной частицы с наведенным зарядом нлос- 


. Кости можно заменнть взаимодействием дан- 


ной частнцы с точечным зарядом, располо- 
женным симметричио относительно плоскости 
(см., например. статью Г. Мякишева «Элект- 
ростатнческое полез», «Квант», 1975, № 4). 
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Московский 
государственный 


университет 
им. М. В. Ломоносова 


В этом номере мы публикуем образцы ва- 
рнантов письменного экзамена по матема- 
тнке и задач устного экзамена по физике, 
предлагавшихся в МГУ на механико-матема- 
тическом факультете, факультете вычислн- 
тельной математикн и кибернетики и физи- 
ческом факультете в 1978 году. 


Математика 


Механико-математический факультет 
1. Решить уравнение 


х . 3х 
10 ди 1 ЯЙ -= + яп =) =}. 


2 Решить неравенство 
7 Е 2 
97—27 3*—1° 


—^ —^ 

3. В треугольнике АВС ({С=90°; В=30°, 
|СА |= 1) проведена медиана СР. Кроме того, 
из точкн О под углом 15° к гнпотенузе про- 
ведена прямая, пересекающая отрезок ВС в 
точке А. Найтн площадь треугольника СОР. 
Указать ее приблнженное значение в виде де- 
сятнчной дроби с точностью до 0,0]. 

4. Три шара, среди которых нмеются 
два одинаковых, касаются плоскости Р и, 
кроме того, попарно касаются друг друга. 
Вершина прямого кругового конуса прннад- 
лежит плоскости Р, а ось конуса перпендн- 
кулярна к этой плоскостн. Все три шара ле- 
жат вне конуса, причем каждый нз них ка- 
сается некоторой образующей копуса. 
Найти косннус угла между образующей ко- 
нуса н плоскостью Р, еслн известно, что в 
треугольнике с вершинами в точках касания 
шаров с плоскостью Р величина одного нз 
углов равна 150°. 

5. Числа г, $. 2 таковы, что г<$5<, 
Кроме того, известно, что после подстановки 
каждого из трех чисел г, $, & вместо у в ра- 
венство 

д? — (9 — ух} у — Зи 150 
по меньшей мере одно из двух оставшихся 
чисел будет содержаться среди корней по- 
лучившегося квадратного уравнения До- 
казать, что —1<7<1. 
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Факультет вычислительной математики н 
кибернетнкн 


1. Даны: параллелограмм со сторонамн, 


равными 1/19 н у2/6, н углом 45° 
между ними и квадрат со стороной, равной 


31/5/5. Определить, что больше: площадь 
параллелограмма или площадь квадрата. 
2. Рещить систему уравнений 


| 79-10 х = —2, 
4.79 -- ю,х=2. 


3. Решить уравненне 


И ях Их — 





4 2 
® — 510 Х = 


30 
= 17 + Ох. 


4. На плоскости даны две пересекаю- 
щиеся окружностн. Первая нмеет центр в 
точке №, н радиус, равный 5`ИЗ; вторая— 
центр в точке №; н радиус, равный 8. Отре- 
зок №№, пересекает обе окружиости, а ве- 
личниа угла Е№,М№,, где Р — одна из точек 
пересечения окружностей, равна 45°. Вер- 
шина Ё прямоугольного треугольника КЕМ 
является точкой пересечения первой окруж- 
ности н отрезка № №. а сторона КМ — хор- 
дой второй окружности, перпендикулярной к 
прямой, проходящей через точки №, н М. 
Найтн стороны треугольника КЕМ, еслн из- 
вестно, что [КЁ [> 8. 

5- Найтн все положительные числа а, для 
которых существует бесконечно много чисел 
^ ни, одновременио удовлетворяющих сле- 

-дующим условням: 





18д2--- (1 — а) (23 - 9х) — 
——- а (х? - 9) = 0, 


ВЕ ВВ 
= 9 зб, 


у> 0. 





Физнческнй факультет 
1. Решить уравненне 


1—2 |2 соз3 Зх -|- соз 6х = 0. 
2. Решнть 
1ю8 


неравенство 


554 —х) < 4-2 06 («+ 3). 


3. Решить снстему уравленнй 
х— Зи 
2 * 42 


х 


х—2у 


= 20, 


> 


2 Ел 
а: 40: 

4. В треугольнике КЕМ, все стороны 
которого различны, биссектриса угла КЁМ 
пересекает сторону КМ в точке №. Через точ- 
ку № проведена прямая, пересекающая сто- 
рону [.М в точке А такой, что [ММ|=|АМ] 





Рис. 1. 


Известно, что |ЁМ№|=а, |КЕ|-+ |КМ|=Ь 
Найти длину отрезка АФ. 

5. Все плоскне углы трехгранного угла 
$РОЮ (5 — вершина) — прямые. Ма грани 
РО$ взята точка А на расстоянни 12 от ребра 
05 ни на расстоянии 5 от ребра Р$. Из неко- 
торой точки Т, расположенной внутри трех- 
гранного угла ЗРОЮ, в точку А направлен 
луч света. Он образует угол 7/4 с ребром 
Ю$ и угол л:3 с ребром Р$. Луч зеркально 
отражается от граней угла 5РОЮ сначала в 
точке А, затем в точке В, затем — в точке С. 
Найти длнну отрезка ВС. 


Физнка 


Механико-математнческий факультет н фа- 
культет вычислительной математики н ки- 
бернетики 


1. Два тела с массами п = 100 ги т,= 
—600 г соединены между собой прн помощи 
невесомой исрастяжимой нити и снстемы 

- блоков (рнс. 1). Один конец нитн неподвижно 
закреплен. Тело массы ль) скользит по на- 
клониой плоскости, составляющей с горизон- 


том угол я=30°. Определить ускорение а, 
тела с массой т.. Трением и массой блоков 
пренебречь. 

2. К концам проволоки длиной {[==0,2 м, 
согнутой посереднне под прямым углом, прн- 
креплены шарнки одинаковой массы. Про- 
волоку повесили углом на гвоздь А (рис. 2), 
а затем отклонили так, что одно колено про- 
волоки стало горизонтальным, а другое вер- 
тнкальвым, н отпустнлн без толчка. Найти 
модуль скорости шарнков в момент прохож- 
дения положения равновесня. Проволоку 
считать жесткой и невесомой. Трением пре- 
небречь. 

3. К гвоздю, вбитому в стенку, привяза- 
на нить, намотанная ма катушку. Катушка 





Рис. 4. 


Рис. 5. 


Рнс. 2. 


Куап.тссте.ги 





Рнс. 3. 


висит, касаясь стенки, как показано на 
рнсунке 3. причем нить составляет со стен- 
кой уголая=30°. Раднус оси катушки г== | см, 
радиус ее щечек А=1Ю см. Найти минималь- 
ную величину коэффициента трения р между 
стенкой н катушкой. 

4. На цилнилр навита веревка, конец ко- 
торой закреплен в верхней точке наклонной 
плоскостн. Цилиндр лежит на наклониой 
плоскости, как показано на рисунке 4, причем 
веревка нмеет горизонтальное иаправленнс. 
Масса цилиндра т= 10 ке. Найтн модуль силы 


Е давления цилиндра на плоскость. 

5. Посередине цилиндра, герметически 
закрытого с обонх концов н закрепленного 
под углом @=30° к горизонту, находится 
поршень массы лм кг (рнс. 5). Площадь 
поршня $=10 см?. Давление воздуха под 
поршнем н над иим одно и то же и равно 
р=1,5- 10% н/м?. С каким начальным уско- 
рением будет двигаться поршень, еслн его 
предварнтельно медленно передвннуть, уве- 
личив объем под ннм в л=1,5 раза, а. затем 


‘отпустить? Трением пренебречь. 


6. Три небольших заряженных одно- 
именным электрическим зарядом шарика на- 
ходятся в равновеснн на двух одннаковым 
образом наклоненных к горизонту гладких 
непроводящнх плоскостях, располагаясь в 
вершинах равностороннего треугольника 
(рис. 6). Заряд шариков [ и 2 одни н тот же 
и вдвое превосходит заряд шарика 3. Найтн 
отношение масс второго и третьего шариков. 

Т. По двум параллельным металлическим 
рейкам, отстоящим друг от друга на расстоя- 
ние {==20 см, движется с постоянной скоро- 


стью |у[=6 м/сек проводник, перпендику- 
лярный к рейкам (рнс. 7). Рейкн соединены 
с батареей нз двух конденсаторов, @мкостн 
которых С,= 4 мкф и С,=6 мкф. Все про- 





Рис. 6. 


$ 





Рис. 7. 


Рис. 8. 


водникн расположены в одной плоскости и на- 
ходятся в постоянном магинтном поле, ин- 
дукция которого направлена перпенднкуляр- 
но к плоскостн контура, образованного про- 


>. 
водникамн, и |8|==1. тя. Найти напряжение 
{, межлу пластинами конденсатора ем- 
костью Су. 

8. Точка лежит на оптической осн со- 
бнрающей лиизы на расстоянии 4=40 см 
от линзы. Фокусное расстояние лиизы Ё= 
—1Ю см. Точку переместнлн на расстоянне 
[==5 см в плоскости, перпендикулярной к 
оптической оси. На какое расстоянне {Г нужно 
подвинуть лннзу, чтобы изображение точки 
получнлось в первоначальном месте? 

9. Какую выдержку должен обеспечить 
Затвор фотоаппарата при съемке. прыжка в 
воду, если прыжок производится с вышки 
ВЫСОТОЙ Й==1!0 м, а смещение изображения 
на негативе не должио превышать А{==0,Ё мм? 
Фотограф располагается у края бассейна на 
расстоянин а=15 м. от места погруження 
прыгуна. Фокусное расстояние объектива 
фотоаппарата Р=: 15 см. Сопротивлением воз- 
духа пренебречь. 

10. Плоская поверхность плоско-вогну- 
той линзы с фокусным расстоянием |Р |=3 см 
посеребрена. На расстояннн 4==6 см от лин- 
зы на ее оптнческой осн со стороны вогнутой 
поверхностн находнтся точечный источник 
света. Найтн расстояние [ между источником 
н его изображением. 


Фнзический факультет 
1. Ракета, ззпущенная в вертикальном 
направленни с земли, движется с постоян- 


ным ускорением 2 || в течение {/=50 сек. 
Затем двигатели мгновенно выключают. Оп- 
ределить максимальную высоту подъема ра- 
кеты. Сопротналением воздуха пренебречь. 


= 
Считать, что |&|=10 м/сек”. 

2. Маленькое тело массы т свободно 
падает с высоты А, попадает в середину одно- 
родной доски массы Мн мгновенно прилнпает 
к ней (рнс. 8). Доска лежит горизоитально 
на пружине, коэффициент упругостн которой 
равен Л. Определнть максимальное сжатие 
(то есть изменение длнны) пружины. Массой 
пружины пренебречь. 

3. Небольшое тело М начннает сколь- 
зить 663 начальной скорости из верхней точ- 
ки наклонной плоскости. Наклонная плос- 
кость установлепа на горизонтальном столе, 
как показано на рисунке 9, н имеет высоту Я 
н угол наклона ©. Коэффициент трения тела 


$ 
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Рис. 9. 


о плоскость равен и. На каком расстоянни по 
горизонтали от ннжнего конца А наклонной 
плоскостн тело упадет на пол, если высота 
стола Я? 

4. Сколько угля потребуется для пере- 
правкн каравана судов на расстояние &= 
=100 км, если буксирный трос натягивается с 


силой |Р |-=80 кн, а буксир без каравана прн 
той же самой мощности двигателя развивает 
скорость в п=4 раза большую, сжигая одно 
н то же количество угля в час? Считать, что 
сопротивление воды пропорционально ско- 
рости. К. п. д. судового двигателя ц= 10%. 
Теплота сгорания угля 9=7 000 ккал/кг. 
5. В стальном резервуаре находнтся 
сжатый воздух при температуре #1 =— 23° С. 
На резервуаре имеется предохраннтельный 
клапан. Клапан открывается, если давление 
в резервуаре увеличнвается на 2 атм. При 
нагревании резервуара до #,=27?С из него 
вынЕло 10% массы газа. Какое давленне газа 
было первоначально в резервуаре? Тепловым 
расширеннем резервуара пренебречь. 


6. В двух объемах находятся в одном 
№, == 101°, в другом №,=4. 1018 молекул од- 
ного н того же газа. Объемы приводятся в 
тепловой контакт. В исходном состоянии 
внутренняя энергия первого газа была па 
\ = 1,9 дж больше, чем у второго. В устано- 
внвшемся состоянии средняя энергия, при- 
холящаяся на долю олной молекулы. в пер- 
вом объеме уменьшилась на 25%. Какова 
внутренняя энергня газа в первом объеме? 
Газ считать ндеальным. Теплообменом с ок- 
ружающими телами пренебречь. 


7. Стекляниый сосуд кубической формы, 
находящийся при температуре #, наполнен 
жидкостью, вес которой 5. При нагреванин 
сосуда до температуры {, часть жидкости вы- 
текает, н вес се становится равным 5,. 
Определить коэффициент объемного расшире- 
ния жидкости ©, если коэффициент лниейного 
расширення стекла равен РВ. 


8. В цепи, изображенной на рнсунке 19, 
#,=1 8, &.=2 в, С. = 10 мкф, С.=20 жкф. 
Найтн заряд на обкладках конденсатера ем- 
кости С., еслн заряд на обкладках конлен- 
сатора емкости С; равен О,=10-° к. 


9. Ог нсточника с напряжением 110 в 
необходимо передать полезную мощность 
5 кат па некоторое расстояние. Какое нан- 
большее сопротивление может иметь линия 
электропередачн, чтобы потеря энергин в ней 
не превышала 10% от потребляемой полезной 
мощности? 


м У 


6> С2 


Рис. 11. 


Рис. 10. 


19. Плоскопараллельная пластинка со- 
ставлена из двух стеклянных клиньев с ма- 
лыми угламн © =1° и показателями преломле- 
ция п. =1,3 ип; 1.6 (рис. \}. На эту плас- 
тинку, нормально к се поверхности, падает 
параллельный пучок света. За пластинкой 
расположена собнрающая линза с фокусиым 
расстояннсм Ё=180 см. В фокальной плос- 
кости линзы находится экран. На сколь- 
ко сместится светлая точка на экране, сслн 
стеклянную пластинку убрать нз светового 
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Рнс. 12. 


И. Точечный источннк света $ располо- 
жен на главной оптической оси тонкой со- 
бнрающей линзы на расстоянни а=20 см от 
нее {рнс. 12). На расстоянии а,=30 см, по 
ту же сторону от линзы, расположено плоское 
зеркало, которое наклонено под углом а:=45? 
к оитической оси. Лииза дает два изображе- 
ния источинка $. Определить, чему равно 
расстоянне между этими изображениями, 
если фокусное расстоянне линзы Ё=5 см. 


пучка? 


П. Булкин, Н. Горев, С. Кротов 





Число «пи» 
и роман 


«Война и мир» 


На первой страннце об- 
ложки журнала изображены 
двестн восемьдесят последо- 
вательных знаков числа л 
(в десятнчной снстеме счисле- 
иня). Каждая цифра от 0 
до 9 нзображастся цветным 
шестиугольником: — © — ко- 
ричневым, | — светло-крас- 
ным, 2 — оранжевым, 3 — 
желтым, 4 — белым, 5— 
светло-зеленым, 6 — зелено- 
голубым, 7 — синим, 8— 
темно-сиинм н 9 — фнолето- 
вым. Затем, двигаясь слева 
направо по десятичной за- 
писн числа л, мы каждой 
цифре в этом разложении 
ставнм в соответствие цвет- 
ной шестнугольннк н пПо- 
мещаем его рядом с преды- 
дущим, начиная в центре н 


«раскручивгясь» далее по спн- 
рали по часовой стрелке 
(3,141592...). 

Этот рисумок позволяет 
сделать иесколько нитерес- 
ных наблюдений. Легко про- 
верить, что число  много- 
угольннков каждого цвета 
приблизительно равно 389/, „== 
= 28. Таким образом, на 
данном отрезке десятичной 
записи числа л различные 
цифры появляются примерно 
одннаково часто. 

Есть предположение, что 
верно более общее и более 
сильное утвержденне: для лю- 
б0го { существует кусок 9е- 
сятичной записи числа пл, 
8 котором каждая комбина- 
ная цифр длины {1 появля- 
ется примерно одинаково 
частюо- 

НМз этого предположения 
вытекает, в частностн, что в 
десятичной записн числа д 
встретится любая н^2- 
перед заданная комбинация 
цифр. 

А из этого в свою оче- 
рель можно сделать один 
парадоксальный вывод. За- 
нумеруем все буквы алфа- 
вита я все знаки пукктуации, 
а также знак пробела пара- 


мн цнфр от 00 до 99 (факти- 
чески потребуется гораздо 
меньше пзр). Затем возьмем 
какую-нибудь книгу и за- 
кодируем се: вместо каждого 
знака (буквы, знака препн- 
нания, пробела) поставим его 
номер. Тогда вместо книги 
мы получим последователь- 
ность цифр, по Которой нс- 
ходная книга восстанавли- 
вастся однозначно. 

Если сделанное выше 
предположение верно, то в 
десятичной записи числа л 
где-то встречается код ро- 
мана «Война в мир» (как, 


впрочем, н любой другой 
книги, даже еще не напн- 
санной!). 


На рисунке много раз 
встречаются подряд два од- 
ноцветных шестнугольника, 
а несколько раз рядом рас- 
положены даже три одно- 
цветных иисстиугольника. Сов- 
сем нелавно былин вычислены, 
разумеется, при помощи ЭВМ, 
100 000 знаков числа л. Сре- 
ди ннх были обнаружены не 
только тройки 000, 111, ..., 
999, но н несколько четверок 
одннаковых цифр ин даже 
шесть левяток подряд? 

В. Вавилов 
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В редакцию пришло письмо 
от десятнклассника Б. Ивя- 
кнна. В нем он пишет: 


«Просматривая старые но- 
мера «Кванта», я обратил 
внимание на приписку в кон- 
це решения задачи МИ5 
«... эта задача впервые 
возникла в одной из работ из- 
вестного советского алгебраи- 
ста А. И. Ширшова. Она по- 
надобилась ему для построе- 
ния серьезной математиче- 
ской тгеории»ъ. Интересно уз- 
нать, как она там решена? 
Использована ли для этого 
высшая математика, или ре- 
шение вполне элементарно? 
Ведь если оно элементарно, то 
и школьники могли бы зани- 
маться вполне серьезными ма: 
тематическими исследовани- 
ями». 


Мы попроснлн ответить на 
эти вопросы члена-коррес- 
пондента АН СССР 
А. И. Ширшова. 


Ккуапетесите.ги 


Спрашивайте — отвечаем 


Дорогой Боря! 

Не так уж обязательно просматривать старые 
номера «Кванта», чтобы наткнуться на интересные 
математические идеи. Они вокруг нас. 

Вас заинтересовала задача М115. Напомню ее 
условие: 

В три сосуда налито по целомучислу литров воды. 
В любой сосуд разрешается перелить столько воды, 
сколько в нем уже содержится, из любого другого 
сосуда. Доказать, ято несколькими такими пере- 
ливаниями можно освободить один из сосудов. 
(Сосуды достаточно велики: каждый может вме- 
стить всю 800%). 

Я в свое время нашел излагаемое ниже решение. 

Пусть (п,р, 9) — некоторое начальное состоя 
ние сосудов, а у — такое наибольшее натуральное 
число, что по крайней мере одно из чисел п-Рр, 
п-+9, р-|9 делится на 2%. Очевидно, что у>0. 
Пусть п +р=2*\ (25+1), п=2% (2-41), р=2В (2г-- 
+1. Предположим, что а=В. Тогда а<Зу. Если 
п>>р, то сделаем переливание (п, р, 9)<(п—р, 
2р, 4); если же п<р, то переливание (п, р, 9)® 
<=(2п, р—п, 9). Поскольку п—р= 24*1 (Е) и 
2р=2“*1 (2,--1), на каком-то шаге показатели при 
двойках станут разными, или соответствующие 
числа сравняются. Поэтому можно считать, что 
а>В=у. Если п<р, то сделаем несколько перели- 
ваний (п, р, 9)= (2п, рп, 9=..., пока п, станет 
больше р; (В при этом не изменится, а © — возра- 
стет). Итак, пр, а>В=у. Если р< а, (п, р, 9 
«(п,2р, 9—р) ни п! 2р==2\+*Чт, т. е. число у уве- 
личивается. Если р>2>4, (п, р, 9) (п, р94, 2 ® 
=(п—р+9. 2(р—9), 249) и 2(р9+249=2р. 
у вновь увеличивается. Поскольку ф не может воз- 
растать неограниченно, на каком-то шаге будет 
получен пустой сосуд. 

Легко понять, что если бы речь шла, нанример, 
о 100 сосудах, то результаты были бы теми же. 
Опорожнить можно все сосуды, кроме, быть мо- 
жет, двух. 

Разумеется, в моей работе (Математический 
сборник 45:2, 1958 год), не было ин речи о сосудах. 


Куап. тссте.ги 


Там шло обсуждение вопроса, как это в математи- 
ке и бывает, с полным отвлечением от предмета. 
Легко понять, что сосуды можно заменить, напрн- 
мер, автоколоннами или стадами СЛОНОВ. 

На самом же деле речь шла о возможности све- 
дёния доказательства некоторого утверждения к 
доказательству более простого утверждения. 

В математике такие ситуации встречаются очень 
часто, и «мостики», позволяющие это делать, обыч- 
но называются леммами. 

В «сосудистом» же варианте я предложил эту 
лемму в «Математическое просвещение», где она 
и была напечатана в № 6 в 1961 году. 

Большего внимания заслужнвает ваше утверж- 
денне: «Ведь если оно элементарно, то и школь- 
ники могли бы заниматься вполне серьезными 
математическими исследованиями». 

\Цкольники К. Ф. Гаусс и Э. Галуа занима- 
лись вполне серьезными математическими иссле- 
дованиями, которые и сейчас трудно назвать эле- 
ментарными. 

На памятнике Гауссу высечен правильный 
семнадцатиугольник — дань уважения к его пер- 
вой «школьной» теореме. Именем Галуа названа 
целая теория. Сейчас у нас в СССР есть ряд школь- 
ников, пишущих научные работы (не обязательно 
элементарные). 

Для этого нужно много знать и много трудиться. 


С уважением билииыеф 





26 =272 


Возьмем произвольный тре- 
угольиик. Разделим каждую 
его сторону на три части 
одинаковой длииы ин соеди- 
иим точки деления, как по- 
казано иа рисунке 1. Мы 
видим, что в исходиом тре- 
угольнике размещены три 
равных треугольника, каж- 
дые два из которых пересе- 
каются по одиому маленько- 
му треугольничку. Все эти 
треугольники подобны ис- 
холному: большие — с козф- 
фициеитом подобия */з, ма- 
ленькие — с коэффициентом 
1/.. Площаль исходиого тре- 
угольника обозначим через 
$; тогда площадь каждого 
из трех больших треуголъ- 
ников будет (2/;)?$, а пло- 
щадь каждого из трех ма- 
леньких (1/.)?5. Площадь $ 
исходиого треугольника мож- 
но представить как сумму 
площадей больших треуголь- 
ников минус сумма площадей 
маленьких — мы их сосчи- 


тали дважды. Мы получили 
тождество 


53.2153 (1)' 


А теперь проделаем по- 
добное построенне для тре- 
угольной пирамиды объема 
У (рис. 2). Больших пирамид 
будет четыре (по одной у 
каждой вершины) ‚объем каж- 
дой из иих будет (?/3)3У (на 
рис. 2 показаны две из этих 


Рис. 1. (Хх 


четырех пирамид). Каждые 
две такие пирамиды пере- 
секаются по маленькой пи- 
рамидке объема {/;)ЗИ, всего 
таких пнрамидок будет шесть 
(по одной у каждого ребра 


исходной пирамиды). Полу. 
чаем 


(Рив (Е. 


откуда 


_ 25 
и = 57 у. 


Последиим равенством чита- 
тель может распорядиться 
по своему усмотрению. Если 


их 
Рис. 2. / в 





У0, то 26=27. Если же 
читатель считает, что 2652 27, 
то ой должен призиать, что 
объем произвольной треуголь- 
ной пирамиды равен нулю. 

А. Кушниренко 
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Сквэрворд 


Сквэрворд  (з4чаге — 
квадрат; \0ог4 — слово) — 
это квадрат, разделенный на 
клеточки. В некоторых запи- 
саны буквы, большая часть 
клеточек пуста. Надо запол- 
нить пустые клетки буквами 
из числа изписаниых так, 
чтобы ии на одной горизон- 
тали, вертикали или боль- 
шой диагонали ие было двух 
одинаковых букв. то есть 
каждая буква встречалась 
бы по одному разу. 

Рассмотрим рисунок 
сверху слева. Решение зада- 
чи лучше всего иачииать с 
заполнения диагоналей. В 
клетку с3 можно поставить 
только букву Л,так как на 
вертикали с стоят буквы И, 
К, а на диагонали аб—е|— 
буквы У, А, и поэтому Л — 
единственная буква, допол- 
ияющая набор И, К, У, А 
до У, Л, И, К, А 
Теперь иа диагонали аб—е1 
осталнсь две свободные кдет- 
ки, в которые нужно раз- 
местить буквы И.К. Букву 
К на 92 поместить нельзя, 
значит, К проставим на е|, 
И — на 92. На горизонтали 1 
в клетки з1. 61, с! букву Л 
вписать нельзя, клетка е! 
занята, поэтому место буквы 
Л—9! По вертикаль а 
нало ставить А на 93 и У 
на 44, отсюда на еф надо 
ставить И. 

Далее вписываем" е2—Л, 
е3—\№, 62—К, а!—И, с2—У, 
22—А, а3—К, 63—И. Ш—У, 


с1—А. Задача решена. 
Остальные задачи решите 
самостоятельно 


Л. Мочалов 


Куапетестели 
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Сквэрворд 
к слова-оборотни 


Занимательная математи- 
ческая головоломка «сквэр- 
ворд», придуманная Л. Мо- 
чаловым, должна понравить- 
ся любителям мнотоходовых 
логических задач. К очень 
любопытным результатам 
приводит анализ этой игры. 


Например, сколько букв 
нужно вставить в квадрат, 
чтобы можно было однознач- 
но заполнить — оставшиеся 
клетки квадрата? Рассмот- 
рим квадрат 5Ж5, изобра- 
женный на рнсунке 1. В ием 
к первой строке добавлено 
12 букв, одиако существует 
два разных заполнения остав- 
шихся клеток (рнс. 2, 3). 


С другой стороны, доба- 
вив к буквам первой строки 
еще лишь лве буквы в начале 
и в конце второй строки 
(рис. 4), получаем иабор, 
при котором заполнение едии- 
ственно. Убедиться в этом 
нетрудно, достаточно найти 
все различные заполнения 
квадрата 5Х 5 при заданной 
первой строке (их всего 8). 


А каково минимальное ко- 
личество заполненных клеток, 
которое полностью определя- 
ет дальнейшую расстановку 
букв в квадрате пхп? Где 
эти клетки расположены? 


Нетрудно проверить, что 
для квадрата 4Х 4 существу- 
ет всего два различных за- 
полнения при задаином пер- 
вом слове (проверьте!), при- 
чем в каждой клетке не пер- 
вой строки буква, постав- 
ленная при первом запол- 
нениии, отличается от буквы, 
‚которая туда ставится при 
втором заполнении. Поэтому 
заданием лишь одной допол- 
нительной буквы ззполнение 
квадрата определяется од- 
нозиачно, если оно вообще 
возможио- 





Анализ игры иа квад- 
ратах пхп при лп>> 5 гораздо 
более сложен. Его удобиее 
проводить не с буквами, а 


с цифрами 1, 2. 3, ..., м. 
Например. для квадрата 6х6 
при заданной лервой строке 
возможны 128 различных за- 
полнений, то есть опять сте- 
пень двойки (21 для квадоз- 
тов 4%Х4, 23 для квадрё- 
тов 5Х5и 27 для квадратов. 
6х6). Всегда ли так будет? 
Если вас заинтересовала эта 
тема, попробуйте разобрать- 
ся с квадратами 7Х7. 
Однако буквенное запол- 
мнение квадрата иззодит иа 
идею еще одного типа голо- 
воломок. В русском языке 
существуют группы слов, от- 
личающихся лишь переста- 
новкой букв («смола» и «мас- 
ло» ИЛИ «автор», «товар», 
«тавро», «отвар»). Это — сло- 
ва-коборотии». На рисунках 
5, 6 показаны два заполне- 
ния квадрата, в которых од- 
иовременно присутствуютсло- 
ва «товар» и «автор». А можно 
ли одновременно располо- 
жить в квадрате слова «смо- 
ла» и «масло»? Или сразу 
три из набора: «автор», «то- 
вар», «тавро», «отвар»? А все 
четыре? А как ведут себя 
в этом смысле другие груп- 
ны слов-коборотней»? 
Жлем ваших писем! 
А. Савин 
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Ответы, указания, решения 
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т, 


ь.4 


К статье «Конусы в каркасах» 
1. а1/3/3. 2.21. 3. 24 (лм — 
— о;4)/ УЗ. 4. 2 атав эт (п/п). 


К статье «Как решать задачи на механиче- 
ское движение» 





1. 19 = и? | И-М) — (ты 
< 4,2 м/сек. 


2. А— та — 2/2) = —1 000 дж. 
3. 15 - И пи 10 м/сек. 
4. А= — ШЛИ (рет—ря) == —2 000 зрг. 
5. Ав -- тю/е = 95,5 в. 
6. |0 = 

-=у 


К статье «Московский государственный уни- 
верситет нм. М. В. Ломоносова» 


Зе —) + я (ж-н”). 


Математика 
Механико-математнческий факультет 


4х 
Г х=З АЁл, Ё — целое. 


1 
2. — 06.2 х< 0, я ю.2<х=[. 


1 С 
$ (+ 3) ==0,34. 


Убе- 


^^ - 
диться, что СВЕ=105°; |СО |=1. По теореме 
синусов из ЛРЕВ вычислить |ОЕ]. 

4. сз @“==М.,. Указание. Показать, 
что треугольник АВС с вершинамн в точках 
касания шаров с плоскостью Р — равнобед- 
ренный. Проверить, что вершина конуса М 
равноудалена от точек В ин С касания с плос- 
костью Р двух меньших шаров. Рассмотреть 
два случая: 

а) точка М лежит на высоте треугольии- 
ка АВС, опущенной из вершины АД; 


Указание. 


6) точка М лежит на продолжении этой 
высоты за вершину А. 
5. Указание. Положив 


Боуи 15, 


заметить, что Р (х, и) =- Ку. х). Доказать, 
что уравнение Р (х, г) = 0 имеет своими 
корнями числа $и Г. (Допустим, иапример, 
что корнями уравиения Ё (х, г)—=© являются 
числа $ и иэЕ?. Тогда Ё (5, г)=0, а потому 
Е (у, 5)=0; далее, Р (5, )=0 ибо Е (', = 
= (1, г) 0, а потому Р (1, $)=0. Следова- 
тельно, уравнение Р (х, $)=0 имеет кории г 
и # Сравнивая равенства $ и == 9 — г, 
г--1=9 — 5, получающиеся по теореме 
Виета для уравнений РЁ (х, /)=0 и Е (х, $)=0, 
приходим к противоречию с предположением 
и). Решить систему иеравенств 


9—, 
2 


(так как урабнеиие РЁ (х, г)=0 имеет корни 
5и & $2 Ё, то его дискримииант Р положите- 
лен; так как г<5Ж.Ь, то значение трехчлена 
ЕР (х, г) в точке г положительно; так как 
г<5, то число г лежит левее абсицнссы вер- 
шины параболы Р (х, г)=-0,то есть левее числа 
$ Е 
2 . 


р>0, Е(г, )>0, г< 








которое, ло теореме Виета, равно 
9—, 
=”). 


Факультет вычислительной математики н 
кнбернетнки 





числу 


1. Площадь параллелограмма больше 
площади квадрата. 





2. х= 35, 9= 0 
у! 
3. х— асов 5+ &л, КЕ — иелое, 
Указание. Заметить, чтоесли положить 


4 


30 
1 хи, 17 К х=у, 


то даиное уравнение записывается в виде 
Уи о-= Ми-+ Мо. 


4. КИ = М] =2(1+ 15), Км! = 
=2/2(1+ 15). Указание. . Дока- 
зать, что АКЁЕМ — равнобедренный. Запи- 
сать теорему Пифагора для АКНЫМ,, где 
Н — точка пересечения хорды КМ с линией 
центров. 


4 2 р 
5. 5 <а<-3- (3—2 }/22). Указ 


зание. Полагая 
бх 
ю9-^ 


переписать даниые условия в виде 


= ("+=)((-2) =. и) 


1 1 а 
о. (2) 
у>0 (3) 
и заметить, что 


21. (4) 

Показать, что если 0<%а=2, то нера- 
венство (1) выполнено при — 1/2 < 2=5а/2, 
а сслиа> 2, то это неравенство (с учетом 
условия (4)) выполнено при — 1/2 = 2=1. 
бедиться, что для а > 0 наименьшее зиа- 
чение правой части равенства (2) (с учетом 


условия (3)) достигается при у = //За и 


23а а 
равно 75 А 6: Требования задачи вы- 
полнеиы, если 


а 2 у 


97 
и 
9 





а 
В при 0<а=2; 





— приа>2. 


Физический факультет 


я пл л 22л 
аа Зоны 





(п, Е — целые). 
23 
2. —10` <х<4. 


3х, =6б, в = —1; х.—2, и. =-3. 
х—?у 


Указание. Обозначить 2 " через 2 
а? 
4. МИ=-. Указание. На про- 


должении стороны ЁК за точку К построить 
точку В такую, что 1 = о. так что 


1.8] =6. Доказать, что КАМ = == В а по- 
я ГА т, ЕВ. 

. 18] = 14. Указание. Рассмотреть 
мак `В. зеркально симметричную точке В 
относительно плоскости РО$, и вычислить 
МВ, | = 148. 


Физика 


Механико-математический факультет и фа- 
культет вычислительной математики и ки- 
бериетики 


с = ло — т, та 
1. [а2| == 1 4т, т 


(при решении этой и последующих задач 
- = 


= 5 м/сек? 


считается, что |я| = 10 м/сек?); вектор а, на- 
правлен вертикально вниз. 


и У Рае 
2. || = # м1 СИ2—1]2 я=0,63 м/сек. 


3. и —= 02% 


г 
— Азпа 


4. [Е -= и = 100 н. 
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Ро 


5 в: 20$ п— 1!) 
5. [а| = шзте- @—п) = 


== 25 м/сек?. 


_ С» ий ы 


ГЕ 
8. = = 1,25 см. 


= 0,72 в. 


\ 
9. г = тв» Е 10-: сек. 


ЕР 


Физический факультет 


|. Нах = ЗМ =7,5-10& м = 75 км. 


му 
м ВИ 


2. хтах = 


И ме, Зичи о Рой 2те рта в 
НЕ и - (и мМ)° 


3. = (1 що х 


, г т К’ 
х (у 1-Я (1—и ра) зита — ‚} т 2%. 
: п? Е ГВ = к 
43. т 8—9. = 2,9.103 ке. 
А т 
5. р: и —= 25 атм. 
6. у и 
ЕЕ ГВ Ва 
52—35 
7. < = ЗВ +1. —1 5. 


8. ‚=С» (&.—&, 9, = 4. 10-3 к. 


Примечание. Заметим, что, если бы 


между точками М и № цепи ие было вклю- 
чено дополиительного источника тока. то аб- 
солютные зиачения зарядов О. и ©. были 
бы одинаковыми, 
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о,11 и 


2 
9. В = (7) = 0,2 ом. 


10. = ЕР Шт Ра (п, — пу) 20,31 сч 
(см. рис. №) 


и. 59 = И +й= 


=2 У10Д см =2,1 см (см. рис. 2). 


К задачам «Кваит» для младших школь- 
НИКОВ 


(см. «Квант» № 1) 


1. Каждая партня коичается отъездом 
одного из игроков, псэтому чемпион опре- 
деляется ровно за 9 партий. Поскольку 
5х 2= 10>9, по две партии могли выиграть 
максимум четверо участников. Пример: Пер- 
вый выиграл у Второго н Третьего, затем 
Четвертый — у Первого и Пятого, Шестой — 
у Четвертого н Седьмого, Восьмой — у Шес- 
того и Девятого, Десятый — у Восьмого. 

2. НЗ, Е=7. 

3. 142 857.516 342= 73 763 069 094. 


3. р! = [. 
Ответы к «Кроссворду» 
(см. «Квант» № Г, с. 64) 


По горизонтали: 5. Кеплер. 
6. Марков. 9. Гери. 12. Коши. 13. Гаусс. 
14. Дирак. 17. Савар. 18. Карно. 19. Шухов. 
22. Галле. 23. Вуд. 25. Бор. 26. Герон. 
30. Майер. 31. Винер. 32. Пикар. 36. Ампер. 
37. Хаббл. 38. Буль. 39. Лауэз. 42. Кгитор. 
43. Гейгер- 

По вертикали: 1. Виет. 2. Умов. 
3. Нерист. 4. Валлис. 7. Крукс. 8. Попов. 
10. Раман. 11. Галуа. 15. Паули. 16. Юнг. 
20. Басов. 21. Кулои. 24. Непер. 27. Ферма. 
28. Вин. 29. Гиббс. 30. Мозли. 33. Римаи. 


34. Петров. 35. Жансен. 40. Уатт. 41. Ленц. 


К задачам 
(см. «Квант» А Г, с. 24) 


«Спиши н думай» 
С=6, П=5, НЕК Ш=0. Д=7, У=3, 


М=4, А=9, Й=8. 
«Ребус » 
спе=345. 
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(см. «Квант» № 1,с.42) 


«Квадраты в квадрате» 








«Звездочка » 
3-4 =7 
х х -— 
3х2=6 
9—8=1 
«Ребусы » 
а) 913Х 112= 102 256; 6) 783х 319-= 
=249 777. 





Номер готовили: В. Березин. А. Виленкин. 
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В 1975 соду издательство «Мир» выпустило 
кингу С. В. Голомба «Полимнио». Много 
места в этой кииге посвящено выяснению 
того, какие фигуры можно, а какие нельзя 
покрыть так называемыми пентамино. (Пол- 
ный набор пентамнно вы видите ина рисунке.) 
Есть в этой кннге и задачи, решения кото- 
рых автор не знал. Одну из них удалось 


решить нашему читателю из Москвы восьми- 
класснику Саше Разборову- 


[№ 


+ 


| 
- = 
ела 
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Постройте из полного набора пентамино 
одновременно два прямоугольника 3Ж5 и 


5Х9. 
На рнсуике вы видите получениое им реше- 
ние. Вот еще иесколько задач из этой кннгн. 


Сложите (или докажите, что это невозмож- 
но сделать) из полного набора пентамино 
одновременно два прямоугольника размера- 
ми: 2) 5Ж8 и 4Ж5, 6) 45 и 4Ж0. 


я. 
\. 


| у > 
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Эта фигура образоваиа следующим обра- лая оболочка нарисованного здесь много- 
зом: к некоторым квадратным граням ром-  гранника (выпуклая оболочка фигуры Е — 
бокубооктаэдра приклеены кубы. это пересечение всех выпуклых фигур, со- 
Попытайтесь. мысленно откинув кубы, пред- держащих фигуру 2). Фигура, которая у 
ставить себе, как выглядит ромбокубо- вас должна получиться, называется «ром- 


октаэдр н изобразить, как выглядит выпук- боусеченным кубооктаэдром». 
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Здесь вы видите один мз способов построения замечатель- 
ной кривой — дельтоиды. Имогда ее называют кривой Штейя- 
мера по имени выдающегося немецкого геометра дввятнад- 
мцатого века Якоба Штеймера. Подробнее о дельтомде читайте 
в заметке В. Березина на с. 19- 
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А. Лопшиц 


Задача Мёбиуса 
и ее продолжение 


Полтора века назад (в 1823 г.) моло- 
дой тридцатилетний астроном обсер- 
ваторни в Лейпииге Август Мёбнус 
обратил внимание математиков на то, 
что хотя уже Эйлер рассматривал не 
только простейшие геометрические 
преобразования (движения и подо- 
бня), ино и более общие, которые он 
назвал аффинными*). они все же ие- 
достаточно применяются геометрамни. 

Меёбиус указывает при этом, что 
многие геометрические задачн, содер- 
жание которых не использует ни 
понятия длины, ни измерения углов, 
решались и после Эйлера чуждыми 
их содержанию средствами, и выска- 
зывает свое убеждение **), что сле- 
довало бы такие задачи по возможно- 
сти полно представить, систематиче- 
ски их расположить и развить само- 
стоятельное геометрическое направле- 
ние, которое не использовало бы ни 
тригонометрии, ни Мав$\{ег МаШезеоз 
(так называли в ХУЙ веке теорему 
Пифагора). Далее он продолжает: 
«В первые годы моего пребывания 


*) Так называют геометрические пре- 
образовання, которые прямые переводят в 
прямые, прнчем параллельные прямые пс- 
реходят в параллельные прямыс- 


**) Эти н последующие высказывання 
Мебиуса содержатся в его первой математн- 
ческой работе «Две геометрические задачи». 
напечатанной в качестве приложения в аст- 
рономнческом нздании: «Наблюдения Коро- 
левской Универснтетской Обсерватории» в 
Лейпциге в 1823 году- 


2 


здесь*), когда мон обязанности остав- 
ляли мне больший досуг, я сделал 
попытку в этом направлении. Я был 
к этому подготовлен благодаря ра- 
нее изобретенному мною особого рода 
геометрико-аналитическому нсчисле- 
нию, с помощью которого я сразу 
обнаружил, что именно эти общие 
свойства фигур**) н составляют, соб- 
ственно, область его применения; 
благодаря этому исчислению я 
получил возможность обнаружить гео- 
метрические результаты, к которым 
другие методы меня привели бы ва 
более трудном пути». 

Полиое изложение этого «исчисле- 
ния» Мёбиус дал в 1827 году в своем 
обширном труде «Барицентрическое 
исчисление». Эту книгу Феликс Клейн 
назвал «подлинным кладом идей, из- 
ложенных с изумительной ясностью»; 
самого же Мёбиуса Клейн считал 
предшественником своей Эрланген- 
ской программы, сделавшейся впо- 
следствии программой многих основ- 
ных направлений в области геомет- 
рни ХХ н ХХ столетий (см. статью 
С. Гивдикина — «Феликс Клейн», 
«Квант», 1975, № 12). 

Мы не можем здесь подробно оста- 
навливаться на этой замечательной 
книге Мёбиуса; скажем только, что 
в ней отчетливо выявляются основы 
векторной алгебры и ее приложений 
к геометрии (все это теперь изучается 
в школе). 

В этой небольшой заметке мы по- 
знакомим читателя с задачей Мебиу- 
са, которую он счел достойной того, 
чтобы привлечь внимание математи- 
ков своего времени к новому кругу 
геометрических проблем. 

- В своей первой работе (1823 г.) 
он пишет: «Из многочисленных, от- 
носящихся к этой области задач я 
разрешаю себе предложить читателю 
для самостоятельного решения сле- 
дующую: 

Каждые д8е из пяти произвольно 
заданных в плоскости точек А, В, 
С, О, Е соединены прямой. Площади 





*} В Лейпцигской обсерватории. 


**} То есть свойства, сохраняющиеся 
при аффинных преобразованиях и поэтому нс 
зависящие от измерения длин н углов. 


возникающих при зом пяти тре- 
иеольников ЕДВ. АВС, ВСО. СБЕ. 
РЕА заданы; требуется выразить 
через них площадь  нятиугольни- 
ка АВСРЕ. Вместо площадей этих 
пяти треугольников можно токже 
считать заданными площади пяти 
четырехугольников: ВСРЕ, СОЕА, 
РЕЛВ, ЕАВС, АВСРО, — и искать 


выражение через них площади пя- 
пиигольника — АВСОЕ. 


Обращение Мёбиуса к читателям 
сразу вызрало отклики: во втором то- 
ме журнала «Астрономические извс- 
стия» (1825 год; редактор журнала — 
известный математик ин астроном Щу- 
махер) было опубликовано два реше- 
ния этой задачи. Одиако оба решения 
были «классическими», полученными 
методами элементарной геометрии — 
средствамн, которые Мёбиус считал 
чуждыми содержанию своей задачи; 
н только в своей кииге Мебиуе дал 
полное се решенне средствами «ба- 
ричентрического исчисления»; мы бы 
тенерь сказали — средствами вектор- 
ной алгебры. 

Читатель этой статьи с особым ин- 
тересом займется решением  за- 
дачи Мабиуса, если мы сообщим ему 
окончательный — результат: 
Нлощадь х пятиугольника АВСЬЕ. 
у которого  плоцади  трецеольни- 


ков ЕАЯВ, АВС, ВСР, СРЕ, БЕЛ 


равны соответственно п, 6, с, 4, 
г, есть корень квадреинного 
уравнения 


д — х{а ть еча-те + 
+ {@6 -- с -- са № 4е + еа) = 0. 
Не менее интересно и то, что ило- 
щадь х пятниугольиика АВСРЕ, х 
которого площади четырехугольин- 
ков ВСРЕ, СРЕА, ОЕБАВ, ГАВС, 
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АВС равны соответственно @&, В, 
7. 6. к, есть корень «такого же» 
квадратного уравнения 

№ — < Р У О + 

+ ©В + В + 9 +6 + м) = 0. 

Обратим внимание читателя па то, 
что Мёбиус рассматривает не только 
выпуклые многоугольники ни что, на- 
пример, в многоугольнике АВСРЕ, 
нзображенном на рисуике |1, плошади 
треугольников АВС и ВСР Мебиус 
измеряег положительными числами, 
а площадь треугольника СРЁ — от- 
рипательным чнсаом; он учитывает, 
что порядок, в котором следуют точ- 
ки А, В, С и точки В, С, О, соответ- 
ствуег обходу по сторонам этих тре- 
угольников По часовой стрелке, а 
порядок, в котором следуют точ- 
ки С. Р, Е — обходу по сторонам 
греугольника СВЕ против ча. 
совой стрелки. 

Болес того, Мёбихс рассматривает 
це только «обычные» миогоугольники, 
но н такие, у которых стороны могут 
пересекаться ие только в вершинах 
многоугольника (см. рис. 2). Пло- 
щадь такого миогоугольника (да и 
всякого другого) Мебиуе считает рав- 
ной сумме площадей «ориентирован- 
вых» треугольников РАВ, РВС, РСО, 
РРЕ, РЕА. Он доказывает (сумеет ли 
это сделать читатель самостоятель- 
но?), что эта сумма це зависит ог вы- 
бора точки Р (в илоскости миого- 
угольника). 

Перечиеляя новые геометрические 
нден Мебиуса. Ф. Клейн указывает, 
ч1о Меёбиуе первый совершенно по- 
следовательно пользуегся  принци- 
цем знаков в тсометрии, притом не 
только для измерения отрезков, но 


н для измерения площадей и объемов, 





Рнс. 2. 


прн котором он различает направле- 
ние обхода *). 

В коние своей неболыной статьи 
«Пнсьмо профессора Мабиуса к из- 
дателю журнала» («Астрономические 
известия», 1825, т. 3) Мебнуе по пово- 
ду предложенной им задачи нишет: 

«Но довольио говорить о столь лег- 
кой задаче, которая, рассмотренная 
сама по себе, есть просто курьез; она 
заслуживает некоторого внимания 
лишь постольку, поскольку пред- 
ставляет пример следующей теоре- 
мы, которая мие кажется новой: если 
каждые две точки какой-либо системы 
п точек, расположенных в плоскости, 
соединить прямой линией, и если счи- 
тать заданными площади (независи- 
мые между собой) какил-либо 2п—5 
многоугольников, возникающих от пе- 
ресечения этих прямых, то через них 
можно выразить площадь каждого из 
остальных многоугольников». 

Доказательство этой теоремы мо- 
жет быть предметом самостоятельного 
исследования читателя (Меёбиус” так- 
же опубликовал ето в своей кииге 
«Барицентрическое исчисленне»). 

Предложим еще одну задачу — 
она является своеобразным продол- 
жением первой (и также, как она, 
представляет иример теоремы типа 
теоремы Мёбнуса). 

В пятиугольнике АВСРЕ — зада- 
ны площади р, 4, г. $, { треуеольни- 
ков АСр, ВОЕ, СЕЛ, РАВ и ЕВС. 





*) Подробное нзложение тсорин нзмере- 


ния сплощаден ориентированных фигур» 


вместе с приложениями этой теории (в гсо- 
мстрии и гсодезин) читатель найдет в бронио- 
ре А. М. Лопшнца — выпуск 20 серин 
«Популярные лекции яо 
1956 год. 


математнкс», М., 





Рнс. 3. 
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Нужно через них выразить площадь 
пятиугольчика АВСЬБЕ. 
А вот н ответ: 


РЕЗНЯ РАН Е 

+ "Е 9 +9 +5). 

Заметим еще, что и первая зада- 

ча Мебнуса, ин ее «продолжение» явля- 

ются частными случаями следующей 
задачи: 

На сторонах АВ. ВС, Ср, ОЕ 

и ЕА пятнугольника АВСОЕ взяты 

точки А’, В', С’, О’и Е’ так, что 


= * == — х м2 
АА’ = АВ-А;: ВВ’ == ВС.А; СС’ = 


—^> — — —> > 
= СО.^; ОБ’ = ОЕ-№; ЕЁ’ :-= ЕА.А 
(рис. 3; многоугольник А’В"С’О’Е“ 
называют А-сопряженным с много- 
угольником АВСШОЕ). Требуется вы- 
разить площадь пятнугольни- 
ка АВСПЕ, если заданы площади тре- 
угольников АВС’, ВС’, СОЕ’, 
РЕАЛ’, ЕАВ’. Легко видеть, что в 
случае, когда А = 0, ответ следует 
нз теоремы Мёбиуса, а в случае А = 
—= | — из ее «продолжения»: ведь 
ебзан Я. — 0; том" = ыВ” = В 
ева. же. = Ь, то. Л*’= № В' = 6: 
С’ =0; 0О’= Е; Е = А. 

Последнее замечанне: о много- 
угольнике, А-сопряженном заданному 
многоугольнику, можно — выска- 
зать много интересных предложе- 
ний — вот одно из них (оно не свя- 
зано с теоремой Мёбиуса): 

Площадь п-угольника, №-сопряжен- 
ного с заданным многоугольником 
А.А. ... А,, равна Р№ 40 +В, 
еде числа Р, 9, Ю определяются пло- 
щадью многоугольника ИА, ...Ар 
и площадью многоугольника 
55 5„, И»-сопряженного с 
многоуголышком А.А, ... А, (го 
вершины являются серединами по- 
следовательных сторон многоуголь- 
ника А.А.... А): ©, — середина 
А.А,, $, — середина А Аз ит. д.). 

Мы надеемся, что этн задачи за- 
интересуют наших читателей. Их ре- 
вения мы предполагаем опубликовать 
позже. А пока — ждем ваших писем. 





Александр Грнгорьевнч Столетов 

(1839— 1896) 

Выдающийся русский физик 
А. Г. Столетов родился 29 июля 


(10 августа) 1839 г. в семье небогатого 
владимирского купца. Его отец - 
Григорий Михайлович — владел не- 
болыной бакалейной лавочкой и ма- 
стерской по выделке кож. Мать — 
Александра Васнльевна — была то- 
же купеческого звания, по семья Сто- 
летовых совершеино не походила на 
тиинчные купеческие семьи, мрач- 
ный мир которых так мастерски изоб- 
разил в своих пьесах А. ИН. Остров- 
ский. Александра Васильевна была 
образованной женщиной и сама пре- 
подавала своим детям (до нх поступле- 
ния в гимназию) русский язык и ариф- 
метику. 

В доме была неплохая библиотека, 
н Саша, научившись читать в четы- 
рехлетнем возрасте, стал рано ею 
пользоваться. В иять лет он уже чи- 
тал совершенно свободно. 

В 1849 г. Александр Столетов 
поступил во Владимирскую гимназию, 
которую окоччил в 1856 г. В свиле- 
тельстве об окоичанни сказано, что 
он «... признан окончивиим Гимиа- 
зический курс с предоставлением ира- 
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В. Лшиевский 
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Григорьевич 
Столетов 


ва на поступление в Университет 
без вторичного экзамена и с награжде- 
нием за отличные успехи в науках ... 
золотой медалью». 

В последиие годы учебы в гимна- 
зин четко определились наклонности 
Александра. Его любимые предме- 
ты — математика и физика. Он с 
удовольствием заинмается ими в клас- 
се, а дома мастерит самодельные физи- 
ческие приборы и ставит различные 
опыты. Решено. Он будет физиком! 

Осенью того же 1856 г. А. Г. Сто- 
летова зачисляют на физико-матема- 
тический факультет Московского уни- 
верситета «казеннокоштным» студен- 
том (то есть получающим государсг- 
вениую стипендию). В то время в 
университете было много бездарных 
профессоров, но Александру повезло 
с учителями. Прикладную математи- 
ку он слушал у Николая Дмитриевн- 
ча Брашмана, воспитавиюго великого 
П. Л. Чебышева, астрономию ему пре- 
подавал Федор Александрович Бре- 
дихнн, а лекиии по аналитической 
геометрии, дифференннальному и ин- 
тегральному исчислению, высшей ал- 
гебре н варнационному нечислению 
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читал замечательный педагог Нико- 
лай Ефимович Зернов. Но любимый 
предмет Александра по-прежнему фи- 
знка. Его преподает болыной ученый 
и прекрасный человек — Миханл Фе- 
дорович Сласский. 

Столетов живет бедно, денег мало, 
по песмотря на это он весьма неохот- 
но соглашается на частные уроки ни 
нереводы, справедливо полагая, что 
эти дополнительные занятия отвлека- 
ют его от науки. Все время принад- 
лежит и отдано только ей! 

Выдающиеся иаучные способности 
Александра, его большая любовь к 
знаниям были замечены и  оцене- 
ны преподавателями. В 1860 г. 
А. Г. Столетов с отличием заканчива- 
ет университет, и сразу же руковод- 
ство факультета начинает хлопотать 
об оставленни молодого кандидата 
{так назывались тогда окончивише 
полиый к\ре) при университете. Но 
на просьбу приходит отказ. Столетов 
как казениокошитный студент должен 
после университета отработать 6 лет 
«по учебной части Министерства На- 
родного Просвещения». 

Факультетское начальство повто- 
ряет свою попытку оставить А. Г. Сто- 
летова ири университете. Переписка 
продолжаекя. А сам кандидат ие 
теряет времени даром и пелые дин 
проводит в библиотеке. 

Только 5 сентября 1861 г. наконеи 
приходит долгожданное разрешение 
За истекшее время Л. Г. Столетов 
»хепел подготовиться к магистерскому 
экзамену н 16 октября подает проше- 
ние ректору: «Желая получить сте- 


пень магистра физики, покорнейше 
прошу ... допустить меня к устран- 
ваемому испытанию». 


Экзамен сдаи успешно, но защита 
днссертанин неожиданно откладыва- 
ется. Профессора К. А. и С. А. Ра- 
чинские пожертвовали университету 
стипендию для посылки В загранич- 
НУЮ командировку на два года достой- 
ного кандидата. Выбор пал на 
А. Г. Столетова, и летом 1862 г. он 
покидает Москву. 

За граниией Столетов пробыл трн 
года. Он учился в Гейдельберге, Гет- 
тнигене н Берлине у Г. Кирхгофа, 
Г. Гельмгольца, В.-Э. Вебера, Г.- 
Г. Магнуса и других известных уче- 
НЫХ. Учился, как всегда, самозабвен- 
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но. К. А. Тимирязев позже  вспо- 
минал: «... когда через несколько уже 
лет, я в свою очередь провел в Гей- 
дельберге несколько семестров, посе- 
щая, между прочим, и практические 
запятня у Кирхгофа, мне довелось 
слышать еще свежее предание об 
одном молодом русском, с виду почти 
мальчике, изумлявшем всех своими 
блестящими способностями». Кирх- 
гоф называл Столетова самым талант- 
ливым своим учеником. 

В декабре 1865 г. А. Г. Столетов 
возвращается на родину, а в следую- 
щем году получает место преподавате- 
ля математической физики и физиче- 
ской географии в Московском уни- 
верситете. 

Студентам нравится новый моло- 
дой педагог. Его лекции так позна- 
вательны и иитереспы. А как увлека- 
тельно он говорит, какой ои бдестя- 
щий оратор. «Если бы застенографи- 
ровать сго лекцию, — вспоминал 
вноследствии учившийся у Александ- 
ра Григорьевича профессор 
Б. М. Житков, — она, с первого до 
последнего слова, не нуждалась бы в 
редакционных поправках. Слушате- 


лям казалось, что Столетов читает 
им лекцию по очень хорошему 
учебнику». 


Студенты не знали, чего стоила 
А. Г. Столетову эта отработаниость, 
эта безукоризпениость его лекций. 
До поздней ночи горит светв кабине- 
те. Александр Григорьевич просмат- 
ривает последнне научные журналы, 
кпиги, делает выниски, продумывает 
план будущей лекцин. Слушателям 
должны быть сообщены самые свежие 
сведения, это должен быть рассказ о 
самых последних достижениях науки. 

После подготовки к лекции Столе- 
тов берется за свою магистерскую дис- 
сертацию. Она посвящена «общей за- 
даче электростатнки». Смысл задачи в 
следующем. 

Представьте себе незаряжениный 
проводник, к которому подносят дру- 
гой проводник, заряженный, напри- 
мер, отрицательно. Тогда на первона- 
чально  незаряжениом проводнике 
появятся заряды: на ближайшей к за- 
ряжениому телу стороне — положи- 
тельные, на противоположной — от- 
рнцательные. Эти индуцированные за- 
ряды в свою очередь подействуюг на 
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Московского университета. 


заряженный проводник, и заряды на 
нем перераспределятся. Это перерас- 
пределение зарядов вызовег в свою 
очередь изменение распределения за- 
рядов на другом проводинке и т. д. 
Так будет продолжаться до тех пор, 
пока между двумя проводниками пе 
установится электростатическое рав- 
новесие. Как при этом будут распре- 
делены заряды на проводниках? Для 
случая двух тел эта задача была ре- 
нена Морфн ин Дж. Томсоном. Столе- 
тов сумел решить задачу в самом сб- 
щем внде: в случае взаимодействия 
между собой любого произвольного 
числа проводников. 

В мас 1869 г. А. Г. Столетов бле- 
стяще защитил магистерскую дис- 
сертацию п был утвержден в званин 
доцента. 

Бессонные почн, чрезмерный труд 
н нервное папряжение сказываются на 
здоровье молодого ученого. Он за- 
болевает и около года проводит в 
различных лечебницах. Ему запре- 
щают читать. инсать, заниматься ка- 
кой бы то ий было умственной дея- 
тельностыью. Это был самый тягостный 
пернод в жизии А. Г. Столетова. На- 
конеи. конснлиум профессоров раз- 
решает ему пристунить к занятиям со 
студентами. М сразу же забываются 


ьсе наставления врачей щадить свое 
здоровье, Александр Григорьевич 
вновь полностью отдастся педагогиче- 
ской н научной деятельнсстн. 

В то время Московский упиверсн- 
тет, как и другие высшие учебные за- 
ведення Росснн, не имел физической 
лаборатории. Чтобы вести паучные 
исследования, русские ученые былн 
вынуждены уезжать за границу. 
А. Г. Столетов ноставил перед собой 
цель создать такую лабораторию. Оп 
пншет иесьма, прошения, обивает 
пороги чиновничьих кабипетов, дока- 
зызвая, что университет ие может не 
нметь своей лабораторин. Ведь физн- 
ка — наука экспериментальная. Фин- 


зик —- не математик, он пе может тво- 
рить науку только за имсьменным 
столом. 


Весь 1870 г. проходит в хлопотах 
но устройству первой в Росени физи- 
ческой лаборатории. В этом же году 
ва квартире у Сголетова для обсужде- 
НИЯ м. физических проблем 
начинают собираться студенты Алек- 
сандра Григорьевича и его товарищи 
по работе. Возникает физический кру- 
жок. положивии начало физической 
школе Столетова, которая, в свою оче- 
редь, дала основаине шиколе русских 
физиков. 





Схема установки, разработанная А. Г. Столе- 
товым для ностановки экспернмента по изу- 
ченню магнитных свойств железа. 

На железное кольцо намотаны две об- 
мотки. Первая обмотка через переключатель 
соединена с батаресй. В цепь второй включен 
баллистическнй  гальванометр. В моменты 
включенкя (нли выключения) тока, подавас- 
мого в первичную обмотку, намагинченность 
железного кольца быстро растет {илн убывает) 
до определенного значення, соответствующе- 
го данной снле тока и числу витков в первич- 
ной обмотке. Меняющееся в этн моменты 
магнитное поле ннлуцируст ток во вторич- 
нон обмотке. Измерив с вомощью гальвано- 
метра колнчество электричества, протекаю- 
щего за это время по вторичной обмотке, 
можно теоретнческн рассчитать величину 
магнитного поля, .вызвавшего ток. А узнать 
магнитное поле, создаваемое кольцом, — 
это значит узнать степень намагничивания 
железного образца. 


В 1871 г. А. Г. Столетов приступа- 
ет к работе над докторской диссерта- 
нией. Теперь его интересуют магнит- 
ные свойства железа. Знать их очень 
важно для практики. Электротехни- 
ка в то время не была еще паукой. 
Созданию хорошей электрической ма- 
шины предиюествовали бесчисленные 
опыты по подбору оптимальных кон- 
структивных размеров. М одной из 
важнейших задач электротехники бы- 
ло узнать, как намагничивается 
железо. 
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Физической лаборатории в унн- 
верситете по-прежнему нет, ий для 
проведения необходимых эксперимен- 
тов Столетов уезжает за границу. Все- 
го четыре месяца проводит он в ла- 
боратории Кирхгофа в Гейдельберге, 
но сколько сделано за эти четыре лет- 
них месяца! Продумана и сконструн- 
рована установка для исследования 
магнитных свойств железа, проведе- 
ны все задуманные опыты. 

Петля гистерезиса при намагничи- 


-Ванин железа теперь знакома каждо- 


му ученику 9 класса. Но когда Столе- 
тов начинал свои опыты, о магнитных 
свойствах железа было известно не- 
много. В частности, считалось, что 
намагниченность железа Г = 
= (и — 1) 8, прямо пропорциональна 
нидукини Ву памагничивающего внеш 
него поля. Это означает, что магнит- 
ная проницаемость и не зависит от 
намагниченности н постоянна. Эта 
теория, разработанная Пуассоном, не 
согласовывалась, однако, с последни- 
ми опытами различных исследовате- 
лей. Поэтому учителем Столетова 
Кирхгофом была разработана новая 
теория, в которую вместо постоянной 
величины & входила функция, зави- 
сящая от Ву н формы железного тела. 
Изучением того, как зависит нц от 
В,, и занялся Столетов *). До работы 
известно, что при 
большнх индукциях намагничнваю- 
щего поля магнитная проницаемость 
падает с ростом Ву. В слабых полях 
ее поведение не изучалось. Начав 
опыты, Столетов обнаружил порази- 
тельный факт: при слабых полях с 
ростом В» величина в не постоянна, а 
быстро возрастает; достигает макси- 
мума при некотором значенин В, ни 
медленно убывает (рис. 1). Причем 
максимальное значение и было в ие- 
сколько раз выше, чем известное из 
опытов других исследователей. 
Полученные Столетовым важные 
резульгаты давалн в руки создателей 
электромашин кяюч к решению мно- 
гих стоящих перед ними задач. Сам 
Столетов так характеризовал практи- 


“) В опытах Столетова изучалась завн- 
снмость не самого д. а так называемой маг- 
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нитной воспрнимчнвости Х = 


ческую сторону своего исследования: 
«Изучение функции намагничивания 
железа может имезь практическую 
важность фи устройстве и употреб- 
лении как электромагнитных двига- 
телей, так и тех магнитно-электриче- 
ских машин нового рода, в которых 
временное намагничивание железа иг- 
рает главную роль. Знавие свойств 
железа ... также необходимо здесь, 
как необходимо знакомство со свой- 
ствамн пара для теории паровых ма- 
шин. Только ирн таком знании мы 
получим возможность обсудить а рг!о- 
г! [заранее] нанвыгоднейшую конст- 
рукцию подобного снаряда и наперед 
рассчитать его полезное действие». 

В 1872 г. Столетов успешно защн- 
щает докторскую диссертацию «Ис- 
следование о функции намагничи- 
вания мягкого железа» и в следую- 
щем году утверждается в должности 
ординарного профессора Московского 
университета. 

Осенью 1872 г. пронсходит другое 
знаменательное событне — наконец- 
то при университете открывается фи- 
зическая лаборатория, на устройство 
которой Столетов потратил столько 
сил и средств. 

Начинает свою первую экспери- 
ментальную работу на родине Сто- 
летов. Он ставит давно задуманный 
опыт по определению соотношения 
между электростатическими и электро- 
магнитными единицами. Коэффициент 
пропорциональности оказывается бли- 
зким к скорости света с. Это говорит 
нетолько отом, что свет — тоже элект- 
ромагнитное явление, но и служит 
косвенным подтверждением справед- 
ливостн теории Максвелла, которую 
многие ученые в то время ие нри:- 
знавали. 

Столетов широко открывает двери 
своей лаборатории для физиков, ра- 
ботающих в другнх высших учебных 
заведениях Россин. Из Кнева, Одес- 
сы, других городов страны приезжа- 
ют преподаватели учиться у иего 
нскусству экспернмента. 

Ширится физический кружок Сто- 
летова. Вокруг него группируется 
талантливая молодежь, берущая со 
своего учителя пример бескорыстного 
служения науке. Десятки блестящих 
ученых воспитал А. Г. Столетов, уче- 
ных, составивших тордость нашей 
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науки. Наиболее выдающиеся из 
них —Н. А. Умов, И. Ф. Усагии, 
А. П. Соколов, ИП. Н. Лебедев, 
Н. Е. Жуковский. 

Столетов ведет большую популя- 
ризаторскую работу в Обществе лю- 
бителей естествознания, непре- 
менным членом которого он являезся, 
читает публичные лекции в Политех- 
ническом музее, публикует научно- 
популярные статьи в общедоступных 
журналах. Он хочет ириобщить к 
науке как можно большее количест- 
во людей. 

После работы о намагничивании 
железа имя Л. Г. Столетова стано- 
внтся широко известно за границей. 
В 1874 г. его приглашают на тор- 
жества по случаю открытия при Кем- 
бриджеком университете физической 
лабораторни. В 1881 г. Столетов до- 
стойно представляет русскую нау- 
ку на [ Всемирном конгрессе электри- 
ков в Парнже. Он первый русский 
физик, участвующий в международ- 
ном съезде. 

На конгрессе Столетов делает до- 
клад о своих исследованиях по опре- 
делению коэффициента  пронорино- 
нальности между электростатически- 
ми и электромагнитными единицами, 
активно участвует в работе по выбо- 
ру электротехнических единии из- 
мерения. (Пе нредложению Столе- 
това была утверждена единица элект- 
рического сопротивления «ом» и 
эталон сопротивления.) 

В 1888 г. Александр Григорьевич 
Столетов начинает исследование фо- 
тоэффекта, открытого за год до этого 
Г. Герцем. Эти исследования прни- 
несли Столетову мировую — извест- 
ность. Они продолжались два года: 
с февраля 1888 г. по июль 1890 г., 
н можно только удивляться, как мно- 
го было сделано за этот срок челове- 
ком, занятым в основном преподава- 
тельской деятельностью. 

Что было известно до работ Сло- 
летова? В 1887 году Герц обнаружил, 
что проскакивание искры между 
электродамн облегчается  (проис- 
ходит при болынем расстоянии меж- 
ду электродами) прн освещении элект- 
родов ультрафнолетовыми лучами. В 
том же году Видеман н Эберт показа- 
лн, что эффект вызывает освещение не 
любого электрода, а только катода. 
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Рис. 2. 


Вслед за ними Гальвакс упростил 
опыт. используя вместо некры «ти- 
хий разряд» предварительно заряжен- 
вого электрода. Подсоединяя к это- 
му электроду электроскоп, Гальвак: 
обнаружил, что освещение ультра- 
фиолетовым светом приводит к раз- 
рядке электрода. 

С комощью электроскопа, соеди- 
ненного с незаряженным телом, Галь- 
вакс показал, что в результате раз- 
рядки отрицательного электрода при 
освещении его ультрафиолетовым све- 
том заряд переходит иа окружаю- 
щие тела. 

Начав исследование явления, о7- 
крытого Гернем (это явление-полу- 
чило название фотоэффекта), Столе- 
тов, повторив опыты Герца, Видема- 
на, Эберта и Гальвакса, в дальнейшем 
разработал новую методику, позво- 
лившую построить количественную 
теорию фотоэффекта. 

На рисунке 2 приведена схема 
устансвки. с помощью которой Сто- 
летов проводнл свон опыты (этот ри- 
сунок Столетов приводнл в своих ру- 
кописях). Основная часть установ- 
ки — прибор, который Столетов на- 
зывал сетчатым конденсатором. Он 
состонт низ металлической сетки — 
анода и плоского металлического ди- 
ска — катода (сетчатый конденсатор 
явился прообразом  фюотоэлемента). 
Этот прибор (С) включался последо- 
вательно с гальзанометром (С) в цель 
с батареей (В). При освещении катода 
сильным светом вольтовой дугн (А) 
гальванометр регистрировал наличие 
тока в цепи. 

С помощью такой установки Сто- 
летов изучает различные стороны фо- 
тоэффекта. На основании результатов 
свонх экспериментов он делает вы- 
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вод, что необходимым условием фо- 
тоэффекта является поглощение све- 
та материалом катода; что каждый 
элемент поверхности катода участву- 
ет в явлении независимо от других; 
что явление фотоэффекта практически 
безынерционно (х... ток проявляется 
н исчезает одновременно с освеще- 
ннем, и следовательно, ирн преры- 
вистом освещении ток — Также пре- 
рывистый с тем же периодом»). Ме- 
няя напряжение на электродах, Сто- 
летов получает вольт-амперную ха- 
рактеристику фотоэлемента (сетчато- 
го конденсатора}: фототок возрастает 
< увеличением напряжения между 
электродами, а малые токи инропор- 
циональны наиряжению; начиная с 
некоторого значения напряжения, фо- 
тоток практически не меняется при 
увеличения напряжения, то есть фо- 
тоток стремится к насыщению. 

Поместив прнбор в стеклянный ци- 
линдр. из когорого можно было откз- 
чивать воздух. Столетов обнаружил, 
что по мере уменьшения давления воз- 
духа фототок возрастает, достигаст 
максимума и затем убывает. 

Будучи уверенным в том, что ве- 
личина фототока определенно связа- 
на с освещением, Столетов проводит 
целую серию опытов с целью устано- 
вить эту зависимость. Меняя снлу све- 
та нсточника, он нашел, что величина 
фототока насыщения пролорциональ- 
на световому потоку, падающему 
на катод. 

Исследоваиня Столетова позволи- 
лн выявить основные закономерно- 
стн фотоэффекта и показали огром- 





Этот 


прибор Столетов 
исслеловаиия фотоэффекта в разреженных 
газах. 


использовал для 


ные возможности технического приме- 
нения фотоэлементов. 

Столетов -— признанный — первый 
физик России. В 1889 г. на И Между- 
народном конгрессе электриков в Па- 
риже ученые всех стран чествовали 
его как одного из самых выдающихся 
физиков современностн. 

В начале 1893 г. академики Чебы- 
шев, Бредихин и Бекетов предлагают 
избрать Столетова в члены Россий- 
ской Академин Наук. Но президент 
Академии великий князь Константин 
не допускает кандидатуру Столетова 
до баллотировкн. 

В эти дни Алексаидр  Григорье- 
вич получает много писем, в которых 
передовые ученые России высказы- 
вают ему свое сочувствие в связи с 
проявленной по отношению к пему 
несправедливостью. «Очень и очень 
возмущен я поступком Академии, — 
иншет префессор Петербургского уни- 
верситета М. Н. Боргман. — 
... Впрочем,-так поступает наша Ака- 
демия уже не в первый раз. Теперь яо- 
четнее быть забаллотированным, чем 
попасть в число членов ее». 

«То, что Вы сообщаете мне в 
последнем письме, — пишет  Столе- 
тову из Одессы профессор Ф. Н. Шве- 
Аов, — меня нисколько не пора- 
зило... Ведь забаллотнровали же не- 
когда Менделеева... Я бы утешался 
тем, что лучшие современные русские 
ученые — Менделесв, Мечников — 
не в богадельне. Быть в нх компании 
совсем не стыдно». 

Много писем приходит из-за ру- 
бежа. Столетову пишут Кельвин, 
Гельмгольц, Больиман. 

Несмотря на сочувствие друзей, 
Столетов тяжело переживает нане- 
сенное ему оскорбление. Да и унн- 
верситетское начальство все больше 
н больше начинает выказывать ему 


Рамки из домино 


Из 28 косточек домино вы- 
ложите чстыре ‹рамкиь (см. 
рисунок) так, чтобы сумма 
очков вдоль каждой стороны 
каждой рамки равнялась 13. 
(Прикладывать косточки 
друг к другу одннаковыми 
значениями очков не обяза- 
тельно). 


„РТ. Мочалов 


свою немилость. Все это снлыю отра- 
жается на здоровье Александра Гри- 
горьевича. 

Умер А. Г. Столетов в ночь с 14 
на 15 мая 1896 года. 

Значение Столетова как ученого 
для русской н мнровой науки огром- 
но. Он создал первую в Россини учебно- 
нсследовательскую физическую ла- 
бораторию, основал школу русских 
физиков. 

Работы Столетова по намагничива- 
нию железа превратили электротехни- 
ку из науки эмпирической в`теорети- 
ческую. Большой вклад в электро- 
технику внесли также его тру- 
ды, посвященные разработке си- 
стемы единии для электрических 
измерений. 

На основе изученного  Столето- 
вым явления фотоэффекта были со- 
зданы фотоэлементы, котерые несут 
службу назаводах и фабриках, сорти- 
руя и считая продукнию. управляя 
прокатными станами и плавкой ме- 
талла, читая чертежи и изготовляя по 
ним детали. Фотоэлементы превра- 
тнли немое кино в звуковое, сделали 
возможным фототелеграф, работают 
в различных автоматических устрой- 
ствах. 

Вакуумная установка Столетова 
для изучения электрических явле- 
ний в разреженных газах явилась про- 
образом электронной лампы, котора; 
совершнла подлинную революцию В 
электротехнике. Радиоприемники ни 
радиопередатчики, рентгеновские ап- 
параты и газоразрядные трубки, ра- 
Анолокаторы и электронные микро- 
скопы, телевизоры и электронно-вы- 
числительные машнны — это далеко 
не полный перечень того, что стало 


возможным благодаря  иионерским 
трудам Александра — Григорьевича 
Столетова. 


эм ЕЕ 
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С. Артемов, 
Ю. Гиматов, 
В. Федоров 


Много битов 
из ничего 


Он думал, что уснула я 
И все во сне стерплю, 
Иль думал, что я думала, 
Что думал он «я сплю». 


С. Маршак. Мз Ковентри Патмора- 


Предлагаем вниманию читателей 
задачу, требующую для решения 
весьма изощренной логики: 

Математик В сказал математи- 
кам Р и 5: «Я задумал два натураль- 
ных числа. Каждое из них болыше еди- 
ницы, а сумма их меныие ста. Мате- 
матику Р я сейчас сообщу — по сек- 
рету от $ — произведение этих чи- 
сел, а математику $ я сообщи — 
по секрету от Р — их сумму». Он 
выполнил обещанное и предложил от- 
гадать задуманные числа. Между Р 
и $ произошел следующий диалог 
(высказывания Р мы обозначаем бук- 
вой Л с индексами, — высказыва- 
ния © — буквой о): 

— Я, пожалуй, Ае могу сказать, 
чему равны задуманные числа. (п) 

— Я заранее знал, что Вы этого 


ме сможете. {< ,) 
— А в606 тогда я их знаю. (л.) 
— А могда и я их знаю. (©„) 


Попробуйте теперь ивы отгадать за- 
думанные числа. 


1. Неужели их можно отгадать? 


При первом взгляде на задачу она 
представляется неразрешимой: как 


Бит — двоичная единица измерения НН- 
формации (БСЭ, 3 изд., 2 т.)- 
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можно отгадать чнсла, 
них ничего не сказано? 

Попробуем на примере. Пусть `Ю 
задумал 7 и 42. Тогда он сообщил Р 
число 294, 5 — 49. Ну, а что дальше? 
Р сказал, что он ие может отгадать за- 
думанные числа. Ну, конечно же не 
может — он знает только их произ- 
ведение. Хотя, вирочем, он знает 
еще, что они натуральные, больше 
единицы и их сумма меньше ста. А 
что это дает? 

Обозначим задуманные числа че- 
рез № н 4, причем пусть — для опре- 
деленности — & <. Обозначим еще 
произведение #- через ру, сумму 
№ + — через $. 

Итак, Р сообщили, что рь = 294. 
Тогда & может равняться 2, 3, 6, 7 
н 14, а [о будет при этом равно, соот- 
ветственно, 147, 98, 49, 42 и 21. Пер- 
вые два значения для № нам не под- 
ходят — при них $ >> 100. Все рав- 
но остаются еще три возможности. 
Значит, Р действительно не может 
отгадать задуманные числа. 

Идем дальше. $ утверждает, что он 
заранее знал, что Р не сможет отга- 
дать № и [.. Как $ пришел к такому 
выводу? Наверняка он попробовал 
всеми возможными способами пред- 
ставить известное ему $5 в виде сум- 
мы двух допустимых слагаемых: 


49 = 2 4-47 =3 446 ==... 
... = 94 455. 


К мог задумать любую из этих пар 
чисел. Он сообщил Р какое-то из 
произведений #- (49 — 1), и $ утверж- 
дает, что ни по одному из них Р не 
может отгадать задуманные числа. 

А если при некотором # оба числа 
{, 49 —: — простые? Например, если 
Ю задумал 2 и 47, то Р он сообщил 34, 
и Р прекрасно может отгадать заду- 
манные числа. 

Следовательно, если А задумал 7 
и 42, то $, получив $ = 49, не имел 
бы права произнести (0,). Значит, 
КЮ не мог задумать 7 и 42. 

Такнм образом, кое-что о задуман- 
ных числах сказать все-таки можно. 

Преодолев первоначальные сом- 
нения, подумаем, в каком направле- 
нии двигаться. Один способ отгады- 
вания уже виден: брать всевозможные 
пары чисел А, 5, удовлетворяющие 


когда про 


неравенствам 
25—41 = 97, (1) 
АВ + = 99, (2) 


и проверять, «выдерживают» ли они 
диалог (л,} — (©). 

Поскольку перебор во всех слу- 
чаях конечен, в принципе можно было 
бы действовать н_так. Однако решать 
задачу таким образом скучно. По- 
пробуем сократить перебор. 

Прежде всего давайте сначала 
нскать не А п №, а их сумму %: 
для пары < А. & » возможных ва- 
риантов больше двух тысяч, а для 
$, — меньше ста. Впрочем, и на этом 
путин лобовой перебор  длинен и 
скучен. 


2. Около гипотезы 
Гольдбаха—Эйлера 


Какую информацию можно извлечь 

из (л,) и (9,)? Что они означают? 

(л,), очевидно, означает, что 
Ро Не однозначно разлага- 
ется в произведение двух 


множителей, — удовлетво- 
ряющих неравенствам 
(1), (2); 

(0:) означает, что 
При любом разложении чи- 
сла $, в сумму двух слагае- 


мых, удовлетворяющих не- (01) 
равенствам (}), их произве- 
дение обладает — свойст- 
вом (п). = 
Высказывание (л;) позволяет отбро- 
сить некоторые произведения, 
(©) — некоторые суммы. 

Из (0!) вытекает, что % не 
представимо в виде сум- 
мы двух простых чисел: 
если 5 = 9 +9. где 9, 9.— 
простые, то число д, -9. единственным 
образом разлагаелся в произведение 
двух множителей, удовлетворяющих 
неравенствам (1), (2), и, следователь- 
но, не обладает свойством (л’). 

Но любое четное число, удовлет- 
воряющее неравенствам (2), предста- 
вимо в внде суммы двух простых (это 
доказывается последовательной про- 
веркой чисел 4, 6, 8, ... ‚, 98). 

Следовательно, $5 — нечет- 
ное. Кроме того, &% —2— со- 
ставное: иначе $ =2 + (& — 2} 
представлялось бы в виде суммы двух 


(п!) 
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простых. После отбрасывания чнсел, 
не удовлетворяющих этим двум усло- 
виям, для 5, остается 24 возможности. 


Выше мы воспользовались тем, что все 
четные числа от 4 до 98 представимы в виде 
суммы двух простых. _ 

В 17142 г. член Петербургской Академин 
наук Христнан Гольдбах в яисьме к Леонар- 
ду Эйлеру высказал предположение, что лю- 
бое нечетное число, большее пяти, мо- 
жет быть представлено в виде суммы трех 
простых чисел. В ответном письме- Эйлер 
выдвинул гипотезу, что каждое четноес 
число, большее двух, представнмо -в виде. 
суммы двух простых чисел. (Из гинотезы 
Эйлера гипотсзу Гольабаха вывести очень 
легко — сделайте это!) 

В течение почти двухсот лет гниотезы 
Гольдбаха н Эйлера казались совершенно ие- 
доступными для доказательства, хотя не- 
посредственным перебором математик Миле 
нроверил их до 9 000 000. 

В 1930 г. замечательный советский мате- 
матнк Л. Г. Шнирельмак доказал существо- 
вание такого А, что каждое натуральное чис- 
ло п> | может быть представлено в внде 
Е, не более А простых чисел. Число Ё у 

нирельмана было довольно велико. В нз- 
стоящее время доказано, что теорема Шни: 
рельмана верна при # == 20. 

В 1934 г. академик И. М. Виноградов до- 
казал существование такого пъ, что любое 
нечетное число л > по представимо в виде 
суммы трех простых чисел. Казалось бы, в 
век ЭВМ можно было бы поручить машине 
проверить «остальные» числа (от 7 до по). 
имо «постоянная Виноградова» п. так вели- 
ка {по последним оценкам по> 27), что 
эта проверка превосходит возможности совре- 
менных ЭВМ. 

В доказательстве же гипотезы Эйлера до 
сих пор ие достигиуто никакого существеи- 
ного успеха. 


3. Дальше в лес 
Оказывается, из (©,) можно вывести 


5 < 55. (3) 
В самом деле, предположим, что $ > 


>= 55. Тогда $ не обладает свойством 
(©,): можно так разложить его в сум- 


му двух слагаемых, удовлетворяю- 
щих неравенствам (1), что для их 
произведения не будет выполнено ус- 
ловие (п,). Это разложение: $, = 
= (5% — 53) + 53. Из $ 2 55 выте 
кает 5х — 53 =2. Произведение 
(% — 53)- 53 единственным образом 
разлагается на два множителя, сум- 
ма которых меньше ста: 
поскольку 53 — простое число, один 
из множителей обязательно имеет внд 
534; так как 53-2 > 100, а=1. 
Но по условию $ обладает свойством 
(с'). Противоречие! 
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После (3) для $ остается уже 11 
возможностей: 

11, 17, 23, 27, 29, 35, 4 
37, 41, 47, 51, 53. (4) 

Попробуем теперь без перебора 
установить, какие из чисея (4) удов- 
летворяют условию (0,). Пусть $ — 
произвольное из чисел (4). Посколь- 
ку $ нечетно, всякое его разложение в 
сумму имеет вид $ = 2а | т. Допу- 
стим, $ не обладает свойством (с). 
Тогда найдется такое а, что произве- 
денне 2а-л: «расшифровывается» од- 
нозначно. 

Это а не может равняться единице, 
так как в этом случае $ = 2 -{- т, а 
произведенне 2т двояко разлагается 
в произведение. В самом деле, по- 
скольку т = $ — — составное не- 
четное число, пр = рд, где ран 
9 >2. Оба разложения 

2т =2.рд = 2р-4 
годятся: 2 + рд = 2 + т = $< 100и 
2р 1-9 =2 + р9— р— 1) (9—2) < 
< 2 + ра 100. 

Значит, а > 8. 

Если а -> т, то $5 = 2а:ти$= 
= 2т-а — два различных разложе- 
ния. Поскольку 2а + т = $< 100 
и $ не обладает свойством (6), долж- 
но быть 2т Ра = 100. Так как 
5 = 2а {+ т = 53, имеем т = 53 — 
— 22а, 2т а = 106 — За. Из2т + 
а = 100 н2ш г а = 106—3За вы- 
текает а =2. Следовательно, а = 
-=9. Издт + а >= 100 и т= 53 — 2а 
получаем теперь т=49. Итак, в 
этом случае $ = 53, причем «подо- 
зрительным» является разложение 
53 =4 -- 49 

Если же а = т, то $ == За делит- 
ся на 3. В (4) таких чисел два: 27 и 51. 
«Подозрительными» являются разло- 
жения 27 = 9 + 18 и 51 = 17 4. 

Число 51 действительно не обла- 
дает свойством (0'): 51 = 17 - 34, и 
произведение [7-34 при разложении 
на два множителя дает только одну 
сумму, меньшую ста. Таким образом, 
его можно выбросить из списка «кан- 
дидатов в $. 

Числа 27 и 53 удовлетворяют усло- 
вию (0): 9.18 = 2.81 и 2 +81 < 
< 100; 4-49 = 7.28 и 7 +|- 28 < 100. 

Итак, для дальнейшего нсследова- 
ния осталось 10 кандидатов: 11, 17, 23, 
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27, 29, 35, 37, 41, 47, 53, причем все 
онн обладают свойством (с). 


4. «Тогда и я их знаю» 


Используем, наконен, (л.) и (в.). 
Можно было бы истолковать (л.) 
и (с,) подобно тому, как мы это сде- 
лали с (л,) и (6,). Мы попробуем 
обойтись без этого. 
Из (в.) н (3) можно вывести 


5% < 33. {5) 


Допустим противное: $ > 33. То- 
гда $, разлагая всеми возможными 
способами $, в сумму двух слагае- 
мых, нмел бы среди этнх разложений 
$0 == (5 —31) +31 = (5 — 29) +29. 

Если бы Р было сообщено про- 
изведение (5$, — 31) -31, то он мог бы, 
сообразнв (3) и учтя, что 31 — про- 
стое число, понять, что (% — 31) .31 
единственным образом разлагается в 
произведение двух — множителей, 
сумма которых удовлет- 
воряет (3). В этом случае Р от- 
гадал бы А и (. 

Аналогичная возможность была у 
Р, если ему было сообщено произве- 
дение (5, — 29) -29. 

Значит, в случае $ > 33, $ и 
носле (л,) не смог бы точно назвать 
Ко» [› Т. ©. не смог бы произнести (02). 
После (5) остается 5 кандидатов: 

‚ры, ВА, 20. 
Если ро имеет вид 2" .р, где р — 
нечетное простое число, то Р одно- 
значно определяет #ъи [Ёо, потому что 
из всех сумм 27-1 --2р нечетиа толь- 
ко одна: 2” |-р. Поэтому, если $0 
двумя способами представимо в ви- 
де 2" --р, то $ опять-таки не может 
произнести (с). 

Это соображение позволяет от- 
сеять еще 3 кандидата: 11=4--7= 
—8-3, 23и 27. 

Остались 2 кандидата: 17 и 99. 


5. Тогда и мы их знаем 


29 тоже не годится, поскольку 29= 
=4 -|-25-= 16 +13: если бы Р нмел 
Ро = 16-13, ои бы отгадал Вон #., 
так как среди сумм 24-1 {2.13 не- 
четна только одна: если бы Р имел 
р. = 4-25, он бы тоже отгадал Ёо 
и о: среди соответствующих сумм не- 


четна, кроме 29, еще только 25 (4.25 = 
= 5.20), но 25—2 — простое число. 

Игак, либо $3 = 17, либо задача 
не имеет решений. 

Какое же р, могло быть у Р при 
$о = 117? Переберем. все разложения 
числа 17 в сумму двух слагаемых: 

17=2--15=3-Н4=...=8 --9. 

При любом из произведений, кроме 
4-13, Рне смог бы произнести (п.). 
Например, если бы Р имел р. = 30, он 
среди разложений числа 30 в произ- 
ведение двух множителей увндел бы 
и 30--2.15, и 30=5-6, но как 17, 
так и 11 обладают свойством (0’). 

Остается единственный кандидат 
для ро: 52. Этот кандидат дает воз- 
можность Р произнести (л.): среди 
всех разложений числа 52 в пронз- 
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ведение двух множителей существует 
ровно одно: 52 = 4-13, дающее не- 
четную сумму. 

Итак, $0 -= 17, р, = 52, В. = 4, 
[о == 13. 


Задачи 


1. Всякое ли нечетное число, большее 
трех, представимо в внде 27 | р.где р — 
простое число? В отрицательном случае укз- 
жите наименьшее непредставимое. 


2. (Б. Кукушкин) Начало условия за- 
дачн — вплоть до (0,) — то же, что и на 
стр. 12. Далыше дналог меняется: 


— А я заранее знал, что Вы это будете 


янать заранее. (л.) 
— Я незнаю, чему равны задуманные чис- 
ла. (©) 
— Ая тогди их знаю. (13) 


Найти задуманные числа. 





Мартовская капель 


Понстине неизгладимое впе- 
чатление оставляет у каж- 


дого посещение подземных пе- ток, 


картину волшебного царства. 

Не менее красочными, 
хотя и созданными в течение 
всего лишь нескольких су- 
являются 


ответить на такие вопросы: 
') Как происходит процесс 
образования ледяных сосу- 
лек? 2) Почему ледяная со- 


ледяные со- сулька имеет вид заострен- 


щер-залов, украшенных ста- сульки. Посмотрите на фо- ного книзу конуса? 3) Поче- 
лагмитами и сталактитами!  тографию. Не правда ли, му конусы бывают различной 
Подиимающиеся со дна или знакомая картина, чжто длины? 4) Почему некоторые 
свешивающиеся ‹с потолка встречающаяся ранней вес- из них изогнуты? 5) Почему 
кристаллические сосульки, ной, — свисающий с края ледяная сосулька прозрачна, 
возраст которых исчисляется крыши частокол ледяных а сиег не прозрачен, хотя 
сотнями тысяч и мнллионов  сталактитов. Если придет- он тоже состонт из отдельных 


лет, играют всеми цветами 
радуги и создают сказочную 


ся, понаблюдайте за них об- 
разованием и постарайтесь 


прозрачных кристалликов? 
М 
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С. Козел 


Модель 
опыта 


Резерфорда 


Знаменитые опыты  Резерфорда по 
рассеянию @-частиц на тяжелых яд- 
рах (1906—1911 гг.) сыграли исклю- 
чнтельную роль в развитии представ- 
лений о строенни атома. В этих опы- 
тах а-частицы, испускаемые радио- 
активным источником, пропускались 
через тонкие пленки золота и других 
металлов. При прохождении через 
пленки а-частицы отклонялись от пер- 
воначального направления на раз- 
личные углы. Рассеянные а-частицы 
попадали на экран, покрытый сер- 
нистым цинком, и вызывали вспышки 
(сцинтилляции). Наблюдая за этими 
сцинтилляциями в микроскоп, мож- 
но было определить, насколько изме- 
няется траектория движения частиц 
при прохождении слоя металла. 
Большинство @-частнц отклоня- 
лось от первоначального направле- 
ния движения на очень незначитель- 
ные углы. Но некоторые частицы от- 
клонялись довольно — значительно. 
И, что было совершенно поразитель- 
но, некоторые &-частицы (примерно 1 
на 20 000) меняли направление двн- 
жения почтн на противоположное. 
(Регистрировались эти частицы по 
вспышкам на экране, расположенном 
так, что на него могли попадать «от- 
раженные» от металла частицы.) 
Было совершенно очевидно, что 
рассеяние  а-частнц происходит в 
результате взаимодействия нх с по- 
ложительным зарядом атома (масса 
электрона примерно в 8000 раз мень- 
ше массы а-частипы, так что элек- 
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троны не могли заметно влиять на 
характер движения а-частнцы). Су- 
ществовавшая в те годы модель атома, 
согласно которой — положительный 
заряд был распределен равномерно 
по всему объему атома (эту модель 
предложил Дж. Томсон), была не в 
состоянии объяснить результаты 
экспериментов по рассеянию @-ча- 
стиц. Размеры атомов к тому време- 
ни были уже оценены (—10-® см). 
А основанный на модели Томсона 
расчет, проведенный для а-частиц, 
рассеивающихся на углы —180°, при- 
водил либо к невероятно большим 
значениям раднуса атома, либо к 
невозможно болыцим величинам по- 
ложительных зарядов в атоме *). 

Чтобы объяснить рассеяние на 
большие углы, необходимо было пред- 
положить, что положительный заряд 
сосредоточен в очень небольшой (по 
сравнению с размером атома) обла- 
сти внутри атома. Этот положитель- 
ный заряд — ядро атома — создает 
снльное электростатическое поле, и 
на а-частицу, попадающую в поле 
ядра, действует кулоновская сила 
отталкивания. 

Основываясь на таком  представ- 
лении о строении атома, Резерфорд 
сделал теоретический расчет колн- 
чественного распределения числа 
частини по разным углам рассеяния. 
Его расчеты дали прекрасное согла- 
сне с результатами эксперимента. 

Итак, мы кратко напомнили исто- 
рию создания ядерной модели атома. 

Перейдем теперь к моделированию 
опыта Резерфорда. Речь будет идти 
о механической модели, в которой 
@-частнцы заменены — небольшими 
стальными шарнками. Шарики, ко- 
торым сообщают скорость в горизон- 
тальном направлении, катятся по го- 
ризонтальной плоскости, «взбирают- 
ся» на горку определенного профиля, 
а затем скатываются с нее вновь на 
горизонтальную плоскость. Профиль 
горки должен быть таким, чтобы пс- 
тенциальная энергия шариков изме- 
нялась по тому же закону, что и по- 


*) Проведите сами расчет величины поло- 
жнтельного заряда, сосредоточениого в сфере 
радиуса —[0-% см, способиого отклонить 
о-частицу с энергией 5 Мэв на 180°. 





тенцицалькная знерсия @-частиц в 
поле положительно заряженного 
атомного ядра. Так как Аля кулонов- 


1 
ского поля Пе-А пик должен 
представлять собой гиперболонд вра- 


А 
щения у-= —-, те А — некоторая 


постоянная (рис. 1). 

Движение шариков в этой мсха- 
нической модели во многом анало- 
гично движению о-частнц в кулонов- 
ском поле атомного ядра. По одииз- 
ковому закону будет изменяться 
потенциальная энергия в зависимо- 
сти от расстояния до рассенвающего 
центра (в механической модели — 
до оси гиперболонда). Можно пока- 
зать на основанин законов механики, 
что одинаковой будет и зависимость 
минимального расстояния между ча- 
стицей и рассенвающим центром от 
так называемого  прицельного рас- 
стояния. Прицельным расстоянием 
называют расстояние от рассениваю- 


яцего центра до первоначального 
направления движения частицы 
{рне. 2). 

Но есть и отличие. Движение 


а-частицы в поле ядра является цло- 
ским — всегда можно указать пло- 
скость, в которой лежит траектория 
а-частицы (в этой плоскости обяза- 
тельно находятся ядро и начальная 
скорость частицы). В механической 
модели движение шариков более слож- 
10; оно не является плоским. Еслн 
спроектнровать траекторию шарнка 
на горизоптальную  илоскость, то 
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получится кривая, очень похожая на 
траекторию а-частнцы, но все же не- 
сколько от нее отличающаяся. При 
малых начальных скоростях, когда 
шарик не очень высоко «взбнрается» 
на ник, эти траектории практически 
совпадают. 

Имея — «потенннальный инк» та- 
кой формы, можно на оныте нзучить 
зависимость угла рассеяния 0 от 
прицельного расстояния 4 прн не- 
которой определенной начальной ско- 
рости (энергии) шариков. Зависн- 
мость В от @ определяется законом 
взаимодействия частицы с рассеи- 
вающим центром и в нашем случае 
определяется - профилем пика. 

При рассеянии @-частни на ядрах 
атомов данного элемента угол рас- 


рассеивающий 
центр [ядро} 


Рис. 2. 
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Рис. 3 


сеяния зависит от скорости 
{ее энергии) 
стояния: 


частицы 
и от прицельного рас- 


2 = Си?а (*) 


(С — константа, зависящая от «сор- 
та» атомов). Проверить эту формулу 
непосредственно в — экспериментах 
но рассеянию @-частиц невозможно— 
прицельное расстояние 4 недоступно 
измерению. Но на нашей механиче- 
ской модели можно получить завн- 
симость угла рассеяния от прнцель- 
ного расстояния. И если эксперимен- 
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тальные данные будут хороию опи- 
сываться формулой, аналогичной (»), 
это еще раз подтвердит правомерность 
нашего механического аналога опыта 
Резерфордла. 

Одик из технически несложных и 
доступных варнантов создания пика 
проиллюстрирован на рисунке 3. 
Здесь для устройства потенциаль- 
ного пика использован тонкий резн- 
новый лист (толщиной 2—3 мм), 
прикрепленный к фанере. в которой 
вырезано круглое отверстие днамет- 
ром 20—25 см (чем больше модель, 
тем удобнее с ней работать). Следует 
помнить, что зависимость угла рас- 
сеяния от прицельного расстояния 
должна сниматься при фиксирован- 
ином значении скорости шариков. 
Так что следует продумать и устрой- 
ство длЯ «запуска» шариков (наклон- 
ная плоскость, пружинный писто- 
летит. п.)-. 

С помощью несложного приспо- 
собления, фиксирующего  прицель- 
ное расстояние (папример, направ- 
ляющий желоб в горизонтальной пло- 
скости), можно поставить на этой 
модели опыт, позволяющий получить 
зависимость угла рассеяния от ско- 
рости частицы. 

Редакция «Кванта» ждет от вас 
описаний придуманных и реализован- 
ных вами конструкций и результаты 
ваших экспериментов. 





Задача 
из «примера» 





Каков «пример»? А? 





мваи- в 
И ИИ 


Магические круги 


Расставьте в черные кружоч- 
ки на рисунке числа от 1 
до 10 так, чтобы суммы чисел 
в четырех красных кругах 
были олннаковьмн. 


А. 


Извилистый путь 


Начав с квадрата в верхнем 
левом углу. пройдите в ниж- 
ний правый угол, пересту- 
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пая только через стороны 
квадратов (ке через верщи- 
ны!) и побывав в каждом 
белом квадрате ровно один 
раз (в цветные заходить 
нельзя). 





«7. М очалов 
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Дельтоида 


„Крнвую. изображенную на 
второй странице обложки, 
часто называют дельтонлой 
из-за ее сходства с буквой 
А 'реческого алфавита. Ее 
свойства впервые изучались 
Леонардом Эйлером в ХУ 
веке и Якобом Штейиером 
в Х!Х веке. Дельтоида здесь 
задана как кривая, касаю- 
щаяся каждой из прямых 
семейства, которое строится 
так. Проекции любой точки 
окружности, описанной око- 
ло произвольного треуголь- 
ника, на его стороны (илн 
их продолження) лежат на 
одной прямой (докажите). 
Это  ирямая Симсона*). 
Семейство состоит из пря- 
мых Симсона, построенных 
для «красиого» треугольни- 
ка. 

Рассмотрим еше одно 
определение дельтоиды. Ес- 
ли окружность катится без 
скольжения внутрн другой 
окружности, то кривая, опн- 
санная фиксированной точ- 
кой нодвижной окружности, 
называется гипоцикаокдой. 
Дельтонда — гипоциклонда, 
для которой отношенне ра- 
диусов этих окружностей 
равно 1:3. 

Пусть сначала точка 
менышей окружности, за 
траекторисй которой мы 
будем следить, находится 
в точке И большей (рис. 1). 
Затем подвижная окруж- 
ность прокатнлась по дуге 
КИ неподвижной; положим 


—\ 

УОИ=Ф. Покажем, что 
касательная к дельтоиде 
в точке М проходит через 
точку Р нересечения ОИ 
с подвижной окружностью, и 
посмотрим, на какой угол 
повернулась касательная из 
начального положения ОУ. 


Скорость 0 точки м 
> = > 
равна и; Е 9», где и, 100, 
0:1 М0’ и| вл [= [25| . Па- 
раллелограм * скоростей — 
ромб, и и — его диагональ, 


^^ > 
МО'И=3Ф и МРИ-=З. 
Пусть Р”’М— точка нерс- 
сечения касательной к дель- 





ив. Снмсон (1687— 
1768) — английскнй — мате- 
матик. 


О 





Рис. 2. 





Рис. 3. 


ОЦ. Н-е- 
= 
трудно сосчитать: МР”И= 


м 
== 36/2 =МРИ. Точки Р 
и Р’ совпадают,  касатель- 


тоиде с прямой 





ная проходит через Р н 
угол ОУР= 3/2. 
Наметим путь доказатель- 


ства эквивалентности при- 
веденных определений. Эй- 
лер установил, что девять 
тохек произвольного треу- 
гольника:. основания его 
высот, медиан и середины 
отрезков от вершин до пере- 
сечения высот (рис. 2) ле- 
жат на одиой окружности 
(докажите). Ее центром яв- 
ляется середина О отрезка 
Н№. где Н — точка пере- 
сечения высот, № — центр 
описанной окружности, А 
радиус — вдвое меныше ра- 
диуса описанной  окружно- 
сти (докажите н это). Поз- 
тому описанная окружность 
и окружность Эйлера гомо- 
тетичны с центром Н и 
А гомотетии 2. 

усть Ё — точка опи- 
санной окружности (рис. 3). 
Покажем, что се прямая 
Симсона проходит через сере- 
дииу отрезка НЁ. принад- 
лежащую окружности Эй- 
лера. Для этого опустим 
из точки [. перпендикуляр 
на ближайшую сторону треу- 
гольиика и продолжим его 
до встречи с окружностью 
в точке Р. Прямая Симсона 


параллельна ВО (с одной 
—\ —^ 
стороны,  [СЬ3=ЬЁ, © 
^^ —^\ 
другой, ГСЕз=ВА [== 
Хх —^ 
= ВЕЕ==ОВЕ). По  по- 
строению, отрезок [22 


конгруэнтен и параллелен 
РО и ТН (точка пересечения 
высот и точка Е симметрич- 
ны относительно АС). Сле- 
довательно, точка Р ле- 
жит на пересечении — диа- 
гоналей НЕ и 1Ё., парал- 
лелограмма РЕНИ, и 
[9 Р|==|РЁ. 

Поскольку — описанная 
окружность и окружность 
Эйлера гомотетичны  отио- 
сительно точки Н с коэф 
фнциентом гомотетии, рав- 
ным 2. точка Р лежит на 
окружности Эйлера. 

Если на рисунке 3 пост- 
роить окружность Эйлера, 
то в ней можно узнать ок- 
ружность (О, ОР) с рисуин- 
ка |, ав прямой Симсона — 
касательную №Р. То, как 
поворачивается прямая Сим- 
сона, когда точка А перемс- 
щается по описанной окруж- 
ности, предоставляется ра- 
зобрать читателю. 

В. Березин 
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А. Земляков 


Орнаменты 


«Математик, так же как художник 
или поэт, создает узоры». 
Г. Х. Хардн 


Эта статья касается одного из самых инте- 
ресных вопросов геометрии — классификации 
орнаментов. Орнаменты с давинх времен 
применяются в декоративном искусстве. Так, 
на рисунке Ё воспроизведены древнеегипет- 
ский ориамент (а), два мавритаиских ориа- 
мента (б и в), кнтайская оконная решетка 
(г), а также орнамент, украшающий окно 
мечети в Каире (д). С другой стороны, при 
исследовании геометрического строения кри- 
стаялоа выяснилось, что их атомы располо- 
жены очень правильным образом, образуя 
как бы простраиствемный орнамент. На ри- 
суике 2 изображены проекции пространствен- 
ных решеток граната, кварца и каменной 
соли (химические формулы — СазА1; ($10), 
$Ю,, Мас. 

По сути, имеино это открытие побудило 
в конце ХХ века физиков и математиков 
подробиее изучить орнаменты (тогда и было 
дано точное математическое определение 
орнамента). 


1. Как можно постронть орнамент 

Рассмотрим на плоскости фигуру Ф — 

квадрат с заштрихованной половин- 

кой, как на рисунке 3, а, — а также 

два перемешения плоскости: | = 
$3 ® 

= 34° Ш— поворот вокруг вершины 


квадрата А на 90°, и }, = $. — сим- 
метрию относительно прямой а — 
продолжения стороны квадрата 


(рис. 3, а). Применим к фигуре Ф 
всевозможные композиции перемеще- 
ний {и [, — в произвольном поряд- 
ке и в любом числе. В результате 
мы получим совокупность плоских 
фигур, конгруэнтных Ф — так на- 


куапетесите.ги 
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Рис. 1, г. 


зываемый — плоский 
фундаментальной — областью Ф и 
порождающими — перемещениями | 
и [›): он изображен нагрисунке 3, 6. 

Порядок построения этого орна- 
мента показан на рисунке 4. Сначала 
мы забываем о заштрихованном тре- 
угольнике и применяем наши компо- 
зиции только к квадрату. Повороты 


р. га Во: РЕК РА Ка 
Коерор = к 


орнамент (с 

















(рис. 42} добавляют к исходному три 
квадрата. Применив к этим квадра 
там симметрию  [, = $,, получим 
уже 8 квадратов — см. рисунок 4, 6. 
Повторив проделанную процедуру 
(последовательные повороты с по- 
следующей симметрией), получим кар- 
тинку, изображенную на рисунке 4, в 
Ясно, что применение к исходному 
квадрату всех возможных компо- 
знций — перемещений / и Ё, дает 


Рис. 3. 
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Рис. 4. 


сетку — квадратов на плоскости — 
см. рисунок 4, г. Теперь мы «вспомн- 
наем» о заштрихованном  треуголь- 
нике и перемещаем его по уже то- 
товой сетке`с помощью отображений 
р, [в и их композиций (рис. 4, г): 
получится как раз ориамент, изо- 
браженный на рисунке 3,56. 

Кроме прямой а, этот орнамент 
имеет много других осей симмет- 
рин — на рисунке 5,а они выделены 
пунктиром. Очевидно, при поворотах 
вокруг точки А на углы, кратные 907 
(т. е. на углы 90°, 180°, 270°н 360° 
нли 07), весь орнамент отображается 
на себя, поэтому говорят, что А — 
центр симметрии порядка 4 (здесь 
4 = 360° : 90°). Наш орнамент име- 
ет бесконечно много центров поряд- 
ка 4 — на рисунке 5 это синие точ- 
ки. Около каждой из них можно 
выделить состоящую из четырех тре- 
угольннков фигуру «порядка 4» — 
две из них изображены на рисун- 
ке 5, а; весь орнамент можно пред- 
ставить в виде объединения такнх 
фигур. 

У данного орнамента есть еще и 
центры снмметрии лорядка 2, т. е. 
такие точкн, прин повороте вокруг 
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которых только на угол 360?:2 = 
== 180° орнамент отображается сам 
на себя `— на рисунке 5, а они отмече- 
ны кружочками. Около этих точек, 
можно выделить фигуры «порядка 2»— 
трн из них изображены на рисунке. 
Наконец, рассматриваемый орна- 
мент отображается сам на себя н при 
бесконечном числе параллельных пе- 
реносов, три из которых показаны на 
рисунке 5, б стрелками. На рисун- 
ке 5,б изображен как бы «скелет» 
нашего орнамента — оставлены толь- 
ко сетка осей симметрии и две «ре- 
шетки» центров симметрин, порядков 
4 и2 (заметим, что центры симметрии 
порядка 2 — это то же самое, что и 
обычные ‘центры симметрин). 

Множество всех перемещений 
плоскости, прн которых орнамент 
отображается сам на себя, называет- 
ся группой симметрий орнамента — 
в нее входят ин осевые симметрин, 
н Повороты, и параллельные пере- 
носы. ‘ 

Такое название согласуется с опре- 
делением группы, принятым в матс- 
матике (о группах см. цикл статей в 
«Кванте», 1976, № 10) — множество 
перемещеннй плоскости, отображаю- 
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Рис. 5. 


данного «порядка» 


фигуру 
выше н рисунок 5, а) можно 


Заметим, что любую «симметрич- 
некоторым перемешением из группы 


симметрий отобразить на любую дру- 
гую фигуру того же «порядка». 
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Упражненис 1. Укажите пере- 
мещепия, отображающие одну из выделенных 
на рисунке 5, а фигур на другую. Попробуйе 
для каждой пары фигур одного порядка 
найти все такие перемещения. 

Упражнение 2. Найдите следую- 
щие комнозниии перемещений из группы сим- 
метрий рассматриваемого орнамента (см. рис. 
5,0; на рисунке 5. 6 указаны осн симметрий 
центры поворотов): 

а) $а."ба;: 6) 5250: в) $255. 25а; 
< &В> 
г бр аеабыеба д) ЗА: 


© Аве: ж) В'В В” 
2. 90> 90° 902 
зу О-о 


Указание. Проследите за иере- 
мешениями какой-нибудь фигуры орнамента 
(нан иросто пары точек) при последоватсль- 
моем применсиии отображений, входящих в 
комнозиииню, — тогда будет понятно, как 
нредставить композицию одинм перемещени- 
ем. (Ответы к упражнениям см. в конце 
номера. } 

Если вместо треугольника в фун- 
даментальной области — в квадра- 
те Ф — заштриховать какую-нибудь 
другую  «подфигуру», то наши по- 
строения дадут геометрически но- 
вый орнамент; например, Так полу- 
чены орнаменты на рисунке 6. Одна- 
ко орнаменты А) п Б) имеют ровно 
ту же группу симметрий, что и преды- 
дущий, — все эти орнаменты отно- 
сятся к одному тнпу. Орна- 
мент В) уже не относится -к этому 
типу: за счет добавочной симметрии 
заштриховаииой подфигуры у этого 
орнамента появились наклонные оси 
снимметрин, а «иоловнна»  цеитров 
симметрии порядка 2 превратилась 
в дополнительную решетку центров 
симметрии порядка 4 (нарисуйте «ске- 
лет» !). 


2. Атлас орнаментов 


На рисуицке 7 изображены 15 фигур Ф 
и для каждой из них указаны неко- 
торые перемещения {, {., ...; сен 
симметрин отмечены пунктиром, пент- 
ры поворотов обведены кружком, а 


в скобках указаны углы поворотов; 
стрелками показаны параллельные 
переносы. Если в каждом случае 


применить к фигуре Ф всевозможные 
композниии перемещений {,, },, 

(в любом порядке н количестве), 
то получится 15 орнаментов. Это бу- 
дут орнаменты разных типов: 
нх группы симметрий устроены по- 
разному (имеют разные сетки осей 
симметрий или разные наборы поряд- 
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Рис. 8. 


ков  иентров симметрии — разные 
«скелеты», — илн же разные мно- 
жества переносов). Начертив эти 15 
орнаментов и их скелеты, вы навер- 
няка подметите много интересных 
закономерностей. 

Самое замечательное, однако, в 
том, что если добавить к эгим орна- 
ментам еще два, изображенные на 
рисунке 8, то получится полный 
«атлас» плоских орнаментов! Ока- 
зывается, существует только 17 раз- 
личных тицов орнаментов, или ров- 
но 17 различно устроенных групп 
симметрий плоских орнаментов. 
К этому факту мы еще вернемся 
(см. п. 3}. 


Фундаментальные области орнаментов 
| — ХУ (т.е. внешине контуры фигур Ф 
чз рисунке 7) выбраиы  снециальным обра- 
зом, и в большинстве случаев изменять их 
нельзя (нначе при применении нашнх ком- 
позиций образы фигур Ф могут оказаться пс- 
рекрывающимися, и орнамент может не по- 
лучиться). Поэтому мы указали на рисун- 
ке 7, какне именно многоугольники на нем 


изображены. Заширихованные — нодфигуры 
межно изменять, но так, чтобы не полу- 


чить добавочных симметрий — как в случае 
орнамента В) с рисунка 6. 


Примечание. Орнаменты ХУГ и 
ХУП изображены отдельно потому, что у 
них нет осей симметрии, однако есть оси тек 
называемой скользящей симметрии — ком- 


г 
позиции {= @55$.„ осевой симметрии с па- 
раллельным переносом по направлению этой 
оси. Укажите такие оси на рисунке 8. 


Практическое зада- 
ние. Ночертише орнаменты 1--ХУ. 
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Для каждого из орнаментов опишите 
его группу симметрий и начертите 
соответствующий скелет. — Убеди- 
тесь, что оруппы симметрий —по- 
строенных орнаментов устроены по- 
разному. 


Упражнение 3. Выясннте, к ка- 
кому из типов 1 — Х\УИП отиосятся орнамеиты 
н проекции кристаллических решеток, изо- 
браженные на рисунках 1 и 2. 

Упражнение 4. Какие из орна- 
ментов | — ХУ нмеют оси скользящей сим- 
метрии? Изобразите такие оси на скелетах 
этнх орнаментов. 


3. Что такое орнаменты? 


Хотя орнаменты всех 17 типов при- 
менялись в украшениях еше худож- 
никамн Древнего Египта, полную 
нх классификацию дал лишь в 1891 
году крупнейший русский ученый 
Е. С. Федоров (в частности, он 
доказал, что число различно устро- 
енных групп симметрий плоских ор- 
наментов в точности равно 17). За- 
дача перечисления орнаментов воз- 
никла у Федорова в связи с потреб- 
ностямн кристаллографин — наукн 
о геометрическом строенин кристал- 
лов. Как уже упоминалось, атомы и 
молекулы веществ, находящихся в 
кристаллическом состоянии,  обра- 
зуют так называемую кристал - 
лическую структуру — 
пространственный аналог орнамен- 
тов. Сечения подобных структур раз- 
личными плоскостями представляют 
собой в точности плоские орнамен- 
ты, и группы симметрий плоских ор- 
наментов принято называть плоски- 
ми  кристаллографическими — груп- 
пами. Федоровым была получена н 
полная классификация простран- 
ственных кристаллографических 
групп — оказывается, нх существует 
ровно 230! 

Подробнее об этом написано в 
княгах, указанных в конце статьи. 
Мы же пока ограничимся формули- 
ровкой одной замечательной задачи, 
решение которой является основным 
шагом в доказательстве теоремы Фе- 
дорова о классификации орнаментов. 
Но прежде точно определим, что та- 
кое плоский орнамент. 


Определение. Бесконечная 


плоская фигура Ф называется пло- 
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ским орнаментом, 
следующие условия: 

(1) среди перемещений, — отобра- 
жающих Ф на себя, существуют 
неколлинеарные параллельные пере- 
носы: 

(2) среди всех вектороз (параллель- 
ных переносов), отображающих Ф на 
себя, существует вектор  наимень- 
шей длины. 


Если плоский орнамент Ф ото- 
бражается сам на себя при поворо- 
тах вокруг точки А на углы, только 
кратные 360°/м, где п — натураль- 
ное число, большее |, то точка А на- 
зывается центром симметрии по- 


рядка п этого орнамента Ф. 

Задача 1. Докажите, что про- 
извольный плоский орнамент может 
иметь центры симметрии только 
порядков п=2, 3, 4 и 6. 


если выполнены 


Далнм указание па два подхода к реше- 
нию этой задачи. 

Путь 1. Рассмотрите два центра сим- 
метрни орнамента одного и того же порядка п 
на иаименьшем возможном рас- 
стояиин друг от друга (существование наи- 
меньшего расстояния между цеитрамн иужно 
доказывать!). Предположив, что п отлично от 
2, 3, 4, 6, покажнте, что существуют два цент- 
ра того же порядка п на еще меньшем рас- 
стоянии друг от друга! 

Путь 2. Сначала докажите, что для 
произвольного ориамеита центры фиксироваи- 
ного порядка п > 3 образуют решетку из 
параллелограммов — о таких решетках под- 
робио рассказано в статье А. А. Егорова, 
«Решетки и правильные — многоугольниких, 
«Квант», 1974, № 12. Затем, используя свой- 
ства группы симметрий орнамента, построй- 
те правильный л-угольиик с вершииамн в 
узлах решетки центров. В статье Егорова 
доказано, что это можно сделать лишь для 
л=3, 4иб 


4. Линейные орнаменты и паркеты 


В заключение мы предложим еще две 
задачи, близкие к задаче о классифи- 
кации плоских орнаментов, но более 
простые. Однако, тем не менее, реше- 
ние каждой из иих — это настоящее 
математическое — исследование! 

(А) Классификация ли- 
нейных орнаментов. 

Если плоская фигура отобража- 
ется сама на себя при параллельных 
переносах только одного направле- 
ния (и противоположного ему), при- 
чем среди этнх переносов существует 
перенос наименьшей длины, то та- 
кая фигура называется линейным 


ИА ий 
ИАА И М А 
И ДУ” 


АУАУДУАУАУАТ АТА 
м М М 





Рис. 9. 


орнаментом. Па рисунке 9 изобра- 
жены три лннейных орнамента, при- 
чем разного типар—с раз- 
лично  устроенными группами сим- 
метрий (объясните, в чем разница): 

Зала м" АУО. Перечислите все 
возможные типы линейных орнамен- 
тов (и докажите, что других воз- 
можностей нет\). 

Сообщаем ответ: число раз- 
личных линейных кристаллографи- 
ческих групп равно 7. 


Б) Перечисление 
внльных паркетов. 

Паркетом называется разбиение 
плоскости па многоугольники, при 
котором каждые два многоугольнн- 
ка либо не пересекаются, либо имеют 
ровно одну общую вершину, либо 
нмеют общую сторону, иричем объеди- 
нение сторон всех миогоугольников 
является плоским орнаментом. Пар- 
кет называется правильным, если все 
многоугольники разбиения правиль- 
ные (возможно, с различным числом 
сторо!) и любую вершину паркета 


пра - 
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Рис 1 


его вершину некоторым перемещени- 
ем, отображающнм весь паркет на 
себя. Изображенные на рисуике 10 
разбиения А) и Б) вообще ие явля- 
ются паркетами в определенном вы- 
ше смысле: разбиения В) н Г) — пар- 
кеты, но не правильные, и, наконец, 
разбиения Д) и Е} являются правиль- 
ными паркетами (объясните). 
. Задача 3. Найдите все воз: 

можные празильные паркеты. 

Эта задача уже была сформулиро- 
вана в «Кванте»: в статье А. Н. Кол- 
могорова «Паркеты из правильных 
многоугольников» («Квант», 1970, №3), 
В этой статье изложен и возможный 
Подход к перечислению всех правиль- 
ных паркетов. Сообщаем ответ: 
число различных, с точностью до 
подобия, правильных паркетов рав- 
но 11. 
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можно перевести в любую другую Л., ГТТИ, 1951. 
|1 Со А» [-| АьВь | где Аз, Вои Со — основа- 
Задачи й т. ния высот, у 


о п. 
наших читателей 


Докажите следующее со- 
отношение между  элемен- 
тамн  остроугольного  тре- - 
угольника АВС: 


НВ | А Во [-] ВоСо | м 


И. 


опущенных из 
зершин А, В, С соответ- 
ственно; Аа, Аь, Яс — длины 
соответствующих высот. 


1, У. Алла 
(г. Выру Эстоиской ССР) 
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Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с момента 
основания журнала. Публи- 
куемые в нем задачи ие стак- 
дартиы, ио для их решения 
не требуется знаний, выхо- 
дящих за рамки нынешией 
школьной программы. На- 
иболее трудные задачи отме- 
чены звездочкой. 

Решения задач из этого но- 
мера можио присылать не 
лоздиее 1 мая 1977 года по 
адресу: 113035, Москва, М-35, 
6. Орлынка, 2118, редак- 
цня журнала «Квант», 
«Задачник «Кванта». Пос- 
ле адреса на конверте напи- 
шитеё номера задач, решения 
хоторых вы посылаете, на- 
пример, «М43З1, М434» нлм 
«Ф447». Решеиня задач по 
каждому из предметов (мате- 
матике н физике), а также 
новые задачи просьба при- 
сылать в отдельных конвер- 
тах. Задачи из разных номе- 
ров журнала присылайте так- 
же в разных конвертах. В 
письмо вложите конверт с 
написанным на ием вашим 
адресом (в этом конверте 
вы получите результаты про- 
верки решений). Условия 
орнгинальных задач,  пред- 
лагаемых для публикацин, 
присылайте в двух экзем пля- 
рах вместе с вашими реше- 
ниями этих задач (на конвер- 


те пометьте: «Задачник 
«Кванта», новая задача по 
физнке» НЛИ «... новая зада- 


ча по математике»). После 
формулировки задачи мы 
обычно указываем, кто пред- 
ложня иам эту задачу. Ра- 
зумеется, не все этн задачи 
публикуются впервые. 

В этом номере мы публику- 
ем фамилии читателей, прн- 
славших правнльные реше- 


ния задач  М376—МЗ84, 
№М386—М390, Ф383—4Ф402 
{см. с. 60). 


$ 


задачник 


поанта 


Задачи 


№М431—М435; Ф443—$447 


М№М431. В лесу растут деревья цилиндрической 
формы. Связисту нужно протянуть по лесу провод 
из точки А в точку В, расстояние между которыми 
равно Г. Докажите, что для этой цели связисту до- 
статочно иметь кусок провода длиной 1,6 {. 

А. Альтшулер 


М432. Существует лн полный квадрат, сумма цифр 
которого равна 
а} 1977; 
6) 1978? 
в) * Выясните, какие натуральные числа могут 
быть суммами цифр квадрата целого числа. 
А. Гришков 


М433. В выпуклом пятиугольнике АВСОЕ сторона 
ВС параллельна днагонали АД, сторона СР — 
диагонали ВЕ, сторона РЕ — днагонали АС и сто- 
рона АЁ — диагонали ВО (рис. Г). Докажите, что 
сторона АВ параллельна диагонали СЕ. 


Э. Туркевич 
р з 23 п 
М434. Число А+ я Ч пред- 
Р. 


ставляется в виде несократимой дроби ко 
п 


а) Докажите, что р, — четное число. 
6) Докажите, что если п>3, то р» делится на 8. 
в) * Докажите, что для любого натурального А 
можно указать такое п, что числа ри, Раза» Рио» --. 
делятся на 2%. 
Д. Фаддеев 


№435 *. В таблице размерами тхп занисаны дей- 

ствительные числа, в каждой клетке по числу. В 

каждом столбие подчеркнуто А наибольших чисел 

(Е=т), в каждой строке — { наибольших чисел 

(< п). Докажите, что по крайней мере Ё{ чисел 

подчеркнуты дважды. Разберите вначале случаи 
-з) Е=1==2; 6) = =3. 


С. Конягин 


$443. Как известно, земной шар делает полный обо- 
рот вокруг своей оси за 23 час 56 мин 04 сек. Следова- 
тельно, за сутки все часы, циферблат которых раз- 
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делен на 24 часа, должны отставать почти на 
4 мин: Это составляет почти полчаса в неделю. 
Почему же мы ие замечаем этого отставачия и не 
подводим все часы непрерывно? 

Б. Буховцев 


$444. Тяжелый ящик массы М скатывается по 
роликам, образующим наклонную — плоскость 
(рис. 2). Расстояние между роликами [, них радиусы г 
и массы т. Угол наклона плоскости к горизонту 
равен «. Найтн скорость движения ящика, если 
известно, чго она ностоянная. Счигать, что ролики 
полые и толщина их стенок 4. 





$445. Конденсатор емкости С=0,04 мкф с помощью 
ключа К периодически с частотой у=50 раз в се- 
кунду заряжается от источника с 5. д. с. 6 =100 в 
и внутренним сопротивлением г-Бом и разряжается 
через сопрогивление Ю-1ком(рис. 3).Определить мощ- 
ность, выделяемую в нагрузке А, и к. п. д. та- 
кого устройства. Считать, что время замыкания 
коитактов ключа достаточно, чтобы конденсатор 
успел полностью зарядиться (положенне /) ин пол- 
ностью разрядиться (положение 171). 


Ф446. На нероховатой ленте транспортера лежит 
тело массой М, ирикрепленное к стене пружиной 
жесткостью А (рис. 4). Ленту приводят в движение 
с постоянной скоростью и, и через некоторое 
время устанавливается периодическое движение 
тела. Нарисуйте график зависимости смещения 
тела, его скоростн и ускорения от времени при 
этом движенин. 





Рис. 3. 
$447. Вдоль оси, проходящей через центр двух 
жестко связанных концентрических цилиндров, 
натянута платиновая проволочка, покрытая слоем 
серебра (рис. 5). При прохождении тока по прово- 
локе она нагревается, и слой серебра испаряется. 
Через узкую прорезь во внутреннем нилиндре 
часть атомов серебра пролетает во внешний ци- 
линдр н осаждается на его внутренней поверхности. 
Раднус внешнего цилнидра Ю=30 см, радиус 
внутреннего цилиндра пренебрежимо мал по срав- 
нению с В; ширина щели в маленьком цилнидре 
6—1! мм. Температура паров серебра Т=1000°К, 
плотность паров о=107° 2смЗ. | 
Цилиндры вращаются, делая н=10 оборотов 
в секунду. Найти распределение поверхностной 
плотности серебра в слое, осаждающемся ца внут- 
ренней поверхностня большого цилиндра за время 
1==1 сек. 








Рис. 5. 
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№М391. а} В последователь- 
ности Хо. Ха, Хо, числа 
хо и х — натуральные и 


меньше 1000. а кождое из 
остальных чисел равно моду- 
‘лю разности двух предыду- 
щих. Докажите, что одно 
из чисея Хх, Ха. .. Хъое 
равно 0. 

6) В последовательно- 
сти Хо, Хи, Хо, .-- ЧисЯа хо 
и ху — натуральные и мень- 
ше 10000, а каждог из чисея 
Хо. хз, ... Равно наименьшей 
#з абсолютных величин раз- 
ностей двух каких-то преды- 
дущих чисел. Докажите, что 
Хх20= 0. 


МЗ92. По трем прямолиней- 
ным дорогам с постоянными 
скоростями идут три пеше- 
хода. В начальный момент 
они не находились на одной 
прямой. Докажите, что они 
люгут оказаться на одной 
прямой не более двух раз. 
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Решения задач 


М391—М394; ФзЗ97—Ф402 


а) Докажем индукцией по всем натуральным п, что если 
в такой последовательности хо и х, меньше 2л, то одно из 
чисел хь, Хо, .... Хзв Равно 0 (в условии задачи п == 500). 

Случай п -= легко проверяется. Пусть для всех п, 
меньших данного, утверждение доказано. Поскольку хо = 
2—1, хм < 27 хр Ь тох: < 212 их, < 21-3. 
Если х.< 2—2 и х.< 21—20, то из индуктивного пред- 
положения все следует. Если же хз = 27—2, то х, = 1, 
х1 = 211, хо= 21—27. Осталось доказать утверждение 
в этом случае. Имеем: 
хз = 21—72, х4 = 2—3, хь= |, хз = 214, х. == 215, 
Ха == |, ..., Хзн = 2Н—2Е, ..., ХЗп == © 

6) Сначала переставим члены хо, ху и х, в порядке убы- 
вания. Получившаяся последовательность, возможно, будет 
отличаться от исходной лишь порядком первых трех членов 
{убедитесь в этом самостоятельно). Кроме того, она, очевидно, 
убывает: определяя член хь, мы имеем все те разности, кото- 
рыми пользовались для определения члена хА_:, плюс еще 
разности между хь—: и остальными членами последователь- 
ности (с меньшими номерами). 

Заметим теперь, что для всякого целого #70 


хк 2 хи Ха. (*) 
случае мы нмели бы 
Хачз > МА- Аа = Ан}, 
что невозможно. 
Предположим, что х»о > 1. Тогда, разумеется, х = 1, 
ив силу (®) имеем: х1з > хаь-НХоо = 2, Х17 2 ха Хью 2 


В противиом 


2 2-1! = 3, хв > жму Хе 2 32 = 6, ... Хо х, 
Ех. > 4181-6765 = 10 946 > № 000, что противоречит 
условию задачи. 

С. Фомин 


Ф 


Приведем два решения этой задачи. Первое (геометрическое) 
использует типичный для физики прием: переход в движу- 
щуюся систему отсчета; второе (аналитическое) удается ко- 
ротко записать с помощью «псевдоскалярного произведения» 
векторов. 

1. Условие, что точки Р, ©, В находятся на одной прямой, 


будем записывать так: В Е (РО) (прн Р*О). 

Перейдем в систему координат, связанную © одним из 
пешеходов. Тогда задача сведется к следующей: на плоскости 
дана неподвижная точка А; доказать, что если точки Ри О 


движутся прямолинейно н равномерно, то событне А © (РО) 
может произойтн не более двух раз (если известно, что в на- 
чальный момент времени {= 0 оно не произошло). 
Пусть в какой-то момеит времени {, пешеходы Ри О на- 
ходились в точках В и С таких, что А Е (ВС). Введем еще од- 
ного «фиктивного» пешехода (": ©’ находится в точке В при 
={, и движется параллельно пути пешехода © так, что всегда. 
АЕ (99) (рис. 1, а). Ясно, что условия А Е (РФ), АЕ (РО’) 
и О'Е (АР) эквивалентны *). Очевидно, О’ движется рав- 
номерно. Поэтому прямая РО’ сохраияет одно и то же на- 
правление — перемещается параллельно самой себе — и 
может лишь в один момент времени {» (отличный от #;) прой- 
ти через точку А (рис. 1, 6). (Возможности, что точки Рин 0" 


все время совпадают или что они движутся по прямой АВ, 
исключены начальным условием.) 


*) Прин РиО’. 
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Нетрудно привести примеры. показывающие, что три пе 
щехода действительно могут оказаться на одной прямой два 
раза, однн раз или ни одного. Прежде чем перейти к решению 
|, отметим без доказательства один факт, из которого легко 
вытекает наша задача. Еслн две точки Ри @ двнжутся рав- 
номерно по двум прямым, то все прямые РО либо проходят 
через одну точку, либо параллельны одиому направлению, ли- 
бо (и это общий случай) — касаются одной параболы —«оги- 
бающей» этого семейства прямых (рис. 2). Ясно, что через 
каждую точку А плоскости проходит не более двух прямых 
этого семейства. 

И. Введем систему координат Охи. Условце. что два век - 


тора ин 5 с координатами (и; цу) и (5; цу) коллинеарны 
(параллельны одному направлению}, можно, очевидно, за- 
писать так: и, == ушу. Введем обозначение 

> = 


(9, 2] = оу Фиш... (1) 
= ей - 

Числовая функция от пары векторов (и, 5) -ы [и, 5] обла- 
заст, как нетрудно проверить, такимн свойствами: 





> > > > = в - 

Рис. 1, 6. Вс, ©] = [9 Ао] = [в а]; 
> > > >. - > > 
Ги, и = [о и [5 и], 


И с — в 2), ©) @) 


для любых векторов и, и, © и любого числа А. Как уже гово- 
Е > 


- 


рилось, [ч, |= 0 тогда и только тогда, когда ии хх кол- 


- ее 

лииеарчы. (Величина [9, 5} имеет простой геометриче- 

ский смысл: ее модуль равен площади параллелограмма, сто- 
= > 


роны которого изображают векторы ии и, а зиак зависит 


от «ориентации» пары (9, 5), причем [9, и] = — (4%, ч] 
(рис. 3); но эти свойства нам не понадобятся.) 

Перейдем теперь непосредственно К решению задачи. 
Пусть Р, Эн А движутся поямолицейно и разиомерно. Тот- 
да 





ВР = а, Ва = БЕ, 8) 


о - 


= 
№ 


где { — время, а, В, и, м — векторы, не зависящие от &. 
Получить формулы вида (3) нетрудно, пользуясь тем, что 


если какая-то точка М движется со скоростью и, то ОМ = 


— ОМ о-Нш, где Мо — положение М при #=0, О — фнк- 
сированная точка плоскости. С учетом (1) —(3) условие 
ЮЕ(РО) можно записать так: 


= 
о 
леаарю 
ГИ 
[о, шре + Ца, 91 --{, одре а, 1 =0. 4) 
> 
м Мы получили квадратное уравнение относнтельно #1. Хотя 
= нскоторые сего коэффициенты ин могут обращаться в 0, мо 
у ири { ==0, как сказано в условии задачи, (4) не выполняет- 
о 0 ся, так что (4) — ие тождество. Следовательно, АЕ (РО) 
[в ] = зе более чем при двух значеннях (. 


Рис. 3 Н. Васильев 
Ф 
М393. Найти сумму _ Мы решим более общую задачу, именно, когда ф(х) = 
т РА. А 
$ (©) К +=) 8: “аа тде # — люб с действительное число, и и>0 


(положив А -= 0, а=2, получим ответ задачи №393). 
Найдем выражеиие для ф (1 —х): 


р 
-$ (=) + ... +0). 


4х а-2х+А+: а 
если ф (и) == де. ФИ — х) = Иж т а 


31 





№394. а) На плоскости даны 


векторы а, 6. с, 4, сумма 
которых равна 0. Докажите 


неравенство Ганн ЬН 11 к. 
Ныа РК В+ И + 
т Ч. 


Докажите аналогичное 
неравенство: 

6) для четырех чигел -н 

8) четырех векторов в 
трехмерном — пространстве, 
сумма которых равна 0. 


@ Р 


й 
| 
и 


№ 
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Сложив Ф(1 —х) и $ (х). получим: 
а?х+Ё р ак 


Ф (х) =- (1 —х) == аа =“. 


Пусть нскомая сумма равна 5. Тогда 


а— 
Е 





-)-++0.. 





п) 1 
$ =ФИН-е д |+... [5 -- $ (0). 
/ 
Складывая этн два равенства Н принимая во вииманнс, что 


| ее 
4 (0) - +=) ++(^ 2 )= „= 


== $ (х) + Ф(1—х) =а^, 





получаем 
25 = (п- 1} 4^, 


то есть $ =—5-(п-- Па\. 
Итак, ответ в задаче М393 следующий: 


= - (п -- 1). 


С. Берколайко 
®* 


Мы сейчас решим только задачу а) (на олиминаде школь- 
никам 9— ЕЮ классов предлагалась нменно она); решению же 
задач 6) н в) будет посвящена заметка, которую мы опубли- 
куем в одном из ближайших померов рии. 


Отклалывая последовательно векторы м. № = а, АРэ=ф, 


> 


РО = с, (М = и мы получим замкнутую ломаную (так 


- о - = - 


как а 6--с-- 9=0). Меняя порядок следования векторов а, 6, 


с, 4, можно получить несколько таких ломаных. Покажем, 
что среди этнх ломаных есть самопересекающинеся. Для этого 
возьмем какую-нибудь из наших ломаных. Если одна из ее 
вершнн, например О, лежит внутри треугольшика МУР, 
образованного ‚ тремя дру гими вершинами (рис. 4, а}, :. отло- 


жим вектор 00’ - - ММ. Так как при этом 0’ им = ‚вм, то 
ломаную МАРО можно заменить самопересекающейся ло- 
маной ^МРОО’ (рис. 4, 6). Если же МУМРО — выпуклая лома- 
ная, то сначала проделаем построение, изображенное па ри- 
суике 5. 

Итак, пусть ММ =а, МР=ф, РОС, т = 4, 
причем отрезкн МР и ОМ имеют общую уе (рис. 6). 
Тогда |МА|--|РЮ| > РМ |. мВ |-- ЮВ 19^ |, от- 
куда [МА | |+ |РЕ 2 [УК |+ [98 [= т |+ [© |. Но 


[РМ |= |РО-- ОМ | = Е. 
[м |= @мМ-мм |= 9-41, 
а [МА |+ РАН |мВ| -- 198 | = М [++ МР[ = [6+9 


Следовательно, 
|6 |+- м1 >. На |Н- Е. (0 
Кроме ‘того, очевндно, что [а |-- [| 2 |2. Ее и что а-е|= 


= а] (см. рнс. 6); поэтому 


а а |+ || > 18541. (2) 
Складывая неравенства (1) (2), получим то, что требовалось. 
Ю. Ионин 


$397. Имеется следующий 
проект летательного аппара- 
та. Верхняя поверхность 60л5- 
шой плоской пластинки под- 
держивиется при постоянной 
температуре 0°С, а нижняя— 
при температуре 100С. 
Изобретатель утверждает, 
что такая пластинка будет 
висеть в воздухе подобно ди- 
рижаблю. Объясните, поче- 
му. Оцените по порядку ве- 
личины подъемную силу та- 
кой пластинки с площадью 
1 м? при температуре воз- 
духа 20°С. 


У 


Рис. 7. 


куапетесите.ги 


Налетающие ца пластину молекулы воздуха имеют средие- 


квадратичиую скорость, равную`у ре | р ‚ где 


Т — температура воздуха, хп — масса молекулы. Среднее 
значение абсолютных величин проекиий скоростей молекул 
на ось ОУ, перпендикулярную к поверхности пластины, равно 


В Оср-кв._ т 
И ут" Им. 
При столкновении с пластиной «температура» молекул ста- 


иовится равной температуре пластины. Это означает, что 
после отражения от нижней поверхности пластины 


а после отражения от — тер 





т 


В результате проекция ру импульса молекулы, попадающей 
ва нижнюю поверхность пластины, меняется пря соударении 
на величину 


ы АГ ИЕТ, 
Ар, =п(] т "Г. 


а молекулы, попадающей 


величину 


иа верхиюю новерхность, — на 


Ар 


==(У = +} +). 


За время А на каждую из поверхностей попадают моле- 
кулы, находящиеся от Пластины на расстоянии, равном 


и, А. Число этих молекул равно № == пьу5 АР, где п — число 
молекул в единице объема, $ — площадь пластины. 

В соответствии со вторым и третьим законами Ньютона 
на пластину в вертикальном направлении действуют силы, 
равные по абсолютным величикам изменениям проекций им- 
пульсов молекул в единицу времени. На нижнюю поверх- 
ность пластины действует направленная вверх сила (рис. 7} 


> МАр. РТ 

Ь Й. = 
Е = Фр” = М 95 (ие —-+ | "|. 
а на верхиюю — направленная вниз сила 


ва МАр, Ни 
= ТЛЬу5 (и” == } 


= 
Так как Г, > Т.. то равнодействующая Г. сил ЕР; и Г. на- 
правлена вверх и равиа по абсолютной величине 


И тие(У У 7) 
= я ИТ (ут, — ут.,). 


Число молекул, содержащихся в объеме М воздуха при дав- 
лении р и температуре Т, равно Му =\м.Мд, где у — число 


молей воздуха в объеме И, М\ — число Авогадро. Но У = 
а. Ри 
тв Г. 


ЕТ, 





Е 





Так что число молекул в едивице объема 
р 
п = вт Мл А 


$398. Лри подключении в 
сеть трехзамловой люстры с 
двумя -выключателями была 
допущена ошибка. В резуль- 
тите этого при замыкании 
одного из выключателей все 
три лампы горели неполным 
накалом. При замыкании дру- 
20г0 выключателя горела нор- 
мально только одна из ламп 
{ве другие не горели}, и 
тот же эффект давало зи- 
мыкание обонх выключателей 
одновременно. При разомкну- 
тых выключателях все три 
лампы не горели. Нарисуйте 
возможную схему выполнен- 
ного монтажа, объясните на- 
блюдаемые эффекты. 


ФЗ99. Три небольших оди- 
наксвых металлических щша- 
рика. находящихся в вакууме. 
помещены в вершинах равно- 
стороннего — треугольника. 
Шарики поочередно по одно- 
му разу соединяют с удален- 
ным проводником. потенциал 
которого — поддерживается 
постоянным. В результате 
ма первом шарике оказывает- 
ся заряд @., а на втором — 
О... Определить заряд 
третьего шарика. 


4 


куапетесите.ги 


Таким образом, 
Пр УТ(ИЕ— УИ (УР-УТ- 


Подставив в это выражение данные в условии величины 
(считая р =: 108н/м?), получим 


|8 





|1 1,5-108 ян. 


® 


Схема включения ламл показана на рисунке 8. При замкнутом 
ключе К; и разомкнутом ключе К › все три лампы оказывают- 
ся включенными последовательно, и поэтому они горят не- 
полным накалом. При одновременном замыкании обоих клю- 
чей лампа /7, оказывается включенной в сеть, а лампы УТ, 
и /1з соединены параллельно участку цепи с очень маленьким 
сопротивлением. Напряжение на ннх мало, н лампы не го- 
рят. При замыкаини одного ключа К, в сеть включается 
только лампа «Г. 


Дз д, д, 
К К. 


Рис. 8. 


Ф 


При соединении каждого из шариков с удаленным провод- 
ником, потенциал ф которого поддерживается постоянным, 
потеициал шарика становится равным ф. 


Заряд @,. появляющийся на первом шарике, равен 
@, = Су, (1) 


где С --емкость шарика 


Потенциал ‹р второго шарика складывается из потен- 
циала поля, создаваемого зарядом @, на расстоянии [ от 


@, \ 
первого шарика ( ф, = р и нотенциала «собственного» 


поля заряда @, (®, = ©. 





Ч в 
= = 4-2. (2) 
Потенциал ф третьего шарика равен 
о 9 
фе", (3) 


а 9. 


где г. ‚ -Г -_ соответственно потенциалы полей зарядов 


[и 
9, и О, на расстоянии { от цих, — — потэищиал «собст- 


венного» поля заряда (,. 
Из равенства (2), воспользовавшись равзиством (1), най- 


дем й 
9 _ 
©, ей 9: ь 
Подставив это выражение для [ в равенство (3), найдем О: 
9: --9> _ © 
ет 


= 


Ф400. Деве заряженные части- 
цы имели первоначально оди- 
наковые по величине и на- 
празлению скорости. После 
того как на некоторое время 
было включено — однородное 
электростатическое поле, век- 
тор скорости одной из частиц 
повернулся на 60°, а численное 
значение скорости уменьши- 
лось вдвое. Вектор скорости 
другой частицы повернулся 
на 90°. Во сколько раз изме- 
нилось численное значение ско- 
рости второй частицы? Оп- 
ределите отношение заряда 
к массе для второй частицы, 
если для первой частицы оно 
равно Ё1. 





Рис. 10. 


5 


$1 


Рис. И. 


$401. Схему, изображен- 
ную ма рисунке 12 (мостик 
Унтстона), применяют обыч- 
но Эля измерения неизвестно- 
20 сопротивления х. Как, 
используя подобную схему, 
измерить сопротивление Вс 
самого гальванометра С, 
если второго гальванометра 
нет? 


куапетесте.ги 


На рисунке 9 изображен треугольник скоростей частицы |: 


>. 


и: — первоначальная скорость частицы, и; — ее скорость 


после выключения поля, Аи — нзменение скорости и; за 


Ел > 
время действия поля. Так как я-=60°, а |5 [а |, 
то треугольник скоростей — прямоугольный и В=30° (рис. 


з ъ а 
10). Следовательно, | Аш, | = и, | со$ В == и Г. 


Импульс частицы | за время [, в течение которого было 


включено поле иапряженности Е, изменился на величину 
- из - 
[Арно [= т, 5 |1: | (т — масса частицы !). Соглас- 
но второму закону Ньютона 


[Атии:| = [Е Чи, (1) 


где ]Ё |4: = |Е:| — абсолютное значение силы, действую- 
щей со стороны поля на частицу |, заряд которой равен 91. 


НаправленнеснлыР , совпадает с направлением вектора Ат, из. 
Следовательно, вектор изменення импульса частицы 2 
составляет угол 30° с вектором первоначального импульса 
частицы 2. 
На рисунке 11 изображен треугольиик скоростей частн- 
цы 2, подобный треугольнику импульсов. Из этого треуголь- 
иика находим: 


рен 


УЗ 





> . 


92 


Снла Ё,. с которой поле действует на частицу 2, равна 


по абсолютной величине | Е | 9». где 9. -- заряд частицы 9. 
Согласно второму закону Ньютона 


рАтаа, | = 181 9= 


(т. — масса частицы 2). Отсюда 








= ПА _ 2 [8 
= = (2) 
ы ТЕМ ЕП 
{см. рисунок 1). Из равенства (1) находим: 
- Аи! 1 УЗ = 
та 1 
Подставив это выражение в (2), получим: 
АР 4, 
т 3 = оз 


Ф 


Включим гальванометр в цепь вместо неизвестного сопротив- 
ления (рис. 13), а точки А и В ссединим через ключ К,. Подбо- 
ром переменного сопротивления А добьемся такого положе- 
ния, что показания гальванометра не будут изменяться при 
замыкании и размыкании ключа Кут. В такой ситуации потен- 
циалы точек А и В равны н сбалансированы: фФА-=фн. 

Но Фл = Фь-—1 Е (1, — ток, текущий по участку РА), 
афв = фр— г» (1,— ток, текущий по участку РВ). Так что 


Фр— П.К = Фр— 12", 


$$ 


В 
Хх 
г а 
нии | 
Рис. 12. 





линза 
расстоянием 


Ф402. Рассеивающая 
с фокусным 
Е- —0.6 м расположена так, 
что один из ее фокусов сов- 
падает с полюсом вогнутого 
зеркала Каково фокусное рас- 


стояние Е’ зеркали. если 
известно, что система дает 
депствительное изображение 
предмета й помещенного на 
любом расстоянии перед лин- 
зой? Изображение создается 
лучами, вторично прошед- 
шиджи через «нзу после от- 
ргажения от зэерказа. 


$ 
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откуда 


Е 


1 Ю 

Е и) 
С другой стороны, фд= Фест /Агс (7с — сопротивление 

гальванометра}, а фв= Фе-!.г.. Так что 


Фе-Е Ага = Фе Ггь, 
откуда 


И гс 


1 
Сравнивая выражения (1!) и (2), получаем: 


Ю гс 


Га га’ 


нли 
"т 
А: 
с гл Ю 


Зная сопротивления л|. г;. Ю, можно найти сопротивление 
гальванометра гс. 


Ф 


Рассеивающая лииза всегда дает мнимое изображение дейст- 
вительного источника. Следовательно, для того чтобы си- 
стема давала действительное изображение, промежуточное 
изображенне, которое получается после отражения лучей от 
зеркала, должно быть мнимым источником для линзы, то есть 
должно находнться справа от линзы. 

В самом деле, из формулы рассенвающей лнизы в случае 
мнимого источника 


ЗАВЕТ 
а Е == Е 


| 


следует, что 
а: (1) 


(Напомним, что 4 — расстоянне от линзы до источника, {— 
расстояние от линзы до изображения, ЕЁ — фокусное расстоя- 
ине линзы ) Из (1) видно, что Ё;> 0, если 4 положительно н 
не превышает РЁ. 

Таким образом, промежуточное изображение $, источ- 
ника после зеркала (рис. 14) должно находиться справа от 
зеркала на расстоянии {, таком, что 


ЕЕ. (2) 


Источником для зеркала служит промежуточное изобра- 
жение $, — мнимое изображение источинка 5, даваемое лнн- 
зой после первого преломления лучей (см. рис. 14). Из фор- 


МУулы линзы ДлЯ Этого случая — 
т ВАН 
И Е 
— находнм 
4,Е 
= Е: (3) 


Куап.тссте.ги 





Рис. 14. 


Расстояцне @, от нсточника до линзы может меняться в пре- 
делах от 0 до ==. Ири этом, как следует нз формулы (3), № 
меняется от Одо Р. Расстояние же 4, = Е--/, от изображения 
$, до зеркала менястся при этом от Е до 2ЁР. Напомним, что 
это нзображенне служит источником для зеркала. Таким 
образом, нам нужно найти, прн каком фокусном расстоянни 
[’ зеркала изображение источника, находящегося от зеркала 
па расстоянии 4», таком, что 


| Е В ОЕ. (4а) 
получается на расстоянин {[, от зеркала таком, что 


== Е. Е (46) 
Из формулы зеркала — 
: } и 
Ч: Е ГЕ ви" 
— следуег, что 
Е. 5 
РА 2" (5) 


| | 
2Е 
Следовательно, 
| 1 | 1 
т, 
Полученное неравенство должно выполняться при всех про- 
извольных 4. удовлетворяющих условию (4а). Согласво 
этому условию 
] к. [ 1 
Е 5 4 Е 2 


| 


так чго фокусное расстояние Е” зеркёла должно быть та- 
ким, чтобы выполнялось условие 


ПМ о И 3 
Е а № 
в Ей 


Следовательно, 7 = ЗЕ ин 


7 
во = 8 Р= 0.4 м. 
И. Слободецкий 
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‚В. Гутенмахер 


Расстояние 
от точки 
до плоскости 


В учебнике «Геометрия 10» есть несколько 
задач, в которых требуется найти расстояние 
от заданной точки до заданной плоскости. 
Как нн странно, эти задачи вызывают неко- 
торые затруднення у школьников (несмотря 
на то, что одна из таких задач — № 28, 
с. 10 — решена в тексте). Псэтому мы оста- 
новимся на этом вопросе немного подробнее. 


Новая формула 


Пусть А (хо; Чо: 2%) — точка в коор- 


динатном пространстве  Охуг и 
а« — плоскость, заданная уравнени- 
ем ах-фу ег --4=0. Расстояние 


о (А, а) от точки А до плоскости @ 
находится по формуле 


[ахо -- Вуо-|- со 4 | 
о = рае 9 


Эгу формулу можно описать сло- 
вами так: 
Надо в выражение ах -ЕВу | сг | Ч вме- 
сто переменных х, и, г подставить 
координаты точки А. Взять модуль 
полученного числа и разделить его 


на число И а 6 с". 


Вывод формулы 


Вывод формулы (*) по существу по- 
вторяет решение задачи № 28, при- 
веденной на с. 10—11 учебника «Гео- 
метрия 10». 

Опустим из точки А (ху; Уо: 20) 
перпенидикуляр на плоскость ©, за- 
данную уравнением ах бу ег 
+4 = 0; пусть В — точка пересе- 
чения этого перпендикуляра с плос- 
костью ©; тогда |АВ| — расстояние 
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от А до@ (см. рисунок). Обозначим че- 
рез (х;; Ув; 2,) координаты точки 
В; тогда 
= == > 
АВ = ОВ — ОА = 

=(,—Хо угу 21—20), 
откуда 

— 

| АВ |= АВ]|= 
= И, — + (и: — + (2, —2) - 


— 
Поскольку вектор АВ перпенди- 
кулярен плоскости &, он коллинеа- 


рен вектору п с 
{а; 6; ©. 

Это означает, что найдется такое 
чнело р, что 


координатами 


— р” 
АВ = р-п. (1) 
Из этого равенства следует, что 
Х—Хо = Р^а, — 9—9 = р-6, 
21—26 =р-6. (2) 
Таким образом, 


| АВ |= И 220+ реб + рес" = 

= [р|. И а-Е 22-е. (3) 
найти число |р|. Так 
как точка В принадлежит  илоско- 
сти ©, то ах, фу, {с2, +4=0. По- 
скольку х, = хо--ра, и, = уо-НРЬ, 
2, = 2.--рс (см. соотношение (2)), 
для р получаем уравнение 


а (хо + ра) В (у --рё) + 
с (2. ре) 54==0, 


Осталось 


из которого находим |р|: 
[ ао Био - сго а] 
[р|= и -- Ба с? я 





Подставляя найденное значение 
| р |в соотношение {3) получаем нужную 
формулу: 

в (А, а) =| АВ |== 
г ахо-- фу + 2 а] 
УЕ 

Формула (ж) позволяет уже легко 

решить любую задачу на вычисление 


расстояния от точки до плоскости. 
Приведем несколько примеров. 


Задачи 


Задача 1 *). Найти расстояние 
от точки А (—1; 3; 0) до плоскости @, 
заданной уравнением х_Зу—22--5=0. 

Решение. По формуле (») 
получаем: 


|—1—3.3—2.045] _ 


р (А, &) = тт ИТ 
1—5| 5 
Ув ум’ 


Задача 2**). Вычислить расстоя- 
ние от начала координат до плоско- 
сти 2х-43у—6г114=0. 

Решение. Нам надо вайти 
расстояние от точки А (0; 0: 0). По 
формуле (») получаем: 


о (А, ©) = 
|2-0-Е 3-0— 6-0 41 _ 14 ь 
ув ее. 
Задача 3. Вычислить расстояние 


между плоскостями а и В, заданными 
соответственно — уравнениями: 


Зх --2у {42 1] ==0 





9х би -+122—5=0. 


Разделив обе части второго урар- 
нения на 3, видим, что плоскости @ 
и В: 3х42у-42-11-=0 и Зе 29+ 


5 
+42 —--=0 параллельны. 
Возьмем любую точку А (хо; у: 2), 
принадлежашую плоскости 8: поло- 
жнм, например, х.-=уо-=0, тогда 


@0 = -. 


12 





*) Это задача № 298,1) из учебника 
«Геометрия 10». В учебнике опечатка— при- 
веден неверный ответ. 

**) Это задача № 29,2) из лого же 
учебника. 
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Легко понять, что расстояние 
между плоскостямн @ и В равно се 


слу ф (4, а), где А= (0; 0; 5. 
Применив формулу (»), получим 
р (в, В) =р(А, ©} = 
5 
зо И ы 
Уз Зи’ 


Замечание. В общем слу- 
чае расстояние между параллельны- 
ми плоскостямн а и В: 


ах Бу {ег +4. =0 
ах фу-сг +а,=0 


находится по о 





а, — 4» | 
р (©, В) == Е =. (+) 


Выведите формулу (жж), повторнв ре- 
шение задачи 3. 

В заключение предлагаем вам 
несколько задач для самостоятель- 
ного решення. 


Задачи 

1. Вычислить расстояние от точки 
А (1:81) до плоскости хит = 0. 

2. Вычислить расстояние от чочки 
А (1; 2; 3) до плоскости х- гут: 6-= 0. 

3. Найги расстояние от точки 
А (5: ус; 0) до плоскости ах -—- Бу -!- 4 == 0. 

4. Найти уравиения плоскостей, нахо- 
дящихся па расстоянии | от плоскости х -г 
тужа=о : 

5. Известно, чго в треугольной пира- 
миде всс плоские углы при вершине — пря- 
мые. Найти длину ее высоты, если длины се 
боковых ребер равны а, фи с. 


р 
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«Квант» для младших школьников 





Задачн 


1. Однажды в минуту отдыха 
друзья-мушкетеры Атос, Портос, Ара- 
мис н д’Артаньян решнан немного 
поразвлечься в перетягивании каната. 
Портос с д’Артаньяном легко пере- 
тянули Атоса с Арамисом. Но когда 
Портос стал в паре с Атосом, то но- 
беда против Арамиса с д’Артаньяном 
досталась им уже не так легко. А 
когда Портос с Арамисом оказались 
против Атоса с д’Артаньяном, то 
никакая из этих пар не смогла одо- 
леть другую. 

Определите, как мушкетеры рас- 
пределяются по своей силе. 

2. Будем подставлять в формулу 


217—_ | 
28-1 





вместо п различные натуральные чнс- 
ла. Прин л-=1, 2, 3, 4, 5 получим дроби 
т, "|, М, 8., Г. Все эти дроби 
несократимы. А существует ли такое 
натуральное число п, при котором 
дробь будет сократимой? 

3. Пете в домашием заданни надо 
было возвести некоторое целое число 
в квадрат. Петя по ошибке удвонл 
заданное число н получил двузнач- 
ное число, записанное темн же ииф- 
рами, что н квадрат исходного числа, 
только в обратном порядке. Каков 
был верный ответ? 

4. Найги нанменьшесе число, ко- 
торое ири последовательном деленин 
на 2, 3, 4, 5, 6, Т, ®8, 9, 10, дает 
соответственно остатки 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8, 9. 

5. Можно лн раскрасить волей- 
больный мяч, состоящий из 18 частей 
(см. рисунок), в трн разных цвета так, 
чтобы соседние частн не были рас- 
крашены в один ивет? Если можно, 
то как? 
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Автор: Давайте понграем... 
Возмущенныйчитатель: Как? 


Я хочу заниматься математикой, а вы... 
Автор: Но играть-то вы любнте? 
Недоумевающий читатель: 

Кто же не любит!?> Но при чем здесь матс- 

матика? 

Автор: Вы увидите, как математика 
поможет вам найти беспроигрышную страте- 
гию игры. 


«Цзяньшицзы» 

В двух кучках лежат камни, в пер- 
вой — 7, во второй — 5. Играют двое, 
ходят по очереди. Каждый из игро- 
ков при своем ходе может взять либо 
любое число камней из первой кучки, 
либо любое число камней из второй 
кучки, либо поровну камней из обеих 


кунек. Проигрывает тот, кто не 
может сделать ход. 
Как играть, чтобы — выиграте? 


Можно ли заранее предсказать, кто 
победит в жтой игре — начинающий 
или его противник (если оба играют 
идеально)? 

Как ответнть на эти 
Можно поставить 
есть просто  иоитрать. Тогда вы 
быстро обнаружите, что начинаю- 
зций всегда может выиграть, еслн он 
первым ходом возьмет 4 камия из 
большой кучки. А как вы думаете, 
какой будет ответ, если сначала в 
первой кучке было 7 камней, а во 
второй — 4? А если в первой было 9, 
а во второй — 6? 


вопросы? 
эксперимент, то 


«Ферзя — в угол!» 
На поле 18 аиахматной доски стоит 
ферзь (рис. 1). Играют двое, ходят 
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по очереди. Кождый за один ход мо- 
жен передвинуть ферзя либо на не- 
сколько клеток вниз по вертикали, 
либо на несколько клеток влево по 
горизонтали, либо на несколько клеток 
влево-вниз по днагонали (на рисунке 
1 отмечены клетки, на которые мож- 
но попасть с поля #8 за один 
Хой}. 
Происрывает тот, кому некуда хо- 
дить (п выигрывает, следовательно. 
тот, кто загонит ферзя в левый ниж- 
ний угол — на поле а!). Как играть, 
чтобы вынерать? Кто — победит 
начинающий или его партнер? И 
«кто — кого», если ферз6 сначала сию 
ял на поле е8? 
Можно опять 
нграть. А можно 


попробовать 
поразмышлять. 


ПО- 


< ао < 


№ < 
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Строим теорию 

Начием со второй игры, причем с 
конна. Если ферзь стоит на поле а1, 
то тот, чья очередь ходить, уже про- 
нграл. Поэтому отметим это поле зна- 
ком «минус» (рис. 2). 

Еслн ферзь стоит на поле, с кото- 
рого одним ходом можно попасть 
на а1, то начинающий пойдет на а1| н 
выиграет. Поэтому отметим поля, с 
которых можно за один ход попасть 
на а[, знаком «плюс». 

Пусть теперь ферзь стоит на 
ноле с2. Проиграет начинающий или 
выиграет? Конечно, проиграет: при 
любом своем ходе он попадает на 
«плюс», после чего противник ставит 
ферзя на а!. Поэтому с2 отметим «мн- 
нусом» (рис. 2). 

А как поступать, если ферзь сто- 
ит на одной вертикали с с2, но выше? 
Конечно, идтн на с2, на «минус»! 
Тогда, как мы уже выяснилн, про- 
тивник обязательно проиграет. Поля 
с3, с4, ..., с8 отметим плюсами, по- 
тому что игрок, который начинает с 
одного из этих полей, при правиль- 
ной игре обязательно победит. По 
той же причине поставим плюсы на 
поля 49, е2, ..., [2 и 83, е4, ..., ВТ. 

Можно ли более просто описать 
правила, по которым мы рас- 
ставляем плюсы и минусы, не повто- 
ряя каждый раз рассуждений о том, 
какой из игроков вынграет? Конеч- 
но, можно! Вот они. 


«Золотые правила» 


(1) Если с поля некуда пойти — ставим 
минус. 

(2) Если с рассматриваемого поля можно 
поласть на поле, отмеченное минусом, — 
ставим плюс. 

(3) Если все ходы ведут на поля, отмс- 
ченные плюсами, — ставим минус. 

Расстановка плюсов н мннусов 
в соответствин с «золотыми правила- 
ми» для нгры «ферзя — в угол!» прн- 
ведена на рисунке 3. 

Мы сформулировали правнла, в со- 
ответствин с которымн начали рас- 
ставлять плюсы и минусы, а затем 
уже по этим правилам закончили рас- 
становку. Докажем теперь, что мы 
не ошиблись: если ферзь стошт на 
поле, отмеченном плюсом, то начи- 
нающий выцерает, а в противном слу- 
чаев — проиграет. 
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Рис. 2. 


Доказать это очень легко, надо 
просто играть по правилу: «Ставь на 
минус!». По «золотому правилу» (2) 
первый ход можно сделать на минус. 
Тогда по «золотому правилу» (3) про- 
тивник Вынужден будет пойти на 
плюс. А начинающий — снова на ми- 
нус, противник — опять на плюс. .. 
Так будет продолжаться, пока ферзь 
не попадет на поле, с которого никуда 
нельзя пойти — на а!. Попадет он 
туда как раз после хода начинающего, 
который тем самым выиграет. 

Если же начальное поле отмечено 
минусом, то придется пойти на плюс. 
Тогда второй нгрок применит прави- 
ло «ставь на минус!» и выиграет. 

Следовательно, если ферзь сначала 


‚ стоял на 18, то начинающий при нра- 


вильной нгре победит, как бы хорошо 
ни играл его противннк, а если на 


А АЖ А , ИХ 
ИЯ + 
5) 67 2 644 5477 
И 
475 7 7 
РО + 0 + 





е8, то начинающий пронграет, если 
партнер достаточно умен. 


Вернемся к «цзяньшицзы» 


Автор: А зачем возвращаться? Мы 
уже знаем, как играть. Ведь игры «ферзя — 
в угол» и «цзяньшицзы» одинаковы! 

Читатель: 22? 

Автор: Сейчас убедитесь. 

На рисунке 1, относящемся к нгре 
«ферзя — в угол!», под ферзем стоят 
7 точек, а слева от ферзя — 5, как 
раз числа низ игры «изяньшиизы». По- 
пробуем установить связь между эти- 
ми двумя играми. Только камни рас- 
положим ие как точки на рисунке 1, 
а так, как показано на рисунке 4, — 
за пределамн доски. 

Соответствие между 
позициями. Каждому положе- 
нию ферзя на доске сопоставим две 
кучки камней: в первой — столько 
камлей, сколько горизонталей на- 
ходнтся под ферзем, а во второй — 
сколько вертикалей слева от ферзя. 
Тогда, обратно, каждый набор кам- 
ней в двух кучках (но не более 7 
в каждой) определяет положение фер- 
зя на доске. : 

Контрольные вопросы 


1. Каким полям доскн соответствуют та- 
кне распределення камней по кучкам; 


а) 1—5, П-— 3: 
6) 1—2, П-Т 
в) 1—6 И-_— 0: 
г) 1—7 П-Р 


2. Какие распределепия камней по куч- 
кам соответствуют следующим полям доски: 

2) сб; 

6) с2; 

в) а5? 

Мы установили соответствие меж- 
ду позициями в двух играх: каждому 
распределению камней по кучкам со- 
ответствует поле шахматной доски и, 
наоборот, каждому полю доски 
соответствует пара кучек камней. 
Теперь легко установить соответ- 
ствие и между возможными хода- 
мн. Если берется несколько камней 
из первой кучки, то ферзь сдвигается 
на столько же полей вниз, если из 
второй — ферзь сдвигается на столь- 
ко же полей влево, а если камни взя- 
ты из обеих кучек сразу, то ферзь 
сдвигается влево-вниз по днагоналн. 
Например, если первым ходом из каж- 
дой кучки берется по 2 камня, то 
ферзь ходит с 18 на 46. 
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Рис. 4. 


Изоморфизм игр 


Вы виднте, что совсем не нужно раз- 
рабатывать новую теорию для «изянь- 
шнизы», можно воспользоваться тео- 
рией для «ферзя — в угол. Надо 
просто «перевести» позиции на шах- 
матную доску и посмотреть, какие нз 
них — выигрышные, а какне — про- 
игрышные *). 

Начальная позиция (7 камней 
в первой кучке, 5 — во второй) соот- 
ветствует подожению ферзя па #8. 
Начинающий вынграет, еслн он пер- 
вым ходом пойдет на #4, илн на 68, 
или на 96. На языке камней: если 
он возьмет четыре камня из первой 
кучкн, илн один — из второй, илн 
по два из каждой. Теория помогла 
нам найти еще два способа вынгрыша, 
которые не былн обнаружены при эк- 
сперименте! 

Еелн сначала в первой кучке было 
7 камней, а во второй — 4, то начи- 
нающий прн разумной игре противнн- 
ка проиграет (почему?). 

Пусть теперь в первой кучке — 
9 камней, во второй — 6... Что де- 
лать? На шахматной доске эта пози- 
ция не умещается ! Ну ин что? Продол- 
жим расстановку плюсов и минусов 
вправо н вверх, не ограничиваясь раз- 
мерами дсскн (сделайте это сами на 





*) Честно говоря, нгра «ферзя— в угол» 
была придумана для того, чтобы придать 
наглядность разбору «изянышнизы» — лег- 
че смотреть на шахматную доску, чем па 
спнсок познций в «изяныйиизы». 
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листе клетчатой бумаги). Начинаю- 
щий выиграет, взяв по два камня из 
каждой кучки. 

Итак, различие между играми 
«ферзя — в угол!» н «изяныпинзы» — 
чисто внешнее: познции и ходы од- 
ной игры соответствуют позициям и 
ходам другой. Такие игры называют 
«изоморфными». 


Слово «изоморфизм» произошло от гре- 
ческих слов «нзос» (постоянный, неизменный) 
и «морфэ» (форма). В математике слово «изо- 
морфизм» встречается очень часто — его упо- 
требляют, когда нужно отметить, что раз- 
личие между объектами чисто внешнее, как 
между нашими двумя играмн. 


Одномерная теория 


Мы научились расставлять плюсы и 
мннусы на шахматной доске, но де- 
лаем это последовательно: начинаем 
с ай, потом отмечаем клетки, с кото- 
рых можно попасть на а|, затем — те, 
с которых можно попасть тольКо на 
уже отмеченные, и так далее. А нель- 
зя лн указать правило, по которому 
можно сразу узнать, является поле 
выигрышным или проигрышным, не 
расставляя при этом илюсы и минусы 
на все предыдущие поля? Иногда мож- 
но. Мы разберем одну одномерную 
игру, то есть нгру с одной кучкой 
камней (илн, что то же самое, игру 
на полоске клетчатой бумаги). 

Имеется полоска клетчатсй бумаги 
длины п (клеток). На одной из кле- 
ток стоит фишка. Играют двое, хо- 
дят по очереди. Ход состоит в пе- 
редвижении фишки на 1, 2 или 3 клет- 
ки влево. Проигрывает тот, кому не- 
куда ходить. Как играть, чтобы вы- 
церать? При`каких положениях фии- 
ки побеждает начинающий, а при ка- 
ких — его партнер? 

Расстановка плюсов и минусов в 
этой нгре проводится, ‘конечно, по 
тем же «золотым правилам». Поле 
1 — пронгрышное, ставим на него мн- 
нус (рнс. 5); поля 2, 3, 4 — выигрыш- 
ные (с ннх за один ход можно по- 
пасть на поле 1), ставим на них плю- 
сы; поле 5 — проигрышное, ставим 


период „о 


1 9293 45 6-10 п 
Рис. 5- 
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минус и так далее. Вы видите, что 
плюсы н минусы образуют перноди- 
ческую последовательность с перио- 
дом из четырех знаков: — - + +, 
то есть на полях вида 4л - стоят 
минусы, на остальных — плюсы. 

А будет ли пернодичной последо- 
вательность плюсов и минусов в та- 
кой нгре, если фишку можно передви- 
гать лишь на. | или 3 клетки влево? 
Этот н другие вопросы мы предоста- 
вим решить вам. 


Задачи 


Читатель: А онн трудные? 

Автор: Сначала идут легкие, потом — 
трудные, а последняя — проблема, ее и я 
решать ие умею. 

Читатель: А если я не смогу решить 
трудные задачи? 

Автор: Тогда подождите следующего 
номера журнала, там будут указания к зада- 
чам. 

Игры на шахматной доске 

1 («Короля — в угол!»). Король стоит 
на некотором поле шахматной доски. Играют 
двое, ходят королем по очереди (на Г поле 
вниз, влево или влево-вниз по диагонали). Про- 
иерывает тот, кому некуда ходить. 

Расставьте на доске «плюсы? н «минусы» 
по «золотым правилам» и тем самым выясни- 
те, когда вынгрывает начинающий, а когда — 
его партнер. Можно ли узнать, плюс или ми- 
нус стоит на данном поле, не панося знакн 
на все предыдущие поля, то есть сразу по 
номеру вертикали н горизонтали данного 
поля? 

2. Те же вопросы, если ходить можно на 
| нли 2 клетки влево или на | или 2 клетки 
вниз (а по диагонали ходить нельзя). 

3. Те же вопросы, если ходить можно на 
Г или 2 клсткн влево или вниз нли на | клет- 
ку влево-вниз по днагонали. . ‚ 

4 («Короля — в угол дырявой доски). 
Из шахматной доски вырезали несколько 
нолей (см. рис. 6). Условия игры — как в за- 
даче 1, но ставить короля в «дырки» запре- 
щается. Вопросы — те же. 

5 («Коня — в угол). Заменнм в усло- 
вии задачи | короля конем, которому раз- 
решено ходить на 2 клетки вннз и затем на 
1 влево или вправо нли на 2 влево и затем на 
1 вверх или вниз (но в пределах доскн). 
Вопросы — те же. 

6 («Ладью — в угол!»). Заменим в условии 
задачи 1 короля ладьей, которая может хо- 
дить на любое чнсло полей, но только либо 
винз, либо влево (но пе по диагонали). Вон- 
росы — те же. 


Одномерные игры 


7. На одном из полей полоски клетчатой 
бумаги длины п (см. рис. 5) стоит фшика. 
Играют двое, ходят по очереди. Проигрывает 
тот, кому некуда ходить. 

Расставьте на полях «плюсы» и «минусы» 
(по «золотым правилам») н попробуйте найти 
нернод расстановки (если он есть), ссли ход 


© 


м ока еч 





перцод | | 


Рис. 7, 


состоит в перемещении фишки влево на 
а) | или 3 клетки; 
6) 2 нан 5 клеток: 
в} 2 или 4 клетки; 
г) 2, 4 или 7 клеток; 
д) 2, 3 или 5 клеток; 
&) 2, 3, 5 илн 7 клеток. 


8. Пусть в условиях задачи 7 ходить мож- 
но лишь на а нли & клеток влево. 

а) Докажите, что расстановка с«плюсон» 
н минусов» периодична и новторястся, во 
всяком случае, через а -Г В клеток. 

6) Найдите формулу, выражающую дли- 
ну нанмеиьшего периода через ии В. Оинши- 
те строение этого пернода, 


9 (Обратная задача). Для некоторых аи В 
нарисована полоска и па ней расставлены 
«плюсы» и «мннусы». Можно ли по этой но- 
лоске определить ан Ь (например, для по- 
лоски на рисунке 7)? 

Ю. Докажите, что, каков бы нн был 
набор возможных ходов, расстановка чилю- 
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период 
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период 


период 
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Рис. 8. 
период 
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период 


«ЛЕЕНЕЕЕЕЕНЕ 


Рис. 9. 


сон» н «минусов» на нолоске имсет нервод 
(который начниается, быть может, не с самой 
первой слева клеткн. а © некоторой другой). 

11. Для некоторого иабора возможных 
ходов па полоске расставлены «плюсы» и «ми- 
усы» (рнс. 8). Можно ли по этой полоске 
восстановить набор возможных ходов? Одно- 
значно ли он воссганавлингется, то есть мо- 
жет ли разным наборам ходов соответство- 
вать одна и та же расстановка «плюсов» н 
«мниусов» на полоске? 

12. На полоске ресставлены чилюсы» н 
«минусы», причем с некоторого места расста- 
новка пернодична (рис. 9). Всегда ли можно 
орндумать набор возможпых ходов, для 
которого расстановка «илюсов» н аминусов» па 
полоске будет имегь именно такой нид? 

13* {проблема). Попробуйте 

а) найти формулу, выражающую длину 
пернода, еслн перемещать фишку можно взе- 
во на @1, @2, .... а: или ад клеток; 

6) онисать все игры, в которых иернод 
начниается с первой клетки. 





Восемь фишек 


На концах восьмикопсчной 
звезды расположены фишкн 
с номерамн от 1 до 8 (см. 
рисунок). Переденгая фин- 
ки только по прямым лини- 
ям. расположите фишки в 
обратном порядке. Сколько 
ходов вам для этого потре- 
буется? 

„7. Мочалов 
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Закон сохранения 
импульса при 
соударениях 


Закон сохранения импульса (коли- 
чества движения) выполняется для 
замкнутых систем, то есть такнх, ко- 
торые включают в себя все взаимо- 
действующие тела, так что ни на одно 
из тел системы не действуют внешние 
силы. Однако при решенни многих 
физических задач оказывается, что 
импульс может оставаться постоян- 
ным и для незамкнутых систем. Прав- 
да, в этом случае количество движе- 
ния сохраняется лишь приближенно. 
Попытаемся разобраться, в чем тут 
дело. 


Изменение импульса Ар незамкниу- 
той снстемы равно суммарному им- 
пульсу внешних сил. Обозначим через 


Еср среднее значение результнрую- 
щей внешней силы, действующей на 
систему в течение промежутка вре- 
мени АЕ. Тогда 


Ар=ЕерАЕ. 


Если абсолютная величина этой силы 
не слишком велика н время, в течение 
которого действует снла, мало, то про- 


изведение |ЁРо›| АЁ тоже будет ма- 
лым. В таком случае возннкает необ- 
ходимость оценки, с какой точностью 
можно считать импульс системы неиз- 
менным. 

Кроме того, не следует забывать, 
что импульс — вектор, и, следова- 
тельно, можно говорить о сохраненин 
проекции этого вектора на какое-либо 
направление. Действительно, если сн- 
стема не замкнута, но внешние силы 
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таковы, что сумма проекций всех сил 
на некоторое направление равна ну- 
лю, то проекция импульса системы 
на это направление остается величи- 
ной постоянной. Незамкнутая система 
в этом направлении аналогична зам- 
кнутой. 

Кратковремениые взанмодействия 
возникают, наПример, при взрывах, 
выстрелах, соударениях. Такого типа 
задачи мы и обсудим. Постараемся 
в каждом. конкретном случае выяс- 
нить, выполняется или не выполня- 
ется закон сохранения импульса н от 
чего это зависит. 

Задача 1. Из пушки, соскаль- 
зывающей без трения по наклонной 
плоскости и прошедшей уже путь 1, 
производится выстрел в горизонталь- 
ном направлении (рис. 1). При какой 
скорости снаряда пушка остановится 
после выстрела? Масса снаряда т мно- 
го меныие массы пушки М, угол на- 
клона плоскости а. 

Перед выстрелом пушка (вместе со 
снарядом), прошедшая путь [, имеет 


импульс (М то. — направленный 
вдоль наклонной плоскости. Модуль 
этого импульса можно найти из за- 
кона сохранения энергии: 


И (Ми) [81 5па, 


и 
(М+т) || = 


=(М+т) у? 12 па. 
Сразу после выстрела пушка остано- 
вилась, а снаряд полетел в горизон- 
тальном направлении. Таким обра- 
зом, несмотря на кратковременность 
взаимодействия пушки и снаряда, им- 
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пульс этой системы не сохраняется. 
Почему же? 

Во время выстрела резко возра- 
стает сила давлення пушки на на- 
клонную плоскость, а значит, воз- 
растает и сила реакции со стороны 
плоскости, так что импульс этой си- 
лы оказывается достаточно большим. 
Он-то и изменяет суммарный нмпульс 
пушки и снаряда. 

Однако в направлении вдоль на- 
клонной плоскости проекция силы ре- 
акции равна нулю, а проекиия им- 


пульса силы тяжести ((М-5т) |в [Хх 
х та. Ай за малое время выстрела А{ 
мала н прн выстреле не увеличивает- 
ся. Поэтому можно, с некоторой сте- 
пенью точности, считать, что в на- 
правлении вдоль иаклоиной плоско- 
сти проекция количества движения 
системы пушка — снаряд сохраняет- 
ся. Следовательно, проекция суммар- 
ного импульса пушки и снаряда до 
выстрела равна проекции снаряда пос- 
ле выстрела (пушка покоится): 


(Мет) | Ге И зта=т] о | с05 @. 


Отсюда модуль скорости снаряда нс- 
посредственно после выстрела 


е (мт И 21а та 
|= —— 


= т с05 @& 


му 21 Я та 
ыы т с05& | 
При решенни этой задачи мы пола- 
гали, что в направленин вдоль на- 
клонной плоскости система пушка — 
снаряд ведет себя как замкнутая си- 
стема. Однако сценить, с какой сте- 
пенью точности это справедливо, мы 
не можем, так как система взанмо- 
действующих тел сложная и нет необ- 
ходимых данных для такой оценки. 
Разберем теперь две задачи с бо- 
лее простым взаимодействием, где та- 
кую оценку можно сделать. 
Задача 2. В деревянный шар 
массы М=1 кг, падающий вниз со ско- 


ростью ТУ о |=1 м/сек, стреляют сни- 
зу из ружья и пробивают его на- 
сквозь. Какую скорость будет иметь 
нар сразу после этого? Скорость пули 


при подлете к шару |0 |= 300 м/сек, 


Куапитесите.ги 


после вылета из шара |у |=100 м/сек, 
масса пули т=Ю г. 

Оценим, с какой точностью можно 
считать систему шар — пуля замкну- 
той во время их взаимодействия. Дру- 
гими словами, выясним, можно ли 
пренебречь импульсом силы тяжести 
за это время. 





а 
Время взаимодействия АЁ о 
Оср 


где 4 — диаметр шара, а &‹› — сред- 
няя скорость пулн внутри шара. Диа- 
метр шара можно оценить, зная, что 
плотность дерева р приблизительно 
равна плотности воды р»==103 де/м3: 


4 Я \3 
3 =(-> } = М, 
х 
а 4= у И 5М отм, 
пр. 
-^ — 
|} зо НЕТо 
[Зер| 2: Ее 200 м/сек. 


Таким образом, АЁ-5.10-* сек. Им- 
пульс силы тяжести системы за это 
время (а значит, и изменение суммар- 
ного импульса шара и пули) 


[р |= (М) [9 |АЁ==5- 10-3 н-сек. 
Количество движения системы перед 
взаимодействием 


ро |= и | |[--М] у. [-2м. сек. 
Тогда отношение 


| р! __ ТА 


| бо | Г Ро] 


22.103 =0,2%, 


н, следовательно, с точностью до 0,2 % 
можно считать, что во время взаимо- 
действия импульс снстемы не изме- 
няется. 

Запишем закон сохранения для 
проекини импульса на ось, направ- 
ленную вертикально вверх: 

то о ЕМУ =то-- МУ, 
нли 


т [во НЕМ Ио Еве НЕМУ. 


Отсюда пооекция скорости шара пос- 
ле взаимодействия 


т \ в,| — му, | —м | о 


о М =] м/сек, 


то есть шар начнет двигаться вверх 
со скоростью Ё м/сек. 


#7 





Рис. 2. 
Задача 3. Шарик бросают 
вертикально вверх со скоростью 


[40 |=1 м/сек. Когда он достиг верх- 
ней точки своего подъема, бросают 
еще такой же шарик с начальной 


скоростью 24|. Определить скоро- 
сти шариков после столкЧовения, 
если столкновение можно считать 
абсолютно упругим. 

Аналогично предыдущей задаче 
прежде всего оценим, с какой сте- 
пенью точности систему двух шари- 
ков во время соударения можно счн- 
тать замкнутой. Для этого найдем 
импульс системы до удара, импульс 
силы тяжести за время удара и сраз- 
ним их между собой. 

Пусть шарики столкнулись на 
высоте А через время Ё после пачала 
движения второго шарика (рис. 2). 
Тогда для первого шарика 


‚ И 
ВЕ 
52| 


г- |2 


р. ‚ 





где Я == — максимальная высота 


2| & | 
подъема. Для второго шарика 


АЕ тЫ 


| ИИ | 
= * 
4 я 
шариков непосредственно перед столк- 
новением равны 





Отсюда # = и скорости обоих 


> 


[о | 


[|= |{=- а. 





ааа 2, 


причем первый шарнк движется вниз, 
а второй — вверх. 
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Итак, колнчество движения систе- 
мы до взаимодействия 


[Ро |= |9. |[--т |; |==1,5 пе Чо |. 


Теперь попытаемся оценнть время 
взанмодействия н импульс силы тя- 
жести за это время. Для этого мы 
должиы представить себе, как про- 
исходит процесс соударения. Рассмот- 
рим вначале соударение торцамн двух 
одинаковых стержней. При ударе в 
торце возникает упругая деформация, 
которая распространяется вдоль 
стержня, то есть в стержне возникает 
звуковая волна. Дойдя до противо- 
положного конца стержня, волна от- 
ражается и возвращается обратно. 
Можно сказать, что на этом процесс 
соударения заканчивается, и время 
взаимодействия стержней равио вре- 
мени прохождения звуковой волны 
вдоль стержня и обратно. На самом 
деле картина взанмодействня гораздо 
сложнее, а в случае шариков, где 
возникающая упругая волна не плос- 
кая, — тем более. Однако для оценки 
и здесь будем считать, что с точностью 


°до порядка величины время соударе- 


яня равно времени распространения 


звуковой волны внутри шарика: 4#— 
а 
-—.„ ` Скорость звука в твердых 





телах порядка нескольких километров 
в секунду. Если днаметр шарнка по- 
рядка сантиметра, то А1—10-° сек, 


и импульс силы тяжести р по абсолют- 
ной величине во много раз меныше 


‚импульса шариков до взаимодействия: 


Гр ь. ии ев. 
| Ро! 1,57 | 50| 
Таким образом, н в этом случае мы 
можем считать систему соударяющих- 
ся шариков замкнутой. (Конечно, 
дальнейшее движение шариков су- 
щественно зависнт от силы тяжести.) 
Так как удар шариков абсолютно 
упругий, воспользуемся законами 
сохранения механической энергии н 
проекции импульса на ось, направ- 
ленную вертикально вверх: 


от? т(и1)? т (52)? 
т“ Я — о о а 


ти то =ти: та. 














Рис. 3. - 
Подставив сюда соответствующие зна- 
чения дия в, и и.: 
—% 1201 н 
и. == — 10,1 = — 4 
т чо | 
и. = [9 = 4. 
найдем 
7] м 
91 = 0. = г И 02-0, = ыы 


— при упругом ударе шарики равных 
масс обмениваются скоростями. 

Не следует, однако, думать, что 
всегда при соударениях можно пре- 
небречь действием внешних сил и счи- 
тать систему замкнутой. Для примера 
рассмотрим такую задачу. 

Задача 4. Мешок с мукой спол- 
зает без начальной скорости с высоты Н 
по гладкой доске, наклоненной под уг- 
лом а-=60° к горизонту. После спуска 
мешок попадает на горизонтальный 
шероховатый пол. Коэффициент тре- 
ния мешка о пол и=О,Т. Где остано- 
вится мешок? 

После спуска с доски мешюк имеет 


скорость и, направленную вдоль дос- 
ки (рис. 3). Ее абсолютную величину 
можно найти из закона сохранения 
механической энергии, так как доска 
гладкая н потерь энергии нет: 


51=Изган. 

Посмотрим, как меняются при со- 
ударении с полом проекции импульса 
мешка на горизонтальную и верти- 
кальную оси. Вертикальная проекция 
после удара обращается в нуль —ме- 
шок неупругий н не подпрыгивает пос- 
ле удара. Это означает, что во время 
соударения на него действует направ- 
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ленная вертикально вверх сила, им- 
пульс которой как раз равен верти- 
кальной проекции импульса мешка 
непосредственно перед соудареннем. 
Этой силой может быть только сила 


= 


реакиин М 
довательно, 


Мер [Ат |9 | $1. 
В горизонтальном направлении на 
мешок действует снла трения сколь- 


ср СО стороны пола, сле- 


жепия, которой |ЁРер |= 


= [М> |. Импульс этой силы за 
время удара равен 
- 


модуль 


[Ртр 1АЁ== ща [9 [т о, 


то есть не зависит ни от того, по како-° 
му закону изменяется сила реакции 
опоры (а значит, и сила давления меш- 
ка на пол), ни от времени соударения. 
Найдем изменение горизонтальной 
проекцин импульса мешка. Направим 
ось Х по горизонтали вправо, тогда, 
согласно второму закону Ньютона, 


ти—ти = — РАВ 


или 
х > _* Е 
и— [и [059 =— и [я [51 @. 


Отсюда проекция скорости, с которой 
мешок начнет двигаться по полу, 


ик = |9 |(с05 @— в $11 4) = —0,1 [у |. 
Что означает знак «минус»? Формаль- 
но знак «минус» говорит о том, что 
после удара мешок должен двигаться 
влево, или, другими словами, что им- 
пульс силы трения оказался больше 
первоначальной горизонтальной про- 
секции импульса мешка. Значит, в ка- 
кой-то момент в процессе соударения 
нроекция скорости мешка на ось Х 
обратилась в нуль. Начиная с этого 
момента, наше решение становится не- 
верным. Действительно, модуль силы 


трения равен в |№,| только при 
скольжении, а в состоянии покоя си- 
ла трения может принимать любые 


значения от 0 до ц |№,| в зависи- 
мости от того, какие силы {кроме силы 
трения) действуют на тело. В нашем 
случае никакие другие силы не имеют 
проекций в горизонтальном направ- 
лении, следовательно, в тот момент, 
когда горизонтальная проекция ско- 
рости мешка обратилась в нуль, ‘сила 
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Рис. 4. 


трения тоже обращается в нуль. Та- 
ким образом, мешок по полу ос 
двигаться ие будет! 

Накопец, обсудим еще одну до- 
статочно известную задачу на соуда- 
рение тел. При решении этой задачн 
обычно используют довольно грубые 
приближения, никак ие оговаривая 
при этом нн то, что это приближение, 
ни при каких условиях им можно 
пользоваться. 

Задача 5. На стоящий на глад- 
кой горизовальной поверхности клин 
массы М с высоты й падает шар мас- 
гы т и отскакивает в горизонтальном 
направлении (рис. 4). Найти гори- 
зонтальную проекцию скорости клина 


У после удара. Трением пренебречь, 
удар считать абеолютно упругим. 

В отличие от всех предыдущих за- 
дач здесь нужно рассматривать соуда- 
рение не двух, а трех тел — шарика, 
клина н горизонтальной плоскости. 
В общем случае, не делая никаких 
дополнительных предположений о ме- 
ханизме удара, решить эту задачу 
нельзя. В наиболее распространенном 
решении этой задачи неявно (без вся- 
ких оговорок) предполагается, что 
соударения шарика с клнном ин клина 
с горизонтальной плоскостью проис- 
ходят одновременно, а клин 
соударения имеет только  горизон- 
тальную проекцию скорости. Затем 
записываются уравнения законов со- 
хранения механической энергии и им- 
пульса: 

У 


у 
ыы то ча 


та =—+-5, 

МУ, {тих =0, 
где И; и их — соответственно проек- 
ции скоростей клина и шарика на 
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после” 
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горизонтальную ось, 
вправо. Отсюда 


-ь те 
Уж УЕ!» ММ т) 

Однако в таком решении совершен- 
но не ясно, куда делась вертикальная 
проекция импульса шарика. Ведь ес- 
ли соударение абсолютно упругое, 
вертикальная проекция импульса си- 
стемы не исчезает, а лишь меняет 
знак! Шарик после удара отскакивает 
в горизонтальном направлении, плос- 
кость вообще неподвижна. Значит, 
клин после удара обязательно должен 
подпрыгнуть. А энергия, связацная 
с этим двнженнем, в приведенном ре- 
шении не учитывается. 

Физической картине удара больше 
соответствует предположение о том, 
что вначале шарик соударяется толь- 
ко с клином, а потом клин, получив- 
ший некоторую скорость в результате 
этого соударения, взанмодействует с 
горизонтальной плоскостью. После 
первого соударения вертикальная про- 
екция скорости клина 


направленную 


т Ри 

у — М 212], 
а горизонтальные проекции скоростей 
клина и шарика, как и в нервом ре- 
шения, связаны соотношением 


м 


МУ, ти. =0, или и, = а 


Тогда заков сохранения эвертии мож- 
но записать в виде 
2 2 2 
то, му МУ 
4 х х у 
тей == 5+ +5 


Подставив сюда соответствующие вы- 
ражения для и, н ИУ,, найдем гори- 
зонтальную проекцию скорости кли- 


на: 

т?(М —т) 

И зи ит. "ММ т) «| и) 
Таким образом, задачу о соударе- 
ии трех тел мы свели к задаче двух 
последовательных попарных соударе- 
ннй (второе соударение для решения 
задачн нам не понадобилось). При 
этом мы считали, что клин после со- 
ударения с щариком движется чисто 
поступательно. Это может быть толь- 
ко в том случае, если сила давления 





шарика № во время удара проходит 





через центр тяжести О клина (рис. 5). 
Кроме того, заметим, что для того 
чтобы шарик после соударения отско- 
чил горизонтально, угол клина & дол- 
жен иметь вполне определенную ве- 
личину, зависящую от масс шарика 
н клина. 

В заключение предлагаем несколь- 
ко задач для самостоятельного ре- 
шения. 


Упражиения 

1. В центр шара массы м, = 300 г, 
лежащего па краю стола, понадает горизон- 
тально летящая пуля массы т, = Юеги про- 
биваст его насквозь. Шар падает на пол на 
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Рис. 5. 


расстоянии 5, = б м от стола, а нуля — на 
расстояний $2 == 15 м. Высота стола Н == 
= } м. Опредеаить первоначальную скорость 
ПУЛИ. 

2. Две частицы с массами лри 27, имс- 


- = 
кищие импульсы ри 70/2, движутся по вза- 
имно  перпендикулярным направлениям, 
После соударения частицы обмениваются им- 
нульсамн (рис. 6). Определить выделившес- 
ся при ударе количество теплоты. 


3. Мешок с мукой сползает без начальной 
скорости с высоты И = 2 м по доске, накло- 
ненной под углом © = 45° к горизонту. Пос- 
ле спуска мешок попадает на горизонтальную 
поверхность. Коэффициент треиия мешка о 
доску ин горизоитальную понерхносгь в = 
— 0,5, На каком расстоянии от конца доски 
остановится мешок? 





Примерные варианты 
вступительных экзаменов 
по математике 

в вузы в 9П году 


Во втором номере нашего журнала была 
опубликована новая программа вступнтель- 
ных экзаменов в вузы по математике. 

Ниже мы приводнм примерные варнанты 
и задачи вступительных экзаменов по ма- 
тематике, проводимых по новой программе. 


Г. Для факультетов с повышенной матема- 
тической подготовкой (факультеты приклал- 
ной математики втузов}. 


Варнант 1 


1. По двум улицам деижутся к перек- 
рестку две автомашины с постоянными ско- 
ростями 40 кл/час и 50 км/час. Улицы пе- 
ресекаюлся под углом в 60°. В начальный 
момент времени мамины находятся на рас- 
стоянии э км и 4 км от перекрестка соот- 
встственио. Черсз какое время расстояние 
между ними станет нанменьшим? Рассмот- 
рите дьй возможных случая. 

2. Сколько трехзначных чисел 
составить нэ цнфр 0, |, 2, 3, 42. 


можно 


3. Найти все значения х, лежащие в 
нитервале } —л, л[ и удовлетворяющие урав- 
ненню 4-10 со5? хэш 2х. 

4. В конус вписай цилиидр, у которого 
диагонали осевого сечения соответственно 
параллельны двум образующим конуса. Об- 
разующая конуса составляет с плоскостью 
основания утол @, < длина равна Ё 
Найтн объем фигуры, ограниченной осно- 
ванием конуса и боковыми поверхностями 
цняиндра и конуса. 


”“х 
5. В треугольнике АВС ВАС==60”. Найти 
величину угла между меднанами ВО и СР, 
ссли |АВ|-=6 и ]АС|-=4. 


Вариант 2 


+. Какнм дояжен быть угол при вер- 
шине равнобелрениого треугольника задау- 
ной площади, чтобы раднус впиеанного в 
этот треугольник круга был паиболыним? 

2. Указать на координатной плоскости 
множество точек. коордицаты которых яв- 
ляются решением системы неравенств 


иже —х. 
| 2х-+у<2. 


3. Найти х, удовлетворяющий уравис- 
нию 
| 1 г 1 
ПЕ Я 
С 5 (65 


где Су — чнело сочетаний. 


51 


4. Правильный тетраэдр содержится в 
шаре радиуса Ю так. что три его вершины 
прииадлежат сфере, а четвертая вершина 
отстоит от центра сферы на расстояние 4. 
Найти ребро тетраэдра. 

5. Докажите, что композиция двух осе- 
вых симметрий с параллельными осями есть 
параллельный перенос. 

Я. Садовский, Э. Шувалова 


П. Для остальных факультетов втузов. 


1. Найти область определения функций: 


а} у= в (х— | — атс 3 . 





ы х—!. 
6) ==; 


Их: 109. 
Ю8. (Хх ° 
1) 5-16 — 0 — Бх-[ 14)). 
2. Дана функция [ (х) = х-Ё 5х2 |1, 


Показать, что К ) ый 


в) у = 


х 
3. Е) = х2. Найти: 
КОР (а). 
ое тай 
6) [а — о! (@— 1) 
4. Дана функция | (х) = 16 — Пока- 


зать, что [(@) ++ Ё(5) =} и 


5. Вычислить пределы функций: 
И х2— 7х -|-10. 
а) Пт 2—9 20, 


бн Эх — 42-1] 
ит я 
хх -1 


=) 


/ ЕЕ и СЕ 
ву ит КИШ. 
х-0 х 


6. Найти экстремальные змачения сле- 
дующих функций и указать, при каком зна- 
чении х онй достигаются: 


а) у— 2х? -- 4х -Т; 
6) у = | 8х? —8х—6 |. 


7. Найти наибольшее и иаименьшее зыа- 
чения функцин у = яп 2х—х на отрезке 
дл д 
п 


8. Найти наибольшее и нанменьшее 
значения функции у=2:5шх- яп2х на 


Зл 
отрезке |. з . 
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9. Из всех цилиндров, у которых пло- 
щадь полной поверхности равия 48 л см?, 
найтн тот, который имеет наиболыний объем. 

10. Требуется сделать из жести короб- 
ку без крышкн с квадратным основанием 
наибольшего объема, площадь поверхности 
которой была бы равиа 12 см?. Определить 
размеры коробки. 

11. В разложении бинома 


1 п 
( а? — гов) 


вычислить четвертый член, если отношение 
биномнального коэффициента третьего члена 
разложения к биномиальному коэффициенту 
пятого члена равно 2 

12. Доказать методом математической 
индукции формулы: 


а) 1-2+2-3+ 3-4 4-5- ... ии И = 
=3 пи м2); 


1 п 


} 1 
9 Та 23 +. Ро ИГ 


13. Из цифр [, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 со- 
ставляются всевозможные числа, не содер- 
жашие одниаковых цифр. Сколько среди 
них чисел, содержащих цифры 2, 4 и 5 одно- 
временно? 

14. Двеиадцатн ученикам выданы два 
варнанта контрольной работы. Сколькими 
способамн их можно посадить в два ряда, 
чтобы у сидящих рядом не было одинаковых 
вариантов, а у сидящих друг за другом был 
один н тот же вариант? 

15. В треугольнике АВС точка О есть 
точка пересечення трех медиан. Показать, 

>. 


— > > 
что ОА + ОВ- 0С=0. 

16. Цилиидр, радиус осиоваиия которого 
равен | см и высота 3 см, вписзи в шар так, 
что его основания являются сечеииямн шара. 
Найти отношение площади поверхности шара 
к площади поверхности цилиндра. 

17. Полукруг разделен на три конгру- 
зитных сектора двумя радиусами. Найти 
отиошение объемов фигур, полученных при 
вращении этнх сскторов вокруг диаметра 
полукруга. 

18. Дана трапеция АВСО, 


^^ 
ВАО = 60. Через большее осиование АВ 
проведена плоскость под углом 45° к боко- 
вой стороие АВ. Найдите отношение площа- 
ди данной трапеции к площади ее проекции 
на проведенную плоскость. 

19. В трехграином угле два плоских 
угла равны по 60°, третий равен 90°. Найди- 
тс угол иаклона ребра, противолежащего 
прямому плоскому углу, к плоскости этого 
угла. й 

20. Треугольиик АВС, у которого А =45°, 
В 60°, вписаи в единичную окружность с 
центром в точке О- Вычислите скалярные 
произведения: 


> — 
р 08.05; 


в которой 


> — > — 
2) ОС-ОА; .зЗ) ОА. ОВ. 


В. Треногин, Н. Каачёва 
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Московский 
государственный 
университет 


им. М. В. Ломоносова 


Ниже приводятся образцы вариаитов встуйн- 
тельного письменного экзамена по мате- 
матике и примеры задач устного экзамена 
по физике для поступавших на некоторые 
факультеты МГУ в 1976 году. 


Математнка 


Отделение политэкономии экономического 
факультета 

{. Через 8 дней после того, как бригада 
лесорубов начала прокладывать просеку в 
тайге, к ней присоедикилась вторая бригада, 
и они вместе выполнили оставшуюся часть 
работы. Если бы бригады поменялись ролями, 
то просека была бы прорублена на 2 дия 
быстрее. Сколько дней бригады работали вмес- 
те, если известно, что первая может выпол- 
нигь 10% всей работы на 4 дня быстрее, чем 
вторая — треть работы. 

2. Решить уравнение 


Бщх= 2 УЗ т 5. 


3. В треугольнике АВС проведена бис- 
сектриса ВО угла АВС. Найти раднус ок- 
ружности, вписанной в треугольник ВОС, 
если 


[А 


^^ 
с0$ ВАС ==. 


[АВ| = 42. : 


1 ВС | = 30, 
4. Решить систему уравиевий 
| ие — 1 (у: = 32. 


21а уз ( — П— 10 щучь2 =5. 
5. Решить уравиение 











7. 7х 
р - 22х--312— 7х] | 
2 ИУз—х 
12— 7х | 
ыы ИЗ—х 
о 
2 РЗ —х 


Отделение планировання и экономической 
кибернетики экономического факультета 
+. Решить неравенство 
НЕО фа о - ИР 35 0. 
2. Найти все решения системы уравнений 


сб? (х— у) — 1-Е УЗ) св фи 
+ УЗ =0, 


05 й И Ь 


удовлетворяющие 
О=и= 27. 

3. В треугольнике АВС точка М, ле- 
жащая на стороне АВ, соединена с вершиной 
С отрезком МС. Известно, что | АМ] = 1, 


> — 
| МВ | = 3, АСМ -= 30°, МСВ = 60°. Найти 
периметр треугольника АВС- 
4. Основание АВС треугольной пира- 
миды КАВС является прямоугольным тре- 


ль 
угольииком (АСВ = 90°). Ребро КС перпси- 
дикулярно основанию АВС, а его длина рав- 


условиям 


О<%<х<л, 


на УЗ; площадь грани АКВ равна 5. 


Какова наибольшая возможиая в этих усло- 
виях площадь осиования АВС? 


Факультет психологии 


1. Поезд, двигаясь сначала один час в 
гору. а потом 1Ю часов по ровному месту, 
проходит 840 км. Если бы подъем был длиной 
Ю км, то за два часа поезд прошея бы 153 км. 
Найти скорости поезда при движении в гору 
и по ровному месту, если известно. что ско- 
рость по ровному месту больше, чем 110% 
скорости поезда в гору. 

2. В треугольнике АВС проведены меди. 
аны АБ и СЕ. Известно, что | АБ] =5, 


^^ д —^ х 
РАС=-5, ЕСА = —4_. Определить пло- 


шадь треугольника АВС. 
3. Решить уравнение 
5 „ха зи 3-5 Юйнья* = 0 
Доказать, что все корни этого уравнения яв- 
ляются рациональными числами. 
4. Найти все корни уравнения 


Чех И шах --4 =4. 


5. Из всех решений (х, у) уравнения 
хзу — х -|- 2ху — х+2и= 
найти те решения, для которых у принимает 
нанбольшее зпачение. 


Отделение структурной н прикладной длинг- 
вистики филологического факультета 


Г. Автоматическая линия выпускаег за 
600 операций три партни шни для легковых 
автомобнлей и \! партий шин для грузовых 
автомобилей. Если бы эта автоматическая 
линия изготовляла только шины для грузо- 
вых автомобилей и изготовила столько пар- 
тий таких шин, сколько операций она тра- 
тит на нэготовление партии шин для легко- 
вых автомобилей, то этой автоматической 
линии потребовалось бы ие менее 2727 опе- 
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раций. Сколько операций требуется авто- 
матической линин для изгоговления одной 
паргии шин для грузовых автомобилей? 

2. Найти все целые числа 2, удовлет- 


5—8 
воряющие неравенству уё--1<уб6—2. 
3. Решить уравнение 


л 
108» ( -|- 3 с05 =-+)) = 
2: 
= $11? ==) . 


4. Решить уравнение 


юр. (2 т? 2х + РП — 2 ЮВ. с05 х = 
=! т 0#5. 


5. В шар вписана прямая призма. в ос- 
новании которой — правильный  треуголь- 
ник, а длина высоты призмы равна длине 
стороны основания. Найти отношение объс- 
ма этой призмы к объему вписанной в тот же 
шар правильной  шестнугольной пирамиды, 
длина бокового ребра которой равна удвоен- 
ной длине стороны основания. 


Физика 
Географический факультет и факультет почво- 
ведения 


1. В вертикальном цилиндре, закрытом 
сверху поршнем, находится газ ири темпера- 
туре {, = 20°С. Площадь поршня $ = 20 см?*, 
сго масса т = 2 ^лг. На поршень положили 
груз массой М = 5 кг. До какой температу- 
ры {. нужно нагреть газ, чтобы объем газа 
составил долю Ё = 0,9 первоначальной ве- 
личины? Трение между стенками цилиидра и 
поршнем отсутствует. Атмосферное давление 
Ро 168 н/м?. 

2. Со дна водоема глубиной Н == В0 м 
иачал подниматься вверх  шарообразный 
пузырек воздуха. На какой глубине # радиус 
этого пузырька увеличится в = 2 раз? 
Атмосферное давление ро = 10 н/м?. Тем- 
пературу считать постоянной. 

3. Шарик массы т = 102, имеющий элек- 
трический заряд 4 = 'Ю-& к, брошен верти- 
кально вверх с искоторой иачальной ско- 
ростью. Чему должна быть равна напряжен- 


ность Е горизонтально  иаправленного 
электростатического поля, чтобы в высшей 
точке траектории кинетическая энергия ша- 
рика была равна начальной? Сопротивление 
лвижению отсутствует. 

4. Тело имеет форму конуса, у которого 
угол между осью н образующей © = 607. Его 
погрузили целиком в прозрачную жидкость 
вершиной вниз. Ири этом оказалось, что б0- 
ковую поверхиость тела нельзя видеть ни 
из одной точки пространства над поверхно- 
стью жидкости. Каково должно быть минн- 
мальиое зиачение показателя преломления 
жидкости п, чтобы выполнялось это условие? 

5. Предмет находится на расстоянии 
# = 6 см от собирающей линзы, фокусное 
расстояние которой Ё = 4 см. В фокальной 
плоскости лиизы но другую сторону от нсе 
находится плоское зеркало. Определить рас- 
стояние { между предметом и ©го изображе- 
нием. 
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Геологический м химический факультеты 


1. На обруче прикреплен маленький груз 
массы т = 50 г. Обруч может быть установ- 
лен неподвижно па наклонной плоскости с 
углом наклона 2 = 30° так, что груз нахо- 


днтся на одной горизонтальной линин с цент- 
ром обруча О (рис. 1). Определить массу об- 
{без груза). 


руча М 





Рис. 1. 


2. В лежащее на гладкой горизонтальной 
поверхности тело массы М -= 1 ^г попадает 
пуля, летящая горизонтально со скоростью 


[о, | = 200 м/сек, и пробивает его насквозь. 
Скорость пули после вылета из тела стала 


ро.|= 100 м!сек. Масса пули т = 20 г. 
Определить количество теплоты @, получен- 
ное телом. 

3. Конденсатор включен в схему, по- 
казанную на рисунке 2. Э. д. с. элементов 
равны &,:— 26вн &.-- 66, а их внутренние 
сопротивления одинаковы. На пластинах 
конденсатора находятся заряды величиной 
191 = 10-8 х. Найти емкость С конденсато- 
ра- Сопротивлением соединительных про- 
водов пренебречь. 


Рис. 2. 


4. Колебаельный контур генератора, 
состоящий из катушки индуктивности и кон- 
денсатора емкости С,, излучает электромаг- 


-нитную волну длиной А, == 30 м. Еслн па- 


раллельно конденсатору емкости С, подклю- 
чить конденсатор емкости С›= 3103 лкф, 
то длина волны, излучаемой контуром, ста- 
новится А: = 60 м. Найти значение емкости 
С, колебательиого контура. 


5. Точка движется со скоростью | и, | = 
= | м/сек перпендикулярно к оптической 
оси собирающей лиизы с фокусным расстоя- 
нием Р- 20 см. При этом она пересекает 
оитическую ось на расстоянии а = 60 см от 


линзы. С какой скоростью [ из | лвижется изо- 
бражение точки? 

И. Горев, 

С. Кротов 
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4 ми 
9% БЕРЕГИ 5 
|ПРИРОЛУ! 5 


Кошки и собаки 


Трн умные собаки и три хитрые кошкн после обоюдоост- 
рых контактов оказались на противоположных площад- 
ках сквера (см. рисунок) и заиялисъ решением очень важ- 
ной для обеих сторон задачи: как ин поменяться друг 
с другом местами, но при этом, итобы не возникло новых 
потасовок, не только не встречаться друг с другом, но даже 
зе оказываться на соседних площадках. 

В результате была избрана следующая. стратегия: 
собаки н кошки силят па площадках, но время от времени 
либо кошка, либо собака бежит по аллее ма соседикю 
площадку. 

Кошки считают, что совместными усилиями за 32 ис- 
ребежки (их ин собачьих вместе) они смогут поменяться 
< собаками местами. Собаки с ними не согласны. 

Кто прав? 


«7. Мочалов 
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В редакцию пришло письмо 
из города Харькова от Сте- 
пана Киржалова, ‘ученика 
9 класса. Вот что он пншет. 


«В «Справочнике по эле- 
ментарной математике» (Ки- 
ев, 1973 год) я встретил лю- 
бопытный способ решения ир- 
рационального уравнения 


84—88 —4 2. (+) 


Возвсдя сбе части этого урев- 
нения в куб, получим 


(8х -|-4)— 
Зи 
— ЗУ Вх 4 8х— 4х 


х (а У — а) 
— (8х —4) = 8. 


Учитывая, что по условию 
выражение в квадратных скоб- 
ках должно быть равно 3, 
можем записать 


3 ли ыатаетте” 4 
— бу 64х22 — 16= 0, 
откуда  х1=М,, ха. 
Я таким же способом попро- 
бовил решить другое иравне- 
ние 


МЕТ, (9) 


ко оказалось, что из двух 
получившихся значений ху= ТР, 
х:—0 только первое удовлет- 
воряет уравнению. В чем же 
дело?» 

Поскольку ответ на письмо 
Степана Киржалова может 
представить интерес н для 
многих других читателей 
«Кванта», публикуем этот 
ответ на страницах журнала. 


Спрашивайте — отвечаем 


Прежде всего напомним читателям, что в мате- 


3,— 
матической литературе запись у а используется 
в двух смыслах (см. «Алгебра 8», М., «Просве- 
щение», 1975, стр. 95). 


крИРА 

Во-первых, символом у а обозначают неот- 
рицательное число, куб которого равен а; 
тогда этот символ определен только для а->0. В но- 


— 
вых школьных учебниках знак у а имеет именно 


такой смысл, так что, например, выражение 
р ВыЕВ 
т 8х—4 при х= —М, не определено. 


3„— 

Во-вторых, символом }’ а обозначают число, 
куб которого-равен а; тогда этот символ определен 
прн любом а. В упомянутой в письме С. Киржалова 
книге Г.П. Бевза, П.Ф. Фильчако- 
ва, К.И. Швецова, Ф.П. Яремчука 
«Справочиик ио элементарной математике для по- 
ступающих в вузы» (Киев, «Наукова думка», 


1973, стр. 152—153) знак $/ а применяется в этом 


смысле, так что, например, выражение ый 8—4 
при х=: —М, существует и равно —2. 

Способ решения иррациональных уравнений с 
радикалами третьей степени, о котором пишет 
автор письма, применяется довольно часто. О нем 
упоминается и в названном «Справочнике», од- 
нако, к сожалению, там не указано, что, решая 
уравнения таким способом, мы можем приобрести 
посторонние корни, и потому всегда нужно делать 
проверку. 

Убедиться в этом нетрудно.Мы сейчас проведем 
соответствующие рассуждения, тем более, что они 
весьма поучительны и показывают, как конкретно 
исследуется вопрос о равносильности уравнений 
и выясняются причины ее нарушения. Предвари- 
тельно приведем одно алгебраическое тождество: 


23-63 1 <—Зай -= 
= „(а НВ 0) (е— 5) + (6—5) + (<—а) 2 1; (1 
для его доказательства достаточно раскрыть скоб- 


ки в правой части. 
Рассмотрим уравнение 


з—— — 
У К чу #® -=Ф() (2) 
и допустим, что х, — его корень, так что 


—— ЕЕ 
стае 4 (3) 
Возводя обе части верного числового равенства (3) 


в куб и проделав очевидные преобразования, по- 
лучим: 


озу Ийба [УГод +ИЕ + 
+ & (хо) = $ (х„). 


Если снова воспользоваться верным числовым ра- 
венством (3), то получим равенство 


К 
Г +3У7 ее) ИУ + = Фи, 44) 
которое показывает, что х, — корень \хравнения 


и що | 

(к) +ЗИГ О УЕ) Ф+ЕМ=еО (5) 
Такнм образом, всякий корень уравнения (2) яв- 
ляется корнем уравнения (5}. 

Рассмотрим теперь уравнение (5) и допустим, 
что х,—-его корень, так что выполнено числовое 
равенство (4). Применяя тождество (1) при 


чи „— 
а= УР), 6 УЕС, с= — $6), 
перепишем равенство (4} в виде 


а, НВ 

= (Ухо +У вбок} х 

х |(Уа УЕ) + (УТодчесо + 
+ (Уса | | =0. 6 


И: равенства (6} видно, что число х„ либо \х довлет. 
воряет равенству (3), то есть является корнем у рав- 
нения (2), либо удовлетворяет равенствам 


—— реже 

У К) = УЕС.) = — ФО), (7) 
о есть является решением системы \равнений 

1 = —$' (>), 
— а (8) 

8 (= —#" 0). 
Таким образом, уравнение (5) может иметь корни, 
не являющиеся корнями уравнения (2) Нетрудно 
убедиться, что корень х, уравнения (5) является 


посторонним для уравнения (2} тогда и только 
гогда, когда выполнены условия 


| ф (хо) г 0, 
[Ао =ао) = — $ (х.) 


Найденное автором письма значение х -0 удовлег- 
воряет этим условиям и нотому будет по.торонним 
корнем для уравнения (*ж) 

В заключение еще раз отметим, чю с гочки 
зрения новой школьной программы значение х= 
— — 1, не является корнем уравнения (*), посколь- 
ку при этом значенни левая часть уравнения (*) 
не определена 

Н Розов 
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Новые 
КНИГИ 


Мы продолжаем публиковать 
аннотации на кингн по мате- 
матике н физике, доступные 
н интересные нашим чкта- 
телям, которые будут изда- 
ваться в этом году. Учиты- 
вая многочисленные просьбы, 
мы будем помещать также 
аннотации на некоторые кнн- 
ги, выходящие в издатель- 
ствах «Молодая Гвардия» 
н «Детская литература». 
В этом номере мы расскажем 
о книгах, выходящих в пер- 
вом квартале 1977 года. Боль- 
шинство из них можно при- 
обрестн через специализи- 
рованные магазниы «Кнн- 
га — почтой». 


Математика 


Издательство «Наука» 

1. М. Гарднер. Ма- 
тематические чудеса и тай- 
ны. пер. с англ. Издание 
3-е, стереотин. Объем 6 л., 
тираж 200 000 экз.. цена 
30 к. 

Имя Гарднера, ведущего 
автора американского на- 
учио-популярного журнала 
«5сепНЙс Атегсап», по-ви- 
димому, известно большин. 
ству наших читателей. Эта 
книга — первая низ его книг, 
переведенных ма русский 


язык. Она представляет со- 
бой попытку 66бзора всей 
области современного матс- 


матнческого фокуса. Боль- 
шая часть материала книги 
взята нз специальной лите- 
ратуры, посвященной фо- 
кусам, а нс из развлекатель- 
ной математической литера- 


туры. 
По большей части сам 
автор ине формулирует на 


языке математики  законо- 
мериостей, лежащих в осно- 


ве его экснериментов. Он 
льшь омисываст действия 
эфокусинка» — явные и тай- 
ные. Но чигателю, несомнен- 
но. доставнт удовольствие са- 
мому восстановить по объяс- 
нениям автора соответствую- 
щую алгебраическую или гео- 
мстрическую ндею. В нанбо- 
лее же интересиых случаях 
изложение автора сопровож- 


дается небольшими прнмс- 
чаниями редактора, выяв- 
ЛяЯюЮщЩимМнН математическую 


суть построений. Эти приме- 
чания помещены в конце 
книги. 

Книга М. Гардиера бу- 
дет интересна и участинкам 
школьных — математических 
кружков. и их руководите- 
лям. и взрослым любителям 
магематнкн. 


Издательство «Мир» 

2: Г. Фрейден- 
таль. Математика в ноу- 
ке и вокруг нас (В мире иауки 
и техники). Объем 14 л.. 
гнраж 50 000 экз.. цена 95 к. 


Ганс  Фрейденталь — 
член Королевской  НЧндер- 
ландской академии. автор 


более чем 200 работ по тс- 
пологии, теорни трунй. аца- 
линзу. гсометрин, — матема- 
тической логике, философии 
н истории наук. Он — блс- 
стящий популяризатор ма- 
тематики. 

Настоящая его книга со- 
стоит из семн замкнутых 
глав. 

В первой главе  («Ме- 
ловек измеряет Вселенную») 
рассказывается 06 измере- 
нии мира. Сначала — малень- 
кого мира. в котором мы 
живем, нашей Земли; затем 
болышего мира, вмещающего 
Солнце и Луну. н наконец, — 
всей огромной Вселенной. 

Вторая глава {До бес- 
конечности») начниается ис- 
торией о гостинице с беско- 
нечным числом комнат (ко- 
торую любнл рассказывать 
знаменитый математик Да- 
вид Гильберт). Затем гово- 
риться о счетных и несчет- 
ных множествах, о мощности 
множеств, о сравиении бес- 
конечных множеств, о чис- 
лах; обсуждается вопрос, вра- 
вильно ли мы обращаемся с 


натуральными числами. 
Третья глава  начн- 
настся с рассказа о си- 


стемах счислення. © том, 


как записывали знсла древ-- 
ние египтяне, жители Ва- 
внлона, греки, европейны 
эпохи Карла — Великого 
и наши сонременннки. Рас- 
сказывается 06 играх, до- 
пускающих строгую закон- 
ченную теорию (в частности, 
онисывается игра «Ннм»), ой 
азартных нграх, созданни аз- 
томатических  вычислитель- 
ных машин. о «думающих» 
машинах, играющих в раз- 
анчные нгры (в частности, 
и в шахматы). о машинах, 
занимающихся нереводом с 
одного языка на другой. 
Обсуждается вопрос, могут 
ли машины мыслить. 

Четвертая глава — «Аз- 
бука жизни» — открывает пе- 
ред читателем совершенно 
особый мир — мир бнологи- 
ческой клетки. 

Пятая глава («Некусство 
рисовать плохо») посвящена 
топологии. Здесь определя- 
ется, ЧТо гакое поверхность, 
ред поверхности, многообра- 
ие. проективная плоскость; 
что такое взаимио-однознач- 
ные и непрерывные отобра- 
жения, стелень отображе- 
ния. Рассматриваются отоб- 
ражения окружности и сферы 
ца себя. В заключение строит- 
ся замечательная кривая, по- 
крывающая весь квадрат 
{кривая Пеано). 

В шестой главе автор от 
конкретных гирь и весов 
переходит к абстрактным гру- 
зам, рассматривая самые зна- 
менитые задачи линейного 
программирования: — транс- 
портную задачу, задачу о 
коммивояжере и задачу о 
составлении нанлучшего рас- 
писания стирки скатертей и 
салфеток в ресторане. 

Последняя глава назы- 
вастся «Мир в зеркале». Здесь 
рассказывается о симметрии 
и симметричных фигурах, 06 
отражениях, нереносах и по- 
воротах на плоскости н в 
пространстве. Вводится по- 
нятие группы; онреде- 
ляется, что такое — авто- 
морфизы и Что такое дви- 
женне и какие есть движения 
в пространстве; ©пределяет- 
ся, что такое ориентация. 

Несомненным — достоин- 
ством книги является отсут- 
ствие того, что в математике 
принято называть «техии- 
кой»: автору удалось по- 
добрать темы математически 


содержательные и в то же 
время достаточно доступные. 

Эта книга рассчитана на 
самые широкие читательские 
круги. Но особый — инте- 
рес представляет она для 
школьников - старшеклас- 
сников. 


Издательство «Вища школа » 


3. Г. И. Дрин- 
фельд, Авадратура круга 
и трансцендентность чигаа 
п. Объем Зл.. тираж 13 000 
экз.. цена 10 к. 


Эта книга вышла в конце 
1976 года в серии «Библио- 
течка физвко-математической 
школы». В ней рассказывает- 
ся об известной задаче зквад- 
ратуры круга», которой из 
нротяженин многих столе- 
тий нитересовалнсь сще с 
древних времен. Вывод, что 
эта задача неразрешима, при- 
надлежит знаменитому „Лоо- 
варду Эйлеру; он же пред- 
воложил. что число д нс 
может быть корнем ни одного 
алгебраического уравнения с 
раннональными коэффицисн- 
тамн, допустив тем самым су- 
шествованне трансцевдситных 
чисел и трансцендентиость 
числа д. Доказательства всех 
этих фактов и приводятся 
в кииге. 

Книга рассчитана па 
школьников старших клас- 
©0в. увлекающихся матема- 
тнкой. Помнмо изложения 
теорни, в ней содержится 
миого нитересных упражис- 
ний н задач. 


4. А. А. 
ский, Л. А. Калуж- 
ним. Деление с оспиолком. 
Объем 5л.. тираж 25 000 экз.. 
цена 15 к. 


Бел ь- 


Эга книга также из се- 
рии «Библиотечка  физико- 
математической школы». В 
вей разбираются некоторые 
важные вопросы теорни чи. 
сел. Приводится доказатель- 
ство теоремы осдинственностн 
разложения на простые мно- 
жители, рассказывается об 
алгоритме Евклида, диофан- 
товых уравнениях, вычетах, 
Рассматриваются представлс- 
ния чисел в различных по- 
знннонных системах счислс- 
Иня. 

Книга. безусловно. бу- 
дет интересна школьникам- 
старшеклассникам н учите- 
лям. матсматики. | 


Физика 


Издательство «Наука» 

1. Григорьев В. И.., 
Мякишев Г. Я. Силы в 
природе. Издание 5-е. Объем 
20 л.. тираж 100000 экз.. 
цена 83 к. 

Эта кинга. написанная 
легким и доступным для 
школьников языком, пводит 
читателя в мир физических 
представлений. Рассматривая 
различные тнны взаимодей- 
ствий в природе. авторы по- 
казывают единство и разно- 
образне мира физических яв- 
лений. 

Эту киигу с интересом 
прочтут ожольники старшнх 
классов. интересующиеся фи- 
зикой. 

2. Сибрук В. Ре 
берт Вуд — современный чи- 
родей физической лаборато- 
рин. Издание 3-е, исир. 
Объем 16 л., тираж 100 000 
экз., нена Г р. 04 к. 

Кинга посвящена жЖнз- 
ни выдающегося американ- 
ского физика Роберта Вуда, 
которого часто называют «от- 
вом современной физической 
оптнкия. В кииге  рас- 
сказывается не только 9 
чисто научных исследовави- 
ях Вуда. но н о его нутешес- 
твнях, о разгадке тайны вур- 
пуриого золота наря Тутаи- 
хамона, об участни Вуда в 
раскрытни пресгупленнй и 
разоблачении «изобретателей» 
«№-лучей» ин влучей смерти» 
н о других ие менее ните- 
ресных вещах. 

Книга иредвазиачена для 
самого широкого круга чн- 
тателей. 

3. Комваизеца. С. 
Что такое квантовая меха- 
ника? Издание 2-е, исир. 
Объем 10 л.. тираж 30000 
экз.. цена 33 к. 

Эта книга представляет 
собон сборник иаучно-пову- 
лярных статей, носвященных 
квантовой механике. О кван- 
товой механике рассказать 
так, чтобы се удивительные 
законы были понятны широ- 
кому кругу читателей. очень 
трудно: положения кванто- 
вой механикн противоречат 
неносредственному — челове- 
ческому опыту. Автору книги 
«Что такое квантовая мс- 
ханнка?» удается. ис при- 
бегая к вульгаризации н ис 
пользуясь математическим 
апнаратом, ответить на воп- 
рос, вынесенный в заглавие 
книги. Важная черта ста- 
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тей, вошедших в сборник. 
состоит в том. что автор ие 
ограничивает изложение 
«классическими» положения- 
мн квантовой механики. В 
кинге рассказано о сеиммет. 
рии в микромирс, о слабых 
взаимодействиях, о ялерных 
еплах. 

Книга нанисана простым 
и доступиым языком. Основ- 
ные положення книги внол- 
не  лостулны школьвикам 
старшнх классов. 


Издательство 
ние» 

4. Лукашик В. И. 
Физическая олимпиада. Посо- 


«Преосвеще- 


бие для учашнхся. Объем 
10 л.. тираж 100000 экз., 
цена 28 к. 


Книга предназначена для 
учащихся 6—7 классов, ин- 
тересующихся физикой и жс- 
лающих участвовать в фн- 
зических олимпнадах. Содер- 
жащийся в книге матернал 
поможет школьшкам  рас- 
ширнть свои знания но фи- 
зике и провернть нх па 
задачах. требующих сообра- 
зительности и белывого вни- 
мания. 

5. Зигельф. Ю. Чун- 
ные горизонты. Пособие для 
учащихся. Облем 8 л.. ти- 
раж ИХ 000 экз.. цева 30 к- 

Эта киига выходит в 
серни «Мир званнй», опа 
рассчитана на школьников 
8—10 классов. В ней увле- 
кагельно рассказывается о 
движении Луны. ее проис- 
хожденни и природе. а так- 
же о перснектнвах сс освос- 
иия средствами космонавти- 
кн, Автор обобщает все но- 
вейшие данные о Луне, ио- 
лученвые. в частности, со- 
иетскими луноходами и аме- 
рикаяскими космонавтами. 

6. Темко С. В.., Со- 
ловьсв Г. А.. Мн- 
лантьев В. П. Физика 
раскрывает  тааны Земли. 
Объем 7Т л.. тираж 100 00 


экз.. цена 25 к. 
Авторы в нитерсснон и 
доступной для учащихся 


средней школы форме расска- 
зывают о современных фи- 
зическнх методах исследо- 
вания Земли и разнедки за- 
лежей полезных ископземых. 
Читатели найдут в книге 
еведсния © примененни в 
гсофизике физических явле- 
ний и закономерностей, из- 
вестных ил школьного курса 
физики. 

Н. Клумова, М. Смолянский 
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В этом иомере мы публикуем фамнлин тех, 
кто прислал правильные решення задач 
№376 —М384. М336—М390, Ф383— $402. 
Жирные цифры после фамилий — две по- 
следние цифры номеров решенных залач. 


Математика 


Почти все чигатели, прислевшие нам решення 
Задач М376, МЗ77, уснешно сирёвились с 
этимн задачами. Остальные задачи решили: 
С. Абоджян (с. Дарков ГОСР) 81—83. 86; 
3. Абдукадыров {Нофтекамск) 83—84; 
В. Ажоткин (Ленииград) 80а). 81—84; 
А. Алексеев (Пермь 81. 83; А. Амелим 
{Москва} 86; В. Ансоткин (Ленинград) 86, 
87. 89; С. Антонов (Киев) 80а), 83; Б. Аронов 
(Саратов) 82—84, 86, 87, 89, 90; А. Арск- 
тин (В. Валда) 83; В. Атомась (©. Худнки 
Черкасской обл.) 83, 86—88, 90; О. Бабаев 
{Нахнчевань) 86; П. Бийорский (Польша) 
86. 87; Е. Балакиана (Москва) 84; П. Бане- 
ковекий (Уральск) 83, 84, 86; А. Бер (Таш- 
кеит) 82—84, 86, 89; П. Билер (Полыша} 
80а). 82—84, 86, 87, 90; И. Билецкий (Рога- 
тни) 83; И. Блиадзе (Тбньлиси) 83, 84, 86, 87; 
Б. Блок (Москва) 81—84, 86-89: А. Бобы- 
ев (Диснропетровсх) 83; 0. Болтенков 
(Лнепропстроиск) 82—84, 86; В. Бондарен- 
ка (Тростянси) 84; М. Бондаренко (Певин- 
град) 81. 83. 84, 86. 89; ТГ. Борозина (Сочи) 
86: А. Бочкарев (Ореибург) 84; В. Буеаенко 
(Кнсв) 79. 81—84, 86—00: Е. Бурлакова 
{Асбест) 83. 86; А. Вахтеров (Орджокикндзе]) 
86; В. Вирясов (Павлоград) 83; А. Власов 
({Камышии) 86; В. Воедодоз {Березинки) 86; 
Н. Воронович (с. и. Сопоцкипио Гродненской 
обл.) 79, 82—84. 86; „7. Гиндельсман (Ле- 
иинград) 80а). 81—84, 87—89: М. Гинделс- 
ян („Лепинграл) 80а). 81—84, 86. 88, 89; 
А. Гирниев (Тазлин) 82—84, 86. 89; Р. Гис- 
снев (©. Сунжа СОАССР) 83, 86; А. Гатилов 
(Воронеж) 82, 83, 86, 87: А. Георгиев (Бол- 
гарня) 84; Б. Гисин (Ленинград) Ва). 81—84, 
86—89; Г. Гительсон т 80а): 
Е. Глешн (Ленинград) 79, 80а), 81—84. 86, 
87, 89; Ю. Голембиовский (Ворошилонграл) 
86: ДЛ. Гольденбере (Ленинград) 80а). 84; 
И. Гонин (Новосибирск) 83: Е. Гордиенко 
(Кишинев) 82. 83: А. Грицук (Дрогичии) 
82—84; С. Гришечкин (Москва) 80а). 82—84. 
86, 89; 2. Гриииин (Пермь) 86--90; М. Гри- 
ацик (Лрогнчин) 86; В. Гроссман (Одесса) 
80а), 81—83, 86, 89; М. Гриунтович (Н. Двор 
Гродненской обл.) 83, 84. 86, 89; С. Губанов 
(Ворошнловград) 81—84. 86. 87, 89, 90; 
А. Циниелян (Лсинвакаи) 83. 86; А!. Лвоа- 
ненко (с. Нетечинниы Хмельнинкой обл.) 
82—84; Б. Дворкина (Ленинград) 83; А. Де- 
лофф (Польша) 82, 83; А. Диденко {Красио- 
дар) 83, 84. 86, 87, 89; В. Лмитриев (Брест) 
82. 83, 86; ДА. Дубровин (д. Березовка Киров- 
ской 063.) 89; Н. Ермиков (Кисв) 80а): 
В. Ерофеев (Новосибирск) 82—84: А. Ефоги- 
кин (Ореибург) 81—84, 86—90; А. Заен 
(Одесса) 86; „7. Знильбермин (Москва) 90; 
О. Зиневич (Хотни) 83; Э. Зибов (Красиого- 
ровка) 86; 6. Млонов |Челябицск) 87, 89: 
Р. Измайлов {Баку} 86, 87, 89; В. Нэюсимов 
(Киришн) 83, 86; М. Израилевич (Тбилиси) 
86, 87; И. Колика (Кисв) 80а). 82—84, 
86. 87, 89, 90; А. Киплин (Сумгаит) 83; 
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Б. Каплан (Кисв) 786), 80а), 81—84, 88, 89; 
А. Карнаухов (Ижевск) 83. 84; А. Карпов 
({Ленииград) 82—84, 86, 89; В. Карташев 
(Елец) 89: В. Каскевич (Н. Двор Гроднен- 
ской обл.) 83, 84, 86, 89; А. Касянчук (Нико- 
паев) 79, 80а), 81—84, 86, 87, 89, 90; А. Ка- 
чироаский (п. Средний Иркутской обл.} 86, 
87: В. Ким (Фрунзе) 86; Ф. Киньябулатов 
{Азиаено БАССР) 83; А. Кирилов (Мичурииск) 
81—83; А. Кырилов (с. Козловка Воронеж- 
ской обл.) 86—90; И. Кисель (Кролевец) 
84, 86; А. Анязюк (Киев) 786). 80а). 82, 83, 
87, 89; В. Кобельксв (Мстера) 83, 86; В. Ко- 
ваноа (Горький) 81. 83, 86; С. Колявкин (Киев) 
87, 89; И. Кондрашкин (Леиниград) 80а}, 
82—84, 86, 87. 89, 90; Л. Корелыитейн (Мо- 
сква) 79, 80а), 81—84, 86—89; В. Костусяк 
(Запорожье) 86, 89; В. Коц (Тбилнси) 83; 
В. Кривец (Новогрудок) 81, 83; В. Кузьменко 
{Черкигов) 83; А. Килеско (Донецк) 81—83, 
86, 87, 89; В. Куликов (Калниии} 83; Е. Ки- 
перимидт (Черновцы) 82--84; М. Китер- 
нин (Алма-Ата) 82. 83; С. Лабутин (Кали- 
нии) 84, 86. 87; С. „Ловренченко (Москва) 
80а), 81—84, 86—89; Г. „Лаврова (Лешин- 
град) 81—83, 86, 87. 89; А. „Талаян (Красно- 
водск) 83, 84; Г. „Левко (с. Верхняя Стннева 
„Львовской обл.) 84, 86, 89; Р. Леманн (ГАР) 
86—90; И. Лесюк (д. Юхновичи Брестской 
обл.) 82—84; И. Лолицкиа (Ганцевичи) 
83, 84, 86; В. Локоть (Черсиовец) 83; В. Лю- 
бимюв (Харьков) 83; С. Майский (Москва) 
83, 84, 86, 87; В. Молинин (Н. Тагил) 786). 
86, 87; В. Мальцеви (Пермь) 84, 86; Г. Малг- 
дов (Баку) 81—84; Г. Монвеляни (Гори) 
82. 83; М. Манелис (Кись) 86, 87, 89; .7. Мгд- 
ведев (Москва) 86; В. Медоедь (Молодечио} 
79, 80а), 81—84; С. Мелихов (Донсик) 82— 
84, 86, 87, 89, 90; М. Молчанов (Киев) 
83: И. Морозова (Ульяновск) 86; А. Мошон- 
кин (Кирово-Чепец) 81—84. 86, 87, 89, 90; 
В. Мысик (Донецк) 80а); А. Нибутовский 
(Новосибирск) 86, 89; НМ. Ниймарк (Пико- 
ласв) 80а); В. Никонеикий (Нижискамск) 
86; М. Нородицкий (Куйбышев) 80а), 82— 
84. 86—90; В. Нейман (Пенинград) 82, 
83, 86, 87. 89. 90; А. Меншиев (Ленинград) 
79, 80а), 81, 83, 84; А. Неугодников (Каме- 
нен-Уральский) 86; К). Николиевский (Харь- 
ков) 83; А. Огинесян (Ереван) 83, 84, 86; 
Е. Огиевецкий (Днепропетровск) 82—84; 
О. Огилько (с. Михайловка Целиноградской 
оби.) 83; А. Палев (Н. Тагил) 86: А. Панченко 
(Поворино} 83, 86; Д. Папуиш (Жарьков) 
82, 83; Г. Пастухова (Опалиха Московской 
обл.) 86; Ю. Петров (Воронеж) 83, 84; 
А. Петихов (Новокузнецк) 82, 86, 88; 
С. Письменная (Куйбышев) 83, 84; П. По- 
былица (Ленииград) 79, 83, 86. 89; А. Полев 
(Н. Тагил) 82—84; С. Полыгилов (Пермь) 
82—84, 86, 89; Р. Портной (Черновцы) 
79, 80&):; В. Поспелов (Очер) 84; С. Путин- 
цев (Кргсиодар) 86—89; А. Рабинович (Харь- 
ков) 83, 86; А. Радил (Кишинев) 802); 
А. Разборов (Москва) 81, 83, 84, 86—90; 
И. Рапзман (с. Калинов Виннникой обл.) 
86, 89; В. Режщюв (Астрахань) 86: П. Ровках 
(Москва) 80а), 81—84; В. Рогива (Тбилисн) 
83. 84; А. Родионов (Москва) 81—84; А. Род. 
ников (Москва) 86. 87, 89; С. Резенихтейн 
(Киев? 86; И. Ройлиан (Калинонка Винниц- 
кой обл.) 84; А. Роминов (Таиженг) 88; 


Л. Рубинштейн (Калинииград) 83, 84; 
А. Саблин (р. п. Хольский Вороиежской обл.) 
83; Я. Савчук (Березовка Ивано-Франков- 
ской обл.) 83; Д. Самощенко (Свердловск) 86; 
В. Свинцов (Москва) 82—84; В. Свиридов 
(Воронеж) 84, 86; Р. Севдималыев (Шзифлин 
АзССР) 83, 84; М. Селектор (Ленннград) 
81—84, 86, 87, 89, 90; С. Сергеев (Минск) 83; 
А. Сердюк (Херсон) 83. 86, 89; А. Сесса 
(Днепропетровск) 84; М. Симунин (Уфа) 
84; В. Смирнов (Уфа) 84; М. Соколовский 
(Москва) 79, 80а). 81—84, 886, 87, 89; А. Со- 
яовьев (Ульяновск) 84, А. Старк (Сумгаит) 
86; В. Стовба (Москва) 81—83, 86—89; 
И. Стойменович (Югославия) 82—84; А. Сья- 
тов (Черногорск) 83; А. Тачников (пос. По- 
ляриые Зори Мурмаиской обл.) 87; Ю. Ти- 
киунов (Новосибирск) 88; Н. Тренев (Москва) 
81—84, 86, 87, 89; Н. Трифонов (Каиск) 
84, 87; В. Трофимов (Москва) 80а), 81—84; 
88, 87, 89; 9. Туркевич (Черновцы) 86—90; 
О. Тюрпенко (Фруизе) 83, 86; И. Тютюнник 
(Киев) 86; В. Угриновский (Хмельник) 82— 
84, 86, 87; У. Умирбаев (с. Туркуль Чим- 
кеитской обл.) 86; С. Уразов (Куйбышев) 
84; Н. Файзуллин (с. Чекмагуш БАССР) 82; 
В. Фалько (Харьков) 82—84, 86, 90; А. Хай- 
кин (Тула) 82, 83, 86, 89; С. Харенко (Ан- 
гарск) 88; С. Хаскель (Павлово-Посад) 86; 
Н. Хаучл (ЧССР) 82—84; С. Хосид (Алма-Ата) 
83; С. Хрулев (Калинин) 86; И. Царьков 
(Москва) 80а), 82, 83, 86—89; М. Цевелев 
(Челябинск) 89; В. Чеснеков (Победиое Ря- 
занской обл.) 8%; А. Чигикия (Новосибирск) 
84; Б. Шаборяс (Рига) 86, 88, 89; С. Шапиро 
(Курск) 86; А. Шафир (Челябииск) 83; 
Ю. Шафир (Челябинск) 886, 89; Л. Шерстене- 
ва (Нововолынск) 84; А. Шкуропатов (Янша- 
бад Ташкентской обл.) 83, 84; В. Шпиль- 
райк (Москва) 83, 87, 89; Ю. Штейншрай- 
бер (Баку) 79, 80а), 82-84, 86, 87, 89; 
В. Штепин (Челябииск) 86, 88, 89; С. Штер- 
нин (Ленииград) 86; В. Шумилов (Черепо- 
ве!) 83, 86, 89; В. Щукин (Ленииград} 
81, 83, 84, 86—89; Л. Энтин (Москва) 79, 
80а), 81—84, 86—90; В. Эткин (Москва) 84; 
Н. Ясикская (с. Мазуровка Вниницкой об.) 84. 


Физика 

Почти все читатели, приславшие решения 
задач ФЗ83-—Ф402, справились с решениями 
задач ФЗ83, ФЗ88 и ФЗ98. Остальные задачи 
правильно решили: Ш. Абдуллаев (Х азарасп- 
ский р-н Хорезмской обл.) 91; А. Абрамян 
(Ереваи) 84, 85, 95, 99—01; М. Акопян 
{ Ереван) 85; Р. Аколян (Ереван) 92; Д. Али- 
ев (Орджоникидзевский р-н Ташкентской 
обл.) 00; Н. Алтухов (Калнини) 91, 92, 99, 
060; М. Альперович (Ивано-Франковск) 85; 
Б. Амосов (Мытищи) 91; А. Аядриевский 
(Минск) 84, 80, 91; Ю. Аятонов (Чебок- 
сары) 91, 96; С. Актонюк (Киев} 84, 85, 91; 
0. Анышкова (Вниница) 95; Т. Аскарян 
(п. Нор-Аджи АрмССР) 85; А. Атамуратов 
(Хазараспский р-н Хорезмской обл.) 84, 
91; М. Бабаев (Баку) 84, 85; Б. Багаутдинов 
{с. Мугерган ДАССР) 95, 01; М. Багаутдинов 
(Магиитогорск) 84—86, 90, 91, 94—97, 99, 
00; Ф. Багдасарян (Баку) 88, 91, 92, $4, 
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95, 97, 99, 00; А. Багиров (с. Кировка АзССР) 
90; К. Балашов {д. Клишева Московской обл.) 
92, 93, 95—97, 99—01; Ю. Балашов (Москва) 
00; О. Баркалов (п. Черноголовка Москов- 
ской обл.) 84, 9% 92; С. Баркуев (Иркутск) 
84, 85; А. Барташ (Симферополь) 91; М.Бар- 
ташевич (Свердловск) 99—01; О. Батищев 
(Череповец) 84, 85, 92—97, 99—01; С. Бо- 
туев (Ангарск) 853 Г. Бейко (Киев) 93, 96, 
97, 99; А. Беликов (Москва) 85—87, 89, 91: 
В. Белоцерковский (Харьков) 84, 95; В. Бес- 
сонов (Москва) 91, 92; Г. Бетин (с. Счаст- 
ливцево о обл.) 90, 92, 94, 95; 
П. Билер ( рюцлав, ПНР) 84, 85. 91, 94, 
99, 00; А. Бобров (Пермь) 90, 91, 92—97, 
01; А, Бобылев (Днепропетровск) 96; О. Бол- 
тенков (Днепропетровск) 84—87, 00; И. Бол- 
тунов (Ленинград) 85, 99. 00; А. Бондарев 
{/Тьвов) 91, 92, 00; В. Бондарев (Курск) 
84—87. 91, 92—94, 96, 97, 99, 01; В. Бон- 
даренко (Тростянец Сумской обл.) ®4, 96, 
00, 01; В. Боднарюк (с. Стрелецкий Кут 
Черсповецкой обл.) 84, 97, 99; Л. Бордюгов 
(Кишинев) 60; А. Бочек (Шостка) 92, 95; 
А. Бочкарев (Оренбург) 84. 99, 00; Л. Бра- 
верман (Пермь) 99—01; О. Бидиловский 
(Кнев) 9; Л. Булатова (Казань) 90, 91 96; 
В. Буртовой (Килия) 84—88; В. Варлыгин 
(Москва) 95; Б. Васиев (Самарканл) 85, 
87, 90—92; В. Ващенко (Туапсе) 99,00; 
В. Вирясов (Павлоград) 86, 87, 95. 96; 
Н. Волохин (Лисаковск) 99, 00; 7. Воронин 
(Рига) 85, 99; И. Газизое (Москва) 84—86; 
92, 99, 00; А. Ганопольский (Минск) 94—97; 
И. Гарибашвили (Тбилиси) 84, 85, 93, 86, 
39—01; В. Гаркавый (Лида) 84, 9% 92, М— 
97, 00, 01; В. Гармаш (Запорожье) 84-88, 
80—97, 99, 00; И. Гиззатуллин (д. Старый 
Ашит ТАССР) 85, 91, 92; М. Глазунов (Стз- 
рый Оскол) 85; Е. Глуз (Черкесск) 95; Ю. Глу- 
мов (Талды-Курган} 90, 95, 99,00; О. Глуш- 
ко (Москва) 84, 85, 90—92, 98, 97, 99, 00; 
В. Головлев (Самарканд) 92; 5. Гологорский 
(Кишинев) 96; О. Голощапов (с. Архангель- 
ское Тульской обл.) 95—97, 99, 01; В. Гон- 
чаров (Апдижан) 90; Ю. Гончаров (Ставро- 
поль) 85, 86; Е. Горбатый (Одесса) 84, 99, 
00; Е. Гордиенко (Кишинев) 85, 90, 95, 
99—01: А. Грайфер (Запорожье) 84, 85, 
99, 00; Б. Грибов (Воронеж) 84—88, 90-92; 
А. Григорьев (Дзержииск Горьковской обл.) 
84. 00; А. Грицук (Дрогичин} 97, 00; С. Гу- 
зовский (Рига) 95; И. Давлетигин (с. Апасто- 
во ТАССР} 84: О. Дадысян (Ереван) 84, 85; 
М. Двойнемыко (с. Нетечеицы Винницкой обл.) 
94, 96; В. Демидович (Гадяч) 82, 99; П. Дем- 
кин (Доисцк) 84. 85, 87, 91, 92, 95, 96, 01; 
О. Денисов (Баку) 85, 90, 98, 00; А. Деражне 
{Киев} 00—02; В. Дмитриев (Брест) 91, 92, 
95, 99,00; С. Дохоямн (Ереван) 91; А. Дубро- 
вин (п. Березовка Кировской обл.) 91 95; 
М. Ерихов (Кургаи) 86; В. Ерофеев (Ново- 
сибирск) 84—87, 90, 92—96, 99—01; В. Жи- 
тарь (Кишниев) 84, 00; В. Жураковский 
(Стрый) 92; А. Забродин {п. Черноголовка 
Московской обл.) 84, 9 92—96, 99—01; 
В. Запевский (Новогрудок} 99—01; Г. Засеев 
(с. Заманкул СОАССР) 93, 00; В. Засимчук 
(Киев) 84; А. Захаров (Брест) 98—01; 
В. Здоренко (Капустин Яр) 01; И. Зеленин 
(Ленинград) 84; В. Зильберг (Новгород) 
96, 00; Г. Ибраев (Шахтинск) 85; И. Нванов 


[3] 


(Ростов-на-Дону) 93: С. Изанов (Харьков) 
84,855 А. МИоаннисяя (Ереван) 91, 92; 
А. Имхамян (Джермук) 95, 96; Е. Казарова 
(Ереван) 94—96, 01; А. Каланович (Пермь) 
84, 85, 89—97, 99, 01; М. Капзитдинов 
(с. Карабугазкент ДАССР) 92, 95; А. Кар- 
наухов (Ижевск) 93, 94, 96; В. Кастисян 
(Запорожье) 84; В. Катин (Даугавпилсе) 
85, 86; В. Киреев (Саратов) 91, 92; В. Кириа- 
ков (Тбилиси) 85, 99; М. Кирсанов (Тула) 
86, 90; Ю. Киселев (Ленинград) 84; А. Кле- 
ковкин ©. Селты Удм АССР) 99, 01; Ю. Кобы- 
яннский (Севастополь) 91; В. Кованов (Горь- 
кий) 93, 96—00; С. Козявкик (Киев) 00; 
А. Колесников (Ташкент) 84, 91, 92; А. Ко- 
марде (Наволоки Ивановской обл.) 95; 
В. Комов (Александров) 91, 92; В. Кондратьев 
(п. Малышев Калининской обл.) 91 92; 
И. Кондрашкин (Ленинград) 99. 00; В. Ко- 
нотоп (Харьков) 84, 96, 99—01; В. Коробов 
(Саратов) 95, 01; С. Корчачов (Ангарск) 9%; 
Г. Корчанский (Кишинев) 84, 91, 92; А. Ко- 
солапов (Курск) 9; В. Коток (Харьков) 
84, 89, 91, 92, 94—97, 99, 00; И. Кочкарев 
(Рига) 91, 92; А. Кречетников (Сумы) 93, 95; 
С. Кулагин (Москва) 85, 86, 91, 92; Г. Ку- 
ликова (Егорьевск) 90; А. Кумахов (с. И Лес- 
нен КБАССР) 84, 91; Е. Купершмидт (Чер- 
новцы) 91, 95, 96; Л. Куравский (Калуга) 
86, 95, 96, 99—01; М. Киурбатов (Москва) 
93, 94, 96, 99—02; С. Курдюков (Москва) 
84, 85, 87; Е. Кирмангалиев (Уральск) 94, 
99—01; С. /Тавреченко (Москва) 84, %®—97, 
99—01; А. Ладонеяко (п. Агаповка Челя- 
бинской обл.) 91; В. Лахин (Черкесск) 85, 99; 
Ю. Лебединский (Могилев) 84, 85; Я. Лернер 
(Кишинев) 84; А. Листовничий (Книсв) 84, 
80—97; О. Лищенко (Киев) 84—86; 89, 91, 
92, 99—01; В. Лобзин (Сверлловск) 84, 
86, 87, 91—97, 99—02; Т. Лознер (Минск) 
84, 85, 90—92, 99, 00; А. Лопатин (Химки) 
91, 92; В. Лубневский (Москва) 93—96, 
99—01; А. Лиукинский (Харьков) 99—01; 
С. Лахимец (Киев) 84, 85, 94, 99, 00; А. Ма- 
гадеев (д. Карачаево БашАССР) 84; С. Маи- 
ский (Москва) 91, 93, 96, 99—01; Г. Макиен- 
ко (Диспропетровск) 84; В. Малинин (Ниж- 
ний Тагил) 84—86; 92, 99,00; А. Мальцев 
(Запорожье) 00; Е. Мартынови (Курск) 86; 
А. Масягин (Смоленск) 85, 86, 94—97, 99— 
01; М. Матвеев (Канаш) 90—92, 95, 01; 
Ю. Матрухович (Минск) 84, 91, 83, 95, 96, 
93, 01; Е. Матусов (Москва) 9 92; А. Мац- 
кевич (Пимитровград) 00; Г. Метревели 
(Цхинвали) 85, 91, 92, 99, 00; П. Мыдодаш- 
види (Цхинвали) 84, 85, 87, 91 94—97; 
Ю. Минаев (Киев) 84—86, 91, 92, 99,00; 
О. Мирзеабасов (Черновцы) 84, 85, 89, 92, 00; 
М. Мирзоев (Нахичевань) 94, 95; Н. Михад- 
лов (Караганда) 84; М. Молдовский (Тбилиси) 
84, 94—96; В. Молофеев (Ивацевичи) 91; 
А. Морозов (Москва) 91, 92; Н. Морозов 
(Горькнй) 9% 92; К. Морозов (Пермь) 93—97, 
99—01; А. Морозовский (Киев) 85, 87, 91, 
32—95; А. Мосичев (Пучеж) 9. 94—96; 
М. Муллаяров (©. Малый Ашар Пермской 
обл.) 84, 99—01; Г. Миравлева (Москва) 
99, 00; Г. Миурашюв (Свердловск) 88—86; 
О. Мусаев (Баку) 84—86, 91, 92—94, 96, 
97, 99—02; Ю. Михарский (Киев) 84-86, 
90—95, 97, 99—02; А. Наговицын (Ижевск) 
85; Д. Надежин (Курган) 00; С. Назарачко 
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(п. Старая Купавна Московской обл.) 85: 
С. Назин (Красногорск) 84, 91—95, 97, 
99, 00; Ю. Наумов (Новосибирск) 93; И. Не- 
скоромный (Сиыферополь) 91; А. Никандров 
{Леиннград) 93, 94; А. Никитенков (Велнкие 
Луки) 84, 85, 91-96, 99—02; М. Никифоров 
(Великие Лукн) 99; В. Николаев (Тула) 95; 
В. Николайчик (Старые Дороги} 85, 9% 
93. 94, 96, 97, 99, 60; Б. Нимбуев (Улаи-Удз) 
84. 85, 87; Е. Огиевецкий (Лнепропегровск) 
84, 85, 92—94, 96. 97; М. Орджелиез (Баку) 
92, 00; Л. Ореховская (Волгоград} 91; М. Ор- 
тембере {Караганда} 84. 85; М. Османов 
(ст. Акстафа АзССР) 95, 01; Т. Павеликина 
(Киев) 92; В. Палей (Харьков) 84, 85. 89, 
91, 92, 95, 96, 00—02; С. Нанин (Тула) 
99, 00; Д. Папиш (Харьков) 95; Д. Патарая 
(Тбилиси) 92; О. Певзнер (Днепропетровск) 
84, 85, 91, 92, 95, 97, 00; И. Гелецкий (Моск- 
ва) 84. 85; С. Перфилов (Сердобск) 91, 92; 
М. Петухов (Магнитогорск) 01; В. ЛПисец- 
кий (Запорожье) 91, 92, 96, 97, 00; А. Плато- 
нова (Тула) 95 Д. Плахта (Яремча) 935, 
96, 01; П. Побылица (Ленннград) 84, 85, 
97, 00; Е. Пономарев (п. Черноголовка Мос- 
ковской обл.) 84, 89, 92—96, 99—01; С. По- 
пов (Москва) 84, 85, 89, 92, 94, 95, 99; 
В. Потемкин (Великие Луки) 84—86, 95, 
99—02; П. Приймак (Курск) 99; А. Процен- 
ко (Спасск-Дальний) 92; А. Романов ({Кнев) 
84, 85, 99; Ю. Ростовцев (Горький) 84, 85, 
91, 92, 99; А. Рудермая (Ленинград) 84— 

‚ 91—93, 96. 97, 99, 00, 02; А. Рябов 
(Майкоп) 90, 93, 99,00; М. Савченко (п. 
Н. Водолага Харьковской обл.) 85, 91, 
99—01; А. Саргазоков (Новосибирск) 86, 
97; А. Сахарук (Брест) 84, 85, 91, 92, 95, 
99, 00; А. Святченко (Кишинев) 84, 85, 
9+1, 92, 99, 00; В. Семак (Кишинев) 91; Ю. Се- 
менов (Одесса) 84, 91; Г. Сербачинов (Ленин- 
град) 01; 8. Серебрянный (Харьков) 85, 
92, 97; М. Симушин (Пермь) 96; „Т. Скатков 
{Харьков) 84—86, 9 92, 95, 96, 99—05; 
А. Смирнов (Москва) 00; В. Смирнов (Уфа) 
89, 91. 92, 96, 97, 01; Г. Смирнова (Губаха 
Пермской обл). 99, 00; Г. Смыков (Тольятти) 
00, 01; А. Соловьев (Ульяновск) 93; В. Соро- 
кин (Днепропетровск) 80—92, 97, 01; С. Сос- 
кин (Кнсв) 84, 85, 92, 99, 00; О.Слицыя 
(с. Нов. Усмань Воронежской обл.) 99, 00; 
И. Степанов (Рига) 85; В. Степович (с. Вз- 
сильевское НМвановской обл.) 95; В. Стовба 
(Москва) 90—95; М. Стойнов (Москва) 
84—86, 91, 84, 95, 00; С. „Субботин (Алма- 
Ата) 84; А. Суханов (с. Бутырки Воронеж- 
ской обл.) 9 95, 97, 99, 00; М. Сиухарь 
(Москва) 91, 95, 96, 00; А. Тихкиляйнен 
(Курск) 99, Ю. Тикунов (Новосибирск) 
91, 99; А. Гимофеев (Москва) 90—92; О. То- 
карь (Харьков) 85; И. Толох (Жидачов) 
91, 92, 96; К. Третьяченко (Киев) 84, 85, 
90, 92—97, 99, 00; К. Трутнев (Казань) 
84, 85, 90—92, 94—97, 99—02; В. Тужилкин 
(Зеленодольск ТАССР) 92; Е. Тизбекова 
(Кумертау) 85, 84; И. Усатов (Ахалцихе) 
99.00; А. Фольковский (Алыа-Ата) 99, 09; 
А. Фарбер (Тамбов) 84, 85, 96, 99,00, Н. Фе- 
дин (Омск) 84, 85, 89-92; А. Фомин (Ново- 
сибирск) 96; И. Фонарев (Сумгаит) 96; М. Ха- 
нагян (Ереван) 85; А. Хапиков (Ижевск) 
00, 01; ДА. Хачатуров (Баку) 90; А. Худошин 


(Харьков) 94. 96, 00; В. Цветков (п. Комсо- 
мольск Кустанайской обл.) 01; М. Цодыкс 
{Новокузнецк) 84, 85, 99; Н. Циркис {Калн- 
нинград) 93, 96, 99, 00; В. Чеканов (Быхов) 
85, 96, 00; Е. Червоненко (Днепропетровск) 
84. 85; В. Черненко (Ленинград) 84—86; 
Г. Черников (Калуга) 92—94, 97, 99, 00; 
Л. Черных (Лида) 84, 85, 95, 99, 01; Н. Чер- 
няк (Конотоп) 92; А. Чурилов (Харьков) 
84—86, 90, 95; Р. Шарипов (Каракуль Бу- 
харской обл.) 91-—93, 97, 99, 00, 02; А. Шо- 
фаренко (Караганда) 84, 85. 91—98, 00; 
А. Шафир (Челябинск) 00; К. Шахназоарян 
(Баку) 9 01; А. Шеоедов (Запорожье) 84, 


Ответы, указания, решенмя 
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® 
К статье «Орнаменты» 
(к упражнениям) 


1. Для фигур «порядка 4» существует 
четыре перемещения: параллельный перенос 
и три поворота, Для фигур «порядка 2 — 
тоже четыре; два из них — повороты или пс- 
реносы, а два другие — скользящие симмет- 
рии (см. примечание нас. 25). 

2. а), в). г), д), ж), 3) — параллельные 
переносы; 6) н с) — повороты па 180°. 

3. Рисунки 1,а и 1,6 — орнаменты типа 
УПГ, рисунок 1, б-— типа ЧУ, 1,2 — тина 
НЬ 19 — тина \. 

Рисунки 2, ан 2, в — орнаменты типа И, 
рнсунок 2, б — орнамент типа 111. 

4. Осн скользящей симметрии есть у 
всех орнамеитов. у которых средн порождаю- 
щих перемещений встречается и оссвая сим- 
метрия (для некоторых орнаментов оси сколь- 
зящей симметрни — это в точности осн обыч. 
ной симметрин). 


К статье «Закон сохранении нмпульса при 
соудареннях» 


й т ы 
1.1 1= И 1а| (+ м) 
2Н ь 


х 435 м/сек. 





3 РЕ 
а 

НИ в) 
3. ИИ 0.5 м. 


К статье «Московский государственный унн- 
верснтет нм. М. В. Ломоносова » 
Математика 

Отделение политэкономин 


1. Вместе бригады работали 12 дней. 


1, 


2. х = 281, х,= +2 атссоз | — 
--4ал, где Е и п-- целые числа. $3. г) = 
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855 А. Швейдель (Великие Луки) 95, 96; 
А. Шептовецкий (Москва) 90—94, 88, 99—02; 
И. Шибут (Барановичн) 84, 87; 5. Шифрин 
(Днепропетровск) 84, 85, 92, 94, 65, 97, 
99—01; И. Шиян (Киев) 84, 85, 92, 98—02; 
В. Шлегель (Ашхабад) 99,00; О. Шлыгин 
{Новосибирск) 92, 97, 99; С. Штейнер (Го- 
мель) 00; Ю. Штейншрайбер (Баку) 84, 
90—97, 99, 00; Р. Шиувар (п. Рогатин Ивано- 
Фраиковской обл.) 84, 85, 87, 90, 9 94—97, 
99—01; В. Щикин (Ленииград) 94, 96, 99—02; 
С. Элмурадов (Шаартузский р-н ТаджССР) 
955 Л. Юферева (Советский р-н Марийск. 
АССР) 00, 01. 





я 
4 =3, у. = — 4 = -3, и:= 


л 


== —- ео -- пл, где В н п-— целые числа, 


2 
5. Я =х<3. 


Отделенне планирования и экономической 
кибернетики 


1. ЕЕ Ю-З < х—- 9/10, 9=х—< 





= л г 

= 1073 —1. 2. Ху = ЖЕНЕ 
5л. л д 1 

т: =, 9: 276 


3.2(3-- УЗ). Указание. Воспользовать- 
ся теоремой Пифагора для прямоугольного 
треугольника АСВ и теоремой синусов для 
треугольника АМС. 4. 3. 


Факультет пенхологии 

1. Скорость поезда при движении в гору 
60 км/час, скорость поезда прн движении по 
ровному месту 18 кммас. 2. $ лис = 25/3. 
Указание Доказать, что $ двс:=3-З дос, 


где О-—— точка пересечения меднан. 3.х, 

=5/3, х,=15, 4. ху = —агс!я _#л, 
п 

ЖК - пл. где ё и п-— целые числа. 


Указание. Заметить, что 


У ха ха = [их 1-2 ад. 
5. х--—2, у 3/2. Указание. Рассма- 
тривая при и 52 1 данное уравнение кяк квад- 
ратное относительно х (с коэффициентами, 
зависящими от 5), выписать условие су- 
ществования гго решений. 


Отделенне структуриой и принладной линг- 
вистики 

1. 27 операций. 2. 1, ==—1|, 2, :=0, 
2. -=1. Указание. Вычислить О. Д. 3. 


л 
данного исравенства. 3. х = 57 -- Фе + 0л, 
где д — целое число. Указание. Заме- 


— 


тить, — ч10 54-3 (м4) > 2, а 


83 


$112 -3)= 1. 4. х= + 2х, 


где #— целое 3. 32 |/21:147. Указание. 
Выразить объемы призмы и пирамиды через 
раднус Ю шара. Доказать, что Центр шара 
лежит внутрн шестнугольной пирамиды. 


Физика 
Географический факультет н факультет почво- 
ведення 


м а 

кто еат, [1-Е] 394 к; 

ро$ + т| 8! 
1 =5С 

З— 

пл Ре ии, 
Ар || 

ЗЕЕ 109 ом. 


= 1,16. 


5. 1=4 см. 

Геологический и химический факультеты 
1 — ма 
1. М=т — та о = 50 г. 
тб, 1 102 - 

2 = м ИМ-т|а, |+ 

(Мм оз | = 298 дж. 
Е КАИ 

3. С= $. —%, =5.10-3 мкф. 

4 о 

рее ты 103 лкф. 


а а Е 
5 |=, Га-рдр ==0,5 м/сек. 


К задачам «Квант» для младших школь- 
ников » 


(см «Квант» №2 


1. а) Первый чудак не проиграет, если 
будет «тинуть» ломаную все время вниз. 
Далее, если очередной ход невозможен, то 
ломаная замкнулась (докажнте это), а 
замкнуться она может лишь после четного 
числа ходов, поэтому второй чудак проиг- 
рать ие может. 

6} Вынграет первый чудак 


прк нечег- 
ных п и второй 


Прин четиых п. Указа- 


ние. Поставим в каждом узле сетки 
число, равное количеству целых ни- 
ток, исходящих из этого узла. Сумма 


всех чисел в узлах для целой сетки равиз 
3-4. (п 1)-+4(п—1)2, что делится на 4. 
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Для «максимально порезанной», но не рас- 
павшейся сетки (она имеет вид «дерева» 
с ветками) эта сумма равиа 212-{-4л—8. что 
ие делится на 4 при иечетниых д и делится 
на 4 при четных л. Но каждый разрез иит- 
ки умемыцает сумму чисел в узлах на 2. 

2. Решение. и = 1976-76 = 
==1977р+76, 10 х+2=13(1528-46) = 
=-3 (659р+26), поэтому х+2 делится на- 
цело на 39, а х — дает остаток 37. 

3. Нет, не может. Указ'анне. Предл- 
положим, что кентавр может обойти доску. 
Тогда в какой-то момеит ои окажется на поле 
18. Попасть туда он мог только с поля. #7. 
Но и выйти из этого угла ои может только иа 
поле {7. Значит, попав в угол, кентавр там 
останется. 

4. Первым ходом Люся переносит одиу из 
пуговни на крайнее справа поле. Затем она 
«дублирует» ходы Саши, так что после ее 
хода две оставшиеся пуговицы оказываются 
на одном поле. 

5. Спроектнруем деревья на одиу из 
сторон квадрата. Каждому дереву будет со- 
ответствовать отрезок длины см — его 
проекция. По условию объединение этих от- 
резков совпадает со стороной квадрата. Зна- 
чит, сумма их длин не менее 1 км. Но | км: 
:50 см = 2000. 
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«Квантово-волновые» ребусы 
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В каждом из этих ребусов буквами зашифрованы неното 
цифры, вместо знездочек могут схожть любые цифры. 


шифруйте примеры. 
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На первой 
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на с. 20. 
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НАУЧНО-ПОПУЛЯРНЫЙ ФИЗИКО - МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ 
АКАДЕМИИ НАУК СССР И АКАДЕМИИ ПЕДАГОГИЧЕСКИХ НАУК СССР 





4 
хе. ° 


иже, 


Принцип построення этого орнамента со- 
всем прост: каждая сторона квадрата поде- 
лена на девять равных частей и все точки 
делення попарно соединены отрезками друг 
с другом. 

Постарайтесь ответнть на ряд вопросов, от- 
носящнхся к этому орнаменту. В сколькнх 
точках пересекаются отрезкн внутрн квад- 





рата? Сколько точек пересечения, в которых 
пересекаются три отрезка, четыре, пять 
ит. д.? Сколько точек пересечения могут 
лежать на сторонах квадратов с вершина- 
мн в точках пересечения (найдите нанболь- 
шее н нанменьшее чнсла)?> Присутствуют ли 
другие правнльные  многоугольннкн на 
рисунке? Ждем ваших пнсем с ответамн. 
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УСКОРИТЕЛИ 


„Л. Гольдин 


Редколлегия журнала «Квант» уже давно 
просила меня написать статью об ускори- 
телях. Я тянул с этим несколько лет. Нужно 
лн знать читатезям журнала о почти воен- 
ных хитростях, которые иепрерывно при- 
думываются физиками и инженерами для 
того. чтобы заставить работать этн колос- 
сальные, ни с чем не сравнимые сооруження: 
не слишком ли все это сиециально? Потом 
я все-такн решился, что материал 
можно изложить так, чтобы чнтатель не 
только усвонл строение зоологнческого древа 
ускорнтельного семейства. но н почеринул 
для себя сведения н идеи, которые ему 
всегда пригодятся. Насколько мис зто удалось, 
скажут мои читатели. 


ПОНЯВ, 


Уже несколько десятилетий разви- 
тие физики атомных ядер и физики 
элементарных частиц определяется 
тем, какне ускорители нмеются в рас- 
поряжении ученых. И сегодня ввод 
в строй каждого пового крупного 
ускорителя предвещает новые откры- 
тия н пересмотр основных теоретиче- 
ских положений. Для изучення глу- 
бин Вселенной строят гигантскне ири- 
боры. Многометровые зеркала оптн- 
ческих телескопов и растянувшиеся 
на километры антенны раднотелеско- 
пов ни у кого не вызывают удивления. 
Однако еще более крупные установ- 
ки — огромные — многокплометровые 
ускорители — создают для изучения 
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самых малых объектов современной 
науки — элементарных частиц. 

Привычный нам мир состоит из 
небольшого числа частиц. Протоны, 
нейтроны, электроны, фотоны — вот, 
собственно говоря, и весь их сансок. 
Исследование радиоактивного распа- 
да позволило, кроме того, обнару- 
жить нейтрино. Все остальные изве- 
стные нам частицы — а их мы знаем 
уже около двухсот — крайне недол- 
говечны. Чтобы их изучать, надо из- 
готовлять их неподалеку от физиче- 
ской лаборатории. Для этого-то и 
сталкивают друг с другом обычные 
частицы — протоны и атомные ядра 
нли электроны, ускоренные до боль- 
ших энергий. 

Небольшие ускорители сейчас ши- 
роко используются в медицине н в 
технике для иронзводства радноак- 
тивных изотопов, для улучшения 
свойств полимерных материалов, для 
стернлизации медицинского оборудо- 
вания, для лечения раковых боль- 
ных и для многих других целей. Од- 
нако самые крупные, поражающие че- 
ловеческое воображение ускорители 
строятся с чисто научными целями — 
чтобы изготовлять и изучать новые 
частицы. 

Если перейти к определениям, то 
ускорителями прннято называть уста- 
новкн, в которых заряженным частн- 
цам сообщается энергия при помощи 
электрических или электромагнитных 
полей. Незаряженные частицы мы 
ускорять не умеем. Когда необходи- 
мо получить быстрые незаряженные 
частицы — даже самые обычные, на- 
ирнмер, нейтроны — это приходится 
делать при помощи ускоренных заря- 
женных частиц. 

В простейших ускорителях разгон 
частиц производится в постоянном 
электрическом поле (ускорители пря- 
мого действия). Ускорение эзлектро- 
нов в ностоянном поле происходит 
также в рентгеновских трубках и в 
кннесконах телевизионных установок. 
Эти давно нам знакомые и столь по- 
лезные приборы не принято называть 
гордым именем ускорителей, хотя онн 
вполие того заслуживают. В особен- 
ности это относится к рентгеновским 
трубкам, где электроны разгоняют с 
той же целью, что и в самых круп- 
ных современных ускорителях — для 


\* 
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генерации новых частини (фотонов 
рентгеновского днапазона) при соуда- 
ренни ускоренно й частицы с матерна- 
лом мишени. К внетическая энергия 
К, которую приобретает хскоряемый 
электрон, равна 


К—е\, 


тде с — заряд электрона, \ — раз- 
ность нотенциалов, которую он про- 
ходит. 

В ускорителях прямого действия 
не удается достичь энергин большей, 
чем несколько миллионов электрон- 
вольт *). Это происходит нотому. что 
между электродами, расположениыми 
на обычных расстояннях — до не- 
скольких метров, — не удается создать 
разность потенциалов больше, чем 
несколько миллионов вольт. Прн боль- 
ших напряжениях между электрода- 
ми начинают происходить электриче- 
ские пробои, с которыми никто не 
умест бороться. Развитие всей совре- 
менной ускорительной техники осно- 
вано на преодолении этой трудности: 
заряженной частице нужно сообщить 
большую энергию, действуя иа нее 
не очень снльными электрическими 
нолями. 

В неболыной — по  иеобходимо- 
стн — статье, конечно, не могуг быть 
затронуты все вопросы ускоритель- 
ной техники. Мы ие будем, в частио- 
сти, говорить о проблемах, связан- 
ных с получением вакуума. Читатель, 
однако, всегда должен иомнить, что 
ускорение возможно только в высо- 
ком вакууме, нначе всю полученную 
энергию частицы в бесчисленных стол- 
кновениях будут передавать мюлеку- 


лам газа. В ускорителях обычных 
тннов достаточно снизить давление 
на пути ускоряемых частиц до 


10-2 атл-. Такой вакуум давно осво- 
ен в технике. 


Линейные ускорители 


Линейные ускорители ноЗволяют 
ускорять  заряжениые частицы до 
очень больших эпергий, принциии- 
ально — до сколь угодио больших. 


*) Элекгронвольг — это энергия, Кото- 
рую электрон (или другая частина с таким 
же зарядом} ириобретает, приндя разность 
потевциалоя в [в Еж -16.Ю-Ю дм. 


Куапетесите.ги 





Рис. 1.. 


Пусть требуется ускорить прото- 
ны до энергии 30 Изв *). В ускорите- 
ле прямого действия для этого по- 
требовалось бы пропустить их между 
электродами, к которым приложена 
разность потениналов 30 миллионов 
вольт. Как уже было выяснено, сде- 
лать этого нельзя из-за’ эдектриче- 
ских пробоев. Однако ту же энергию 
протон прнобретает, пройдя через 
60 последовательно расположенных 
промежутков с напряжением 500 ки- 
ловольт каждый. Такое напряжение 
к электродам приложить можно. 

Попробуем нарисовать схему уско- 
рителя с песколькими ускоряющими 
промежутками. Не удастся ли нам 
обойтись одним электрическим гене- 
ратором? На рисунке | сделана такая 
нопытка. Нучок протонов (или дру- 
гих ускоряемых частини) проходит че- 
рез систему расположенных друг за 
другом трубчатых электродов. Элект- 
роды попеременно присоединены к по- 
ложительному и к отрицательному 
вслюсам батарен. Внутри трубок ча- 
стицы движутся с постоянной ско- 
ростью и их энергия не меняется 
{впутри проводящей трубки электри- 
ческое поле равно нулю). Проходя 
промежуток между трубками, онн 
иснытывают действие электрического 
поля, в результате чего их кинетиче- 
ская энергия меняется. 


Рассмотрим нашу схему более нолд- 
робно. В промежутке между первой 
и второй трубкой направление элект- 
рического поля совпадает с направ- 
лением скоростн протонов, и следо- 
вательно, поле их ускоряет. Однако 
в следующем промежутке поле на- 
нравлено навстречу летящим частн- 


ФЕ в = 108 вв. 


цам и замедляет их. В третьем про- 
межутке частицы ускоряются, а в чет- 
вертом снова замедляются. Ускори- 
тель, таким образом, у нас не полу- 
чился. Чтобы заставить протоны не- 
прерывно ускоряться, нужно сделать 
так, чтобы во всех промежутках меж- 
ду трубками электрическое поле было 
направлено в одну сторону... Если по- 
пытаться достичь этого при помощи 
батарей, потенциал трубок должен 
монотонно изменяться вдоль ускори- 
теля. Разность потенциалов между 
первой и последней трубками долж- 
на достигать — в нашем случае — тех 
же 30 миллнонов вольт, чего, как уже 
объяснялось, сделать нельзя. Этот 
путь оказывается, таким образом, за- 
крытым. 

Попробуем решить эту задачу, во- 
спользовавшись источником перемен- 
ного напряжения, Соберем схему так, 
как это показано на рисунке 2. Пусть 
протоны пересекают промежуток меж- 
ду первой и второй трубками в тот 
момент, когда знаки потенциалов на 
трубках соответствуют красным обо- 


значениям. Проходя этот промежу- 
ток, протоны ускоряются. Как мы 
уже говоридн, во время движения 


внутри трубки частицы не испытыва- 
ют действия электрических сил. В это 
время можно изменить напряжение 
на трубках так, чтобы к моменту, 
когда протоны вылетят из второй труб- 
ки, знаки потенциалов соответство- 
вали не красным, а синим обозначе- 
ниям: В зазоре между второй`и треть- 
ей трубками иротоны снова прнобре- 
тут энергию и затем «спрячутся» в 
третьей трубке. За то время, пока 
они летят сквозь нее, поменяем сно- 
ва знаки потенциалов так, чтобы вер- 
нуться к красным обозначениям, и Т.Д. 
Таким образом, пролетая сквозь всю 


Рис. 2. 


систему электродов, частицы непре- 
рывно приобретают энергию. 

Ускорители, построенные по рас- 
смотренной схеме, называют линейны- 
ми ускорителями, поскольку электро- 
ды в них располагаются вдоль пря- 
мой линии. Трубчатые электроды ли- 
нейных ускорителей называют труб- 
ками дрейфа (вместо того чтобы го- 
ворить, что частицы внутри электро- 
дов движутся без ускорения, приня- 
то говорить, что они в них дрейфуют). 
Промежутки между трубкамн дрейфа 
называют  ускоряющими промежуя- 
ками. 

В ускорителях прямого действия 
частицы летяг непрерывной струей. 
В линейном ускорнтеле онн движутся 
сгустками: ускоряются только те ча- 
стнцы, которые прошли ускоряющий 
промежуток в тот момент, когда элект- 
рническое поле имело нужное направ- 
ление. 

Легко видеть, что длина трубок 
дрейфа в лннейном ускорнтеле долж- 
на постененно возрастать. Частицы 
движутся вдоль ускорителя со все 
возрастающей скоростью. Они должны 
пролетать все трубки за одно н то 
же время, равное половние периода 
переменного напряжения. Длина /-й 
трубкн равна, следовательно, 


ино, (1) 


где о„— скорость, с которой ускоряе- 
мые частнцы ее пролетают, а Г — пе- 
риод изменения переменного напря- 
жения. Скорость и„ нетрудно рассчи- 
тагь по кинетической энергин, кото- 
рую имеет ускоряемая частица. Это 
особенно просто сделать в том слу- 
чае, когда можио пользоваться обыч- 
ной нерелятивистской формулой 


— то 
РВ 
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Массу частицы мы обозначили здесь 


через ть. Эта формула применима 
в тех случаях, когда кинегическая 
зиергия миого меныие энергии по- 


коя частицы ЕЁ, — 
Ео=тус, 

где с — скорость света. Энергия по- 
коя ЕЁ, для электрона равна 0,5 Мэв, 
а для протона — 938 Мэв. Мы вндим, 
что в днаназоне эпергнй, в котором 
работают линейные ускорители, (до 
нескольких сот А1э6), пользовать- 


Е: то? 
ся формулой К= —— для элекл- 





ропов нельзя, а для нротонов — при 
не слишком больших ускорителях — 
МОЖНО. 

Кинетнческая энергия, которую 
имеет протон. проходящий л-ю труб- 
ку дрейфа, равиа 


К тоя (2) 





В л-ю трубку протои попадает, 
пройдя ("— 1) ускоряющий промежу- 
ток, то есть приобретя энергию 
(1—1) СИ (58). Если начальная энер- 
гня, с которой протон вводится, илн, 
как обычно говорят, инжектируется 
в линейный ускоритель из какого-нн- 
будь предварительного ускоряющего 
устройства, равна А», то 


К =К а еИ. (3 


Найдя нз (2) и (3} значение и, 
н подставив его в (1), получим 


и=ТУ кепи. ® 


Энергия ннжекцни К, обычно неве- 
лнка, так что член Ко нграет роль 
поправки. Длина трубок дрейфа, гру- 
бо говоря, растет как корень из по- 
рядкового номера ускоряющего про- 
межутка, за которым она располо- 
жена. 


Рассчитаем для примера, какой 
должна быть длина трубки дрейфа, 
в которую попадает протон с энергн- 
ей 10 Мэв. Напншем формулу (2) в ви- 
де 


? 2 Г 


К =" (=) 


Из этой формулы найдем 


/ 2Ка 


таг } пс? ° 


Подставляя К, =10Мэв н ту= 
—938 Мэв, найдем и, =0,146 с=4,4Х 
Хх 10?’ м сек. Мы видим, что нри энер- 
гин 10Мэв скорость протона всего 
в 7 раз меныие скорости света. При 
больших энергнях она еще выше. 

Какую же длину ` должны иметь 
трубки дрейфа? С помощью формулы 
(4) найдем, что при частоте колеба- 
ний напряжения / =1/Г=-100 гц длн- 
на трубки дрейфа, которую пролета- 
ет протон с эпергией 19 Мэв, должна 
составлять 2,2. 10° м=220 км, при ча- 
стоте 1Мгц — 22 м, прин частоте 
10 Мгц — 2,2 м. Все эти значения 
слишком велики. Чтобы понять это, до- 
статочио вспомнить, что мы «конструи- 
ровали» ускоритель на очень неболь- 
шую энергию 30 Мэвн речь все-такн 
ила о 60 трубках дрейфа! Чтобы полу- 
чить линейный ускоритель разумных 
размеров, нужны существенно более 
высокне частоты. 

В протонных ускорителях выбира- 
ют обычно частоты от 150 до 300 Мгц, 
а в электронных — еше выше. Для 
сравнения укажем, что длинноволно- 
вые радиостанции работают на часто- 
тах порядка 200 кгц. диапазон сред- 
мих волн лежит при частотах ^— 1 Мец, 
а коротковолновые радностанции ра- 
ботают при частотах ^^ 10 Мгц. Ча- 
стота. < которой приходится менять 
потенцналы на трубках дрейфа лн- 
нейного \ скорителя, в 10--20 раз вы- 
ше, чем высота, на которой работают 
коротковолновые радностанции! При 
таких частотах волновые свойства по- 
лей оказываются очень существенны- 
ми и даже выступают на первый план. 

Заметим, что частотам 150— 
—300 Мгц соответствуют длины волн 
А-=©Т==С]} от | до 2 м. В этих усло- 
виях схема, изображенная на рнсун- 
ке 2, оказывается очень наивной. Ут- 
верждая, что длина волны равна [ м, 
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мы, тем самым, говорим, что направ- 
ления вектора напряженности элект- 
рического поля в один н тот же мо- 
мент времени противоположны в точ- 
ках, разнесенных на 0,5 м. Это ут- 
верждение одинаково справедливо для 
точек, разделенных воздушным про- 
межутком или соединенных между со- 
бой проводом, так что на протяжении 
проводника длиной в несколько мет- 
ров напряжение несколько раз ме- 
няет свой знак. Поэтому нельзя счн- 
тать, что, соединяя трубки 1, Ши У 
проводом, как это изображено на ри- 
сунке 2, мы обеспечиваем одновремен- 
ную перемену знака напряжения на 
всех ускоряющих промежутках. 

Поговорим подробнее о свойствах 
высокочастотных электромагнитных 
колебаний. Прежде всего, следует 
разъяснить. почему мы говорим об 
электромагнитных колебаниях, когда 
для ускорения достаточно одного толь- 
ко электрического ноля. Связь элект- 
рических и магнитных явлений про- 
является не только при высоких ча- 
стотах. Даже при постоянных токах 
вокруг несущих ток проводников воз- 
ннкает магнитное поле. Однако, чем 
выне частота, тем теснее переплета- 
ются электрические и магнитные поля, 
так что говорить о них порознь ста- 
новится бессмысленно. Поэтому мы 
и ведем здесь речь об электромагнит- 
ных, а не об электрических  коле- 
баннях. 

Прн низких частотах электриче- 
ские и магнитные явления определя- 
ются зарядами и токами, то есть рас- 
положением и потенциалами близле- 
жащих проводников. Электромагнит- 
ные колебания высоких частот хоро- 
шо распространяются и без провод- 
ников, как мы это знаем на примере 
радноволн. 

Электромагнитные колебания мю- 
гут существовать не только в откры- 
том пространстве, но и в замкнутых 
объемах (которые принято называть 
резонаторами). «Поведение» электро- 
магнитных волн в резонаторах очень 
похоже на поведение звуковых волн, 
Вспомним (в качестве полезной ана- 
логин), как происходят акустические 
колебания в трубах органа. Музы- 
кант вызывает эти колебания. испол- 
няя, например, фуги Баха. Воздух, 
проходящий через трубу, раскачива- 
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ет язычки, 


движение которых воз- 
буждаст в воздухе звуковые колеба- 
НИЯ. 

В трубе можно возбудить не лю- 
бые колебания, а только такие, на 
которые труба настроена. Настройка 


трубы определяется соотношеннем 
между ес длиной н длиной волны. 
В трубе, закрытой с обоих торцов, 
можно возбудить только такие волны 
(стоячие), для которых половнна лли- 
ны волны укладывается в трубе целое 
число раз. Чтобы исполнять на орга- 
не музыкальные произведения, нуж- 
но возбуждать в трубах самые раз- 
ные звуки. Органы содержат поэтому 
тысячн труб. 

Аналогичным образом устанавли- 
ваются электромагнитные колебания 
в замкпутых металлических чрубах. 
Длина трубы должна быть хорошо 
согласована с частотой электромаг- 
нитных колебаний, на которых она 
должна работать. В эту тщательно 
сделаиную  иолироваиную изиутри 
трубу — в резонатор линейного уско- 
рнтеля — и помещают вдоль ее осн 
трубки дрейфа. Чтобы возбуднть 
колебания, в трубу вводят излуча- 
тель -—— антенну нли виток. 

На рисунке 3 изображена карти- 
на снаовых лнний высокочастотпого 
поля, которое создается в резонаторе 
в некоторый момент времени. Стрел- 
ками изображены силовые лннин 
электрического поля. Силовые линии 
магинтного поля на рисунке не по- 
казаны. Они нмеют вид колец, окру- 
жающих нучки линий электрическо- 
го поля. Через половину пернода 
эасктромагнитных колебаний снловыс 
линии изменят свое направление на 
обратное. -- 

Напряженность электрического по- 
ля, создаваемого в резонаторе, мак- 
симальна около его оси и падает иоч- 
тн до нуля у стенок. Если бы это 
было не так, то электрическое поле 


создавало бы в стенках большие то- 
ки, которые приводнли бы к нагре- 
ву стенок — к бесполезной затрате 
мощности. Поле такой конфигурации 
можно создать в трубе лишь в том 
случае, если ее диаметр согласован 
с длиной волны. Мы видим, что как 
длина, так и поперечные размеры ре- 
зонатора лолжиы нодбираться очень 
тщательно. 


Помещенные в резонатор трубки 
дрейфа несколько искажают картниу 
электромагнитных колебаний. Внут- 
ри трубок возникает свободное от ко- 
лебаний просгранство, так как ноле 
не может проникиуть сквозь их про- 
водящие стенки. Поле вытесняется из 
трубок дрейфа в ускоряющие проме- 
жУтки. 

При ускоренин частиц до очень 
больших энергий отпадает необходн- 
мость «прятать» частицы в трубки 
дрейфа. Через хскоритель можно про- 
пускать обычные электромагнитные 
волны. Если скорость частицы близ- 
ка к скорости света, то, попав на удач- 
ный участок волиы, где вектор на- 
пряженности электрического поля до-^ 
статочио велик н имеет нужное ‘на- 
правление, частнца все время будет 
ускоряться. 


«Очень большие» энергии, о котог” 
рых мы говорнли, для разных часгиц 
могут сильно отличаться друг от дру- 
га. Для протонов и других тяжелых 
частини это энергии порядка многих 
тысяч 4438. А для электронов энергия 
порядка нескольких Мэв является 
уже очень болыной. 


Ускорители, о когорых мы сейчас 
говорили, называются ускорителями 
с бегущей волной. Большой линей- 
ный ускоритель с бегущей волной 
для ускорения электронов до энергни 
2000 Мэв ностроен в физико-техниче- 
ском институте АН УССР в Харькове. 
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Циклические ускорители 


Линейные ускорители на болышие 
энергни оказываются очень дорогими. 
Для примера укажем, что линейный 
ускоритель электронов в Стенфорде 
(США) на энергию 20 000 Мэв имеет 
длину более 3,5 км. На всем этом 
протяженни непрерывной чередой рас- 
ноложены уинкальные по мощности 


и очень дорогие высокочастотные 
станции. 
Более экономным оказывается 


свернуть траекторию ускоряемых ча- 


стиц в спираль или в кольцо, непре- - 


рывно возвращая их к одним и тем 
же ускоряющим станциям. Такие 
ускорнтели называются циклически- 
ми. Для искривления траекторни прн- 
меняются магнитные поля. Как ни 
дороги магниты, как ин велики расхо- 
ды на электроэнергию, необходимую 
для нх питания, эти затраты с лихвой 
перекрываются экономней на высоко- 
частотных устройствах. 

Напишем несколько простых фор- 
мул. Искривление траектории вызы- 
вается снлой Лоренца, действующей 
на частину со стороны магнитного по- 
ля. Эта сила, как известно, равна 


Е=еоВ, (5) 


где е— заряд частицы, у — ее ско- 
рость, а В — индукция магнитного 
поля (предполагается, что направле- 


ние о перпенднкулярно направлению 


В). Сила Лоренца пернендикулярна 
как нанравлению магнитного поля, 
так н направлению скорости части- 
цы. Она сообщает частние центро- 


©- 
стремительное ускорениеа =: так что 


движение происходит но кругу. Ве- 
личнна силы ЕЁ и раднус окружности 
связаны, как известно, формулой 


то? 


Прнравипвая правые части формул 
(5) н (6), найдем 


ти? 


го В а 
или 
р=то=еВЮ, (7) 
где р=то — импульс частины. Ес- 


лн понимать иод массой релятивист- 
скую массу частицы, определяемую 
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формулой 


т=пь ЕЕ: (8) 
то соотношение {7} оказывается спра- 
ведливым н ирн релятнвистских энер- 
ГНЯХ. 

Формула (7) показывает, что с ни- 
дукцней магнитного поля и с разме- 
рами ускорителя простым соотноше- 
ннем связана не привычная нам энер- 
гня частицы, а ее импульс. Импульс 
и кинетическая энергия в релятиви- 
стской механике связаны довольно 
сложной формулой 


р=- ИК(К+2ть9). 


Под корнем этого выражения стоит 
величина, имеющая размерность квад- 
рата энергии. Если умножить это вы- 
ражение на с, то получим 


ре = ИКСКЕ ть). 


Эта формула показывает, что вместо 
импульса р удобно рассматривать про- 
порциональную ему величину рес, 
имеющую размерность энергии (рс 
принято измерять в электрон-воль- 
тах). Прин К«тьс? (нерелятнвистский 
случай) это выражение переходит в 
знакомую формулу р -= / 2тоК, а при 
К`»тьс* (большие энергни) нмеем иро- 
сто рс=К. В этих единицах формула 
(7) иринимает знакомый всем физикам 


ВИД 
рс {эв) =3-10* ВЮ (тл-м). (9) 


Прин номощи формулы (9) можно 
оценить размеры циклических ускорн- 
телей. Магнитные поля всегда стре- 
мятся выбирать посильнее, чтобы 
нметь ускоритель меньших размеров 
н веса. Но при индукции 2 та желе- 
зо, из которого делают электромаг- 
ниты, насыщается. Поэтому получать 
более сильные поля в ускорителях с 
железнымн магнитопроводами не уда- 
стся. В вакуумной камере ускорите- 
лей индукция поля обычно не пре- 
восходит 1,6 тл. Обычно в уско- 
рнтелях между магнитами прнходнт- 
ся оставлять промежутки, необходи- 
мые для размещения ускоряющих 
станций, корректирующих устройств, 
аппаратуры для ввода и вывода ча- 
стиц и т. д. В результате этого сред- 


нее значение |8] оказывается еще 


ниже — около 1,2 тл. Подставляя в 
формулу (9) В=1,2 тл, найдем 
КАЗ-10-® рс. (10) 
Приведем некоторые оценки для 
протонов. Для ускорения протонов 
до энергин 20 Мэв (рс=200 Мэв) не- 
обходим ускоритель с радиусом Вл 
2760 см. При энергин 600 Мзв (ре 
=—=1200 Мэв) Ю—3,6 м. При ускоренин 
до 10 Гэв * (рсе= Гэв) Ю =39 м (уско- 
рнтель Института теоретической и 
экспериментальной физики в Москве, 
ускорнтель Лаборатории высоких 
энергий в Дубне). При энергии 70 Лэв 
(Серпуховский ускоритель) 27200 м, 
а при эмергии 500 Гэв {ускоритель 
Лабораторин имени Ферми, США) 
21,5 км. Эти оценкн определяют 
масштаб сооружений и ставят жест- 
кие экономические преграды на пути 
повышения предельной энергии уско- 
рнтелей. Размеры, а вместе с ними 
и стоимость циклических ускорителей 
в конце концов определяются просто 
магнитиыми свойствами железа. 
Возможен ли здесь какой-либо 
прогресс? Предельные нндукцини, до- 
стижимые при нспользовании различ- 
ных ферромагнетиков, очень близки 
друг к другу, так что надеяться на 
изобретение сплава с существенно 
большей индукцией пасыщения не 
приходится. Единственным реальным 
путем является отказ от обычных маг- 
нитов и переход к магнитам на сверх- 
проводниках. При этом нндукция мо- 
жет быть поднята в 2—3 раза. Как 
ни дороги сверхпроводннки и как нн 
сложно работать с низкими темпера- 
турамн, ускорительная техника долж- 
на начать двигаться в эту сторону. 
Сооружение первого сверхпроводяще- 
го ускорителя уже осуществляется в 
Лаборатории нмени Ферми. 
Вернемся к формуле (9). По мере 
ускорения частиц их импульс р уве- 
личивается, а значит, должны возра- 
стать либо радиус траекторни А, ли- 
бо индукция поля В. Проще всего, 
конечно, работать в постоянном маг- 
нитном поле, Траектория ускоряемых 
частнц имеет в этом случае вид рас- 
кручивающейся спирали. Формула (10) 
определяет радиус се наружного вит- 





*) Га 10 М. 
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ка. Магнитные полюсы электромагни - 
та имеют форму дисков, перекрываю- 
щих всю спираль. Так устроены цих- 
лотроны. Сделать сплошной магнит- 
ный полюс раднусом 60 см или 3,6 м 
еще можно. Однако для ускорения 
протонов до энергии 10 Гэ8 необхо- 
дим полюс радиусом около 39 м. Де- 
лать такие сплошные полюсы невоз- 
можно. Именно это обстоятельство ог- 
раничивает предельные энергии, до- 
стигаемые прн помощи цнклотронов. 

В ускорителях на большие энер- 
гии магнитное поле создается только 
на узкой кольцевой лорожке. Радиус 
К. но которому должны двигаться ча- 
стицы, таким образом, задан, и тра- 
сктория частиц в коице и в начале 
ускорения одна н та же. Увелнченне 
импульса частиц должно при этом со- 
провождаться возрастанием магнит- 
ного поля. Ускорители с кольцевым 
возрастающим во времени полем но- 
сят название синхротронов (магнит- 
ное поле возрастает синхронно с нм- 
пульсом). 


Циклотроны, 
микротроны 


фазотроны и 


Циклотроны применяются для уско- 
рения протонов и тяжелых нонов. Они 
были прндуманы Дж. Лоуренсом. 
Схема устройства циклогрона изобра- 
жена на рисунке 4. Магнитное иоле, 
«заворачивающее» частицы. создает- 
ся в зазоре между полюсами электро- 
магиита. В этот зазор помещается ва- 
куумная камера, напоминающая по 
форме гигантскую консервную банку. 
В вакуумной камере расположены 
электроды, между которыми создает- 
ся ускоряющее электрическое поле. 
Они тоже похожи на консервную бан- 
ку. Чтобы инолучить электроды, эту 
банку надо разрезать по днаметру н 
слегка раздвинуть половинки так, 
чтобы между ними образовалась щель. 
Каждая нз половинок и образует 
электрод. К ннм подводится высоко- 
частотное ускоряющее напряжение. 
Как видно из рисунка 4, 6, электроды 
напомннают по форме латинскую бук- 
ву О. Они называются дуантами. 
Щель между дуантами выполняет 
функцию ускоряющего промежутка. 

Дуанты в циклотроне играют ту 
же роль, что и дрейфовые трубки в 
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Вакуумная 


Ярмо магнита 


Рис. 4. 
6) 

линейном ускорителе. Пока траекто- 
рня частиц проходит внутри дуантов, 
они защищены от действия электриче- 
ского поля, а когда ноле между дуан- 
тами ириобретаст иужное иаиравлс- 
ние и величину, частицы вылетают в 
зазор, ускоряются в нем и вновь пря- 
чутся виутрь дуантов. Таким образом 
происходиг ускорение. 

От чего зависит период Г обраше- 
ния частнцы в циклотроне? Частица, 
движущаяся со скоростью в, прохо- 
днт окружность радиуса Ю за время 


21Ю/и. Так како ие (см. (7)), то 
Т= 2. (1) 


Первод обращения определяется 
массой частицы # величиной индук- 
ции магнитного поля. При небольших 
энергнях вместо релятивистской мас- 
сы т можно подставлять массу покоя 
т. Если магнитное поле постоянно 
во всем промежутке между дуаитами 
(илоскне магнитные полюсы), правая 
часть равенства (11!) превращается в 
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константу и нернод обращения ока- 
зывается постоянным. Этот результат 
имест важнейшее значение. Частота 
питающего циклотрон высокочастот- 
ного напряжения нсизмениа, неизме- 
неи и период обращення частиц. Если 
частота выбрана правильно, то в те- 
чение всего цикла ускорения частн- 
цы вовремя поналают в ускоряющий 
промежуток между дуантами н вовре- 
мя прячутся внутрь дуантов. 

Частицы непрерывно вводятся в 
камеру циклотрона вблизи от ее цент- 
ра. Приобретая энергию, онн раскру- 
чиваются по виткам спнрали и поки- 
дают имклотрон. Пока одии частицы 
заканчивают цикл ускорения, другие 
находятся на ссредице цути, а третьи 
его еие только начинают. Вылетаю- 
щая из циклотрона «струя» ускорен- 
ных частини состоит из следующих друг 
за другом сгустков часгиц, пролегаю- 
щих ускоряющие промежутки в под- 
ходящие для ускореиня моменты вре- 
мени. 


На странице 2 ириведена  фото- 
графия циклотрова для ускорения 


многозарядных нонов, который нахо- 
дится в Объединенюм институте ядер- 
ных исследований в Дубне. 

Обратимся к подводным камням, 
которые пока ускользнули от паше- 
го внимания. Главное затруднение 
связано с релятивисгскимн поправ- 
ками. Заменять т ина ту, как мы это 
делали до сих пор, можно только при 
небольших энергиях. Формула (8) по- 
казывает, что с увеличением скорости 
масса частицы  постененно  ра- 
стет. Как это сказывается на сиихрон- 
ности обращення частиц и колебаний 
ускоряющего поля? 

Вернемся к формуле (11). Не пер- 
вый взгляд ие представляет труда 
обесиечить постоянство периода об- 
ращения и в этом случае. Масса ча- 
стины 1 постепенно возрастает. Вме- 
сте с тем возрастает радиус описы- 
ваемого витка спирали. Казалось бы, 
нетрудно обеспечить постоянство от- 
ношения 27/В, а значит, и постоянст- 
во Т. Для эгоГо достаточно создать 
между полюсами в цнклотроне поле, 
индукция которого увеличивалась бы 
от центра к периферин. Однако этот 
нуть закрыт. Оказывается, что при 
такой форме магнитного поля движе- 
ние частиц становится неустойчивым: 


Рис. 5. 


даже при небольших отклонениях от 
средней горизонтальной плоскости 
ускоряемые частнцы быстро уходят 
вверх или вниз и ударяются о крышкн 
дуантов. Поэтому обычные циклотро- 
ны, в которых не принимается мер 
для компенсации эффектов, связанных 
с релятивистским возрастанием мас- 
сы, могут ускорять протоны только 
до небольших энергий — приблизи- 
тельно до энергии 20 Мзв. 

Второй путь заключается в том, 
чтобы примириться с тем, что период 
обращения частиц постепенно возра- 
стает, и соответственно изменять пе- 
риод ускоряющего напряжения. Имен- 
но так чаще всего и поступают. Прн 
этом, однако, циклотрон уже не мо- 
жет работать непрерывно. В тот мо- 
мент, когда период высокочастотного 
напряжения увеличился в соответст- 
вии с энергией ускоряемых частиц, 
впускать новые частицы не имеет 
смысла — их пернод обращения ие 
павен периоду изменення высокоча- 
стотного поля. Когда цикл ускорения 
закончен, частоту можно снова нод- 
нять и инжектировать новые частицы. 
Цниклотрон, таким образом, будет вы- 
давать отдельные порции или, как 
часто говорят, «плевки» ускоренных 
частиц. Ускорители подобного типа 
строят до энергии порядка 1 Гэв (прн 
ускорении до болыших энергий прн- 
меняют кольцевые машины). Такие 
ускорнтелн называют фазотронами. 

Есть и третий путь. Можно до- 
биться того, чтобы период обращения 
не зависел от энергии частицы, услож- 
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Рис. 6. 


нив форму ее траектории. Так посту- 
пают в изохронных циклотронах. Как 
мы выяснили, при круговой (или, 
точнее говоря, спиральной) форме 
траектории период обращения частиц 
возрастает с раднусом. Чтобы избс- 
жать этого, искусственно увеличим 
время движения частицы при малых 
энергиях. Это можно сделать, удлн- 
нив траскторию, напрнмер, придав 
ей вместо окружности форму много- 
угольника со скругленными углами. 
Траекторин такого внда изображены 
на рисунке 5. По мере увеличения 
энергии частицы углы миногоугольии- 
ка все более скругляются, и траекто- 
рня частицы приближается к круго- 
вой. 

Чтобы заставнть частицу двигать- 
ся по такой траекторин, надо создать 
магнитное поле сложной конфигура- 
ции. Для этого электромагнит изо- 
хронного циклотрона делают из не- 
скольких отдельных магнитов, распо- 
лагающихся на участках, где траек- 
тория должна скругляться. Полюсы 
электромагнита имеют сложную фор- 
му (см. рисунок 6). 

Указанный путь — при кажущей- 
ся его  привлекательности — очень 
сложен. Но по нему приходится идти, 
если нужны большие интенсивности, 
а значит, не отдельные «плевки», а 
добротная «струя» ускоренных частиц. 

Заканчивая обзор ускорителей, нс- 
нользующих постоянные во времени 
магнитные поля, скажем несколько 
слов о михротронах. Так называются 
ускорители эзлектропов, придуманные 
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Вис. % 
в свое время академиком В. И. Векс- 
лером, затем незаслуженно забытые 
н, наконец, недавно вновь возвращен- 
ные к жизии. Траекторни электронов 
в таких ускорителях имеют вид ок- 
ружностей, касающихся друг друга 
в одной точке, как это изображено на 
рисунке 7. В общей для всех окруж- 
цостей точке помещен ускоряющий 
промежугок (резонатор). Пройдя че- 
рез него очередной раз, частица уско- 
ряется и переходит на следующую ок- 
ружность. Другне электроны при этом 
движутся по предыдущим  окруж- 
ностям. 

Для успешной работы микротрона 
необходимю, чтобы электроны нрнихо- 
дили к ускоряющему промежутку в 
тот момент, Когда поле имеет нужное 
направление. Можно показать, что 
это условие выполняется, если части- 
на ирн прохождении ускоряющего 
промежутка  прнобрегает энергию, 
равную (или кратную) се энергии по- 
коя лье. «Этот расчет очень прост, 
и, пользуясь уже приведенными нами 
формулами, читатель может сделать 
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его самостоятельно.) Тогда каждый 
следующий виток траекторни элект- 
роны будуг проходить дольше, чем 
предыдущий, на время, равное одному 
нлн нескольким пернодам колебаинй 
ускоряющего поля. И каждый раз они 
будут попадать в резонатор в тот мю- 
мент, когда ускоряющее поле будет 
направлено в нужную сторону. 

Такие ускорители можно постро- 
нть только для электронов, потому 
что для более тяжелых частиц необ- 
ходимый прирост энергии оказывает- 
ся фантастически большим. А для 
ускорения электронов микротроны с 
успехом применяются н позволяюг 
получать почти непрерывные пучки 
большюй интенсивностн. 


Упражнения 


|. В технике линейных ускорителей дли- 
ну трубок дрейфа выражают ие через пернод 
электроматиитиых колебапий, а через дли- 
ну их волны. При этом вместо скорости ча- 
стиц и вводят относительную скорость В = 
= ис, где с — скорость света. — Иолучите 
соответствующую фюрмулу. 

2. Рассчитайте величину ре для нротонов 


с кинетической эпергией К = 20, 200 и 
2000 Мэв при помощи соотношения Эйв- 
штейва 


[== рес 4- тое%. 


В этой формуле Ё — нолная энергия, равная 
К — то". Покажите, это формула 


в сое дева 
р=— ИКК-- 2те, 


которой мы нользовались, эквивалентна это- 
му соотношению. (Навомнияем, что для щю- 
ТОНОВ 1С* = 938 8.) 

3. Фазотрон в Дубне ускоряет протоны 
до энергии 680 А/зе. Во сколько раз должна 
измениться частота ускоряющего высокоча- 
стотного поля за время ускорения? Считать, 
что магиитное поле от раднуса не зависит. 

4. Покажите, что для успениюй работы 
микротройа пужио, чтобы пры кажлом про- 
хождении ускоряющего нромежутка частина 
приобрегала энергию Мос? (или  несколь- 
ко то”). 





Задачи 
наших читателен 


1. Даны лве окружности 
с радпусами А иг. Мх общие 
внутренние касательные вза- 
имно пернендикулярны. Чай 
тн нлощаль треугольника, об- 
разоваиного этими касатель- 
ными и общей вненшей ка- 
сательной к даиным окруж- 
ностям. 

Ж. Лев (г. Черповиы) 
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2. Дана транеииня АВС 

с оснавациями  |АОа, 

РВО]ЕЬ. Прямая |! нарал- 

лельна основаниям н вере- 

секаст сторону АВ в точке 

М. сторону СО в точке №. 

причем (МС) || (АХ). Найти 
МОХ  ЗАВСР- 

В. «„Тенкарев 

(г. Луховицы) 


3. Решите следующие 


уравнения (ху — чиело. за- 
нисанное цифрами х, ии т.п.}: 


а) ху :0, уг |; 


| Пт = ЗЫ 

б = Е т" ЖЕ 
в} хх в9= (хх ©. 
И. Махалконич 

(Минская об.з.) 


4. Майги икс действи- 
лельные корий уравнения 
о Вы д. 

...-Н 1977 1915 => 0. 


П. Парамонов 
(г. Москва) 


А. Куииниренко 


Целые точки 
в многоугольниках 
и многогранниках 





В этой статье мы будем заниматься 
многоугольникамин, все вершины ко- 


торых лежат в целых точках коор- 
динатной плоскости — в узлах кает- 
чатой бумаги. Пусть Ё — такой мно- 
гоугольник, а 5(Р) — его площадь. 
Если М№(Ё) — число узлов, попавших 
внутрь и на границу многоугольни- 
ка Р, то 5(ЁЕ) = МЕ). Для 5$4Е) 
есть и точные формулы, нанример, 
формула Пика («Квант», 1974, № 12): 
5$(Е) = М(ЁЕ) — В(Е)/2 — 1, 
где В(Р) — число узлов, попавших 
на грацицу Р. 

Формула Пика обладаст одним 
недостатком: она ие имеет прямого 
аналога в пространстве. Приведенный 
на рисунке | нример показывает, что 
объем У(Р) многогранника Ё с вер- 
шинами в узлах кубической решетки 
нельзя выразить через М№(Р) — число 
узлов, попавших внутрь и на гра- 
ницу Р, н через В(ЁЕ) — число узлов, 
попавших на границу Ё. Можно, 
однако, придумать похожие форму- 
лы, которые прекрасно обобщаются 
на пространственный случай. 

В этой статье будет построена 
небольшая теорня, которая позво- 
ляет угадать и доказать все мысли - 
мые аналоги формулы Пика на пло- 
скости и в пространстве *). 


*) См. задачу М385, «Квант», 1976, №5. 
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Такие формулы понадобились ав- 
тору этих строк при раненни мате- 
матнческой проблемы, о которой бу- 
дет кратко рассказано в $ 1. 


$ 1. Введение 


Сколько решений имеет система урав- 
нений 


ГР, у) =0, 


| 9, и=0, 
где Ри О — многочлены от х, у с 
действительными коэффициентами? 
Чтобы ответить на этот вопрос, 
для каждого одночлена х”у”, вхо- 
дящего с ненулевым коэффициентом 
хотя бы в один из многочленов Р 
нли ©, отметим на координатной пло- 
скости точку с коордипатамн (1; п). 
Возьмем выпуклую оболочку отмечен- 
ных точек — нанменыиий выпуклый 
многоугольник, содержащий все от- 
меченные точки. Этот многоуголь- 
ник называется многоугольником Нью- 
тона *) системы (1). Его удобно ри- 
совать на клетчатой — бумаге. 
Решив пару десятков систем вн- 
да (1), я стал подозревать, что спра- 
ведлива такая 
Теорема 1. Число нениулевых 
решений системы (Т) либо бесконечно, 
либо не превосходит удвоенной пло- 
щади ве многоугольника Ньютона. 


(1) 





*) Подробнее мы 
угольниках Ньютона в 
нашего журнала. 


расскажем о многа- 
июньском 


номере 





Рис. 1. М(Гл) =4. 
В(Т») =4. У(Т») =м 0. 
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ГИ Го 
ПОТ 





Рис 2. Х (Е) =9. № (2Е) =23, 
В(Ё)=5, $(Е) =55. 


(Решение (хо, у.) называется не- 
нулевым, если хо20 и у,=0.) Пы- 
таясь доказать теорему |, я почти 
доказал, что справедлива похожая 
на нес 

Теорема 2. Число ненулевых 
решений системы (1) либо бесконеч- 
но, либо не превосходит М№{2Е) 
—2М№(Е) -- 1, где2Е — многоугольник, 
полученный из Е растяжением в два 
раза относительно начала координат 
(рис. 2). 

Чтобы окончить довольно длин- 
ное доказательство теоремы 9, мне 
оставалось показать, что 

а) для любого целочисленного много- 
угольника Е функция М№(пР) — мно- 
гочлен второй степени от п при це- 
лых п2=0 (я называю многоугольник 
целочисленным, еслн его вершины 
лежат в узлах). 

Пытаясь понять, какая из теорем — 
— 1 нли 2 —- сильнее, я убедился что 

6) для любого целочисленного мно- 
гоугольника 


25(Е) = №(@Е) — МЕ) + 1 


т.е, теоремы Г н 2 по существу сов- 

надают. | 
Оказывается, что и а) и б) в два 

счета выводятся из формулы Пика. 


Упражнение 
6) из формулы Пика. 

Задача!1. Сформулируйте аналог тео- 
ремы 1 для системы уравнений Р (х. и, 2) = 
= @ (>. и, =) = Ю(цх, и. 2) = 0 н аналог 
формулы 6} для многогранкиков. Придуман- 
ную формулу проверьте, глядя на рисунок 3. 


|. Выведите а) и 
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2$(Е) = М(2Е) —2М(ЕР)--1 
$ 2. 


Мы начнем построение обащаиной 
выше теорин с того, что честно дока- 
жем эту простую формулу. Обозначим 
ее правую часть через Р(Ё). Пока- 
жем, что если целочисленный мно- 
гоугольник Р разбит диагональю / 
на многоугольники Ру и Ёь, для ко- 
торых формула 6) верна, то она вер- 
па и для К. Действительно, так как 
МЕ) =М(Е.)--МЕ)-—М(), тон 
Р(Е)=Р(Е)--Р(Е.)—Р(. Оче- 
видно, — что $(Р=5(ЕР)--5(ЕР.). 
Поэтому 25(Е)=25(Р\)--25(ЁЕ.)= 
=Р(Е,) + РЕ.) =РР-РО). „Лег- 
ко ироверить непосредственно, что 
для любого целочисленного отрезка / 
(т. е. отрезка, концы которого — 
целые точки) Р(/)=0. Значит, 2$(Е) 
—=Р(Е). Таким образом, из  спра- 
ведливости 6) для треугольников по 
индукинн вытекает справедливость 6) 
для  п-угольников:  пелочисленный 
четырехугольник можно разрезать на 
два целочисленных треугольника, ия- 
тнугольник — на четырехугольник ни 
треугольник н т. д. 

Формулу 6) легко проверить не- 
посредственно для прямоугольников, 
составленных из целых клеток {рис. 4). 
Возьмем «иоловинку» такого пря- 
моугольника РЁ — прямоугольный 
треугольник ЁР,. Мы уже знаем, что 
25(Е)-=Р(Р). По симметрин $(ЁЕ,)= 
=5([:)=5(ЕР)/? ин РЕ) =РЕ.. 
Так как Р(Г)==0, то Р(Р)=2Р(Е,), 
откуда 25(Е,)=Р(Р,). Таким об- 
разом, намн 


формула 6) доказана 





Ч 
Рис 3. А’ (Е) == (р-Н1) (9-51) ("+0 
ое: 





РЕЕЕЕЕЕЕЕЕ 
ЗЕЕЕНы м: 
пы | 
ВС 
ГЕРА 
РЕБ ЕЕ 
"р В | 48 
==еНы 











Рис. 4 №(Е) = (Р-Н Ю (9-1. 
№ (2Е) = (2р-НЮ (29-1), $ (Е) =09- 


для прямоугольных треугольников 
(С катетами, параллельными осям). 

Произвольный целочисленный тре- 
угольник можно получить, последо- 
вательно отрезая от подходящего пря- 
моугольннка прямоугольные треуголь- 
ники (рис. 5). Значит, формула 6) 
верна ‚для любого целочисленного 
треугольника, что и оставалось до- 
казать. 


$ 3. Как мы будем обобщать 
рассуждения из $2 


Для того, чтобы доказать другие фор- 
мулы, например, формулу Пика, мы 
могли бы повторять рассуждения $ 2 
и доказывать совпадение двух функций, 
определенных на множестве всех це- 
лочисленных многоугольников. В 8 2 
такимн функциями были 25(ЁЕ) и Р(Ё) 
для доказательства формулы Пика мы 
взяли бы 5(Р) и МЕР) В(Е)!2-—1 
и т.д. Такой подход плох по трем 
ирнчинам. Во-первых — это очень 
скучно. Во-вторых — так можно до- 
казывать уже угаданные формулы, но 
нельзя придумать новые. В третьих — 
действуя таким образом, мы никогда 
не будем уверены в том, что получи- 
ли все интересные формулы. 

В духе аксиоматического подхода, 
выработанного математикой ХХ ве- 
ка, мы постараемся сразу описать весь 
класс функций, к которым  приме- 
нимы рассуждения $ 2. Для этого 
нужно хорошенько проанализировать 
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решенне задачи 6). Стандартная схе- 
ма такого анализа в нашем случае 
выглядит так: 

Шаг 1. Нужно перечислить. те 
свойства функций, определенных на 
множестве целочисленных многоуголь- 
ников, которые использовались при 
решении исходной задачи. 

Шаг2. Нужно изучить все функ- 
ции, обладающие этими свойствами. 
(Мы назовем их удобными. } у 

Шаг 3. Нужно доказать критс- 
рий совпадения удобных функций н 
описать все удобные функции. (Крн- 
терий должен быть простым, и его 
применение должно сразу решать ис- 
ходную задачу.) 

Шаг 4. Нужно применить по- 
лученный критерий для обобщения 
нсходной задачн. 


$ 4. Замечательные функции на мно- 
жестве плоских целочисленных фигур 


Одними многоугольниками не обойтись 


Читатель, вероятно, уже заметил, что 
в рассужденнях $ 2 встречались не 
только многоугольникн, но н отрезки. 

Определенне. Лолоской це- 
лочисленной фигурой (или просто фи- 
гирой) мы будем называть целую точ- 
ку, целочисленный отрезок или цело- 
численный многоугольник. Множество 
всех плоских целочисленных фигур обо- 
значим через Ф. 


Мы будем рассматривать отобра- 
ження множества Ф в множество дей- 
ствительных чисел — функцин на 
множестве Ф. 
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Рис. 6. «Перекос». Т(х, и)=(х-ри; и); 
ТИ; 3=6; Э. 

Каждая горизонтальная прямая { (х; у)|у=с} 

под действием «перекоса» Т сдвигается сама 

по себе на расстояние с. Каждая вертикаль- 

мая прямая сперекашивастся» подобно оси у, 


которая переходит в пуиктирную прямую. 
Шаг 1 — какие функции на Ф 
мы будем рассматривать. 


Функцию { на множестве Ф бу- 
дем называть аддитивной, если она 
обладает следующим свойством: 

А) если целочисленные фигуры Е, 
Ел» баосе, Жио, РЕБЕ ТЕ 36 
Е. ПЕ. — точка или отрезок, то 


НР) ыы КЕ) + ДЕ») — НЕ, ПБ.). 

Введем на плоскости координаты 
х, у. Допустимымии будем называть 
преобразования четырех типов: 

РГ. параллельные переносы на цс- 
лочисленный вектор (а; 6): Т (х; = 
=(х-ра; и 5); 

2°. симметрии: Т (х; у)=(-х; +9: 

3°. перестановку координат: 
Т (= (и; х); 

4”. «перекосы»: Т (х; у)==(х-Нау; и), 
где а — произвольное целое —чи- 
сло (рис. 6). 

Функция {} на множестве Ф назы- 
вается инварнантяой относительно 
преобразования Т, если для любой 
фигуры РЕФ выполнено равенство 
КТЕ)-=КЕ). 

Функцию {/ будем называть ин- 
вариантной, если она инвариантна 
относительно любого допустимого пре- 
образования. 

Упражиение 2. Докажите, что 
функция Ю, принимающая из любой целой 


точис значение 0, на любом пелочисленном 
огрезке значение 2, а на любом пелочисленном 
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п-угольнике — значение м, 
не аддитивна. 

Основное определе - 
ние. Функцию { на множестве Ф 
будем называть удобной, если она ад- 
дитивна и инвариантна. 


инварнантна, во 


Примеры удобных функций 


Множество всех удобных функций 
на Ф мы обозначим через У. Удобные 
функции существуют. Например, 
функция Е, сопоставляющая каж- 
дой целочисленной фигуре число 1, 
является удобной. Очевидно, что фун- 
кция М, сопоставляющая каждой це- 
лочнсленной фигуре Р число М№(ЁР), 
является удобной. Ясно, что функ- 
ция 5 — аддитивиа. Очевидно так- 
же, что 5(ТЕ)=5(ЁЕ) для любой 
фигуры Ён для любого допустимого 
преобразования Т типов ’— 35°. Ин- 
туитивно очевидная ннварнантность 
фуикцин $ относительно «перекосов» 
следует из принципа Кавальери (см. 
«Алгебра и начала анализа 10», 
п. 107). Значит, функция $ — удоб- 
ная. Из уже известных удобных функ- 
ций можно получать новые по сле- 
дующему правилу. 

Упражнение 3. Для любой фигуры 
РЕФ обозначим через пг фигуру, получен- 


ную нз у растяжением в п раз относнтельно 


начала координат. Докажите, что ссли/ЕХ, 
то функция Б, , сопоставляющея каждой фигу - 
ре ЕЁ число / (пР), также является удобной. 

В частности, функция №„, совоставляю- 
щая фигуре Ё число М (пР), являет- 
ся удобной. 

Задача 2. Докажите, что всякая удоб- 
ная фуикция } обладаег следующим 
свойством: 

5) { принимает одинаковое зна- 
чение на всех целочисленных отрезках 
! таких, что №М(=2. 

Заметим, что выбор аксиом, опи- 
сывающинх множество удобных функ- 
ций, является в значительной степе- 
нн произвольным. Мы предпочли та- 
кой набор аксном, который легче 
всего обобщается на трехмерный слу- 
чай; но можно было бы обойтись н 
меньшим числом аксиом. Вот пример. 

Задача 3. Обозначим через У” мио- 
жество аддитивиых функций, инварнантных 
относительно преобразований типа 1—2 
н обладающих свойством Б). Докажите, 
что У’=У. 

Эту задачу стоит решать после то- 
го, как будут найдены все удобные 
функции. 





Рис. Т. 
Шаг 2 — изучаем удобные функции. 

Если } ню — удобные функции, 
асн 4 — действительные чнела, то 
функция ‹Рта4а, которая, по опреде- 
ленню, ирннимает на фигуре ЕР зна- 
чение с /(Р) Раю (Е), очевидно, . яв- 
ляется удобной. 

Итак, с удобными функциями мож- 
но обращаться как с векторами: их 
можно умножать на действительные 
числа и складывать. Положим, на- 
пример, Р-№М.—2^М Е (т.е. Р(Ё)== 
—=А(2Е)-—2№(Р)--1). Так как функ- 
ции А',, Мн Е — удобные, то и функ- 
ция Р — удобная. 

Соноставим тенерь каждой удоб- 
ной функцин ГСУ вектор в трехмер- 
ном пространстве, а именню, вектор 
(7х); КА.) КХ»). где Хь, Х., 

» — три целочисленные фигуры, изо- 
браженные на рисунке 7. Этот век- 


тор мы будем обозначать через [- 
В первых пяти строках таблицы | за- 
инсано, какне векторы сопоставля- 


Таблица 1 
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ются уже 
функциям. 
А всякий лн вектор соответству- 
ет какой-нибудь убовном фуикции 
(например, вектор (0: 2; 3) из шестой 
строки)? Положительный ответ на 
этот вопрос дают строкн 7—9 табли- 
цы 1. Изних видно, что удобным функ- 
циям е,, е., ез соответствуют базнс- 
ные векторы в трехмерном иростран- 
стве. Цозэтому для любых чисел с,, 
с, с; мы можем указать удобную фуик- 
цию, которой соответствует вектор 
(С.; С-; сз), а именно — удобную функ- 
цию сле, Е с.е.-с3ез. Например, век- 
тор из нюстой строки таблицы | со- 
ответствует функции 2е.--3Зез=24\— 
—Е—45$)--3-2$ =2М—2Е— 25. 


Шаг 3 — критерий совпадения 
удобных функций. 


До сих пор мы нигде не пользо- 
вались тем, что имеем дело с удоб- 
ными функцнями. Любой функции 
на Ф можно было бы таким же сно- 
собом сопоставить вектор трехмер- 
ного пространства. Наиример, функ- 
ции Ю из упражнения 2 соответству- 
ет вектор из шестой строки таблицы 1. 
Особое «удобство» удобных функний 
заключается в том, что между нимн 
ин векторами трехмерного простран- 
ства имеется взаимно однозначное со- 
ответствие. Мпыми словами, если 


известным нам удобным 


Ги ве удобные функции и если Ё}=5, 
то функции [и и совпадают. 
Обозначим разность /-—в через Й. 
Тогда утверждение о взаимной од- 
нозначностн соответствия между 
удобными функциямн и векторами 
примет такой вид. 

Основная Ес- 
ли ЛЕУ и вектор й равен нулю, то 

функция й есть тождественный 
нуль. 

Мы рекомендуем читателю дока- 
зать основную теорему самостоя- 
тельно или прочесть доказательство 
в приложепин к статье. 

Из основной теоремы сразу сле- 
дует рмула 6). Действительно, из 
первой и пятой строк таблицы | мы 
получаем, что вектор, соответствую- 
щий функцин РМ—2$ — нулевой. 
Так как функция Р-—25$ удобная, то 
но основной теореме Р—2$ =0, т. е. 
Р(ЕР)—25(Е)=0 для любой фигуры 2. 


теорема. 
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Рис $. Р=Е.УР.. 


Еще один пример удобной функции 
Можно ли ирименить основную тео- 
рему для доказательства формулы 
Пика? Беда в том, что функция В 
определена пока лншь на множестве 
настоящих целочисленных мно- 
гоугольников. Как определять се на 
отрезках и точках? Если мы хотим 
продолжить В до удобной функции 
на Ф. то из рисунка 8 видно, что нам 
следует положить В -=В(Е) т 
ВЕ.) ВР), и из этого же рн- 
сунка ясно, что правая часть этого 
равенства есть 2--2.(число некон- 
цевых точек отрезка Г). Наконец, ес- 
ли Х — точка, то по тем же причи- 
нам нам следуст положить В(Х)==0. 

Упражнение 4 (устное). Докажите, 


что определенная выне функния В действи- 
тельно является удобной. 


Докажем теперь формулу Пика. 
Из определения функции В’вытекает, 
что вопросительный знак в шестой 
строке таблицы { можио“заменить иа 
В. Но выше мы выяснили, что эта 
строка соответствует фуикцин 2№М— 
—2Е—9$. Значит, по основной тео- 
реме, У—Е— В/2=5. 

Вопрос — предостере- 


жение. Почему из равенства К— 


=В, где Ю — функция из упраж- 
нения 2, не вытекает, что Ю=В? 


Шаг 4 — обобщаем формулу 6) 
и формулу Пнка. 
Пусть е, }, &, Йй — четыре удобные 


р 


функции, е, /, в, # — соответствую- 
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щне им четыре вектора в простран- 
стве. Один из них всегда можно пред- 
ставить как сумму трех других с 
действительными коэффициентами. По 
основной теореме то же верно и для 
исходных Функций. Выбирая в ка- 
честве е, /, 2, Я различные удобные 
функции (определенные чисто гео- 
метрически), мы будем получать но- 
вые геометрические формулы. Вы- 
разим, например, В(ЁР) через №(Ё) 
н ^(2Е). Возьмем четыре удобные 
функции В, Е, №, №.. Будем искать 
числа с., Со, С, ©. такие, что В= 
-с.Е-Нс.М-с.М№.. Эта задача сво- 
длится к ремению следующей системы 
уравненнй (см. таблицу 1): 


ГО =с, -- с» -Е 63, 
2=с, + 26% -|- Зс., 
3 ==, + Зе, + бс.. 
—3, с.-4, 


ба — |, т.е. В= 8М—М№.—ЗЕ. Зна- 
чит, для любого целочисленного мно- 
гоугольника ЕР 
В(Е) — АМ(Е) — МЕ) — 3. 

Упражнения 

5. Выразите А’ {32 через № (Е) им (22). 

6. Пусть  р(п)— МР) с ч-Р а -- 
—- сп?. Декажите, это число внутренних це- 
лых точек в многохгольникс нЕ равно р (—п). 
Попробуйте — сформулировать аналогичное 
утверждение в трехмерном случас. 


Решая ее, получим с, 


$ 5. Замечательные функция на множестве 
пространственных  целочислениых фигур 


Целочисленной фигирой (или просто фигурой) 
в трехмерном пространстве пы назовем целую 
точку. целочисленный отрелок, целочислен- 
ный иногоугольник или целочисленный много- 
гранмик. Множество целочисленных фигур 
обозначим, как и в двумерном случас. 
через Ф. 

Строгое определение удобной фупкции на 
множестве Ф мы дадим в «Приложении». 
Сейчас для нёс будет важио только то, что 
функции Е. №. №, У окажутся удобными. 
Пусть А, А... Аз. Л: — точки трехмерного 
пространства с хоординатеми ©: ©; ©. 
(1: 0:0), (0: 1; 0}, (0: 0; 1). Пусть Х, — 
точка А. Х. — отрезок А\А.. Аз — тре- 
угольник А; 245, Хз — тетразар А. АзАзА ‹. 

Каждой удобной фуцкции | сопостамихм 
четверку чисел — се значения на фигу- 
рах Х,, Хь, Хз, Ха. Какие четверки полу- 
чаются для изисстных нам функций \, 6, 
и, №.. М. показано в строках 1—5 
таблицы 2- 

Предноложнм сще, что для 
функций на множестве Ф справедливо 
обобщение основной теоремы ца $4: 

Если К — удобная функция на Ф, и 
и (А) =А (Хо) = {Аз} = (Х:) ==0, то функ: 
ция В есто тождественный нуль. 


удобных 









со 
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ИЕ 
8 |4 
6 | ю 
| 20 
з |4 





Таблица 2 


Постарайтесь придумать такое ‘опреде- 
ление удобных функций на Ф, чтобы функ- 
ции Е, №, №, И оказались удобными и что- 
бы была справедлива пространственная ос- 
новная теорема. Сравинте ваше определение 
с определением на с. 20. 

Пользуясь обобщенной осиовной теоре- 
мой и таблицей 2, получаем формулу 


би=М,—3^,-Е3Х —ЕБ, 


аналогичную формуле 6). 

Для того, чтобы получить из основной 
теоремы аналог формулы Инка, доопредс- 
лим функнию В. которая пока определена 
только из настоящих многораиниках: 

если Р — многоугольник, то мы поло- 
жим В(ЁЕ)=(число граничных точек ГР) + 
+2-(число внутренних точек Е); 

если Е — отрезок или точка, то мы по- 
ложим В(ЁЕ) =2. 

Упражнение 7. Иокажнте, что сс- 
ли фигура Ё нокрыта двумя фигурами Г 
и Е». пересекающимнся но многоугольиику М 
(рис. 9). то 

В (Е) Е В (М) = ВАР) В(Е.. 

Задача 4. Докажите, что функция В 
удобная. 

Снова пользуясь обобщенной основной 
теоремой н таблицей 2, получаем олно из 
возможных обобщений формулы Инка: 

бИ (2) == МОР —2М РВ 

Точно также можио доказать и кА 
другие формулы. 

Ун ражиение 8. Локажите; что 
В (22) -= 4В (Р) — 6 для любого целочислен- 
ного миогогранника К. 

Упражнение 9. Выразнге М (4/7) 
через № (Г), и (2Е) им (3). 

Задача 5. 1} Вычислите явно числа 
№ (Ху. ^ @х,), М @х.), М пу. 

2. Покажите, что №; = а -- сзаМ г 
-Ё саМо Е са №з. 

3) Докажите, что длн РЕФ 
№; (Р) — мкогочлен не более, чем 
степени отл (при цезых п > 0). 

4) Иокажите, что коэффициенты этого 
многочлена — удобные функцин от м, в 
выясните геометрический смысл коэффици- 
ентов при 2? и и. 

Задача 6*. Докажите обобщениую 
оснонную теорему. 


функиня 
третьей 


2 
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$6. Приложение. 


Доказательство основной теоремы 

Если Х — целая точка, то параллельным ис- 
реносом ее можно перевести в точку Ху. 
Поэтому Я (Х) = #(Х,) = 0. 

Если {/ — целочисленный отрезок и 
м п — 2. то оао решению задачи 2 
вар = 

Если М (> 2 ‘то разобьем отрезок / точ- 
кой Х на два отрезка /, н /з такие, что№ (1) < 
<МИ, М (1 < МИ. Согласко А), В(Р) = 
= ИВ = (1) (1). 
Применяя индукцию, получаем, что В (Г) = 6 
для любого отрезка /, 

Пусть телерь Р — произвольный нело- 
численный многоугольник. Разбивая Ё дна- 
гональю { на два многоугольника Е, и Р» 
с меньшим, чем у Р, числом сторон, мы нолу- 
чаем, согласно А), что # (2) = #(Ё,) 4 
-- я (Е) — # (Г) = Л (Е) + Е (Е). Приме- 
няя индукцию, получаем, что достаточно 
доказать равенство й({Р) = 0 для любого 
целочисленного трсу гольника Ё. Из свойст- 

ва А) и рисунка 5 следует, что это равенство 
будет сираведливо, если Й обращается в иуль 
на всех прямоугольниках со сторонами, па- 
раляельными осям коордниат, и на всех пря- 
моугольных треугольниках (с катстами, па- 
раллельными осям координат). 

Оказывается, ссли й обрашается в нуль 
на прямоугольниках со сторонами, парал- 
лельными осям кбординат, то Я обращается 
в нуль и на прямоугольных треугольииках с 
катетами, параллельными осям координат. 
Действительно, разобьем такой прямоуголь- 
ник Р диагональю / на треугольники Е, 
ни Аз. Тогда Я (Р; = #(Е,) | А (Ез). Пред- 
положим, что ЙЕ) = 0, тогда (Е) 
+ # (Е>) = 0. Докажем, чго  (Р,) = В (9. 
Пусть Е — треугольник, симметричный Ё, 
относительно однсй из координатных осей, 
а Е, — треугольнак, симметричный Ег от- 


носительно другой координатной осн. По- 
скольку й инварнантна отвоснтельно сим- 


метрий, пол лучам В (Е) = ВЕ "). й (Е5} = 


ЕЛ {", ). Но Е можно перевести н Ро иа- 





Рис. 9. 
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Рис. 10. 


раллельным персносом, поэтому 


к (Ё/) = 
= В (Р5). Отсюда Я (ЕР) = # (Е) и. значит. 
м (Е) = 1 (Е) = 0. 

О-талось ноказать, что А обращается в 
нуль на нрямоугольииках со сторонамн, пз- 
раллельнымн координатным осям. Разбивая 
такой прямоугольник на меньшие прямоуго- 
льникн, мы получаем по нидукпин, что доста- 
точно доказать обращение Й в нуль на еди- 
ничном квадрате ХУ, изображенном па 
рисунке 10. Согласно А). А (ХУ = 
= Я (Аз) 1 (Уз). По условию теоремы 
в (Ха = 0. Выню мы доказали, что & (Уз) = 
= А (Х:), поэтому и № (У) = 0. Отсюда 
п (ХО) = 0-0 = 0. Доказательство 
теоремы закончено. 

Решение задачи 2. 

Будем говорить, что фигуры Ар и Ро экви- 
вилентны (обозначается: РЁ), если фигу- 
ра Е, получается из фигуры Л» цепочкой допу- 
стимых иреобразовазий. Ясно, что нсякая 
удобиая функция принимает одинаковое зиа- 
чеинс на эквивалентных фигурах. Обозначим 
через /„.ь отрезок © концами (0; 0) н (а; 8). По- 
кажем, что всякий отрезок /„.ь эквивалентен 
отрезку /»,о. Преобразованнем 1° любой от- 
резок 7 переводится в Аь.ь- Сделав прсобра- 
зования 2 и 3”, можно синтать, что в > 
2: ре 0. Гелн в > 0, то рассмогрим все 
отрезкн. которые можно получить из Га, 
с помощью «нерскосов». Мз рисунка 11 видно, 
что средн таких отрезков обязательно сеть 
отрезок /сь, гле О = с Ь. Сделав 35°, 
получаем, что /.6 — Ге. Повторнв ис- 
сколько раз тс же рассуждения, мы получим, 
что 1 ащ- Если дополнительно известно, 
что Х (ПИ = 2, 10 М (о) =. те п= 1. 
Таким образом, удобная функння { па лю- 
бом отрезке Г. для когорого М (/) == 2, нри. 
инмает такое же значение, как н на отрез- 
ке о: 


Определение улобных функций на Ф 
в пространственном случае. 
Аддитивиость. Функиню | на 


множестве Ф назовем  аддитивной, если 
А} дая дюбога разбиения фигуры РЕФ 


на Фигуры Ру, .-. ‚ Рк@Ф, удовастворякице» 
го условиям ВПРЙ ... ПРЕ ин 
Е (ЕЕ = © при Гр выполнено  ра- 
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аенство (Е) = > о 
155 
—% МАУ. 


НВ ВЕСЕ 

Прнымеры. 

1} Функция У аддитнына, 
и (ЛЕ = 0 ни бр т ГРУ 2. 
а», Об — УР тика  УЮРЯ). 

2) Аддитивность функции Ё следует из 


ПА,). 


лак кяк еслн 


тождества |= С) — с Ро == 6 
(вытекающисга из, равенст- 
ва (1-1 = 0). 

3) Аддитивность функцин М следуст 


из так называемой ейормулы включений и 
исключений» (см. «Квант», 1974, № 2, с. 13). 

Инварнантность. Введем. в 
пространстве координаты х, у, 2. Допустииы- 
эш будем  пазывать  преобразоваиия  чс- 
тырех тинов: 

г. параллельные нерепосы на нцелочис- 
ленный вектор (4; 6: с): 

Тези: 2) = та утв 

2°, симметрии: 

Т (ху, =) = (Ех; и: =): 

3”. перестановку координатных 

тыла 
4°. «перекосы: 
Теа =ытшт дут сд 2), 
Где а. В, с — пронзвольные целые числа. 

Фуикцию | ма множестве Ф пазовем 
нивириантной, ссли дая анбой фигуры 
ЕЕФ в. любого допустимого преобразования 
Т выполнено равенство Г (ТЕ) = Р(ЁР). 

Зивариантность функций А, №, М), 
В, Ви очевидна. Ипварвантность фувкиии И 
следует из пространствснного принцина Ка- 
вальери. 

Основнос онределеине. 
Функция | на множестве Ф называется удоб- 
ной, есле она оддитивни и иивариантча. 

Ясно, что функции не Ио. 
Ви — удабные. 


2-т 


осей: 


В «Кванте» № 2 за 1977 год помещено письмо 
десятиклассиика Б. Ивякина и ответ иа это 
нисьмо  члена-корреспондеита АН СССР 
А. И. Ширшова. 

В свосм ответе Анатолия Илларионович 
Ширнов, в частносян, указал, что всегда 
можно енатолкнуться на интересные мате- 
матические иден. Оии (эти идей) вокруг нас». 
Редакция нопросила Анматолня Илларнонови- 
ча проиллюстрировать это положение каким- 
либо примером из элементариой математики. 


06 уравнении 


ты 


А. Ширшов 






К уравнению, указанному в загла- 


вии, я нришел, рассматривая 14-ю 


строку треугольника Паскаля: 
1, 14, 91, 364, 1001, 2002, 3003, 3432, 
3003, 2002, 1001, 364, 91, 14, 1. 

О треугольнике Паскаля расска- 
зывается в пунктах 7 и 8 учебного 
пособия «Алгебра и пачала анализа 9. 

Коротко расскажем о нем тем, кто 
с ним еще не знаком. 

В п-й строке треугольника Паска- 
ля на т-м месте стоит число Си’, прн- 
чем нумерация как строк, так ин чн- 
сел в каждой строке начинается с ну- 
ля (первые 15 строк треугольиика 
Паскаля приведены на рисунке). 

Для понимания статьи достаточно 


о числах С” знать только одно: 
т п! 
С =— (1) 


т! (п — ту 


(п! =1.2-...- м; 0!==1). Из (1) аегко вы- 
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водится 
Во СВУ. йе 

С помощью этого соотношения можно 
строить треугольник Паскаля, не 
пользуясь формулой (1) (см. рису- 
нок). 

В 14-й сгроке бросается в глаза, 
что 1001--2002=3003, то есть 

С ‚НС =Си. 

Ввиду (2) это равенство можно йере- 


писать так: 
5 рев р . 
С,=Сь. (3) 
Равенство (3) показывает, что пара 
<6, 14» является решением уравне- 


ния, указанного в заглавии. 

А какие еще пары чисел являют- 
ся решением этого уравнения? В 
статье дастся ответ на этот вопрос. 
Чиобы ответ имел более красивую 
форму. заменим в нашем уравиении 
т па у, а п— па х—1. Тогда верна 
такая 

Теорема. Все решения уравне- 
ния С’ '=Су имеют вид 

Хеефайана Уи. = 
=1,9,3, ..., где \„— 1-й член последо- 
вательности Фибоначчи”): 1, 1.2, 3, 
5, 8, 13, 21, 34, ... 


Доказательство. 
1. Воспользуемся формулой (1) и 
перепишем наше уравнение: 
х! (х— 1): | 
и ПефУнм  иб-уи!- 


После очевидных преобразований оно 
приводится к такому виду: 


(Хи И =ху. (4) 


Обозначим через & наиболыний об- 
щий делитель чнсел х н у. Тогда х= 
= ии’, у-=их, где и п овзаимно просты. 
Подставив выражения для х нув (4), 
после сокращешия на х получим, что 


(#9) Ци) Е И=иох. (5) 


Числа и н о взаимно просты. Поэто- 
му ион их тоже взаимно просты. 
Взанмно просты н числа хи (ив 
--1. Но тогда должны выполняться 
такие равенства: 


| (ии! =, 
ищо =и. 





”) Для этой последовательности фа = 
— таза =" Тис для п > 2 
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1287 1716 


300 


Эта система равносильна такой сн- 


стеме: 
[уши =1, 
[ отш=и. 


Поэтому решение нашего уравнения 
сводится к решению уравнения 
(7) 


ии =1 
в натуральных числах. 

2. Сделаем три простых замеча- 
ния о решениях уравнения (7). Пусть 
пара «и, > является решением 
уравнения (7). Тогда 

а) о и № взаимно просты; 

6) если у==\, то 9=\ы=[: 

В} = <; 


8} 


г) пары <, 9-25» н 2, 
5—0 являются решением  урав- 


нения. 
Напомннаем, что и и &5— нату- 
ральные числа. 
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= = 


в) вытекает 
— и-- У5:—4 


нз равенства 
‚ получающегося, ссли 





7 
(7) рассмотреть как уравнение отно- 
сительно и, а г) можно провернть, 
подставив соответствующие пары в 
уравнение (7). 
С помощью преобразования 


«и, ш> > <и-нш, и-- 25, (+) 


исходя из решения <1, 1», построим 
последовательность решений <2, 3», 
{9, в ЗП Ш» 
Выписанные решення имеют внд 


Як Уаз бл =. (8) 
Докажем, что другнх решений 
уравнение (7) ие имеет. Допустим, что 
пара (и, и> является решением 


уравнения (7). Докажем, что она яв- 
ляется одной из пар (8). 


Если 0-2, то с помощью иреоб- 
разования 
«9 => < щи (+*) 
перейдем от этой пары к паре «и, 
и:> с меньшими компонентами. Ес- 
ли 05), то проделаем такой пере- 
ход еще раз. Если ии», еще раз... 
Каждый раз мы будем получать пару 
меньших натуральных чисел. Поэто- 
му после конечного числа шагов мы 
получим пару (и, и!> из одинако- 
вых чисел — по нашим правилам про- 
цесс может оборваться только на та- 
кой паре. Но, как мы уже знаем, 
тогда =и\-=1. Заметим теперь, что 
переходы (#) н (**) взаимно обратны: 
если 9=20—\м, ш=иш—, то и=и-ни, 
ш—=о-+-2щ. Поэтому наша нара 
‹5, и) может быть получена из пары 
<1, 1» с помощью (*) за { шагов, то 
есть (и, >=, Ш. 
Итак, множество рещений урав- 
нения (7) состоит из пар  <\-1, 


\2к >. 
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3. Теперь мы можем подвести ито- 
ти: =, ==. Значит, хь= 
—Ик®к = Уз Узьча» Ук Он — Таки Ран- 
Теорема доказана. 


4. Последнее замечание. Если мы 
захотим проверить наше решение и 
посмотреть, какому № соответствует 
14 строка, то окажется, что #=2. А че- 
му же соответствует &=1? Не получи- 
ли ли мы лишнего решения? #=1 со- 
ответствует равенство С ==С1, но стоя- 
щих подряд трех чисел как будто не 
видно. Однако на самом деле онн есть, 


просто первое из них — нуль — не 
написано. 

Историческая справка. 
Рассматриваемое уравнение уже 


встречалось в математической литера- 
туре, правда, в несколько иной фор- 
ме. (Те Атейсап  Мащетай_са| 
Мо у, т: 37. с. 508, автор задачи 
— Могтап Апшия.) Решение ее, опуб- 
ликованное втоме 38, с. 351, ничего 
общего ни по методам, ни по форме 
ответа не нмеет с решением, приве- 
денным в этой заметке. 





Задачи 
наших 
читателей 


1. По дороге едут с оди- 
наковыми скоростями две 
одинаковые автомашины. Од- 
на машнна везет тяжелый 
груз, а другая идет порож- 
няком. Еслн машины одно- 
временно начнут тормозить 
так, что пойдут «юзом» (ко- 
леса у них не будут крутить- 


< ха 
АЕ 





3. Доказать, что сслн в 
треугольнике АВС для длин 
а, 5, сего сторон выполня- 
ются неравенства с> ф`> аи 
Вл, Вь, Вс— длины биссект- 


рис внутренних углов, Вд. 


Вв. Вс — длины биссектрис 
внешних углов, Йа, Нь, Не — 
длнны высот, то справедли- 
вы следующие равенства: 

| 1 


О пя” 


ся), то какая из них остано- 
внтся раньше? 


Б. Коган 
(Москва) 





2. Однородный  стер- 

жень закреплен в центре | 

тяжести так, что он может Е 
легко вращаться в вертикаль- 
ной плоскости. К коциам 
стержня - прикреплены оли: 
наковые грузы. Такая сн- 
стема в любом положении 
находится в состоянни рае- 
новесия. А рычажные весы, 
на обенх чашках которых ле- 
жат одинаковые грузы, ус- 
танавливаются только гори- 
зонтально. Как вы думаете, 


почему? 
Е. Гудесблат 
(Одесса) 


В.В 
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Лаборатория «Кванта» 





Наблюдения. \ 
над утренней _ 


чашкой кофе 


Эт статья заимствована намн из журиала 
«Успехи физических наук» (1972 г., том 105, 
выпуск 3). 

Автор статьи Вниисент Дж. Шефер является 


директором Исследовательского центра ина 
изучению атмосферы при Университете штата 
Нью-Йорк в Олбэнн. США. 
Статья печатается © некоторыми 
НИЯМИ . 


сокраще- 


Внимательные — наблюдения 
над  повсебневными явлениями 
позволякуи узнать жногое ов при- 
роде физических процессов. 


Можно наблюдать много чрез- 
вычайно интересных — химических 

физических явлений, если чашку 
очень горячего черного кофе осветить 
сильным пучком света, параллельным 
поверхности жидкости. Первый раз 
я наблюдал этн явлення, глядя вдоль 
края кинящих нсточинков зимой в 
Йеллоустонском парке*). Через ие- 
сколько лет я обнаружил их вновь 
за утренией чашкой кофе, вскоре пос- 
ле восхода Солниа. На этот раз все 
пронеходило в сухом воздухе Север- 
ной Аризоны. 

В Иеллоустоне наблюдение было 
часто затруднено влагой, поднимаю- 
щейся от горячей воды, которая кон- 


“) Меллоустонский Национальный 
навестен своими горячими 
особенно гейзерами. (Прим. 


парк 
истачниками и 
перен.) 
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денснровалась в воздухе и болыную 
часть времени скрывала от глаз на- 
блюдателя поверхность жидкости. В 
Аризоне, наоборот, чнстый воздух 
раннего утра и яркий свет восходяще- 
го Солица создавали идеальные усло- 
вия для наблюдения нитересных эф- 
фектов, к описанню которых я и хо- 
чу приступить. 

Еелн нанолнить чашку до краев 
черным кофе (быстрорастворимым нли 
обычным), близким к закипаиню, и 
посмотреть на него при подходящем 
освещении, то первое, что бросится 
в глаза, это причудливые ячейки, ко- 
торые образуются на поверхиосги ко- 
фе нод поднимающимся паром (м. ри- 
сунок). Ячейки поперечным разме- 
ром от 1 до 3 см имеют форму непра- 
вильных многоугольников и выгля- 
дят как ныльные светлые пятна, огра- 
виченные узкими темными линнями. 
Пятнами отмечаются места выхода па 
новерхность восходящих ‘потоков го- 
рячей жидкости. Затем эти потоки 
растекаются по новерхности, слегка 
охлаждаюлся и в тех местах, которые 
отмечены темными линиями, вновь 
погружаются внутрь кофе, образуя 
структуру. известную нод названием 
вихревых ячеек Бенара. 

Эти ячейки присутствуют во всех 
жидкостях и газах в тех случаях, 


если их нижние слои имеют более 
высокую Температуру, чем верхние. 
Не важно, чем создан такой перепад 
температуры: тем ли, что  жид- 
кость подогревается снизу или охлаж- 
дается сверху, — существенно только, 
чтобы температура уменьшалась сни- 
зу вверх. Явление может проявлять- 
ся в самых разных масштабах. Фран- 
цуз Анри Бенар, который в 1900 го- 
ду впервые заметил его, пользовался 
для наблюдений микроскопом*). Од- 
нако это явление можно видеть н в 
облаках над землей, и на новерхно- 
сти воды в морях, н даже в структу- 
ре фотосферы Солнца. 

На поверхности горячего кофе 
ячейки Бенара хорошо видны благо- 
даря следующему явлению. Интен- 
сивный поток молекул водяного пара, 
поднимающегося от горячей поверх- 
ности кофе, действует на непосред- 
ственно прилегающие к поверхности 
жидкости слои более холодной атмос- 
сферы с силой, направленной вверх. 
Большая часть водяных капель, кон- 
денсирующихся в насыщенном влагой 
воздухе, либо опускается назад в 
жидкость, либо поднимается в атмос- 
сферу и иснаряется в ней. Однако 
имеются и такие капельки, которые 
слишком велики, чтобы подняться в 
верхние слои воздуха, и одновремен- 
но — слишком малы, чтобы их сила 
тяжести могла преодолеть давление 
восходящего потока молекул воды, 
поднимающихся с поверхности горя- 
чей жидкости. В результате сила тя- 
жестн этих сконденсированных капе- 
лек уравновешивается силой давле- 
ния вылетающих с поверхности жид- 
кости молекул, так что капельки ока- 
зываются взвешенными в воздухе над 
поверхностью горячего кофе. На гра- 
ницах же ячеек Бенара имеется ни- 
сходящий поток пара, капельки осе- 
дают, и здесь черная поверхность ко- 
фе обнажается. Если воспользоваться 
микроскопом, обладающим небольшим 
увеличением, то можно заметить, что 
пылевидные пятна над восходящими 
потоками горячего кофе состоят из 


*) При отсутствии посторонних возмуще- 
ннй на поверхностн жидкости видна почти 
правильная сетка шестиугольных завихре- 
ннй, причем ло осн каждой ячейки жидкость 
поднимастся, а вдоль се внешних границ стс- 
кает вниз. (Прим. ред) 
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плотно упакованных крошечных од- 
нородных водяных капелек. Размеры 
капелек н высота их локализации над 
‚уровнем жидкости определяются дав- 
ленисм паров воды, числом центров 
конденсации в данном объеме и си- 
лой тяжести. 

То, что число и размеры капелек 
определяются наличием центров кон- 
денсации, можно доказать с помощью 
зажженной спички, поднесенной ни- 
же края чаики. Пламя спички созда- 
ет, как известно, дополнительные 
центры конденсации*), в результате 
чего канцентрания капелек резко 
уменынается, размеры нх становятся 
заметно меньше, и они локализуются 
ближе к поверхниссти горячей жид- 
кости. 

Если поверхность жидкости осве- 
тить ярким горизонтальным парал- 
лельным пучком света (например, лу- 
чамн восходящего Солнца, световым 
пучком из проектора для диапозити- 
вов или из яркого фонаря} и вести на- 
блюденне в направленни освещения 
и близко к оси светового пучка, то 
над поверхностью темной жидкости 
можно увидеть спектрально разло- 
женный свет. Явление дифракции свс- 
та на мелких капельках в высоких 
слоях атмосферы приводит иногда к 
появлению окраски венцов вокруг 
Солнца иян Луны, когда они закры- 
ваются облаками, состоящими из поч- 
тн однородных капелек**). 

Искусный и настойчивый экспс- 
риментатор может заметить также ха- 
рактерное и довольно любонытное 
электрическое явление. Если к по- 
верхностн жидкости поднести наэлект- 
ризованный предмет (например, эбо- 
нитовую гребенку), то взвешенные в 
воздухе канельки влаги исчезают. 
Это показывает, что капельки силь- 
но заряжены. Если же паэлектризо- 
ванный предмет заряжен не очень 


*) Под действием пламени снички часть 
молекул воздуха ионизируется. Образовав- 
шиеся ионы действуют как центры конден 
сацни. (Прим. ред.) 

**) Болес подробно о явлении дифракнии 
света на мелких капельках можно прочитать, 
например, в‘книге М. Миннарта зСнет 
и цвет в природе» (М., «Наука», 1969 г., с. 222 
и далее). Заметнм только, что дифракция све- 
та на капле происходит точно так же, как на 
круглом отверстии в экране. (Прим ред. 


25 


сильно, то одновременно с наличием 
вблизи поверхности жидкости стабиль- 
ной зоны уравновешенных капелек 
возникает поток капелек, конденси- 
рующихся на ионах, распространяю- 
щихся от заряженного тела. 

Чашка горячего кофе является 
идеальным прибором для наблюдения 
всех или некоторых из описанных яв- 
лений. Однако но мере остывания 
кофе эффекты быстро ослабевают. Для 
более продолжительных наблюдений 
я пользовался следующим усгройст- 
вом. Чисто вымытая жестянка из-под 
консервов наполнялась водой, под- 
крашенной черными чернилами, и 
подогревалась на горячей подставке. 
В качестве горячей подставки сду- 
жил электрический утюг, переверну- 
тый вниз ручкой, которая зажималась 
в настольные тиски. Это ириспособле- 
ние позволяло проводить иаблюдения 
сколь угодно долго. Прекрасным ис- 
точником света служил проектор для 
показа днапозитивов, а наблюдать 
расположение, размеры и другие ха- 
рактернстики «плавающих» капедек 
можно было в микроскоп. Впослед- 
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ствии я обнаружил, что горячий глн- 
церин еще лучше подходит для про- 
должительных исследовании. 

Грязь на поверхности жндкости в 
некоторых случаях может подавить 
интересующие нас эффекты, однако 
ее легко удалить. Для этого к поверх-. 
ноёти жидкости нужно прикоснуться 
кусочком газегной или другой бума- 
ги и тут же его убрать. Загрязняющая 
поверхность жидкости мономолеку- 
лярная пленка постороннего вещест- 
ва (илн пыль) высадится на поверх- 
ности бумаги ин останется на ней. Для 
очнстки поверхности горячей жидко- 
сти может потребоваться несколько 
таких операций, выполняемых каждый 
раз с новым куском бумаги. Разуме- 
ется, не представляет т руда намерен- 
ис загрязнять поверхи ость кофе или 
другой жидкости для того, чтобы ис- 
следовать влияние постороннего мо- 
лекулярного покрытия на описанные 
яваения, 

Начать оныты, по-видимому, луч- 
ше всего с глицерином или с подкра- 
шенной чернилами водой, не расхо- 
дуя кофе. 








«Иззаоблачное» сияние 


Когда в солнечный день на небс бывают об- 
лака. нередко можно наблюдать следующее 
явление: от солнца, закрытого облаком, в раз- 
ные стороны расходятся пучки лучей. По ме- 
ре удалення от облака пучки постепенно рас- 
шнряются. Если нх мысленно продолжить за 
облако до взаимного пересечения, то они «сой- 
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дугея» в том месте, где находится солнце. 

В то же время известно, что лучн от 
солица идут на землю почти параллельно (уг- 
ловой днаметр солица около 30“). 

Почему же лучн от солнца, закрытого 
облаком, так широко расходятся? И почему 
столь замстно расширение отдельных ‘свето- 
вых лучей  ‹иззаоблачного» сияния? 


А. Митрофанов 


Математический нружок 


= 


И. Яглом 


О хордах 
непрерывных 
кривых 


Обобщая понятие хорды окружности, 
хордой произвольной кривой а мы бу- 
дем называть любой отрезок, концы 
которого принадлежат &. Например, 
у кривой <, изображенной на рисун- 
ке 1, хордами являются не только 
отрезки РО и Ю$, но и составляю- 
щий часть кривой @ отрезок ТИ. 


1. О задаче Ма13 


В этой задаче («Квант», 1976, № 11) 
предлагалось выяснить, для каких 
положительных чисел а верно следую- 
щее утверждение: для любой функции 
|, определенной на отрезке 10, 1], не- 
прерывной в каждой точке этого от- 
резка и такой, что [ (0)=Р()-==0, урав- 


нение 
Р (ха)? (х)=0 (1) 
имеет решение. 

Решим ее. Перепишем уравнение 
(1) в равносильной форме 

Их-а)=Р (х). (2) 
Мы считаем (см. условие задачи), что 
в уравнениях (1), (2) а>>0, а функция 
{ определена на отрезке |0, ||, непре- 
рывна в каждой точке этого отрезка 
и Г(О=Ра)=0. 

График а функции } — это непре- 
рывная кривая, соединяющая точки 
А <0, 0\ и В`-<1, 0». График В 
функции у={ (х--а) получается парал- 
лельным переносом крнвой © вдоль 
оси абсцисс влево (поскольку а>>0) 
на а (рис. 2). 

Существование решения у урав- 
нения (2) означает, что графики @ и В 
пересекаются: если | (ж-Ра) = (5) = 


=, то точка с координатами «хе», 
> припадлежит и ©, и В (рис. 3). 

Оказывается, для того чтобы кри- 
вые < и В пересекались, необходимо 
и достаточно, чтобы у & была парал- 
лельная оси абсцисс хорда длины а. 
Это утверждение выгекает из такой 
леммы (докажите ее самостоятель- 
но): 

Лемма. Кривая а, соединяю- 
щая точки А и В, тогда и только 
тогда имест параллельную АВ хорду 
длины г, когда кривая В, полученная 
из @& параллельным переносом в на- 
правлении ВА на расстояние г, пере- 
секается с “. 

Таким образом, мы можем «пере- 
вести» задачу №413 на «язык хорд»: 
требуется выяснить, при каких поло- 
жительных а график любой функции }, 
определенной на отрезке [0, 1}, непре- 
рывной в каждой точке этого отрез- 
ка и такой, что | (0)={ (1)=0, имеет 
параллельную оси абсцисс хорду дли- 
ны а. 


1 
2. «Плохие» числа: а5ё—. 


Нокажем, что для любого положи- 
1 
тельного а, не равного —_ (п==1, 2, 3, 


4,...), существует функция описан- 
ного вида, график которой не имеет 
параллельной осн абсцисс хорды дли- 
ны а. 

Очевндно, у любой такой функ- 
ции для любой хорды СО её графика, 
параллельной оси абсцисс, |СБ| = 
= ИВ|==1 (рис. 4). Поэтому можно 
дальше считать, что 0<а<1. 


Если > <а< 1, проведем через А 
и В любые прямые ши. и через се- 
редину Ю; отрезка АВ — любую пере- 
секающую их прямую и;. Легко ви- 
деть, что функция [, графиком кото- 
рой является ломаная а.=АР,(,В 
(рис. 5),— искомая, поскольку для 
любой хорды СВ ее графика, парал- 


лельной осн абсцисс, | СВ |< илн 
1СВ]=1. 
1 1 
Пусть теперь —- <а<-5-.Разделим 


отрезок АВ точками Ю!, Ю> на три 
равные частн и, независимо от это- 
го, точкой 5;— пополам. Проведем 
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через А, 5, и В любые параллельные 
между собой прямые ии»|из и че- 
рез Ю,, К.— любые пересекающие их 
нараллельные между собой прямые 
о |о-. Функция [з, графиком которой 
является  ломаная @а.*“=АР,О,Р.О.В 
{рис. 6), — искомая: для любой хорды 
СР ее графика, параллельной оси аб- 


ецисс, либо [СБ - либо | СВ |= 


1 
—>-—; .В самом деле. Если точки Си В 


— 


лежат насоседних звеньях ло- 
маной @„ (т.е. на АР, и Р.О, или 
на Р,О, и О.Р. ит. д.), то, очевидно, 


1СЬ| <-. Есан точкн Сн В лежат 


1 
«через одно звено», то либо | СБ | = —- 


(когда ССР.0,. ПЕР.О.), либо 


1СБ|= с В остальных случаях 
1 
1СОГ> чт 


Аналогично стронтся ломаная 
(график функиии [,), соединяющая 
А нВи не содержащая ннкакой па- 
раллельной оси абсцисс хорды СБ 


1 1 
такой, что и <[СВ|1< ——. Раз- 


делим отрезок АВ точками Ю,, Ю., ..., 
К,„_; на п равных частей и, незави- 
снмю от этого, точками 5,, $., ..., 
$, — ная — } равных частей. Про- 
Водо орз А, 5., Зь, ..., Эъыь НВ 
любые параллельные между собой 
прямые м, #., .... и, и через Ю., 
В., ..., Ю,_, — любые пересекающие 
их Параллельные между собой пря- 
мые ст, и, ..., бн-а. «Мюманая о“, = 
—= АР, О:Р-О. ... Рь- 9,18 (на ри- 
сунке 7 нзображена ломаная &,) — 
искомая. Устанавливастся это опять- 
таки перебором различных возмож- 
ных положений точек С и В (нро- 
верьте!). 

Унражнение 1. Проверьте. что при 
п= 2. 3, 4, ... график функции &„: 

ва (Хх) = мн 21 п— 0х 

на отрезке (0. || ие имеет параллельной оси 


1 
абсцисс хорды длнны м ЗЕ Г.- 


Нарисуйте этот график. 
Упражненнс?. Докажите, что при 
любом положительном в, не  равиом 


1 
— = 1,2,3,4,, . .), график Функции йд: 
Е я \ д 
{ = а} чи -Ь. 
на (х} = за ( Я х) эш ( 7. ) х 
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Рис. 7. 


на отрезке |0. 1] ие имест параллельнюй оси 
абсцисс хорды длины а. 


1 
3. «Хорошие» числа: а= — 


я 

| 
Мы докажем, что при а=-— (в =Г, 
23,4... .) график любой функции / 


рассматриваемого вида имеет на от- 
резке [0, 1| параллельную оси аб- 
сцисс хорду длшим а. 

В самом деле: пусть Мы и М, — 
точки на графике функниии }, со- 
ответствующие наибольшему 
н наименьшему значению 
этой функцин. Проведем через М. 
и №. прямые ши л, параллельные 
оси абсцисс. Ясно, что вссь график 
функции { расположен в нолосе А, 
ограниченной нрямымитил (рис. 8). 

Допустим тенерь, что график функ- 
ции / не имеет параллельной 


осн абсцисс хорды длины 


а= — 


п 
Обозначим через %„ график расемат- 
риваемой функции /, а через а, — 
лниию, получающуюся из @„ па- 
раллельным нерсносом в направлении 
оси абсцисс вираво на расстояние 
ка (В =1,2,..., п). 

Согласно лемме, кривые ©„ и я, 
не имеют общих точек. Дуга МУ. 
графика &› (на рисунке 8 она выде- 
лена жирно) делит” нолосу А на две 
части — правую и левую. Так как 
кривая с, не пересекается с он неп- 
рерывна, она нелнком расноло- 
жена в правой из этих частей. 

Следовательно, если М, М, — ду- 
га лиини 2, получающаяся нз А.А, 
параллельным переносом, то при {> 
> всея лииия @, расноложена в 
полосе А справа от дуги М, М,, 
а прн {< А — слева от М, М,. 
В частности, линия %., расположена 
в полосе А слева от М. М,, а линия 
о, — справа от М, №,, ин потому ли- 
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Рис. 8. 


нии в и ©, не имеют общих точек. 

С другой стороны, линия ©„ по- 
лучается из &„ параллельным перс- 
носом на расстояние па = 1. Прн 
этом переносе точка А Ех, перехо- 
днт в точку В, то сесть В 6а,. Так 
как, кроме того, ВЕх,, то линии 
би И @“„ имеют общую точку. 

Полученное противоречие и до- 
казывает, что ливия я“, имест 
параллельную оси абсцисс хорлу дли- 
ны 1/1. Тем самым задача МЗ ре- 
шсна полностью. 

Упражнение 3. Докажите. что это 
утверждение (о существовании хорды дли- 
ны Им, параллельной сси абсиисс) справедли- 
во пе только для ленин 25. являющейсн 
графиком функции, но и для произволь- 


ной непрерывной кривой, сосднияющей точ- 
ки Я =‹0.0>иВ= { 1.0. 


4. Обобщение 


Проведенное в предыдущем нункте 
рассуждение можно осмыслить сле- 
дующим образом. Пусть &„ — нпро- 
извольная непрерывная кривая, сое- 
диняющая точки А и В. Предположим, 


1 р 
что число &=-—— является для этой 


кривой «плохнм», то есть при парал- 
лельном переносе па расстояние а 
получается линия ©}, не имеющая с 
“а общих точек. Тогда числа За, 
па также являются для линий 9, 
«плохими», откуда и  иолучастся 
нротиворечие, завершающее — дока- 
зательство. 

Читатель может самостоятельно 
нровернть (повторяя то же рассуж- 
дение), что справедливо следующее 
более общее утверждение: 

Если непрерывная кривая о, соеди - 
няющая А и В, не имеет параллельной 
АВ хорды длины р и не имеет парал- 
лельной АВ хорды длины ц, то она 
не имеет также и параллельной АВ 
хорды длины р +-- 4. 
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Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с момента 
основания журнала. Публн- 
куемые в нем задачи не стан- 
дартны, но для их решения 
не требуется знаний, выхо- 
лящинх за рамки нынешней 
школьной программы. Нан- 
более трудные задачи отме- 
чены звездочкой. После фор- 
мулировки задачн мы обыч- 
но указываем, кто предло- 
жнл нам эту задачу. Ра- 
зумеется, не все этн залдачн 
публикуются впервые. 
Решения задач из этого но- 
мера можно присылать не 
позднее | нюня 1977 гола 
по адресу: 113035, Москва 
М—35, Б. Ордынка, 21/16, 
редакцня журнала «Квант», 
«Задачник «Кванта». После 
адреса на конверте напнши- 
те номера задач, решения 
которых вы посылаете, на- 
прнмер; «М436, М440» или 
«Ф48». Решения задач по 
каждому из предметов (ма- 
тематнке и физике), а также 
новые задачн просьба ири- 
сылать в отдельных конвер- 
тах. Задачи нз разных но- 
меров журнала присылайте 
также в разных конвертах. 
В письмо вложите конверт с 
написанным на нем вашим 
алресом (в этом конверте 
вы получите результаты про- 
веркн решення). Условия 
оригинальных задач, предла- 
гаемых для публнкацнн, 
ирнсылайте в двух экземп- 
лярах вместе с вашими ре- 
шеннямн этих задач (на кон- 
верте пометьте: «Задачник 
«Кванта», новая задача по 
физнке» или ‹..новая задача 
по математике»). 
В начале каждого 
проснм указать ваше нмя, 
фамилию, номер школы ни 
класс, в котором вы учитесь. 


лисьма 
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задачник 


дранта 


Задачи 

№М436 — М440; Ф448 — $452 

М436. Дано 20 чисел ах, ат, .... Ч, В,, 6., ..., бло. 
Докажите, что множество из (|Ю0 чисел (не 
обязательно различных) а, НВ, а, В., -...аю- 


-- Вю можно разбить на 10 подмножеств, по 10 чи- 
сел в каждом так, чтобы сумма чисел в каждом 
подмножестве была одной и той же. 


С. Берколайко 


М М437. Докажите, что нечетное число, являющееся 

произведением я различных простых множителей, 

можно представить в виде разности квадратов двух 

натуральных чисел ровно 2 различными спо- 
собами. 

[©. Г ончарик, | 

С. Сергей 


№438. В данный сегмент вписываются всевозмож- 
ные пары касающихся окружностей {рис. 1). Для 
каждой нары окружностен через точку касания 


проводится касающаяся их прямая. Докажите, 
что все эти прямые проходят через одну точку. 
3. Скопец 


М439*. а) Докажите. что уравнение 
ах + ХЕ 4 сх = | 
(где а, 6, с — действительные, В, Ги т — цату- 
ральные числа) нмеет не более трех положитель- 
ных корней. 
6) Локажите, что уравнение 
ах» -{- а5Х*8 +... ах = 1 
{где а,, а., .› а, — действительные, А, Ё..... 
..., ён — натуральные числа) имеет не более п 
положительных корней. 
в} Докажите, что уравневие 
ах (х + 1) вх х -- 19 -+- сх" (х РТ’ = 1 

(гдеа, В, с — действительные, А, [/ т, р. 9, г — 
натуральные числа) имеет не более 14 положите- 
льных корней. 

А. Кушниренко 
№440. Куб 100Х 100. 100 составлен из миллиона 
единичных кубиков. Назовем шампуром прямую, 


проходящую через центры кубиков ин параллель- 
ную ребрам куба. 


Рис. 1. 





Рис. 2. 


№385. г) Докажите. что 
дая любых двух выпуклых 
многоугольников Е и [с 
вершинами в уздех выражение 
А(нЕ--тО) яваяется много- 
чаеном от п и т (здесь име. 
ется в види сиима Минков- 
ского). р 
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а) При каком нанменьшем К можно провестн 
К неперссскающихся шампуров так, чтобы к ним 
нельзя было добавить еще один не пересекаю- 
щий ‘их ннампур? 

6) При каком нанбольшем К можно провести 
З.К непересекающихся шампуров так, чтобы среди 
них было К шампуров каждого направления? 
$448. Почему бревна, плывущие по реке, орнен- 
тнрованы всегда но течению, а не поперек его? 


$449. Продолжительность контакта двух соударяю- 
щихся шаров можно определить, измеряя умень- 
шение заряда конденсатора при мгновениом замы- 
канни присоединенного к нему сопротивления, сое- 
днненного с шарами. Какие меры предосторожносги 
необходимо предусмотреть при вынолненин этого 
опыта? Пусть С=0,| мкф, К==10 000 ом, отброс 
гальванометра после мгновеиной утечки 10,1] см, 
без утечки — 11,94 см. Найти время столкновения. 
Ф450*. Ядро массы п, легящее со скоростью и, 
распадается на лету на два одннаковых осколка. 
Определить максимально возможный угол между 
вектором скорости одного низ осколков ин вектором 


и. если при распаде покоящегсся 
нмеют скорость <. 

$451. Нарисуйте примерный график зависимости 
тока через сопротивление Е от положения движка 


(рис. 2). При каком значении у=дх/! этот ток мак- 
симален? 


ядра осколки 


$452. Для чего делают рессоры у автомобиля? 


Решения задач 
М385 г). МЗ95; Ф403— $406 


В «Кванте» № 5 за прошлый год была онубликована не сов- 
сем обычная задача М335. Про нее было написано, что она — 
тема для пастоящего математического неслодования. Поэтому 
присылать ее решения можно было в течение шести месяцев. 

В этом номере журнала мы помещаем статью автора за- 
дачи М385 А. Кушниренко, в которой разработана небольшая 
теорня, позволяющая решить все пункты задачи, кроме 
пункта г) *). 





*). Число целых точек. попавших на границу многоуголь- 
ника (мпогогранника) ЕЁ, которое в условии задачи М385 


обозначается через &(А}, в статье А. Кушниренко обо- 
значастся через В (ЁР). 
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М395. В вершинах правило- 
ного п-угольника с центром 
з точке О расставлены числа 
СЕЮ и {(—|. За ддия шае 
разрешается изменить знак 
у всех чисел. стоящих 8 вер- 
инах какого-либо правиль- 
ного К-игольника с центром О 
(лри этом мы допускаем и 
2-муеольники, понимая под 2- 
уаольником отрезок с сере- 
Энной в точке 0). Докажите, 
что в случаях а), 6). в) су- 
ществует такое — первона- 
чальное расположение (--1) 
и (--1). что из него ни за 
какое число шагов нельзя по- 
лучить набор изо одних (1): 
а} п=15, 
6) п=30, 


Ло получения пнсем редакции было известно два решсиня 
задачи г): и-мериое обобщение этой задачи было расскязано 
Мак-Муласном па Междупародиом математическом конгрес- 
се в 1974 году ни -—с зругим решением -- опубликовано 
Д.Н. Берншитейном ® журнале «Функциональный азнализ 
и то приложения». № 3 за 1976 гал. 

Читателн А. Кисянчик из Ииколаева и М. Нарабицкай 
из Куйбышева прислали решение этой задачи, отличающесся 
от известных решений {см. ниже). 

3. Тиркевич из Черновиц прислал очень красивое дока- 
зательство формул для трехмерного случая. Стоит заметить, 
что доказательству одной из этих формул посвящена большая 
часть научной статьи Дж. Рива «Об объеме решеточных по- 
лиздров», опубликованной в журнале «Ргоссе@тяз о Гопаоп 
Ма\етайса! Зос у» 7, № 7, 1957 год. 

В. Медведь из Молодечно и 3. Туркевич прислалн не- 
сколько новых формул для трехмерного случая (дну нз них 
читатель найдет на с. 19 вн упражнении 8), а В. Стовбе из 
Москвы и М. Народицкий прислали обобщения задачи №385 
на п-мерный случай. 

Ирнведем план решения Задачи г), присланного Касян- 
чуком н Народицким. 

Шаг 1. Если Ри С — выпуклые многоугольнихн и № 
ил — натуральные числа, то 

$(лЕ-- тб) = п?5(Р) -- т25$(0) -г сит, (+) 
где с — некоторая коистанта, не зависящая от ли т. (Это 
утверждение есть задача 2,а) ив статьи Н. Васнльева «Сложе- 
ине фигур», «Квант», 1976, № 4). 

Шаг 2. Если Еун РЁ. — целочисленные многоугольиикн, 
то 


АР. Ра = АЕ, + МР, (+=) 
Шаг 3. По формуле Пика:$ (лЁ -- т()=М (пЕ -|- тб)— 


1 ЕЕ ВИЫ 
——м (лЕ -- тб) —1. Применяя формулы (*) н (+), нолу- 
часм: 2$ (С) -[- 17$ (() - епт = № (иЁР-- тб) — 


ры ое 
——5^@2) — 5 №(б) —1. 


Поскольку АЕ} = а№ (Г), нолучаем, что "№ (пЁ г т() = 
Ы ыы "ГР т ег 
== 115$ (Г) -|- т?$5 (С) +- снт-- 5 № (Е) м ЕТ 
мчогочлен от ти п. 
„{. Гаврилов 


Ф 


Заметим, что копечиая расстановка зависит от исходной 
расстановки н того, какие миогоугольники выбнрались, ио 
не зависит от порядка, в котором это делалось. Действитель- 
но, в каждой вершине стоит то же чнело, что и в начальной 
расстановке, если эта вершина попала в четное число много- 
угольннков, н число, противоположиое по знаку, — если в 
нечетное; порядок, тем самым, несуществен. Кроме того, 
ясно, что в одном ин том же многоугольнике  пронзводить 
замену знаков более одного раза не имеет смысла. 

Назовем две расстановки эквивалентными, ссли они 
могут быть получены друг из друга (если расстановка № может 
быть получена нз расстановки М, то и наоборот, М может 
быть получена из №). Множество всех расстановок, эквива. 
лентных какой-нибудь расстановке, называется классом 
эквивалентности (или просто «классом»), — порожденным 
этой расстановкой. Расстановкн, полавшие в один класс 
эквивалентности, эквивалентны (так как от любой из них 
можно перейти к любой через расстановку, порождающую этот 
класс), а расстановки из разных классов — не эквнвалент- 
НЫ. 


Куапетесите.ги 


в) п — чюбже целое 
число, большее 2. 
г} Попробуйте — выяс- 


нить дая произвольного п, 
сколько существует различ- 
ных расстиновок (-|-Т) и {—1) 
таких, что никакую из них 
нельзя получить ни из какоч 
другой за несколько шаеве. 
Докажите, нопример. что 


Эля п=2100 существует 2% 
таких расстанонок. 





Рис. 1. 
на три 


[5-угольннк разбит 


э-угольннка. 











Рнс. 2. 18-угольннк разбит 
на трн 6-угольннка. Любой 
3-угольник  содержнтся в 
б-угольнике. 





Рис. 3 В 15-угольнике 
3-угольннк ин 5-угольннк пе- 
ресекаются по олной верши- 
не. 


Куап.тссте.ги 


з 

Оказывается. что во всех классах эквивалентности по- 
ровиу расстановок. Действительно, пусть одни класс порож- 
ден расстановкой №, а другой — расстановкой М. Тогда элс- 
менту первого класса -— расстановке, получающейся пз № 
в результате замен знаков в каких-то многоугольниках, мы 
сопоставим элемент второго класса — расстановку, получаю- 
щуюся нз М в результате замен знаков в тех же много- 
угольниках. Полученное соответствие между элементами 
этих двух классов дает возможность утверждать. что в этих 
классах поровну элементов. 

В задачах а) — в) утверждается, что не все элементы по- 
пали в один класс, а в г) спрашивается, сколько всего клас- 
сов. Обозначим общее количество клаесов через РЁ (л), а ко- 
личество элементов в {каком угодно) классе через } (л). По- 
скольку всего расстановок 2“, то Ё (л) = 2%/{ (п), так, что 
для нахождения ЕР (л) достаточно найти количество расстано- 
вок в каком-нибудь одном классе. Подсчитаем число раз- 
личных расстановок в классе, порождаемом расстановкой из 
одних единиц. 

Заметим, что всякий ра-угольшик {ри 4 — натуральные 
числа, большие |} можно разбить на р штук $-угольников *); 
как это сделать, видно из рисупка !. Мы можем огракичить- 
ся выбором мпогоугольинков лншь с простым числом 
вершии: остальные мпогоугольники можно разбить на такие, 
и вместо замены знаков в вершинах внепростого» многоугГоль- 
ника произвести ее во всех его, уже «простых», мпогоуголь- 
ииках сразбиепия». 

Заметим теперь, что если р — простое число, то { (р) =2. 


а стало быть 
Е (р} = 22-1. (1) 


Начнем с решения задачи г). 

Пусть п = фр, где 6 — натуральное. р — простое. По- 
пытаемся выразнть }(7) через } (В), пользуясь разбненнем 
п-угольника на 6-угольникн. Прежде всего выяспим, что 
представляют собой пересечения 6-угольников с выбираемымя 
многоугольшиками. Если в выбраином многоугольнике 4 вер- 
шин, и В делится на 4, то, очевидио, этот выбранный д-уголь- 
иик целиком содержится в некотором 6-угольнике (рис. 2 — 
напоминаем о смысле, в котором Употребляется слово «много- 
угольник»!). 

Если Же 6 ие делится на (простое!) 9, то, как нетрудно 
доказать, этот 9-угольиик с каждым В-угольннком имеет 
ровно одну общую вершину. 

Пусть сначала $ делится на р. Тогда Ь делится ина все 
простые делители л. и каждый выбнраемый мпогоугольник 
целиком содержится в иекотором 68-угольнике, так что в этом 
случае можно считать, что операции перемены знаков проис- 
ходят независимо вр 6-угольниках; следовательно, 

(п) = НР. {2) 

Пусть теперь ф яе делится на р. Раскрасим каждый из 6 
р-угольликов в свой цвет, как на рисунке 3. Тогда каждый из 
Ь-угольников будет иметь по одной вершние каждого цвета. 

Разобьем наш процесс на два этапа — на первом этапе 
будем выбирать р-угольники, на втором — остальные д-уголь- 
викн (4 -— простые делители п, 9 3 р). На первом этапе из- 
мененне знака пронсходит одновременпо для всех вершин 
одиого цвета; тем самым после первого этапа во всех 6-уголь- 
никах будет одна и та же расстановка чисел --1 н 
—1, причем эта расстановка может быть какой угодно. (На- 
помиим, что иачинаем мы с расстановки из одних единиц. 
Здесь и ниже мы считаем, что &-угольиики совмещаются друг 
с другом поворотом так, что вершины одного цвета совпадают.) 

На втором этапе асе операции происходят уже виутри 
отдельных д-угольников (так как все простые делители л, 
отличные от р, являются н делителями 5). Поэтому после вто- 
рого этала расстановки впутри Б-угольников эквивалентны 
(поскольку они получаются из одной и той же), и вообше вся- 





*) Здесь и далее мы для удобства употребляем слово 
«мпогоугольния» в смысле «множество вершии правильно- 
го многоугольника». 
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$403. В электрической цепи 
из двух одинаковых конден- 
саторов емкости С и ка- 
тушки индуктивности Ё., с0- 
единенных — последовательно 
(рис. 4), в начальный момент 
один из конденсаторов име- 
ет заряд 4. второй не за- 
ряжен. 

Как будут изменяться со 
временем заряды — конденсп- 
торов и ток в контуре после 
замыванця ключей?  Пред- 
ложите механическую — ко- 
лебательную систему, ана- 
логичную данной — электри- 
ческсй. 





кая расстановка, для которой расстановки внутри всех 
ф-угольников эквивалентны, может быть получена из исход- 
ной расстановки. Подечитаем число { (п) таких расстановок_ 
Внутри первого 6-угольника Ги —1 можио расставить 
способами, после чего в каждом из (р— 1) оставшихся 65-уголь- 
нихов можно изменить расстамовку | (5) способами. Итак, 
(п) = 28. (БР, (3) 
Мы доказали, что при $, делящемся на р, имеет место 
формула (2), а при 6, не делящемся на р, — формула (3). 
При помощи формул (1), (2) я (3) можно последовательно вы- 
числять { (п) и Р (1) для различных п. Например, найдем 
Р (2100). По формуле {1) # (5) == 2. По формулам (2) и (3) 
нмеем: 
{ (25) == 23, 7 (50) == 25.08 = 230, } (100) -= (23%)2=2%5, 
} (300) = 2190. (26%): = 2220, р (2100) = 2395. (2126) 6 — 216320, 
откуда Р (2100) = 27100; 21620 — 20480. 
Еще проше найти ответы в случаях а) н 6): 


2) (15) = 18-5) = 2 {ба Рабы 
6) (30) = 75-2) = 218.1 (15) == 28; 2 (30) = 


В общем случае читатель при помощи формул (1) и 3) 
может {по индукцин) вывести формулу 


1 1 

. — 2$47) ИЕ РА ркеХ, Е 

Е (п) =2 ‚ Где (1) =п ( о Рь ). 
ар: ..., рь — все различные простые делителн п. Иитерес- 
но, что той же формулой ф (п) выражается количество иату- 
ральных чисел, меныших л н взаимно простых сл {ф называет- 
ся «функцией Эйлера»). Разумеется, интересио понять, по- 
чему здесь возникают одинаковые формулы, и использовать 
это совпадение для поисков более красивого решения задачи 
№395, и, быть может, для доказательства формулы для функ- 
цин Эйлера (оно тоже не слишком просто — см. статью 
С. Г. Гиндикина «Малая теорема Ферма», «Квант», 1972, 


№ Ю. с. 3. а 
‚ Фомин 


28. 
28. 


Ф 


Данная система представляет собой колебательный контур. 
Сила тока { в нем изменяется со временем ло гармоническом у 
закону 


[== оз ше, 


где {о — амплитуда тока, ® — частота колебаний. 
Определим сначала #°. Для этого воспользуемся законом 
сохранения зиергии. В любой момеит времени энергия кон- 
тура, складывающаяся из энергии магнитного поля в катуш- 
ке н энергии электрического поля в конденсаторах, равна 
первоначальной энергни электрического поля в конденсаторе 
1, имекяцем заряд 4%. Если в некоторый момент снла тока в 
целн /, а заряды на конденсаторах { мн 2 соответственно 9 н 
92. ТО 
2 2 
г а в 9 
а 20. () 
Из закона сохранення заряда слелует, что суммарный за- 
ряд конденсаторов в любой момент времени равен до — та- 
ков в начальный момеит суммарный заряд нижней пластины 
конденсатора { и верхнсй пластины конденсатора 2, который 
все время остается постоянным. Так что 


Ча Т 92 == 40. 2) 
Учнтывая (2), из (1!) находим 


о 1 Ф о 9. 
= (и +92] = 


| й р 
= гб (99 — [(9, +9›)* — 2992] | = Та 9192- 


Куапетесите.ги 








$404. Опредеяить к. п. 0. 
ракетного двигателя как теп- 


ловой машины и 220 силу 
тяги. Ракетный двигатель 
использует в качестве горю- 
чего в0д0род, в качестве окис- 
лителя — жидкий кислород. 
Секундный расход водорода 
24 кедек. Скорость — истс- 
чения газов из сопла ракеты 
4.2-103 м/сек. Теплотвор- 
кая способность водорода 
1,1. 08 Эж/кг. 


Куап.тссте.ги 


Поскольку сумма 9: -- 92 постоянна, то произведение 41492 
максималыю при 4, = 4 = 40'2. Таким образом, амплнтуд- 
ное значение тока В контуре равно 





1 
[15| = 40 р С ‘ 


Теперь найдем ®Ф. Включенные последовательно два кон- 


‘денсатора с емкостью С каждый эквивалентиы налнчию в цс- 


ци коиденсатора < емкостью Со*- С!92. Поэтому 


ь № мо 
«= у- И. 


Нтах, ток в контуре со временем изменяется по закопу 


а ПР 2 
= | га *" тс! 5 (3) 

С такой же частотой по гармоническому закону’ изменяют- 
ся заряды на конденсаторах. Ясно, что амвлитудное значение 
заряда равно до- За нернод заряд переходит с одного кондеи- 
сатора на другой и обратно. Заметны, что на каждой низ пла- 
стин за пернод бывают заряды только одпого знака. Напри- 
мер, ца верхией пластине комденсатора { заряд меняется от 
Фо до О нот 0 до 4% (при этом заряд па инжией пластнне кон- 
денсатора 2 меняется от 0 до до нот до до 0). 

Графически изменение зарядов может быть представлено 
графиком Косинусоилы © амнлитудой 40/2, савииутОЙй по оси 
ординат на 40/2, — для конденсатора 1, н тем же графиком. 
сдвинутым по фазе на л/2, — для конденсатора 2 (рис. 5). 

Занишем эти зависимости апаялнтически: ; 


ай 
(6 = 49 4 9, -| и | 
9 5 2 05 6! 2 |905 ТС +1 


9 (1) = 9—9. я Е ‚|. 


(Эти же зависимости мы могли получить, подставив в (1) иай- 
денное выраженне (3) для Ги замеинв 9 на 9о — 9.) 

На рисунке 6 приведена механическая колебательная 
система, являющаяся аналогом нашего холебательного кои- 
тура. В начальный момент (рис. 6. а} одна из пружин недефор- 
мирована. В состоянин равновесия (рис. 6, 6) обе пружины 
одинаково деформированы (коэффициенты жесткости пружни 
одинаковы; трение отсутствует). 
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При сгорапин водорода в кислороде образуются водяные пары. 
Секупдиый расход водорода при работе лвнгатсля равен 
23 кг/сек. Следовательно, мощность, развиваемая двигагелем, 
равна М = 1,1.108 дж/кг-24 кг/сек = 26,4.10% вт. 
Полезная работа, совершаемая двигателем за | сех (по- 
лезная мощность). равна кинетической энергии паров, вылс- 
тающих нз сопла за | сек. Из уравнения реакииин сгорания 


водорода | 
ЗН, + О. = 210 


видно, что нри сгорании | хмоль И, (2 кг) образуется 
| кмоль изров Н»О (18 кг). Следовательно, каждую секунду 
при сгораним 23 кг Н, из сонла двигателя вылетает 21% ке 
паров НО. Таким образом. полезная мощиость двигателя 
равна №и = ны 2х 19.0% вт (п = 216 кесек, и = 
= 4,2 - 103 м/сек). 

К. п. д. ракетиого двигателя райеи 


м 
т=-у- < 0,72. 


Согласно третьему закону Ньютона сила ТЯГИ. «двигателя 
раниа по абсолютной неличние силе, действующей на вылетаю- 
щие из соила ракеты нары. Так как пары за премя А = 
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и” № 
Е 
я 
Рис. 7. 
$405. — Однородную тонку- 


стеннию сферу радиуса К 
разрезали ка две части и 
скрелили. кок локазано на 


рисунке Т. На какой высоте 
находится центр тяжести 
получиеиегося бокала, 
зысоти гго ножки В? 


есан 





$406. Слутник движется 
по круговой орбите на рас 
стонниие от поверхности Зел- 
ан. равном ее радиусу В. 
В некоторый момент со спут- 
ники запускоется станция 
на другыю плинету, после 
чего оставшаяся часть спут- 
ника движется по эллипти- 
ческой орбите. касеющейся 
поверхности Земли в точке, 
противоположной точке 
старта станции. 

Кокую миксимольную часть 
массы спутника может со- 
ставлять масса межлла- 
четной станции?» (Потен- 
циальная энереия тела  мас- 
сы т в поле тяготения тела 





массы М ровни Ц= 
тм 
пе Бе 
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г 
= | сек приобретают импульс а, то действующая на них 
=> 


а |4] 


сила равна но абсолютной целичине — г х 9,0-105 я. 


Следовательно, снла тягн ракетного двигателя равна 


Н=90 - 10. 


Ф 


Разлелим бокал на отдельные плоские пояски высоты АЙ © Ю 
так, как показано на рисунке 8. Очевидно, что центр тяжести 
всего бокала это, по существу, центр тяжести системы такнх 
поясков. 

Но центр тяжестн каждого такого пояска находится 
в центре окружиости раднуса г;, где г; —<редний радиус пояс- 
ка. Так что нам надо найти положение центра тяжестн систе - 
мы матернальных точек, расположенных на вертикальной 
прямой, проходящей через центр сферы. Масса каждой такой 
точкн — это масса соответствующего пояска. Посмотрим, 
от чего она зависит. 

Пусть р — плотность едннницы поверхностн матернала 
сферы. Площадь поверхности каждого пояска равна (см. 
рис. 8) 


АВ 
$: = ЯлгЫ = 21 Ю5 ша —та = 2д КАИ, 


В 
а масса— 

т; р2л ВАА. 
Мы видим, что массы вссх поясков одннаковы и зависят 
только от их высоты АЙ (прн данных рн. А). 

Такнм образом, центр тяжести бокала — это центр тя- 
жестн системы материальных точек равных масс, равпомерно 
распределенных вВлОлЛЬ верти хального отрезк а длнны 
2 (ХАН; -= 28}. 

Следовательно, центр тяжести бокала находнтся на сере- 
дине его высоты, т. е. на высоте В от «основания» бокала. 


И. Слободецкий 
хФ 
Из условия задачи ясно, что точка старта станции является 


нанболес удаленной от Земли точкой орбиты востатка» спут- 
чика. В этой точке скорость спутинка и н скорость «остатка» 


направлены вдоль одной прямой, перпендикулярной ради- 
усу-вектору, проведенному из центра Землн (рис. 9). Из за- 
кона сохранення импульса 
> > > 
Ми = цы + то {6 


(М — масса спутника, ий — масса остатка, т — масса стан ` 


>< 


цин, и — сз скорость сразу носле старта) следует, что и ско- 
> 


рость стаицин о сразу после старта направлена вдоль этой же 
прямой. 

Очевидно, более выгодным является случай, когда скорость 
станцин сразу после старта направлена вту же сторону, что и 
скорость спутиика непосредственно до старта, а скорость 
«остатка» направлена в протнвоположную сторону (см. рнс. 9). 
Тогда 

> > > 
рт = М ый. 2) 

Е т:М найдем из (2), учитывая, что тт 

—в= М: 


1-е. 
МЕР 


ВА 
М 


{3) 


— 
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> 5 
Определим значения |ч], {$]. [5. 

Скорость спугника определим низ условия движения по 
кругоной орбите. Центростремитедьное ускорение спутинку 
сообуцает сила притяжения к Земле: 

Ма? М.М 
эк Тв 


(М. — масса Земли). Отсюда 





7 / М. 
Ги = МУ 2Й ` 
Полная механнческая зиергия стниции в момент старта 
тит Мьт 
ранна —5— —Т эр. Пю мере удаления от Земан потеници- 


альная эпергня станции увеличивается. и далеко от Земли (на 
бесконечностн) опа равна пулю. Минимальная скорость, 
которую имеет ставция в момент старта, должна быть такой, 
чтобы уменынение кинстнческой энергни станции за время 
полета было равно увеличению се потенивальной энергии. 
Тогда на бесконечностн и кинетнческая  эпергня ставини 
будет равна нулю. Следовательно, в момент старта полная 
механическая энергия станции должна быть равна вулю, т. е. 


ти? и РН Кр. 
2 2ю 
Отсюда 


Г 
= Мь 
[72| == у тр р 


Онределим значение [&]. Согласно второму закову Кец- 
„ера раднус-вектор «остатка», движущегося по эллинитиче- 
ской орбите, за равные нремена заметает равные плошадн- 

> 


Если в перигсе скорость остатка 5’ (рис. 10), то за малый 
промежуток времени А 


288 | м = В" | № 4} 


> > 
(вюмя АЁ досгаточио мало, чтобы считать, что [е, [5] 
и длины радиусои-векторон остаются постоянными). 
Согласно закону сохранения энергии 
ны? : Мой и (©) р Мои =. 
58 о = и — =". у 
2 28 ий. (9) 


Из (4) н (5) найдем 9: 


8} 
| 
|. 
№ 


_ Мк 
= = 
Подсганив пайдоиные значения |и. |5} и |5] в выраже- 
ние (3). окончательно получим 
м 
= 80 
м 0 


В. Безонучкин 
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По страницам школьных учебнмков 


А. Земляков 


Четные 
и нечетные 


функции 


«В мир согласный, 

Вечно — яснеиё, 

Чет и нечет нас влечеть 
К. Бальмонт 


Эта статья адресована девятиклассникам 
и является нллюстрацней н дополнением к 
пункту 68 учебного пособия «Алгебра и иа- 
чала аналнза %. 


Четные функцин 


Напомним, что числовая функция }{ 
называется четной, если выполнены 
следующие два условия: 

(С) если х ЕО, то и хЕ 
Е О}, то есть область определения 
ОФ функции | симметрична отно- 
сительно точки @ на координатной 
прямой Ох; 


(9) К—х = А») для любого 
хе0(), то есть в симметричных 
(относительно точки О на оси Ох) 
точках хи —х функция { приннмает 
одннаковые значения. 


Примеры четных функций: 
стоянная с (и = с пои любом х Е В), 
№, 005 : 

График четной функцин на коор- 
дйнатной плоскости Оху симметри- 
чен относительно оси ординат. До- 
казырается это так. Если точка М с 
координатами (х,; У.) нринадлежит 
графику функции { (рнс. 1), то есть 
(хо) = уь, то, по определению чет- 
ной функции, — х. ЕО и (—х)= 
= У.,-а Потому и точка М" с коорди- 
натамн {—Хь; У) иринадлежит гра- 
фику функции /. Но точка М’ как 
раз симметрична точке М относитель- 
но оси Оу. Таким образом, вместе со 
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всякой точкой М график четной функ- 
цин { содержит и симметричную ей 
точку М’, а зто и означает, что этот 
график симметричен относительно оси 
ординат. 

Верно ин обратное: если график 
функции / симметричен относительно 
оси ординат, то функция { — четная. 

Четпые функцин обладают «хо- 
рошими» алгебранческими  свойст- 
вами: сумма, разность и произведе- 
нне двух четных функций тоже яв- 
ляются четиыми функциями (докажн- 
те это самостоятельно). 


Нечетные функции 


Функция { называется нечетной, ссли 
выполнено условие симметрии (С) (см. 
выше) и следующее условие нечет- 
ности: 

{Н) К» = — 5 дя любогь 
х ЕР. 

Примеры нечетных функций: 2х, 
хз, Пх, чл, вх. 

График нечетной функции на ко- 
ординатной плоскости Оху симметри- 
чен относительно начала координат 
С — докажите это самостоятельно с 
помощью рисунка 2. Верно и обратное 
утверждение (сформулируйте и дока- 
жите его самостоятельно}. 

Легко видеть, что сумма и раз- 
ность двух нечетных функций, а так- 





Рис. 1. 





же произведение нечетной функции на 
число являются нечетными функ- 
ЦНЯМИ. 


Контрольные вопросы 


1. Четной нли нючетяой функцией явяя- 
ется произведение двух нечестных функций? 

2. Какой функцией является произве- 
денис четной и нечетной функций? 


Ни четные, ни нечетные функции 


Отметим, что «нечетная функция» — 
это отнюдь не то же самое, что «не 
четная функция» (то ссть функция, 
не являющаяся четной). Как правило, 
функция, «взятая наугад», не будет 
ни четной, ни нечетной: график «произ- 
вольной» функции необязан обладать 
какими-либо свойствами симметрии. 
Пример 1. Функция [(х) = 
= 1/(х - 1) не является ни четной, 
нн нечетной, поскольку для ее об- 
ласти определения РБ () = хх 52 
5 —1] не выполнено условие сим- 
метрии (С: точка х,= 1 принад- 
лежит О ([}, а точка —х, = —1 не 
принадлежит О ($. 
Пример 2. Функция }(х) = 
—= х* + х + 1 также не является ни 
четной, ни нечетной. Эта функция оп- 
ределева всюду, н поэтому условие 
симметрии (С) для нее выполнено, 
однако ни условие {Ч), ни условие (Н) 
не выполнено. В самом деле, { (—х) = 
= х?-— х- |1. Положив х = 1, на- 
ходим 
= Аа = 
7—1 = 1—1 =, 
н { (—1) не равно ни }{ (1), ив $ (1). 
З амечание. Ссылка на то, что вы- 
ражения для } (х) и } (—х) «разные», поэто- 
му *{([—х) |0}, инчего не до- 
кхазывает: во-исрвых, совсем разцые ца 
своему внешнему виду выражсиня могут за- 
давать одну и ту же функцию; во-вторых. 
предложение «{ (—х) 2 {(х)> — содержит 
переменную х, и его истиниость или лож- 
ность зависит от значення х (например, в рас- 
сматриваемом примере при х= 0 как раз 
{ (—х) = /@)}. Условие (Ч) четности фупк- 
ции заключается в нстиниости высказывания 
«для любого хСП (К выполнено 
числовое равенство [Г (—х) = | (х», 
а утверждение о том, что условне (Ч) не вы- 
полиняется, заключается в нстипности выска- 
зывнапия, являющегося отрицанием пре- 
дыдущего: 
«существует х@О (В 
такое, что } (—х) эЕ | (х». 
Таким образом, чтобы опровергнуть усло- 
вия (Ч) или (Н), нужно доказать существова- 
ине соответствующего значения х — напри- 
мер, указать коикретное гакос зпачепние. 
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х=0 






—а 0 ах 
в Ех) 
У зозоня 
х 0 
й Е-х)=—Е4х) 
_ обе У 
Рис. 3. 0 -х 


Возникает вопрос: зачем вводить 
понятия четности н нечетности функ- 
ций, если «большинство» функций не 
являются вн четными, ни нечетными? 
Это мы сейчас и объясним. 


Физический пример 


Если физическая система обладает 
какой-нибудь симметрией, то и свя- 
занные с нею функции часто имеют 
те или иные свойства симметрии. 
В простейших случаях возникают как 
раз четные или нечетные функции. 

Пример. На горизонтальный 
стержень — ось Ох — надета одно- 
родная пружина, концы которой за- 
креплевы в симметричных точках 
х = —4 их = 4, ак середине пру- 
жины — в точке х —= 0 — прикрепле- 
на шайба, свободно (без трения) пе- 
ремещающаяся вдоль стержня (рнс. 3, 
а). Пусть шайба отведена в точку с 
координатой х. Обозначим через Р (х) 
величину силы, действующей на шай- 
бу со стороны пружины (точнее го- 
воря, проекцию этой силы на ось 
Ох). а через И (х}) — потенциальную 
энергию шайбы в этом положении. 
Очевидно, пружине безразлично, впра- 
во или влево отводится шайба: аб- 
солютная величина силы и потенци- 
альная энергия при смещениях х 
и —х одинаковы, то есть 


[Е = РЫ| 
И (— = (5. 


Учитывая, что сила в положениях х 
н —х направлена в противоположные 
стороны (см. рис. 3, 6, 8), можем за- 
писать 


Е (—х) = —ЕР ©. 


Таким' образом, из одних лишь со- 
ображений симметрии мы получаем 
следующее: 
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1) функция Е (>х), выражающая за- 
висимость силы Е от смещения х, не- 
четная; 

2) функция И (х), выражающая за- 
висимость потенциальной энергии от 
смещения, четная. 

Математический пример 

Очевидно, степенная функция } (х) = 
= х", гдел Е М, при четном п будет 
четной, а при нечетном л — нечет- 
ной (собственно, отсюда и появилась 
эта терминология). Произвольный 
многочлен р (х), вообще говоря, не бу- 
дет ни четной, ни нечетной функ- 
иней *). Однако его можно предста- 
вить в виде суммы двух многочленов 
р, (Х) и р (Хх), являющихся соот- 
ветственно четной в нечетной функ- 
циями. Например, 


р = 2х8 — хз — 3 — [3х + 
+ х+ И=р, &) т р- >, 
где 
рь (х = 2х8 — 3 — ЗИ 
— сумма одночленов из р(х), со- 
держащих х в четной степенн, а 
р =х-— м +х 
— сумма одночленов из р(х), содер- 
жащих х в нечетной степени. 
Оказывается, что не только много- 
член, но и любую функцию с симмет- 
ричной областью определения можно 
представить в виде суммы четной н 
нечетной функций! 


Теорема 


Если функция | удовлетворяет условию 
симметрии (С), то ее можно пред- 
ставить в виде суммы двух функций — 
четной }+ (<) и нечетной }— (х): 


р =Н от, {1 
области определения которых те же, 
что у функции О) = Рф) = 
— р (А. причем такое представление 
единственно. 

Доказательство. Допус- 
тим, что функция {(х) уже пред- 
ставлена в виде (1) и функции [+ 
н [_ удовлетворяют соотношениям 


1+ ([—х) = ВО), 
СХ = ыы. 2) 


*) Здесь и далее рассматриваются мно- 
гочлены от одной переменной х, причем мно- 
гочлен р (х) мы отождествляем < функни- 
ей хры). 
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Подставнв в формулу (1) вместо х 
значение —х, из формул (2) получим 


Е =Но,--®. 9 
Складывая равенства (1) н (3), по- 
лучаем 

Ро С» = 9, 


откуда 


В =. (4а) 
Аналогично, вычитая (3) из (1), на- 
ходим 


а НВ (46) 


Таким образом, если функция {[ пред- 
ставима в виде (1), то функции }. 
и | однозначно отыскиваются по 
функции / — с помощью формул (4). 
Следовательно, если представление (1) 
существует, то оно единственно. 

А теперь — небольшой трюк: для 
произвольной функцин } опре- 
делим функции {, и {_ соотноше- 
ниями (4). 

Тогда из формул (4) следует, что, 
во-первых, {. (х) + | (х = [@), то 
есть (1) выполняется, н., во-вторых, 
что функции {, н {_ являются, соот- 
ветственно, четной и нечетной. На- 
пример, проверим условие (Н) для 
функции [_. Для произвольного х 
нмеем 


о. 


НЮ _ НН» 
> 2 Е — 2 = 


=—/(*), 
что и требовалось доказать. Четность 
функции {, проверяется точно так же. 


Замечание. Приведенное доказа- 
тельство носит, как гонорят, конструк - 
тивный характер; мы не только дока- 
зали существование и сдинственность пред- 
ставления (1), то и указали фр- 
мулы (4). по которым можно найти четную н 
нечетную «части» данной функции. 


Контрольные вопросы 


3. Где в доказательстве использовано 
предположение о симметричности О (1)? 

4. Согласно нашей теореме любая фут.к- 
ция с симметричной областью определения, 
в том числе и любая четиая (или нечсткая) 
функция, представляется в виде суммы чет- 
ной и нечетной частей. Найдите функции {+ 
и |. сли 


а) { — четиая фуикция;: 
6) {— исчетная фупкция. 





. В «математическом примере» мы раз- 
а некоторый многочлен’ р (х} в сумму 
четной и нечетной фупкций, «собрав» в одну 


функцию все одночлеиы,. содержащие х в 
четной степени. а в другую — одночлены, 
содержащие х в нечетной степени, 

Выведнте это разложение с 
формул (4). 

6. Докажите, что если 
гочлен является 

а) четной функцией, то оп содержит од- 
ночлены лишь © четными стоненями х; 

6) исчетной функцией. то он содержит 
одночлены лишь с нечетными степенями х. 


помощью 


некоторый мно- 


Упражнения 


1. Даны И функций: / ыы = Ир, 
С) = Их ЖЕ: №. = =. Н ("= 


= хе яних, К (2) = х°.2*, ВХ 


Во = 9 созх, |) = 


р (<) = 48. 5шх. — До{х) == 


Их", 
= 48-Е вх, 


3 — 


ТТ = к -- Ух 


И какие из этих фуикций— 
четные, какие — печстлыс, а какие— ни 
четные, ни нечетные (тогда представьте нх в 
виде суммы четной п нечетной фуикций). 
Дайте соотлетствующие доказательства. (При 
обосновании тех или иных свойств четности 
не забудьте про замечакие после примера 2!) 





О- 
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2. Найдите все четные н 
фупкции средн: 


а) лниевных функций 
Ех) =ах- в: 
6) квадратичиых функций 


Ех) = а -- Бх-- с 


в) фупкинй вида 


все нечетные 


(Хх) = ас0$х-- ВБ зтх. 
Я. Следующие фупкциин представьте п 
виде суммы четной и нечестной функций: 


1 
ам +2; 


буд = ЕАН, 


—-х 
в) / (х) = (2-2 -- 
г) | (х) = 


. Известно. что функция { нечетня п 


оО). Найдите / (0). 

5. Найдите все функини р. являющиеся 
одновременно и четными и нечетвыми. (Пре - 
достереженне: таких функций  бес- 
ковечно много!) 

6. Существуют ли исюду определенные 
функиии, являющиеся одновременно 

а) честными и позрастающими на В; 

6) нечетными п убывающими на В: 

в) нечетными и положительными па В? 

. Может ли 

а) четная: 

6) нечетная 
функция иметь в точиюсти 

|} одну: 

2) две; 

3) трн 
точкн экстремума? 

8. а) Докажите, что производная четной 
функции нечетиза. а произподная исчетной 
фупкции, напротив, четна. 

6) Верны ли обратные утверждения; 

Г) если Г (<) — честная функция, то 
{ (С) — нечетная функция; 

2) еслн Г ©) — печетная фупкция. то 
Е@) — четная фуикиия? 

9 (@ —г). Достройте график функции, 
изображенный па рисунке 4, до графика всю- 
ду определенной. непрерывной па Ви 

1) четной фуикции; 

2} нечетной функции. 

В каких случаях это невозможно? В ка- 
ких случаях это можно сделать песколькими 
способами? 

10 (2—2). Известно. это функния { всю. 
ду определена, четна и нериодична с перно- 
дом Т = 4. Восстаповите се график по участ- 
ку. изображениому па рисунке 5. В каких 
случаях это пельзя сделать? В каких случа- 
ях это можно сделать, по неоднозначно? 

+1 (10 класс). Иостройте графики сле- 
дукяиих функций: 

а) и == агссов$ (с0$ х); 

6) и = атсяш (хп! х): 

в) и = ага (1х); 

Г} у == агоуй (с0х Хх). 


Ю ых: 
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Равноугольная 
спираль 


На второй странице обложки 
нзображены два семейства 
конгруэнтных между собой 
равиоугольныях спиралей 
{точнее — вписанных в них 
ломаных из хорд). 

Равноугольтая °  спи- 
раль*) может быть опреде- 
лена как траскторня точки 
М, котарая движется по лу- 
чу. равцомерко врамакиие- 
муся вокруг точки О (полюса 
спирали), причем ее суммар- 
пая скорость в каждый мо- 
мент образует с лучом один 
и тот же угол @ (рис. №. 
Слираль эта имеет бескопеч- 
по много витков ие только 
ирн раскручивании, но и при 
закручиванни. ь 

© этой спирали летят 

на иламя снсчи ночные ба- 
бочки. Из-за сложного `уст- 
ройства глаз они навравля- 
ются к цели так, чо нх ско- 
Рость составляст постоянный 
Угол с паправленнем па пла- 
мя свечи. № этой спирали 
молаюск паращинвает секции 
своей раковины (рис. 2). 

Равиоугольная спираль 
используется в разиообраз- 
пых технических  устрой- 
ствах. Например, вращаю- 
ицнсся пожи в режущих ма- 
шинах часто нмеют профиль, 
очерчениый ис равиоутоль- 
ной спиралн — под постоян- 
ным углом к разрезасмой по- 
нерхности, благодаря чему 
лезвие ножа сиашивастся 
ранномерно (рис. 3). 

Вернувшись к рисунку 
на обложке, вы заметите, что 
спнрали одного семейства 
па нем могут быть совмещс- 
ны друг с другом поворотом 
относительно центра всей фи- 
туры {он же — полюсе каж- 
дой из спиралей) на угол 


л 
А 5 “= т2изь... М ЕШе 








*) Ранноугольную  сии- 
раль пазыпают также лога- 
рифмической. 
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раз всмотрепнись в тот же ри- 
супок, вы заметите переходя- 
щие друг в друга в результа- 
те гомотетии относительно о6- 
щего целтра четырехугольни- 
ки (каждын из иих есть объс- 
динение двух  треугольни- 
ков — равностороннего и 
равнобедрениого прямо- 
угольного). — Рармоутольная 
спираль ири гомотетии отно- 
сительню полюба также пс- 


реходит сама В себя. 








Куап. тссте.ги 


Вот эти два свойства рав- 
поутольной спирали (то, что 
она при врашенни и гомоте- 


° тии переходит сама в себя) 


настолько восхитнли Я. Бер- 
пулли*), что он распорядился 
выгравировать се изображс- 
ине на своем падгробном па: 
мятиике. Особенности этой 
замечательной кривой ‘при- 
влекали многих выдакицихся 
магематнков. Первыми из них 
были Э. Торричелли**) и 
Р. Декарт (1596—-1650)***), 

Э. Торричелли, кстати. 
выяснил удивительный факт. 
Оказывается,  иссмотря па 
бесконечное число витков, 
длина дуги логарифмической 
спиралн от произнольной ес. 
точки А до полюса О конечна, 

Действительно, обратим- 
сяк рисуику 4. Пусть равно- 
угольная спираль катится без 
скольжения по споей каса- 
тельной АВ. Полюс спирали 
О будет тогда персмешаться 
под прямым углом к АО и, 
в коние кониов. попадет в 
точку В. А дуга АО прока- 
ТИТСЯ без скольжения по АВ. 
Поэтому длниа дуги АО рав- 
ОА] 
605 © 
А тсперь задача:  тре- 
бустся пайтн полюс равно- 
угольной спирали, если из- 
вестны направления каса- 
тельных в трех  известиых 
ее точках. 


на 


В. Березин 





*) См. «Лемпниската Бер- 
нулли», «Квант», № 1. 1977. 

**) См. «Строфонда», 
«Киант», 3977, № 2. 

***) Рене Декарт — ма- 
тематик, физик, философ- 
Родился он во Фрапций в 
городе. посящем ныне сго 
имя. Декарт — создатель 
«псеобщей математики», ко- 
торая, по сго замыслу. 
должия была стать упнивер- 
сальным средством исследо- 
вания в науках о природе. 
В сго работах получил раз- 
витие метод исследования, 
опирающийся на разиосто- 
роннев использоваяне алгеб- 
раических уравнений. Мз 
«псеобщей математики» вы 
росли алгебра м аналитиче- 
ская геометрия. Книги 
?. Декарта многие десятн- 
летия являлнсь настольными 
для творчески работающих 
математиков. 


И 


«Квант» для младших школьников 





Куап. тссте.ги 
Задачи 


7 З 
1. Коле для поездок в метро в на 


трамвае требовалось разменять не: 7810 1 ця 
которую сумму ео нолучив ее всю =ч 
монетами по Зи 5 копеек. Коля под- 

считал, что всего существует А спо- 

собов такого размена. Какая наиболь- #8 х У о 

шая сумма денег могла быть у Колн?> а 


2. В примере на умножение ие- 
которые нифры зашифрованы бук- 


вами (см. рисунок): одинаковые циф- м т 

ры — одинаковыми буквами,  раз- 

ные — разнымн, на месте звездочек Ал у | 
р Мы 


могут стоять любые цифры, в том 
числе н зашифрованные буквами. По- 


пробуйте расшифровать ‘пример! = [= 1% 
ЕЯ 


3. На рисунке вы видите пять 
«равенств», сложенных из сивчек. Но з \7 | 
все эти «равенства» — неверные. Пе- }\/= Е: 
реложите в каждом из них по одной 
спичке, чтобы все «равенства» стали % сво Х 5—9 | 
действительно равенствами. вы 

4. В этом ребусе (см. рисунок) | 
цифры зашифрованы фигурками. Оди- | \№%\/-3-%Х = 
наковым фигуркам соответствуют оди- 
наковые цифры, разным — разные, ни 
одно чвсло не начинается нулем. Рас- а 
шифруйте ребус. 

кбит 
7 Я. и: м = 
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Говоря точнее, надо было бы’ вопрос 
сформулировать так: «Почему в хо- 
лодильнике продукты обычно сохнут 
быстрее, чем на открытом воздухе?» 
Давайте попробуем в этом разобрать- 
ся. 

Начнем с двух — безусловно, из- 
вестных вам — фактов: 


1) Холодный воздух тяжелее теп- 
лого (вспомните, пожалуйста, — по- 
чему?}. 

2) Чем теплее воздух, тем больше 
в нем может присутствовать воды 
в виде пара. Как это можно объяснить? 


Воздух, как правило, соприка- 
сается с какими-нибудь открытыми 
водоемами. В воде прин любой тем- 
пературе найдутся такне молекулы, 
которые сумеют вылететь с новерх- 
чостн воды и образовать водяной 
пар. Одновременно с процессом ис- 
парения происходит и обратный пере- 
ход молекул из пара в жидкость (кон- 
денсация). Очевидно, чем больше плот- 
ность пара, тем активнее ндет про- 
цесс конденсации. Если яспарение 
воды происходит в ограниченном объе- 
ме (например, в закрытом сосуде), то 
обязательно наступит момент, когда 
число молекул, покидающих жидкость, 
сравняется с числом молекул, воз- 
вращающихся обратно. В таком слу- 
чае говорят, что между жидкостью и 
ее паром наступает равновесие (ко- 


44 


личества жидкости и пара больше не 
изменяются). Пар в этом состоянии 
называют насыщенным, подчеркивая 
тем самым, что прн неизменных усло- 
виях дальнейшее испарение уже не- 
возможно. 

Ясно, что чем выше температура, 
тем интенсивнее испаряется вода и 
тем большей, следовательно, должна 
быть плотность водяного пара, чтобы 
наступило равновесие. Другими сло- 
вамн, чем выше температура, тем 
больше водяных паров ‘может содер- 
жаться в данном объеме воздуха. На- 
пример, при 207С в комнате с пло- 
щадью 12 м? и высотой 3 м может 
находиться в внде нара около 600 г 
воды, а при 100°С — около 20 кг! 

Степень влажиости воздуха (о- 
держание в воздухе того или иного 
количества водяных паров) обычно 
характеризуют с помощью снециаль- 
мой физической величины — отно- 
снтельной влажности. Относитель- 
ной влажностью воздуха называется 
отношение массы водяных паров, со- 
держащихся в 1 м? воздуха, к мак- 
симальной массе паров воды, которая 
можег находиться в этом объеме прн 
данной температуре. Это отношение 
принято выражать в процентах. Если 
колнчество водяных паров в воздухе 
не изменяется, а температура воз- 
духа повышается, то относительная 
влажность будет уменьшаться. И на- 


оборот: при охлаждении воздуха его 
относительная влажность  увеличи- 
вается. Как только она станет рав- 
ной 100%, водяные пары начнут кон- 
денсироваться, «лишний» пар будет 
превращаться в росу или иней. 
Теперь проследим, как же себя 
ведет воздух внутри холодильннка. 
У всех холодильников морозильная 
камера расположена наверху. Охлаж- 
денный возле камеры воздух опус- 
кается вниз. Соприкасаясь со стен- 
ками холодильника и с продуктами, 
он нагревается. При этом его отно- 
сительная влажность уменьшается, а 
способность вбирать в себя воду уве- 
личивается. Нагревшись н отобрав 
часть воды у продуктов, воздух под- 
нимается к морозильной камере. 
Здесь он охлаждается до первоначаль- 
ной температуры, но влажность его 
оказывается выше первоначальной (из- 
за отобранной у продуктов воды). 
Через некоторое число циклов влаж- 
ность воздуха возрастает настолько, 
что, подойдя к морозильной камере, 
он будет вынужден часть воды оста- 
вить на камере в внде «осадка» — ка- 
пелек воды наи кристалликов льла. 
Так с помошью воздуха вода «ие- 
рекочевывает» от более теплых тел 
к более холодным — от продуктов к 
морозильной камере. При этом про- 
исходит очень эффективная перекачка 
тепла: при испарении некоторое ко- 


куапетесите.ги 


личество теплоты отбирается от нро- 
дуктов и передается воздуху, а при 
конденсации оно отбирается от воз- 
духа ин передается морозильной ка- 
мере. Разумеется, вода легче будет 
отбираться у более нагретых тел. 
Например, для испарения г воды 
при температуре ОС требуется ко- 
пичество теплоты около 2,59. 103 дж, 
а при 50°С — 2,38.103 дж. (Столько 
же тепла выделяется прн  конден- 
сацин.) 


Может возникнуть естественный 
вопрос: а как же охлаждаются «су- 
хие» предметы? Ведь в этом случае 
отсутствуют перенос воды и связаи- 
ный с ним перенос эвергии! Это, дей- 
ствительно, так. Но остается еще один 
процесс переноса энергин — при ох- 
лажденин и нагреванин циркулирую- 
щего воздуха. Правда, «сухие» пред- 
меты охлаждаются гораздо медлен- 
нее, чем «влажные». 


А теперь постарайтесь самостоя - 
тельно ответить на такие вопросы: 


1. Когда дышишь на морозе, по- 
являются туман и иней. Почему? 


2. Почему при входе с мороза в 
лом запотевают очки? Почему очки 
«потеют» на морозе? 


3. Почему в душевых обычно ка- 
пает с потолка и с холодных труб, а 
трубы с горячей водой остаются су- 
химМи? 
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Практмкум абмтурмента 


В. Болтянский 


Метод 
отделяющих 
констант 


За последиие годы в практику инсьмениых 
экзаменационных работ для поступающих в 
вузы вошли задачи, решение которых удоб- 
но начинать с нахождения множества зиа- 
чений, прицимземых искоторыми функция- 
мн. Миогда решение задачи на этом и за- 
канчивзется — из полученных результатов 
сразу следует ответ; в других случаях зна- 
ние множества значений функции резко сок- 
ращзет объем работы, указываег кратчай- 
юший путь к ответу. 

О иекоторых особеммиостях применения: это- 
го метода и рассказывается в настоящей 
статье. 


Доказательство неравенств 


Начнем со следующей задаци. 
Пример 1. Доказать нера- 

венство 

№ — 2х = ЗЕ т х. (1) 
Для решения достаточно заметить 

что луч [-—1°|, представляющий 

собой множество значений функции 


о МР — 1, 


не пересекается с множеством‘ зна- 
чений функцин 


м — 


—З-+ эм х, 


в () 


то есть с отрезком [—4; —9}. 
Можно сказать н иначе: сущест- 

вует такое число с (например, с 

= —3/2), что для всех х ЕВ спра- 

ведливы неравенства }(х) > се, с> 


>а(х) (рис. 1), откуда и следует 


справедливость не только неравенства 
(1), но и более снльного: { (х) > # (и) 
для любых х, у В, то ость рсегда 


Хх? — 2 > —З- 5ту. 
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- при х= 


Куаптссте.ги 


В более сложных примерах уже 
не удастся найти константу с, «от- 
деляющую» значения функини } (х) 
от значений функции д (х) на всей 
области нх задания, но можно раз- 
бить числовую прямую на несколько 
промежутков, на каждом из которых 
существует своя отделякяцая кон- 
стаита. 


Пример 2. Доказать неравен - 
ство 


агсих >4/ИЗх—— И. (2) 

В этом случае на луче | — со; ИЗ 
(то есть при —<<х< 3] та- 
кой отделяющей константой является 
с1 == —2 (рис. 2), а на луче [у/З;оо | 
можно взять отделяющую коистан- 
ТУ 1,01. 

Разумсегся, график на рисунке 2 
лишь иллюстрирует сказанное; пол- 
ное же доказательство, основанное на 
ндее отделяющих констант, можно 
изложить, например, следующим об- 
разом. Функция 

Е) — асы х 
при всех х ЕВ (и, в частности, при 
х< ИЗ) удовлетворяет неравенству 
г ет” 
1/\)>—= >—2, то есть | (х) > с,. 
С другой 


стороны, функция 


в (х) = АЗ х—м— И = 
== (х-=2 ИВ 1 


нринимает 


значение 





у=т?-2т 


Рис. 1. 





я (ИЗ) = —2=с,, а слева от точки 
х- ИЗ эта функция возрастает, по- 


этому & (х) а при х< ИЗ. Итак, 
10 >еа>Е@) при х<|ИЗ, то 
есть при этих значениях х неравен- 
ство (2) справедливо. Осталось рас- 
смотреть значения х—>|рЗ. 
Заметим, что НИЗ) = 
= аге ИЗ =а/3 > 1.01, причем 
функция / (х) —возрастающая, ноэто- 
му [> егпри хжрЗ. Что же 
касается функиин д (х), то при лю- 
бых х ЕВ (и, в частности, при х > 
>- ИЗ) мы имеем <) <1<е.. 
Таким образом, / (х)> с. > 8 @) при 
х-— 3, то есть и при этих знпаче- 
ннях х неравенство (2) справедливо. 
Рассмотревный прием  доказа- 
тельства неравеиств вовсе ве следуег 
считать каким-то изысканным, слу- 
чайным, редкоприменимым. Напро- 
тив, для непрерывных функций этот 
прием можно считать универсальным. 
В самом деле, пусть, нанример, не- 
прерывные функции / (х) и &(х) за- 
даны на отрезке [а; 6], причем при- 
кинув вид этих графиков. мы . обна- 


у 
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ружили. что вроде бы на всем этом 
отрезке  сираведливо неравенство 
[^ >С). Как можно было бы 
доказать справедливость этого нера- 
веиства? 

Если для всех хе [а; 6] справед- 
ливо неравенство {(х)>39(х), то 
графикн функций }(ху и 8(х) не 
имеют общих точек, и нотому мож- 
но*) провести «ступенчатую ломаную» 
(рис. 3), отделяющую график фуикции 
у =[(х) от графика функции у =. 
— © (х). Но это и означает, что от- 
резок [а; 6] можно разбить на не- 
сколько меньших отрезков, на каж- 
дом из которых существует отделяю- 
щая константа су. я 

Разумеется, в этом рассуждении 
речь идет лишь о принципиальной 
возможности доказать неравенство 
{7 (х) >> в (х) методом отделяющих кон - 
стант. В каждом же конкретном слу- 
чае нскусство применения этого при- 
сма состовт в том, чтобы найти под- 
ходящее разбиение отрезка !а; 6] 
на части и для каждой из этих частей 
указать соответствующучо отделяю - 
щую константу. 


Итерации 


В общем случае затруднительно дать 
рекомендации, как подбирать раз- 
биение на части в соответствующие 
отделякицие константы. Однако в де- 
которых случаях такие рекомеидаций 
предложить можно. 

Пусть, например, обе функции 
<). в (х\ — возрастающие (нилн-обе 
убывающис), причем { (а) >># (а). Про- 


ведем прямую у — [(а) (рис. 4) ин 
рассмотрим точку ‘ее. пересечения с_ 
графиком функции у -— 8х). Абс- 
циссу этой точки обозначим через 


Хи. На отрезке [а; х, | за отлеляющую 
константу можно принять число с; -= 

} (а). Действительно, на всем этом 
отрезке выполнены неравенства { (х) =: 
2с., & (х) <=с., причем первое не- 
равенство обращается в равенсгво 
лишь в левом конце отрезка [а; х,|; 
а второе — лишь в правом. Отсюда 


*) На самом деле за этим словом «можно» 
скрываегся весьма ис простая матсматнческая 
теорема, которую мы здесь, конечно, доказы- 
цать ие будем. 
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яско, что ка всем отрезке Ик х,\ 
выголненс неравенство { (х) >> & (х). 

Заметим, ето отделякицая консгапта с, 25 
=} (2) язлястся в некотором случае панлуч- 


Шен; если взять за с, константу, мень - 
шую, чем { (<), то отрезок, на котором «дей- 
стьуег» эта лонстанта. уменьшится. 

Теперь преведем прямую у-=/ (х\) 
и получим отрезок |х,: х.\, на кото- 
ром с. = Р(х)) является отделяющей 
коистаитой;, затем проведем прямую 
и == Р(хь) и так далее (рис. 4). В ре- 
5ультате мы разобьем отрезок (а; 51 
на чести и для каждой из этих час- 
тей получим отделяющую константу, 
тэм самым доказав справедливость 
неравенства [ (х} > & (х) на всем от- 
резке [а; $}. 

Проведенное разсужделие можно форма- 
лизовать следующим образом. 

Мы начинаем с точки ху = а. 

Если ая некоторого В = 0, 1. ... уже 
известна точка хь. то мы находим вакую 
точки ху на, что 8 (хуи) = Лан). 

Повтореннем этого процесса (или, как 
говорят в математике, нтероцие мы пох, 
находим х,. затем по х, находим хи так да- 
лее. Если после нескольких нтераций нам 
удаслоя добраться до правого конца отрезка, 
на котором заданы фуикции } (х), & (х). то 
неравенство [{(х) > в (х) будет доказано. 

Пример 3. Найти корни урав- 
нения 


{5х = 4х — 2,5, (3) 


лежащие в интервале |0; &!2[. 

Функции }{^} == №х, в (ах) = 
= 4х —- 2,5 на интервале 10; л/2 
зозрастают. Ческолько первых ите- 
раций здесь выглядят следующим об- 
разом (значения функции Ех) бе- 
рутся с недостатком): 


Ха — 0; 
@ (3) = РГод.-—=0: № — 29 = в 
Об, 


Я.) = Ро 002: Ча, — 25 = 
=: бе: © =: 


и. 
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у=9(т} 


Рис. 5. 


5 (ха = |<.) = 10% м. —25 = 
— 1,04; х, = 0.885; 

ба) = ГО) = 1.22; 4х, —25= 
— 1.22. х, — 0,93: 

о Г = БА: 3% —25 
— 1,34; х, = 0,96; 

а (в) = | (хз) = 1.42; 4, —25 =. 
Ре» — 0, Обь 


После двух десятков итераций 
удается добраться до правого коица 
иптервала 30: 1/21. Этим устанавли- 
вается, что на всем этом интервале 
справедливо неравенство { (х) >> д (х) 
н, следовательно, уравнение (3) на 
рассматриваемом интервале корцей це 
имеет. 

Заметьте теперь, что, проводя ите- 
рации, мы заранее не знаем, удастся 
ли нам добраться до правого конца 
отрезка {а; 5] (то есть удастся лн нам 
доказать справедливость неравенства 
[о > #0) ва всем отрезке [а; 6\). 
А как будут выглядеть итерации в слу- 
чае, когда графики функций {0 и 
© (х), заданных на отрезке [а; 61, 
пересекаются, то есть неравенство 
«> #0) выполняется не на всем 
отрезке? 

Рисунок 5 наглядно 
что тогда в результате беско- 
нечной иоследовательности ите- 
раций мы будем получать числа хь, 
Ху, --: А, ... когорые прибаи - 
жаются к корню л* уравнения 
Е® =#(); точнее, число 
= Ниш х, представляет собой нанмень- 


Ао 

ший корень этого уравнения, содер - 
жащийся на отрезке [а; В]. Следо- 
вательно, с помошью носледователь- 
ных итераций мы сможем приближен- 
но вычислить этот корень. 


показываст, 


м 


Указанный прием часто применяется в 
вычислительной практике для приближенного 
вычисления корней уравнений. Вообще, в 
современной математике очень важную роль 
играют различные итерационные методы, 
дающие возможность не только с любой сте- 
ненью точности решать уравнения, но и да- 
же доказывать теоремы. 


Решение уравнений 


Метод отделяющих констант может 
применяться не только для доказа- 
тельства неравенств, но и, в неко- 
торых случаях, для решения урав- 
нений, и притом не приближенного, а 
точного решения. 
Пример 4. Решить уравнение 
х? — 2х япх— 2605х +2=0. (4) 
Запишем уравнение в виде 


(х — чп х)? = — (1 — 60$ Хх, 
то есть в виде } (х) = в (х), где 


РО) = х— зтх), 
в (х) = — (1 — с0$ Хх). 


Очевидно, что для любого х ЕВ 
справедливы неравенства } (х) = 0, 
д {х) = 0. Отсюда ясно, что некоторое 
число х, только в том случае может 
удовлетворять равенству }(х.) = 
= в (х.), то есть быть корнем урав- 
нения (4), если выполнены равенства 
Ро) = 0, &(о) =0, то есть если 
х, является решением системы 


Гх— Япх = 0, 
| 1—с0$х = 0. 


Второе уравнение этой системы имеет 
корни х = 28 (Е 0,1, -2,...), 
из которых лишь корень х = 0 удов- 
летворяет первому уравнению. Та- 
ким образом, исходное уравнение име- 
ет единственный корень х = 0. 
Пример 5. Решить уравнение 


3—9 14х11 == Уз . 6) 


Это уравнение можно записать в виде 
Ро) = & (%), где 
Ех = м — 2 + х--1, 


&(х)= | т 


Так как {х = 1+х@ — 1, то 
[< =1 для всех х > 0. В то же 
время & (х) <= 1 для всех х, принадле- 
жащих области определения функции 
& (х). Следовательно, на луче х = 0 
чнсло с = 1 является отделяющей кон- 
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стантой для функций }{(х) ин в (%). 
Отсюда вытекает, что неотрицательное 
число может быть корнем уравнения 
(5), только если оно удовлетворяет 
системе уравнений 
е (х) —= 1, 
Е (х) = 1. 
Первое из этих уравнений, как легко 
видеть, имеет корни х, — 1, х, -= 0, 
из которых только х, удовлетворяет 
второму уравнению. Итак, уравне- 
ние (5) имеет лишь один неотри - 
цательный корень х, -- 1. 
Телерь посмотрим, нет ли отрица- 
тельных корней.Так как при —2 <х< 
< 0 функция в (х) не определена, то 
отрицательные корни надо искать 
лишь на луче х < —2. Но при х=< 
< —2 мы имеем 


Ро) = Т+хб — 11 
=—1—2.3"--—17, 
а 2 (х) = 0 по определению функции 
Ух. Таким образом, отделяющей 
константой для | (х) и & (х) на луче 
х <= --2 (в тех точках х, в которых 
функция в (х) определена) является, 
например, число с — —10. Следо- 
вательно, рассматриваемое уравне- 
ние не имеет отрицательных корней, 
то есть х, = | — единственный ко- 
рень уравнения (5). 
* * 
+ 


Заметим в заключение, что, не- 
смотря на его универсальность, метод 
отделяющих констант не всегда яв- 
ляется самым удобным средством для 
доказательства того или иного кон- 
кретного неравенства. Например, для 
доказательства неравенства фх>> 
> 4х — 2.5 на интервале 10; п/2| 
(см. пример 3} можно было бы ис- 
пользовать тот факт, что производ- 
ная функции ф (х} = хх — 4х + 2,5, 
равная а =% обращается в нуль 
только в одной точке этого интервала, 
а именно при х = л/3. В этой точке 
значение функцин ф положительно: 


я 


З + 2,520,04. 





Ф(п/3) = а: 


В концах же интервала функция 
$ (х) принимает болышие значения: 
Ф (0) = 2,5 них; - о, если х— 
— 1/2 (но х< л/2). Отсюда можно 
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сделать вывод, что в точке х= л/3 
функция }(>х), рассматриваемая на 
интервале 10; л/2|, принимает на- 
именьшее значение, и потому Ф (х) > 
> 0, то есть шх>4х — 2,5 на 
всем этом интервале. Таким образом, 
применение производной дает в дан- 
ном случае более простое решение. 

Напротив, при решении неравен- 
ства агсех > 4 УЗх—х— 11 (при- 
мер 2) для нахождения корней 
производной придется решать урав- 
нение третьей степени, так что здесь 
метод отделяющих констант рацио- 
нальнее. 

Умение выбрать нанболее выгод- 
ный метод решения конкретной зада- 
чн зависит от практических навыков, 
от умения «видеть» графики, от вла- 
дения понятием производной и дру- 
гимн средствами исследования функ- 
ций. Читателям, которые хотели бы 
поупражняться в применении метода 
отделяющих констант, рекомендуем 
обратиться к очень полезной книге 
Г. В. Дорофеев, М. К. Пота- 
лов, Н.Х. Розов, Пособие по 
математике для поступающих в вузы 
(М.. «Наука», 1976, гл. 1\, $ 1). 


Упражнення 
1. Доказать. что при любом действи- 
тельном х справедливы неравенства 


а} Ут бх—х-—7; 
1 

6) с05х>—у д". 

2 (МИСиС, 1971. 


Ех +1 И2х--3-=1. 
3 (МИФИ, 1971). Решить уравнение 


со$ (л Их— 14) соз (я Их} =1. 
4. Найтн множество точек плоскости 


М ©: И. координаты которых удовлетворяют 
уравненню 


Решить уравнение 


Л . х у 
их -- $ у =: Е ЕрУ 


5 (ЯПИ, 
уравневий 
Ин-т =, 
\х и — 4х = 0. 


1973). Решнть систему 
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Е. Кузнецов 


Линзы 
и системы 
ЛИНЗ 


Явление преломления света на сфе- 
рической поверхности раздела двух 
оптических сред позволяет получать 
изображения светящихся предметов. 
Эта возможность осуществляется с 
помощью лнизы — прозрачиого тела, 
ограниченного двумя сферическими 
поверхностями. Линза является ос- 
новным оптическим элементом в та- 
ких приборах, как фотоаппарат, про- 
екционный фонарь, микроскоп, теле- 
скоп и Т. Д. 

На рисунке 1 показан разрез пре- 
ломляющей сферической поверхности, 
разделяющей две оптические среды с 
различными показателями  прелом- 
ления. Очевидно, качественное изо- 
бражение любого предмета возмож- 
но только в том случае, когда пучок 
лучей, исходящих из любой точки пред- 
мета (например, из точки Р), после 
преломления соберется снова в точ- 
ку. Вообще говоря, сферическая гра- 
нипа раздела двух сред не обеспе- 
чивает этого условия. Так, луч МВ 
после преломления пересечет ось РО, 
строго говоря, в другой точке, не- 
жели луч МА. Однако при некото- 
рых условиях пучок лучей, испущен- 
ных точкой, может собраться прак- 
тически в точку. Это будет в том слу- 
чае, когда высота Я, на которой все 
лучи этого пучка пересекают прелом- 
ляющую поверхность, мала по срав- 
нению с радиусом кривизны ОС пре- 
ломляющей поверхности.Другими сло- 
вамн, когда мал угол &. Лучи, удов- 
летворяющие этому условию, назы- 


ьаются паракснальными. Для уда- 
ленных источников требование мало- 
сти угла © эквивалентно требованию 
малости угла и. Но малость угла и 
не являстся достаточным условием 
параксиальности. Действительно, луч, 
параллельный осн РО (и=0}, но до- 
статочно удаленный от нее (й вели- 
ко), не будет паракснальным. 

Таким образом, в зависимости от 
того, сколь хорошо выполняется ус- 
ловие паракснальности, в окрест- 
ности точки Р’ будет более или ме- 
нее большой кружок размытия. Од- 
нако на практике нет необходимости 
делать его меныше некоторой, виол- 
не определенной, величины. Напрн- 
мер, еслн кружок размытия станет 
меньше элемента сетчатки глаза (зер- 
на фотоэмульсии на фотопленке, ис- 
ровностей матового стекла и т. п.)}, 
он будет восприниматься нами как 
точка. Его дальнейшее уменьшение в 
нашем зрительном ощущении ничс- 
го не изменит. 

Всюду в дальнейшем мы будем 
иметь дело только с паракснальными 
лучами *). Кроме того, ограничимся 
рассмотреннем только тонких линз, 
то есть таких линз, фокусные рассто- 
яния которых существенно больше 
нх толщины. 

Если тонкая линза изготовлена из 
материала с показателем преломле- 
ния л, слева от линзы находится сре- 
да с показателем преломления пу, а 
справа — с показателем преломлення 











п., ТО имеют место соотношения 
п: ПИ, ‚ПШ, Й 
г - (!) 
п п лм 
Е. = Ю. и Ю. - (2) 
Здесь РЕ, и РЕ. — переднее и заднее 


фокусные расстояния лнизы, Ю, и 
Ю,— радиусы крнвизны, соответствен- 
но, передней и задней поверхностей 
линзы. Эти соотношения можно по- 
лучить (проделайте это самостоятель- 
но!), рассматривая ход лучей, иду- 
щих от бесконечно удаленного ис- 


*) Можно, в приниипе, придумать такие 
преломляющне поверхности, для которых 
условие наракснальности лучей не является 


обязательным. Однако наиболее просты в 
изготовлении именно сферические — по- 
нерхности. 
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Рис. 1. 





точника, находящегося в первом. слу- 
чае слева оглинзц, а втором случае — 
справа. В частности, когда с обеих 


сторон от 
(иа=и.=1), 


линзы находится воздух 


== == (п— (+). (3) 


Прицято считать, что если повер- 
хность своей выпуклой стороной об- 
рацена к среде с меныцим показате- 
лем преломления, то ее раднус кри- 
визны Ю ноложителен (Ю>>0), в про- 
тивном случае Ю<0. Линзы, у ко- 
торых фокусное расстояние положи- 
тельно (Е>>0), называются лоложи- 
тельными или собирающими, ссли же 
Е<0 — отрицательными или рассеи- 


. 1 
вающими. Величина О = —— 


аннзы; 


называ- 


ется оптической снлой 
измеряется в дноитриях. 

При построенин изображений, по- 
лученных с помощью тонких линз, 
используют три основных (или базн- 
сных) луча, показанных на рисун- 


она 


$1 





Рис. 3. 


ке 2. С помощью этого рисунка ие- 
трудно получить формулу тонкой лин- 


зы: 
1 


} } 
ТЕ 


а также выражения для ее лннейного 
{поперечного} увелнчения: 


ыы = = — 





“ее ЗАН--тЯ 

Рассмотрим теперь несколько ком- 
кретных о. 

Задача. На поверхности воды 
{пь=1,3) лежат ши уклая тонкая 
стеклянная линза (п..=1,5) с радиу- 
сами кривизны Ю.=Ю.=10 см. Оп- 
ределите переднее и заднее фокусные 
рассточния линзы. Чему равно фокус- 
ное расстояние этой линзы в воздухе? 

Это относительно простая задача. 
Непосредственное применение фор- 
мул (1) н (2), где п.=Ъ, пь=п,=1,3 
и Ин. =1,5, дает 

ЕР. ^ 14 сми Е, = 18,5 см. 
Для фокусного расстояния линзы в 
воздухе формула (3} приводит к ре- 
зультату Р=10 см 

Задача 2. На рисунке 3` дан 
х0д луча АВС через тонкую положи- 
тельную линзу. Построить ход про- 
извольного луча )Е после преломле- 
ния в линзе. 

Проведем луч А’О, параллельный 
лучу АВ в проходящий через оптиче- 
ский центр линзы. Он не преломится. 
Точка (С пересечевия этого луча с 
лучом ВС лежит в фокальной пло- 
скости Н. Луч Р"О, параллельный 
ДЕ, пересечет фокальную плоскость 


52 


Куаптссте.ги 


в точке Р. Через эту же точку прой- 
дет, преломнвшись, и луч ДЕ. 

Задача 3. Какие очки вы про- 
пишите близорукому человеку, кото- 
рый может читать текст, располо- 
женный не далее 20 см? 

Очки ни в коей мере не исправ- 
ляют дефектов человеческого глаза. 
Их роль сводится к тому, чтобы ото- 
бразить объекты окружающего мира 
на такое расстояние, с которого глаз 
четко различает предметы. В нашем 
случае для того чтобы близорукий 
человек мог видеть удаленные пред- 
меты, например, звезду, очкн долж- 
ны создавать изображение звезды ие 
далее 20 см от глаза, а глаз будет 
рассматривать уже это изображение. 
Предположим, что линза очков вплот- 
ную придвинута к глазу (небольшой 
зазор между лнизой и глазом нссу- 
щественно нсказит приведенные ниже 
расчеты), и запншем формулу линзы: 


— ——м— 


Здесь 4 — расстояние до звезды, а 
{ — максимальное расстояние от изо- 


| 
бражения звезды до глаза. Член я 


берется со знаком минус, поскольку 
изображение мнимое. Так как 4 


очень велико, можно смело положить 


—- = 0. Цо условию задачи }=20 см. 


Отсюда 
Е = —-20 см, О) = —5дитр. 


Таким образом, близорукому чело- 
веку следует прописать очки с рас- 
сеивающими линзами ситической си- 
лы —5 дитр. 

Задача 4. С помощью линзы 
с фокусным расстоянием Е на экране 
получают уменьшенное и увеличенное 
изображения предмета, находящего- 
ся на расстоянии Ь от экрана. Нани 
отношение размеров изображений. 

Пусть высота предмета равиа Й. 
Тогда изображение имеет высоту НЫ = 
—ГА, и отношение размеров изобра- 
жений есть 

т ИИ 


И АИ 


Не Г.в В " 


Тенерь нам нужно найти 4,, 4... й. н 


[.. По формуле линзы —- в. = = 





Рис. 3. 


а из условия задачи а} =Ё. Исклю- 
чив 4, получим квадратное уравис- 
ние 

Р-Н. + ЕЕ =, 
откуда 


Кроме того, из свойства обратимо- 
сти лучей Ч =Ь я @4.=}. Таким 
образом, 

з 


, М ео ЕК 
н. В ЧР-УВИ-Н 


Задача 5. С помощью поло- 
жительной линзы получают изобра- 
жения двух точечных источников А 
и В. Один из них расположен на оп- 
тической оси на двойном фокусном 
расстоянии от линзы, другой смещен 
от оси так, что прямая, соединяющая 
источники, образует с оптической 
осью угол ч—30° (рис. 4). Под каким 
целом 4 к оси следует расположить 
плоский экран, чтобы одновременно 
получить ка нем четкие изображения 
обоих источников? 

Очевидно, экран нужно распо- 
ложить по лучу АВ (проведенному 
от источника А через точку В) после 
его преломлении в линзе. Использу- 
см формулу для углового увеличс- 
НИЯ: 


5 1 & Е 

ре ТЕТ 
Здесь { — расстояние от изображения 
нсточннка А ло линзы, а Ё — фокус- 
ное расстояние линзы. Поскольку А 
находится на двойном фокусном рас- 
стояянн от линзы, /=2[Р. Следова- 
тельно, 

Е 


УЕ" |, нф=фХ=30.. 
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Задача 6. Сложный объектив 
состоит из двух тонких линз: поло- 
жительной с фокусным расстоянием 
2, —=20 см и отрицательной с фокус- 
ным расстоянием Е. =-— 10 см. Лин- 
зы расположены на расстоянии [= 

=15 см друге от друга. С помощью 
объектива получают на экране изо- 
бражение Солнца. Какое фокусное рас- 
стояние Р должна иметь тонкая лин- 
за, чтобы изображение Солнца, по- 
лученное с ее помощью, имело такой 
же размер? 

Здесь мы уже нмеем дело с си- 
стемой линз. 

Найдем размер изображения Солн- 
ца, создаваемого сложным объекти- 
вом, рассматрнвая ход лучей носле- 
довательно в обеих линзах. Изобра- 
женне, создавасмое первой линзой, 
находится, очевидно, в ее фокальной 
плоскости. Размер этого изображения 
Н,—Ейва, где хх — угловой диа- 
метр Солнца, видимый с Земли (рис.5}. 
Увеличение, даваемое второй ‘лин- 
зой, равно не. По формуле 
лнизы имеем 


А ВИЦЕ 
и, г. ОР, ` 
где 4,=Р,—[ (изображение Солнца 
в первой лиизе является мнимым ис- 
точником для второй). Отсюда 
— Ра! —Й 
И * 


Таким образом, размер изображения, 








Рие. 5. 
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создаваемого всем объективом, 
__ ВР. а 
а =" 
Одиночная линза с фокусным рас- 


стоянием Ё дает изображение, имею- 
щее размер И, ЕЁ ша. Сопоставляя 


два последних выражения, получим 
- Уз Е .— Е" 
20(— 10} 


20 ю—№ СМ = 40 см. 

Только что разобранная задача 
является частным случаем более об- 
щей, практически зажной задачи: да- 
на система двух (нли более) тонких 
линз с общей оитической осью; не- 
обходимо найти одну тонкую лнизу, 
действие которой эквивалентно дей- 
ствню данной системы. Эта задача 
будет полностью решена, если мы 
найдем фокусное расстояние экви- 
валентной линзы и ее местоположе- 
ние (нли, что то же самое, положение 
се фокуса). Попробуйте вывести со- 
ответствующие формулы самостоятель- 
но. Для орнентировки приведем окон- 
чательные результаты: фокусное рас- 
стояние искомой эквивалентной дии- 
зы равно 


а ее фокус находится от второй лин- 
зы на расстоянии [., равном 


; Е. (А— Е. 
[2 = аа & ) ь 


Здесь ЕЁ; и РЕ» — фокусные расстся- 
ния первой н второй лииз соответ- 
ственно. а А — расстояние между 
задним фокусом первой линзы и нпе- 
редним фокусом второй {его назы- 
вают оптическим интервалом). Прн- 
нято считать А>>0. если передний 
фокус второй линзы лежит левее зад- 
него фокуса первой линзы, н А<@ в 
противном случае, 

В заключение предлагаем несколь- 
ко задач для самостоятельного ре- 
шения. 


Упраж нения 
1. На рисунке 6 дан ход луча АВС 
через тонкую отрицательную линзу. Опреде- 
лить ем Ц фокусное расстояние линзы. 
Какие очки вы нропишите дальнозор- 
жа человеку, который резко видит предме- 
ты, расположенные не банже 50 си? 
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Рис. 6. 


3. Положительная линза дает действи- 
тельное нзображение с увеличением в 2 ра- 
за. Определить фокусное расстояние лиизы, 
если расстояние между линзой н изображс- 
мием равно 248 см. 


4. Предмег в виде отрезка длиной | 
расположен вдоль оптической оси тонкой 
ноложительной линзы < фокусным расстоя- 
нием Р. Середина огрезка находится на рас- 
стоянии {от дивзы. Лииза дает действитель- 
ное изображение всех точек предмета. Опре- 
делить продольное увеличение предмета. 


5. Положительная линза с фокусиым рас- 
стоянием Ё н отринательтая с фокусным рас- 
стоянием —Ё расположены миа расстоянии и 
друг от друга так, что их оптнческне оси сов- 
падаюг. На расстоямии а перед положитель- 
ной лиизой находится нсточник света. Изоб- 
ражение этого источника, даваемос системой 
лиьз, располагается па таком же расстоянии и 
зв отрицательной линзой. Определить это 
расстоявис. 


6. Оптическая снстема состонт из двух 
линз: собирающей с фокусным расстоянием 
р, = ЗО см и рассеивающей с фокусным рас- 
стоянием = —30 см. Оптические осн 
низ совпадают. Параллельный нучок лучей 
падает на первую линзу и, пройдя через 
систему, собирастси в мекоторой точке, 
лежащей на олтической осн. На сколько сме- 
стится эта точка, ©<ли линзы  помсиять 
местами? 

7. В нроекциониом аннарате иснользу- 
стся сложный объектив, состоящий кз двух 
собирающих линз с фокусными расстояння- 
ми Л, = 20 син Е. == 15 см. Линзы распо- 
ложены на расстоянии &=5 см друг от 
друга. Определить, с каким увеличением бу- 
дет просцироваться дналозитив на экран, 
цаходящийся на расстоянин В = 0 м от 
объектива проектора. К дизпозитиву обраше- 
на линза с фокусным расстояннем РЁ». 
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Московский институт 
инженеров 
железнодорожного 
транспорта 


Московский ордена Ленина и ордена Труло- 
вого Красного Знамени институт инженеров 
железнодорожного транспорта {МИИТ) име- 
ет 10 факультетов, которые готовят высоко- 
квалифицированных инженеров различиых 
специальностей. 

В последние годы быстро растет м развя- 
вается факультет автоматики и вычислитель- 
иой тсхиики. Сейчас в институте работают 
студенческие вычислительные залы и вычис- 
лительный центр, оснашениые быстродейст- 
вУЮЩИМИ ЭВМ «ЕС-1030», «БЭСМ-4», 
«Урал-14Д», «Сетунь», «Мир», 8 также мощ- 
иными аналоговыми машинами. Факультет 
готовит инженеров-эясктриков и ниженеров- 
математиков для промышлениости и тран- 
спорта по спецнальностям: автоматизиро- 
ваиные системы управления (специализа- 
ция — проектирование и эксплуатация авто- 
матизнроваиных систем управления), авто- 
матика, телемеханика и связь на железиодо- 
рожном транспорте (специализации — авто- 
матика и телемеханика, системы передачи 
информации, радносвязь). автоматика и теле- 
механика (в промышленности, специализа- 
ция — схемы и системы автоматики и теле- 
механики), электронные вычислительные ма- 
шины, прикладная математика {специализа- 
ция — математическое обеспечение автомати- 
знрованиых систем управлення). 

Все факультеты ММИТа готовят инже- 
неров с прочными знаниями основ математи- 
ки, но особенно это относится к факультету 
автоматики н вычислительной техники, Эта 
осабекность факультета учнтывалась при 
составлении вариантов вступительных экза. 
менов по математике и физике. Поскольку 
специальность «прикладная математнка» свя- 
зана с подготовкой инженеров-матёматиков, 
способных вести научно-исследовательскую 
работу в различных областях техники, для 
эгой специальности предлагались варианты 
еще более сложные (хотя задачи, входящие 
в эти варнанты, не содержали матернал, 
выходящий за пределы программы средней 
школы). 

Ниже приводятся некоторые варианты 
вступительного нисьменного экзамева по 





математике н задачи из билетов устного экза- 
мена по физике з МИИТе в 1976 году. 


Математика 
Варнант 1 


(специальности; — промышлениое и 
гражданское строительство, экономика строи- 
тельства, экономика транспорта, эксплуата- 
ция железных дорог, мосты и тониели, элект- 
рификация железных дорог, промышленная 
теплоэнергетика, тепловозостроение, строи- 
тельные и дорожные машины) 


{. Два велосипедиста выезжают одновре- 
менно из пункта А в одвом и том же направ- 
лении. Скорость первого на 2 км/час больше 
скорости второго. Через 12 минут первый 
велосипедист остановился на 6 минут, чтобы 
устранить неисправность, и, возобиовив дви- 
жение, догнал второго велоснпедиста на рас- 
стоянии 14 км от места его остановки. Опре- 
делить скорости велосипедистов, 

2. Решить неравенство 

2—1 2 
1х. < с0$ ^”- 


3. Вычислить острый угол прямоуголь- 
ного треугольника, стороны которого обра- 
зуют арифметическую прогрессию. 

4. Найти эт 2, если известно, что 


И 
Уп 5 -- с0$ 214 и 3 <а<я. 


Вариант 2 


(спецнальности: = автоматизирован- 
ные системы управления, электронные вы- 
числительные машины, автоматика и телс- 
механика в промышленности) 


1. Двоим рабочим было поручено вынол- 
иить некоторую работу. Сначала работал 
{: часов только один первый рабочий, затем 
{2 часов только один второй. Остальную часть 
работы они закоичили вместе. Вся работа 
продолжалась 6 часов, причем первый рабо- 
чий выполнил 5/6 всей работы. 

Если бы сначала работая #; "часов только 
одии второй рабочий, затем {» часов только 
один первый рабочий, после чего они вместе 
закойичили бы остальную часть работы, то 
вся работа продолжалась бы 7 часов. 

За сколько часов выноянит всю работу 
каждый рабочий в отдельности, если первому 
на это требуется на 6 часов меньше, чем вто- 
рому, и каковы промежуткн времени Ён #2 

2. Решить неравенство 


[«—3/2**—7% >. 


3- На ребре двуграниого угла 120° взят 
отрезок длины с и из его концов восстав- 
лены к нему в различных гранях перпендя- 
куляры длин и и $. Определить длину от- 
резка прямой, соединяющего кониы этих 
перпендикуляров. 

4. Решить уравнение 


зе 2х — 5зтх - 5 с05 х-- 5 = 0. 


$ 


Вариант 3 


{спенцнальность: 
матика} 


прикладиая мате: 


1. В шахматном турнире участвовали 
ученики девятых и десятых классов. Все 
десятиклассники набрали 27 очков. Число 
очкой, набранных десятиклассниками в иг- 
рах против девятиклассников, на 21 больше 
числа очков, набранных девятиклассииками 
в играх против десятиклассииков. Сколько 
девятиклассников и десятикласеников участ- 
вовали в турнире, если за победу начисляст- 
ся одно очко, за ничью */ › очка и число десяти- 
классников больше 1? 

2. Доказать, что при всех значениях х 
н и имест место неравенство 

х? -4- ху + у? -+- 2х— у -|- 420. 

3. Определить углы прямоугольного тре- 
угольника, зная, что радиус описанного 
около него круга относится к раднусу впн- 
санного круга, как 5:2. 


4. Найти 2 -+- 28, если Зят* а -- 


к 

Е 2 т = 1, Зял 24 =23т28,0<а<-), 
д 

0<В< >. 

Физика 

Факультет автоматики н вычислительной 


техинки 

1. За время #-= 10 сек тело прошло путь 
5-5 18 м, при этом скорость сго увеличилась 
в л=5 раз. Считая движение равиоускорен- 
ным, определить абсолютную величину уско- 
рения тела. 

2. Шарик, размерамн которого можно 
пренебречь, подвешен на невесомой н нера- 
стяжимой инти длиной Г. Шарик с постоян- 
ной скоростью движется по окружности 
в горгзонтальной плоскости. Определить 
линейную скорость шарика, если нить, опн- 
сывая при своем движении коническую по- 
верхность, составляет с вертикалью угол 4. 

3. Маленький шарик висит на тонкой 
шелковой нити в пространстве между гори- 
зонтально расположениыми круглыми пластн- 
нами плоского воздушиого  коиденсатора. 
Заряд шарика 9-=10 ед. заряда СГСЭ. Когда 
пластннам конденсатора сообщили заряд 
|6] =980 ед. заряда СГСЭ, сила натяжения 
пити увеличилась в 2 раза. Определить силу 
натяжения нити, когда шарик находится 
в поле заряженного конденсатора. Радиус 
пластии конденсатора К-=10 см; массой нити 
можно пренебречь. 

4. Прямоугольная коробочка нз жести 
нлавает в воде. Масса коробочки т-= 100 г, 
площадь дна $==50 см?, высота Н=б см. 
Определить высоту надводной части коро- 
бочки. Плогность воды рн = | 2/см3. 

5. Если три одннаковых элемента, соеди- 
менных параллельно, замкнуть на внешнее 
сопротивление А:-0,3 ом, на нем выделится 
такая же мощность, как н в случае последо- 
вательного соединения девяти таких же эле- 
ментов. Чему равно внутреннее сопротивле- 
ние одного из элементов? 

6- Ультрафиолетовые лучи с длиной вол- 
ны А, -0,3 мкм, попадая на катод фотоэлс- 
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мента, вызывают поток фотоэлектронов со 


скоростью |у|==10° м/ек. Светом какой 
длины волны нужно облучить фотозлемеит, 
чтобы кинетическая энергия фотоэлектроиов 
стала Е,-=4-10- дж? Постоянная Планка 
№=6,62-10-34 дж-сек; скорость света с= 
=3.108 м/сек; масса электрона т/=91х 
Х 1-Я кг. 

7. На рисуике изображен луч ВС. про- 
шедший через рассеивающую линзу. Пост- 
ронть ход этого луча до линзы, если положе- 
ние фокусов линзы задано. 


Все остальные факультеты 


{. Первую половину путн поезд шел с по- 
стоянной скоростью в 1,5 раза большей, чем 
вторую половину. Средияя скорость поезда 


* 
на всем пути [5р|=43,2 хм/чше. Каковы 
скорости поезда на каждой половине путн? 

2. Две гири с массами т.==7Т кг и т.= 
— И кг висят на концах ияти, перекииутой 
через неподвижный блок. Виачале гири нахо- 
дится иа одной высоте. Через какое время 
после начала движения более легкая гиря 
окажется на #210 см выше тяжелой? Мас- 
сой блока и иити, а также сопротивлением 
воздуха пренебречь. 

3. Математический маятник, длина кото- 
рого [=25 см, совершает п=120 колебавий 
в течение {=2 мин. Определить по этим дан- 
иным ускорение свободного падения. 

4. Газ нагрели от температуры 27°С до 
температуры 39°С. На сколько процентов 
увеличился при этом объем газа, если давле- 
ние оставалось иеизменным? 

$. Однородный проводник имеет сопро- 
тивление Ю,. На сколько равных частей 
нужно разделить этот проводник, чтобы общее 
сопротивление сго частей, соедииениых па- 
раллельно, стало равным А»? 

6. Пуля массой м-=Ю г, летящая со 


г 
скоростью |9 ==10% м/сек, попадает в льдн- 
ну. Определить массу растаяв еГо при этом 
льда, если известно, что 50% кинетической 
энергии пули перешло в тепло. Начальная 
температура льдины 0°С, удельная теплота 
плавления льда ^=3,3-108 джсуке. 

7. Предмет находится иа расстоянии 
2Р от оптического центра рассеивающей лин- 
зы с фокусным расстоянием Р. Где и какос 
получится изображение этого предмета? Ре- 
шение пояснить чертежом. 

И. Берзина. 
В. Коровин, 


Машинная графика 


1. На рисуике 1 мапинга 
нарисовала семейство эллнп 


сов. Похоже, что в их рас- 
положенни есть какая-то 
закономерность. Однако эгн 


эллинсы не имеют ни общего 
нентра, ни общего фокуса, 
они и не подобны друг другу. 

Не моглн бы вы нриду- 
мать. откуда взялея такой 


Кривые 
зеркала 


рисунок? Нельзя ли его 
зувндеть» где-нибудь. ска- 
жем. «на ирнроде»? 


2. Семейство  лнинй на 
энсунке 2 — более сложное 
Это даже не эллины. а 
внешняя линня (с углами), 
вндимо, вообще не из этого 
ссмейства, хотя ин связана 
е НИМ. 

Откуда мог взяться эт 
рисунок? 

Ю. Котов 


Зи фиюграрин сделаны в 
«комнате смеха». Понробуй 
те «угадать», в какне зерка- 
ла смотрится эта девушка я 
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как удалось фотографу по- 

лучить такой необычный сав- 
топортрет» 

Фото Ю. Нижниченко 

и В. Машатини 
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Информация 


Научное 
общество 
учащихся 
«ВИИТОРУЛ» 


2 октября 1976 года в Ки- 
шиневе, в Центральном лек- 
торин общества «Зианис», 
состоялась научно-теоретиче- 
ская конференция школьни- 
ков. Более шестисот ее участ- 
ников встретились с москов- 
скими учеными — докторами 
физико-математических  на- 
ук, профессорами — москов- 
ских вузов В. Креснным, 
В. Тычинским и В. Левиным. 
Встречу открыл известный 
молдавский физик, академик 
АН МССР С. Радауцан, Вин- 
мательно слушали ребята 
рассказы о достижениях н 
проблемах физики низких 
лемператур. квантовой элек- 
чроники, о будущем совре 
менной  математикн. 

Большинсгео из тех, кто 
пришли на эту ястречу, были 
членами научного общества 
школьников «ВИИТОРУЛ», 
что означает по-русски 
«БУДУЩЕЕ». Это общество 
возникло в 197 году при 
Республиканском ворие 
ниоиеров и ишкодьников по 
инициативе ученых Молда- 
вин, Теперь в его рядах 
более 2000 членов. 

В совместном постанов- 
лении бюро ЦК ЛКСМ Мол- 
давии и Министерства на- 
родного образования МССР 
© создании Реснубликаиско- 
го научного общества уча- 
щихся сказано: «Ныне, ког. 
да в школах Кишинева и 
республики успешио дейст- 
вуст большое количество клу- 
бов по интересам, кружков, 
факультативиых групп стар- 
шеклассников, когда олим- 
пиады, конференции и кон- 
курсы по различным отрас- 
лям знаний стали тради- 
цией, есть возможность и не- 
обходимость перейти н ка- 
чественно новой форме ра- 


5% 


боты по развитию позизва- 
чельных нитерссов и творче- 
ских способностей учащих- 
ся». Этой повой формой 
н стало иаучносе общество 
«ВИНТОРУЛ». 

Цели и задачи 
общества так  сформули- 
рованы в его уставе: 

*!. Общество ставит сво- 
ей задачей вовлеченне 
школьников старшнх клас- 
сов в научно-исследователь- 
скую работу, ознакомление 
их с методами и приемами 
простейших научпых иссле- 
дований, обучение умению 
обращаться с необходимыми 
для исследования приборами 
и оборудованием. 

2. Общество расширяет 
знания, кругозор учащихся 
в различных областях иау- 
ки, техники, искусства, ли- 
тературы, прививает интерес 
и иавыки к научным иссле- 
дованиям, помогает в выборе 
специальности в воспитывает 
общественников - оргапиза- 
торов. 

3. Целью общества яв- 
ляется не только дать воз- 
можность школьиикам овла- 
деть вненрограммным матс- 
рналом. но и воспитать учё- 
щихся как пронагаидистов 
любой отрасли науки. 

4. Долг и обязанность 
старшеклассинков — ценнть 
советскую науку, гордиться 
ею. Глубоко изучать и про- 
пагандировать творческое 
наследие корифеев русской 
научной мыслв, знать их 
жизненный, трудовой и твор- 
ческий путь, учиться у них 
страстной любви к своей Ро- 
днне, своему народу, виитать 
в себя их лучшие черты — 
высокую идейность, патрио- 


тизм, гражданственность, 
трудолюбие, целеустремлен- 
ность». 


Созданию научного об- 
шества предшествовала боль- 
шая подготовительная рабо- 
та: смотры, конкурсы, кон- 
ференцин. Желающие всту- 
нить в члены общества долАс 
ны были представить реко- 
мендации преподавателей со- 
ответствующих дисциплин и 
комнтета комсомола школы. 

Как же устроено это об- 
щество? 

Работа обшества 
«ВИИТОРУЛ» проходит нод 
обшим руководством ЦК 
ЛКСМ — Молдавии, Минис- 
терства народного образова- 








ния МССР, Сонета молодых 
ченых при ЦК ЛКСМ и 
еспубликанского Дворца 
пионеров и ‘икольников. Не- 
посредственное руководство 
осуществляет Научно-методи- 
ческий совет из ученых н 
преподавателей, председате- 
лем которого является член- 
корреспоидеит Академин пе- 
дагогических наук СССР, 
доктор  физико-математиче- 
ских наук В. Белоусов. Со- 
вет руководит паботой сек- 
ций, содействует организа- 
ции филиалов в районных 
центрах, организует прове- 
дение Дней науки н коифх- 


реиций учащихся, чтение 
лекций, очные н заочные кон- 
сультации. 


Большая роль отведена 
Ученическому совету, куда 
входят председатели всех сек- 
ций. Члены этого совета прн- 
иимают активное участие в 
организации всех меропрния- 
тий, в разработке и осущест- 
влении научных нланов. Они 
выступают с докладами перед 
учащимися школ, ПТУ, 
участвуют в выездных  сес- 
сиях, выпускают свою га- 
зету, поддерживают связь с 
другими научными общест- 
вами и, прежде всего, со Сту- 
денческим ипаучным общест- 
вом Молдавии. 

В общество «ВИИТО- 
РУЛ» принимаются учецикн 
8—10 классов. Но с 1975 го- 
да кандидатами в члены об- 
щества могут быть и семи- 
классники. Онн присутству- 
ют иа заседаниях секций, 
участвуют во всех массовых 
мероприягиях общества и на- 
учных экскурсиях, готовят 
выступления о жизни и дея- 
тельности выдающихся уче- 
ных, делают обзоры научио- 
популярных журналов. 
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С восьмого класса начи- 
нается самостоятельная рабо- 
та в секции. Каждый член 
общества получает определен- 
ную тему и научного кон- 
сультанта, прикрепляется к 
какому-лнбо научному уч- 
реждению. 

Работа в секциях прово- 
дится по двум направлеиням: 

|. Теоретические заня- 
тия, лекции ученых, семя- 
нары, сообщения учащихся 
по темам их исследованнй, 
доклады о выдающихся уче- 
вых. 

2. Исследовательская ра- 
бота под руководством на- 
учного консультанта. 

Секции делятся на груп- 
пы, в зависнмостн от тем нс- 
следований. Например, сек- 
ция физикн делится на сле- 
дующие группы: теоретнче- 
ской физикн, физики полу- 
проводников, электроннкн и 
электронных прнборов, фи- 
зики атомного ядра, опгики 
и спектроскопян, общей фи- 
зикн, нмпульсной н газовой 
электроники, физики твердо- 
го гела. Эти группы работают 
на базе Инстнтута приклад- 
ной физики АН МССР, фи- 
зического факультета Киши- 
невского государственного 
университета, электрофизи- 
ческого факультета Киши- 
невского политехннческого 
института. Секция математн- 
кн делится на груипы. мате- 
матнческой логикн, современ - 
ных вопросов алгебры, прн- 
кладной математики и про- 
граммировання, геометрниче- 
ских преобразований. нс- 
тории математики. Они рабо- 
тают на базе Ииститута ма- 
тематикн АН МССР, мате- 
матического факультета Кн- 
шиневского государственного 
универснтета, кафедр матс- 
матики Политехнического и 
Сельскохозяйственного — ин- 
ститутов. 


Все члены общества име- 
ют членские билеты, В кото- 
рые вносятся нх личные пла- 
ны исследовательской работы 
и отмечается (за подвисью 
научного руководителя сек- 
ции), как выполняется эта 
работа. Нанболее отлнчив- 
шнеся чдены общества полу- 
чают при окончании школы 
характеристики-рекоменда - 
цнн, предоставляющие им оп- 
ределениые пренмущества 
при поступленни в высшие 
учебные заведения Молдавин 
по соответствующей специ- 
альности. 

Более 150 ученых, пре- 
подавателей вузов, аспнран- 
тов работают со старшеклас- 
сннкамн в научном общест- 
ве, приобщая нх к научным 
нсследованиям. 

Важиыми события- 
мн В жизин общества 
«ВИИТОРУЛь являются го- 
родские н республнкапские 
научно-творческие конферен- 
ции учащихся. Кроме членов 
общества в инх принимают 
участне нзвестные ‘ученые, 
а также школьники, пригла- 
шаемые из других ресиуб- 
лик. Так, на 11] городской 
конферениин в Кишиневе. 
проходившей под девизом: 
«Способность, труд, талант», 
было прочитано 20 докладов 
по различным проблемам фи- 
знкни и 7 — но математике, 
а также проведена  ма- 
лая математическая олимипиа- 
да. Средн докладов были, на- 
пример, такие; «Применеинс 
метода электронного пара- 
магнитного резонанса в изу- 
ченни кальцитове, «Метод 
нзображений в электроста- 
тике», «НИскровой разряд и 
его примененне в технике», 
«Исследования образования 
капли н сс взанмодействия 
< поверхностью жндкости», 
«Нахождение центров тяже- 
сгн частей круга», «Решение 
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геометрических задач мето- 
дом введення вспомогатель- 
ной окружности», «Исполь- 
зованме теоремы Больцано о 
непрерывности». 

Общество «ВИИТОРУЛ» 
стремнтся привлечь к уча- 
стню в своей работе как мож- 
но больше сельских школь- 
инков. С этой целью регу- 
лярно проводятся выездные 
сессни в сельских районах. 
Сейчас в Молдавии денствует 
12 районных филиалов об- 
щества. .. 

Кончилась учеба в шко- 
ле, ас ней и занятия в науч- 
ном обществе учащихся. Че- 
му же научнло общество че- 
ловска, вступающего в само- 
стоятельную жизнь? Самому 
главному — творческому от- 
ношению к труду, к науке. 
Тот, кто нашел в ием свое лю- 
бимое дело, уже ие может 
жить просто так, ничем не 
интересуясь и не увлекаясь. 

это и есть главная цель 
научного общества учащихся. 
Недаром в памятной книге 
общества «ВИИТОРУЛ» мы 
увидели такие записн, остав- 
ленные бывшимн членами об- 
щества: 

«Самое главное для нас 
в том, что у каждого оста- 
лось в памяти воспоминание 
о чем-то полезном и вуж- 
ном... 
Благодаря обществу 
можно отойти от шаблона, от 
привычных страннц школьно- 
го учебника к серьезной на- 
учной литературе . . - 

Общение с учеными, до- 
брожелательными н внима- 
тельнымн наставниками, — 
незабываемо ... 

Самое трудное в жиз- 
нн — найти себя. Общество 
прекрасно помогает этому...» 


В. „Тешковцев 





Задачи 
наших читателей 


Разобьем двоичную `за- 
инсь натурального числа 
а скоица на группы вида 10^. 
Напрнмер, а= 10110000 
разбивается так: 

Ю Е 100. 

ке Е 

а а а, 


Через а’ обозначим чис- 
Яо, полученное из даваого 


вычеркиванием сго послед- 
ней групны а, а через 
а@ь обозначим чнело, об- 
разовашюе прилнсыванием к 
а справа числа 6 (в этих 
обозначеннях 2—0: @Фап—,® 
>... За.Фан- 


Докажнте, что для лю- 
бого натурального числа а 
и иечетного натурального 6 
справедливы следующие ут- 
верждення. 


а) аб= (...(6` ба’) ® 
Зан-1 1-5’}®..ИЗа.-) Фа, 


(злесь а; —группы разбниення 
а. 1-1 2, ...., п); 

6} а делится на 6 тогда 
и только тогда, когда не- 
который член последователь- 
ности 


а, ас", 
—В', -.-. би сь— в", --. 
равен нулю; при этом, если 
Сп+:-=0, то 

2:6— (сп) ® (©л-1)®.--® (©). 


В. Абрамович 
{г. Ростов-на-Дону) 


=. — 
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Ответы, указания. решения 


К статье «Ускорители» 


| 
И о рый 


2. 194,7 Мэв; 644.4 Мж; 2784.2 Мэв. 
3. Уменьшится в 1,725 раза. 


К статье «Четные и иечетные фуикции» 


Контрольные вопросы 

1. Четной- 

2. Мечетной. 

3. Если хер >. то —хЕР (р. н поэтому 
р {+= р (Е )=р 

4. Если }{ четна. то [+= Г Р-=0: если { 
печетна, то [4==0, [_=[. 

5. Для многочлена р (х) в формулах (4) 
для р» взанмно уничтожаются все одночлены 
нечетной стелени, а для р_ — все одночлены 
четной стенени. 

6. а) Еслн многочлей р (<) является чет- 
ной функцией, то в сего разложеник р = 
= р+-+ р_ нечетная часть равна нулю (м. 
опрос 4), поэтому р = ру; согласно ответу 
на вопрос 5 вр. , а значит, и в р входят одно- 
члены только четной степени. 

Случай 6) рассматривается аналогнчно. 


Упражнення 


1. Четные: р, Ё- Ь; нечетные: [а Ао. 

2. а) Четные пфи в=0, нечетные 
прн в = 0; 

6) честные ирн 6 =0. нечестных нет 


(еслн а320); 


г) честные при 8 == 0, нечетные ири а=6. 


| 
3. арк = 2, | =х—-; 


и. реа; 
ы {+= 2х шах. а = м Ц х 
УД. (х) = г —1 - Я 1. р. ©) = 
т). ОЕ. 
4. 7 (0) = 
5. 1 = 0 при любом хЕО (А. гле 


О (В — произвольное нодмножество числовой 
и, симметричное относительно точки 0. 
6. а) Нет; 6) да; в) пет. 
7. а) Да; 6) 1). 3) —иет; Э) —да 
8. а) Воспользуйтжь правилом диффе- 
ренцнрования сложной функини для Ё (х) = 
=> 
6) |} Пет (вример: Ро) = хз -- 1); 2) — 
да. 
. 1} Невозможно в случае (г), возмож- 
но и способами — в случае (а). 
2) Невозможно в случае (в), возможно 
многими способами — в случае (а). 
10. Нельзи в случае 6), можно бесконеч- 
цым И способов в случае в). 
Указание, Все эти фупкоин 
дак пернодическиыи н либо четнымн (3), г)), 
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лнбо нечетными (6), в)). поэтому график фуик- 
цин достаточно постронть на «половине пе- 
рнодаь — на отрезке {[0; Т/2}, где Т — пе- 
рнод, а затем носпользоваться свояствамн 
четности н периодичностн. 


К статье «Метод отделяющих констант» 

1. а) На луче х22 можно взять отде- 
интервале 
1<х<2 — константу сз = 1,1; на луче хх 
<1 — констаяту с = 0. 


— 


д 
6) с. =0 при [х| = 57, с: = —-5 при 


я 2л 


5 == >. 


25 
сз = —1 при [х (> = з_ (Точки на границах 


этнх_ интервалов м отдельно). 
2. х= —1. Указанне. Функиня 
в левой части уравиепия — возрастающая. 
3. х=4. Указание. Поскольку 


[03 151, даиное уравненне равносильно 
совокупности двух систем уравненнй: 


 соз (л Их 4)=и, 
| со Их) =Е, 
} со (л Ух =, 
|<@мМх) =. 
4. Указай ве. При х>0, у>0 полу- 


чаем зи х == |, эми =  ири х>0, у<0 
илн х<0, >0 нолучаем зп х-- знги = 0; 
нри х<0, у<0 должно быть зи х = —1, 
$1 и == — 


5. х=0. у=0. Указание. Заме- 


тить, мо И ЕУИСРЕЕ = 
=1х— 11-51] >22 


поэтому  и=0, 451. 


К статье «Линзы и системы линз» 

1. См. рис. 1. 

2. Дальнозоркому человеку следует нро- 
писать очки с собирающими линзами оптиче- 
ской снлы О) = 2 длтр. 

ЗА — 8 бе 


Е? 
9“— В — у * 


4, К = 





Рис. [. 





Рис. 2. 


3 5. 
60 см. 
99 


5. 
6. 
7. 


ха 


4 


К статье «Московский институт инженеров 
железнодорожного транспорта» 
Математика 


Варнант ‘1 
1. 20 км/час, 18 кличас. 2. х<-—1. 
3. агсёв (3:4), агсёе (4:3). 4. — 0,5376. 


Варонацт 2 


1. 6 часов, 12 часов: 11 == 4, 
[о = |. 2. х<0, 2<х<72. х>4. 
3. Уса --аь. 4. х=а- 


4- ЗАл, х.  л/-Р2Ал (Е — целое). 


Варнант 3 

1. 3 десятиклассинка и 9 девятиклаесин- 
ков. 2. Укавание. Положить х -+ = а, 
у— 2 = 6 и привести иеравевство к виду 
{а -|- 8)? — «620. 3. агсй (3/4), агси (4/3). 
4 а«-2В=л/. Указание. Пе- 
рейдя к функциям двойных углов, получим из 


З 
первого равенства соз 2В = гл (1 — с0$ 24); 


нодставив его в формулу с05? 28 -- знь22В==1, 
найдем с0$ 2%, = 7/9. Далее найтн ©0$ (0-1 
28}. 


Физика 
факультет автоматики и вычисантельной 
техники 
= 2 (1—1) $ 
1. = 0 м/сек? . 
[2] арое = ‚24 ле /се 


В — МР ето. 


84109 


3. = Ро == 784 дин. 


т 
4. п=Н— = = 41см. 
Рв- 


п, и.— И 


ол я. (п, — 1) 


—=0,4 ом. 


Ис 





6. л— 


Пе”, + Е — т.о, 2 
— 3,3-10-7 м. 
7. См. рис. 2. 
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Все остальные факультеты 


55 ыы 
1.2, | = 15 м/сек = 54 км/час; | и; | = 


== 10 и/сех == 36 км/час. 


= И" 
т 


2.0.21 сек. 


в 42 
3 = Ыб 


9,86 м/секе. 


мы 
5. п = УАуЕ.. 
трой м 
6. шла = | эх ^ 1248 (Е 


7. Минмос и уменьшенное в 3 раза 
изображение цаходится па расстоянии [Ё = 
= 2/3 А от лнизы (см. рис. в). 


К заметке «Иззаоблачное» снянке» 
(см. с. 29) 

Если стоять у железнодорожного нолотва»е 
го видно, как рельсы сходятся вдалн. Точию 
так же расхождение солнечных лучей в раз- 
ные стороны и расщирение отдельных лучей 
объясняется эффектом перспективы. Лучи в 
действительностн почти параллельны. но 
пронизывают облака в разных местах. Эю и 
создает нлаюзию расхождения лучей —«из- 
заоблачиого» сняння. Красивый эффект, не 
правда лн? 


«Укладка тетрамнно» 
(см. «Квинт» № 1, с. 59) 





Рис. 4. 


К задачам 
(см. «Квант» № 2. с. 9) 
3. Указанне. Нижиюю оценку не- 
трудно пайти, вычнелив сумму первых 6 сла- 
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гаемых. Для доказательства верхней оцеяки 
заметьте. что 





} 1 1 ре 
тия РИ 
й 8, ‚ я—| 
Тр Рэт +7ие о = 
7 1 8 ых | 
ми Ве 
я | | | 
Г аи а = ВУ НЕЕ 
| 1 1 | 
Не авг РЕБЕ м1 


4 ах=6; бх- 8, у= | нх= 

== 8, иу=2=7, [= 4. 

К головоломкам 

«16 карточек» 

(см. «Квант» А 2, с. 14) 

БАРИИ БУРАН БУЛКА КОЛБА 
БИРКА БУРКА РОЛИК РУБКА 
САТИН КЛОУН ЛУНКА СУКНО 
СМЫЛОК СУРОК САЛОН РИСКА 
(см. «Квант» № 2, с. 34) 

«Ходом коня» 










52 [35 [16 [49 [42 | 33 | 14 | 47 








и? | зв 51 | з4 5 | 48 | 43 | 32 





5 || 50 3! | 46 | 13 


|4 | мн |4] 2 | 60 
8 ю® |3] 30 | @ | 2 | 4 
52| 7] | 58 | 26| 59 | 2 
20 [9 | 64 | 29 | 22 | 57 2 | 27 
[6 [21 | 56| 63 | 28 | 23 | 58 


«Точные квадраты» 
«4 576 36 81 16 9025,. 


К статье «Миого бинтов из ничего» 

{см. «Квант» № 3) 

Г. С одкой стороны, без псребора 
мы умеем доказать, что не всикое нечетное 
число, болынсе трех, представнмо в нужном 
виде, однако известное пам доказательство 
этого факта неэлементарно. С другой сторо- 
иы, перебором можно добраться до 
наименынего непредставимого числа — 149. 

2. Поскольку реплики (лу). (9,) в обонх 
дналогах совпадают, рассуждения трех иер- 
вых разлелой статьн остаются справедливы- 
ми. Гаким образом, 50 является элементом 
множества 
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С = Ц, 17, 33, 27, 2, 35, 37, и, 

47, 53}. 
причем все элементы множества С удовлет- 
воряют условию (0). - 

(л›) означает 

При любом разяажении числе ро в про- 

изведение Овух множителей, удовлет- 

воряющих неравенствам (1), (2), их 

сумма обладает свойством 

{61}. (м2) 
В статье доказано, что любое число, обладаю- 
щее свойством {©1), принадлежит С. Поэто- 
му мы можем заменить (л.) на 


При  аюбом разложении числа ро 

в произведение двух иножителей, удов- 
летворяющих неравенствам (1), @), 

их сумма принадлежит С. {п 
Переберем все представления чисел из С 

в виде суммы двух слагаемых: $ = # -|- { (2= 
==] и проверим каждое произведение 
Е на выполнение (п.). Перебор сократится 


примерно вдвое, если предварительно прн 
помощи (ло) доказать, что ро не делится 
на 4. 

Результат перебора: только 4 числа из С 
дают нам разложения $ = #№-[ |, для ко- 
торых А! удовлетворяет условию (п): 

23 =6 И, 

35 = 13-22, 

37 = 3 3За= И -- 26 = 14-2, 

532-51 =74 46. 
Поскольку $ и иосле реплики (л.) не смог 
отгадать Аон 1, $0 72 Зи $0 72 35. Итак, 
ввиду (92), 5 = 37 или $0 = 53. 

Догадавшись об этом. Р сумел опредс- 
лить Ао и 5. Следовательно, ро = 11:76 = 
— 286, так как, если бы у Р было 102 = 
— 3.34 = 2-51 или 322 -= 14-23 = 7.46, он 
не смог бы выбрать между 37 = 3-Р 34 = 
—= 14 -- 23 в 53 = 2-51 = 7-46. 

Итак. 50 = 37, ро= 286, А = И, 
{5 ни 26. 


К статье «Ставь па минус» 
(см. «Авант» № 3) 


Контрольные вонросы 

1. а) 96; 6) 83; н) а7; г\ 18. 

2. а) 1—5, И 6)1-—1,П-—9; в) 1-4, 
П— 0. 

Задачи 

1. Мннусы стоят на полях с иечетвыми 
номерами н горнзонталн, и вертикали. 





внене дани обвнсе-Фа 


а -< Ч ев 
Рис. 5. 


@) 


| 


@) 


=} 


Рис. 6. 


| 


2. Минусы стоят на полях, у которых 
разность номеров горизонтали и вертикалн 
делится на 3. 

3. На поле стоит минус, если сумма ко- 
меров горизонтали и вертнкали при делении 
на 3 даст в остатке 1. 

4. См. рис. 5. 

5. Минусы стоят па полях, у которых 
номера н горизонтали, и вертикали при деле- 
нии на 4 дают остаток 1 или 2. 

6. Минусы стоят только на главиой 
днагонали (у полей которой помер горизон- 
тали разен иомеру вертикали}. 

7. См. рис. 6 (н случае е) нернод начи- 
настся с пятой клетки, во всех остальных — 
с первой). | 

8. а) Пусть па клетке с номером и (коро- 
че: «клетке и») стонт мипус. Тогда на клетках 
птаи п--Ь стоят илюсы, поскольку 
с инх можно нойти на клетку дл, а на 
поле и - а- В стоит мннус, так как с него 
можно попасть только на клетки п-|-а 
и пт 6. 

Пусть теперь на клетке п стонт плюс. 
Тогда в соответствии © «золотыми нравилами» 
па ноле я — а нли на поле л — Ь стонт ми- 
нус. Если на п — а стонт минус, то, как дока- 
зано, на клетке п-т @-Еж=тп--Ь 
также стоит минус, а на клетке п-на- 6 — 
илюс, так как с нее можно попасть на п -1 6. 
Случай, когда мннус стоит на п — В, разби- 
рается аналогично. 

Итак. расстановка плюсов и минусов 
периодична н нолностью определяется расста- 
новкой первых & -|- 5 знаков. 

6}, Рассмотрим первые а- В клеток. 
Пусть для определенности а< 2. Расстановка 
знаков на первых Ь полях определяется 
только ходом на а клеток и потому такова: 
а мниусов, а плюсон, а минусов, а илюсов.... 
Поскольку ход на 6 касток влево с полей с но- 
мерамн В Г Т, ..., @- 65 ведет на один из 
первых а мнпусов, то на этнх клетках стоят 
а плюсов. Онн  едуют за а минусами тогда 
н только тогда, когда В = а (28 -- №) (п — 
целос). 

Нтак, длина периода равна 2а, ссли 
$ — 2 (21-1 1), н равна а -Р В в противном 
случае. 

9. Как следует из ремення задачи 8, 
количество мниусов п начале равно а, а 
болыинй ход имеет длину, равную длине 
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периода, мниус а. Так, на рнсунке 7 (в статье) 
а=2, Ь= 7—2 =5. 

Но еслн получается $ —= а, то есть пе: 
риодичность сводится к чередованию а мННУ- 
сов и а плюсов, то меньший ход равен именно 
а, а про больший можно сказать лишь, что 
он равен а (2л -|- 1), где л — натуральное 
число. 

10. Пусть л — наибольшая длина хода. 
Тогда для того, чтобы отметнть ноле плюсом 
илн мипусом, достаточно знать знаки лишь 
на предыдущих п полях. Разобьем нолоску 
на последовательные группы по л клеток. 
По принципу Дирихле (см. «Квант», 1977, 
№ 2, с. 7) расстановка знаков в каких-то 
двух груинах совпадает. Пусть эти две груп- 
ны начинаются с клеток Ан р соответственно, 
причем 2<р. Тогда расстановка знаков 
на клетках #, #1, ..., р—1 совпадает с 
расстановкой на клетках р, р+-1, ..., 
р-- (р—2—1) итак далее. Друснми словами, 
имеется период длины р — &, начинающийся 
с клеткн А. 


11. На рисунке 8,а (в статье) вторая 
клетка отмечена плюсом, следовательно, есть 
ход на [| клетку влево. Третья также отмечена 
нлюсом — ссть ход на 2 клетки влево. На- 
конец. седьмая клетка отмечена наюсом — 
ссть ход на четвертую нлн на первую клетку. 
Если на четвертую. то этот ход — па 3 клет- 
ки влево. Но тогда на четиертой клетке 
вопреки рисунку должен стоять плюс. Сле- 
довательно, есть ход’на 6 клеток влево. Итак, 
этот рисунок соответствует игре, в которой 
ходить можно на |, 2 или 6 клеток влево. 

Могут ли быгь другие игры с такой же 
расстановкой плюсов н мниусов? Да, конеч- 
но. Например, игра, в которой ходить мож- 
но на 1, 2, 6 или 1[3 клеток влево или на 
1, 2. 5 или 6 клеток влево. 


Рисунки 8, 6. 8 (в статье) соответствуют 
играм с ходами на 1,4 иди 7 клеток влево 
н на 2,4 илн 7 клеток влево. 

12. Не всегда — это сразу следует из 
рисунка 9, б в статье. Судя по сго первым 
трем клеткам, в игре должны быть ходы на | 
ин 2 клетки влево, по это противоречит даль- 
нейшсй расстановке знаков. 


К задачам «Кваит» для младиинх школьников» 


(см. «Кванть А 3) 

1. Самый сильный — Портос, затем слс- 
дуют д’Артаньян, Атос н Арамис. 

2. Указание. Дробь сократима тог- 
да и только тогда, когда числитель н знамс- 
патель имеют общий множитель, отличный 
от еднницы. Но 


Э12—1 л-1 
ит" Зи т. 
2п -|-1. Еж 1 
пт п-! г 
1 
а дробь ии несокрагима. 
3. 81. 
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4. Прябаним к. нскомому чнслу единицу, (сч. «Авант» А 3, с. 18) 
нолучценное число должно делиться на все «Задача из «примера» 
числа от 2 до 10. Поэтому искомым чнслом прнмер = 851 745. 
является найменьшее общее кратнае всех 
чисел от 2 до Ю, уменьшенное на 1; это 2519. 

5. Можно. Две соседние части можно 
раскрасить в любые разные ивста, затем 
часть, граннчащую с нимн обеими, — в третий 
цвет н так далее. 


«Извилистый путь 


К заметке «Мартовская капель» 
(см. «Квант» А 3, с. 15). 

1) Для образоваиня ледяного сталактнта не- 
обходимы два условия: температура воздуха 
должна быть пемного ниже 0°С, и должен быть 
нсточиик текущей воды. Вода образуется из 
снега, лежащего на крыше здання, прн ос- 
вещении его солисчными лучами. Как из- 
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вестно, освещенность поверхностн зависит от о ЕР 
угла падения лучей. Прн соответствующей вы- Рис. 8 | Ч----ЕН МЕ 


соте Солица иад горизонтом и подходящем на- 
клоне крышн поглощаемой снегом энерсин 
может оказаться достаточно, чтобы сиег па- 
чал таять. Но поскольку температура воз- 
духа ниже 0°С, стекающие маленькие капли 
воды замерзают, образуя сосулькн. 2) Виа- 
чале ледяная сосулька представляет собой 
милиидрический столбик, вода медленно стс- 
кает по нему и повисает на его конце каплей, 
По мере роста длины столбика отдельные кап- 
ли талой воды не успевают с пего стекать н 
замерзают, уголщая сталактит в верхней сго 
части. 3) Длина ледяного конуса, при прочих 
равных условиях, завналт в основном от не- 
которой оптимальной скоростн притекания во- 
ды к нему: как большая, так н малая скоро- 
сти не способствуют росту ледяной сосульки. 
4) Сосульки могут изгибаться нод влиянием 
ветра, конвекционных нотоков воздуха и 
других случайных факторов. 5) Ледяная со- 
сулька — кристалл, оптически почтн одно- Рис. 9. 
родный и потому прозрачный. Сист же имест 
поликристаллическую структуру. Вследствие 
многократных отражений н преломлений на 
гранях отдельных кристаллнков снега свет 
в нем диффузпо рассенвастся. Поэтому снег 
не прозрачен. 





«Магические круги» 
Задача нмест два решения, одно из них 
приведено на рисунке 9. 
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{см. «Квант» № 3, с. Н) 
Чеховский полнграфический комбинат 


Союзполиграфирома 
Рис. 7. при Г т комитете Совета 
Министров СССР по делам издательств. 


полиграфии ин я торговли, 
г. Чехов Московской области 





Рукописи не возвращаются 











КУБ-ХАМЕЛЕОН 


Грани 27 кубнков окрашены в 
некоторые цвета так, что, скла- 
дывая из этнх кубиков боль- 
шой куб (размером 3Ж3Х3З), 
можно получить красный куб, 
можно — снний, а можно — 


зеленый. Как окрашены граин 
этих 27 кубиков? 
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Цена 30 коп. 
Индекс 70465 


ГОЛОВОЛОМКИ 


1. Уложите все 28 косточек домино в 
внде коврика (см. рисунок) так, чтобы сум- 
мы очков вдоль каждой прямой (без раз- 
рывов) были одниаковы н равны 25 (косточ- 
кн це обязательно прикладывать друг к 
другу одниаковымн значениями очков). 

2. Изображенный на рисунке «число- 
вой коврик» персплетен цифрами н знака- 
ми арнфметических действий. Допишите 
в пустые места цифры так, чтобы все ра- 
венства были верны. 

3. Уложите 28 косточек домино в виде 


ЕН 


узора, изображенного на рисунке, так, что- 
бы суммы очков вдоль всех прямых были 
одннаковы. Прн этом в тех местах, где 
костн касаются (на рисунке таких мест 12), 

на ннх должиы быть одннаковые цифры. 
4. Возьмите комплект домнно н отло- 
жнте в сторону кость 0—0. Теперь, рас- 
сматривая оставшисся косточкн как дробн 
(правильные илн неправильные). расноло- 
жите нх в отмеченных на рисунке местах 
так, чтобы сумма дробей в каждой строке 

равнялась числу косточек данной строкн. 
Л. Мочалов 
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НАУЧНО-ПОПУЛЯРНЫЙ ФИЗИКО- МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ 
АКАДЕМИИ НАУК СССР И АКАДЕМИИ ПЕДАГОГИЧЕСКИХ НАУК СССР 
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Обычно говорят, что площадь 5 (РЁ) 
фнгуры РЁ есть число, показывающее, 
из скольких единиц площади «со- 
ставляется» эта фигура (за единицу 
площади берется квадрат, сторона 
которого равна единице длины). Од- 
како такое наглядное пояснение не 
может служить точным  математиче- 
ским определением понятия площа- 
ди. Неясно, например, каким обра- 
зом из единиц площади «составляет- 
ся» круг заданного радиуса. 

Один из способов уточнения повя- 
тия площади основывается на рас- 
смотренни палетки — разбиения 
плоскости на конгруэнтные квадра- 
ты. Пусть сторона квадрата палетки 
нмеет длину 1. На рисунке 1 фигура Е 
содержит фигуру, составленную из 
9 квадратов палетки, и содержится в 
фигуре, составленной из 29 квадра- 
тов; поэтому 9 = 5 (Ё) < 29. Для 
более точной оценки можно исполь- 
зовать палетку, квадраты которой 
нмеют сторопы длиной 1/10 (так что 
в каждом квадрате прежней палетки 
содержится 100 квадратов новой па- 
летки). Если, скажем, ЁР содержит 
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фигуру, составленную из 1716 квад- 
ратов новой палетки, и содержится 
в фигуре, составленной из 1925 та- 
ких квадратов, то 17,16 <$ (Р) < 
< 19,25. Еще раз измельчая палетку 
(т. е. уменьшая в 10 раз длины сторон 
квадратов), мы сможем еще точнее 
оценить $ (Р) ит. д. 


Описанный процесс — измерения 
нспользуется не только для вы- 
числения площади, но и Для 


самого определения понятия площа- 
ди. Именно, рассмотрим палетку, у 
которой длины сторон квадратов 
равны 1/10. Пусть Ё содержит фи- 
гуру, составленную из а, квадратов 
этой палетки, и содержится в фигу- 
ре, составленной из 6» таких квадра- 
тов (например, выше у нас а, = 1716, 
Ь, = 1925). Тогда можно сказать, что 
ОА 


ня есть значение площади фигуры Ё 


: Фь 
с недостатком, а пи с избытком. 


02 
Неограннченно увеличивая А, мы мо- 
жем рассмотреть пределы 


$(- 


$ (Е) = Нт-9®. 


ксю 103** 


Нл 2®_ 
А 102’ 
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первый из которых называется ниж- 
ней, а второй — верхней площадью 
фигуры Р. 

Есан фигура ЕР такова, что эти 
пределы совнадают, то фигура Р 
называется  квадрируемой, а число 
$ (ЕЁ) = 5 (Е), т. е. совпадающее зна- 
чение рассмотренных пределов, па- 
зываегся  млощадью фигуры Е н 
обозначается через & (Ё). 

Нетрудио привести пример фигу- 
ры, у которой верхняя и инжияя 
площади ме совпадают. С этой пелью 
из квадрата площади 1 удалим 
крест, площадь которого меньше 
[4 (рис. 2, а). Затем в каждом из 
четырех оставшихся квадратов уда- 





Рыс. 1. 


лим по кресту так, чтобы сумма пло- 
щадей всех четырех крестов была 
меньше 1/8 (рис. 2, 6). Затем удалим 
16 крестов с общей площадью мень- 
ше 1/16 (рис. 2, в) ит. д. Фигуру. 
которая останется после бескопечного 
числа удалений крестов, обозначим 


ва 6 
ВЕ 

ии 
| 25 





Рис. 2. 


|* 
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через О. Заметим, что общая площадь 
всех удаленных крестов меныие чем 
114 41/8 1/6 +... +-М2"- ..., т. е. 
меньше 1/2. Поэтому оставшуюся 
фигуру О невозможно поместить в 
фигуре площади 1/2. т.е. верхняя 
площадь фигуры @ больше 1/2. В 
то же время фигура О ие содержит 
никакого квадрата (каким бы ма- 
леньким он ни был). н потому инж- 
няя площадь Фигуры С равиа пулю. 
Таким образом, $ (0}5=$ (0). т. е. 
фигура О неквадрируема. 

Этот пример показывает, что по- 
нятие площади применимо не ко вся- 
кой фигуре. Однако можно доказать 
(мы здесь это доказательство прни- 
водить не будем), что всякий много- 
угольник является квадрируемой фи- 
гурой. Точно так же любая выпук- 
лая фигура (в частностн, круг) 
квадрируема. Вообще же класс квал- 
рируемых фигур является весьма 
обширным. 

Теперь можно сказать, что пло- 
аль $ представляет собой  функ- 
цию, заданную па классе всех квад- 
рируемых фигур и принимающую чис- 
повые зпачения, Т.е. площадь $ (Ё) 


каждой фигуры Ё есть чиело 
(единица площади предполагается 
фиксированной). 

Используя данное определение 


площади (с помощью палеток), можно 
доказать ряд скойств илощади. Ос- 
новными являются следующие четы- 
ре свойства: 
(&) функция 5 неотрицательна, 
т. е. $ (Е) 20 для любой квад- 
рируемой фигуры РЁ; 
(В) функция $ аддитивна, т. е. 
если РЕ, ин Е. — квадрируемые 
фигуры, не имеющие общих 


О 8888 8385 
и 


о0е 9990 
Гу 


ПС 9090 


ее) 23170) 
2371090) 22898 


АР 888 8892 


внугренних точек, то $ (Ё,() 
ОЕ.) = 5 (Е) +5); 

(7) финкция 5 инвариантна от- 
носительно перемещений, т. е. 
ет. 2. 2А6,, 0 5 (Ре 5, 
(6) единичный квадрат имеет 
площадь 1. 

После рассмотрения этнх свойств 
наступает поворотный пуикт в теории 
площадей. Дело в том, что снраведли- 
ва следующая теорема существования 
н единстРеиности: на классе всех квад- 
рируемых фигур существует, и при- 
том только одна. функция 5, обла- 
дающая свойствами (), (В), ($), (6). 
Теорема эта играет весьма важную 
роль. Изложенное выше определение 
площади (с помощью палеток) можно 
назвать конструктивным, 
поскольку площадь определяется с 
помощью четко описанной конструк- 
ции (процесса измерения). Теперь 
же можио дать другое описание поня- 
тия площади; грубо говоря. площадь 
есть «то, что обладает свойствами 
(=), (В). (7). (6)». В самом деле, со- 
гласно теореме существования и едии- 
ственности, кроме площади, нет ни- 
какой другой функции, обладающей 
указанными свойствами. Более точ- 
но, мы можем теперь сказать, что пло- 
щадью называется числовая 
функния, заданная на множестве всех 
квадрируемых фигур и удовлетво- 
ряющая условиям (@), (В), (7), (8. 
При таком подходе свойства (@), (В), 
(у), (6) доказывать не пужно (они 
рассматриваются как аксиомы 
площади), а само определение ста- 
новится аксиоматическим, 
а не коиструктивиым, как прежде. 

Прн аксноматическом определении 
нляощади ипзлетки становятся ненуж- 
ными *), а все дальнейшие свойства 
площадн выводятся из аксиом (©), 
(В), (у), (6) как теоремы. Например, 
из аксиом можно вывести, что при 
ЕС — сираведливо неравенство 
$ (Е) = 5$ (©) (свойство монотон- 
ности площади); что для любых 
квадрируемых фигур Р., РЁ. справед- 
ливо соотношение 5(ЕР, Е.) = 
= $ (Ри + $ ({Р.) — $ (Е, ПР.); что 





*) Правда, понятие квадрируемости было 
выше определено © помощью  палеток, но 
этого также можно избежать. 
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отношение площадей 
гур равио квадрату 
подобия и т. д. 
Перейдем, наконеи, к вопросу о 
вычислении площадей. Самым про- 
сгым методом вычисления площадей, 
известным еще из глубокой древно- 
сти, является метод разложения. 
Для уясиения этого метода рассмот- 
рим фигуры Ё и Н, изображенные па 
рисунке 3. Пунктирные линии раз- 
бивают эти фигуры на одинаковое 
число соответственно конгруэнтных 
частей, т. е. фигуры Ё и Я равио- 
составлены. Вообще, две фигуры на- 
зываются равносоставленными, если, 
разрезав одну из них на конечное 


нодобных фи- 
коэффициента 





Рмс. 3. 


число частей, можно (располагая эти 
части иначе, т. е. рассматривая фигу- 
ры, конгруэнтные: этим частям) со- 
ставнть из них вторую фигуру. 

Из аксном (В) и ($) непосредст- 
венио следует, что две равносостав- 
ленные фигуры — равновелики, т. е. 
имеют одинаковую площадь. На 
этом п основап метод разложения: 
фигуру, площадь которой нужно вы- 
числить, пытаются разбить на конеч- 
ное число частей так, чтобы из этих 
частей можно было составить более 
нростую фигуру (площадь которой 
уже известна). Например, — парал- 
лелограмм равносоставлен с прямо- 
угольником, имеющим то же основа- 
ние и ту же высоту (рнс. 4), и пото- 
му, зная формулу площади нрямо- 
угольника, мы устанавливаем фор- 
мулу площади параллелограмма. 
Треугольник равиносоставлен © па- 
раллелограммом, который имеет то 
же основание п влвое меныную высоту 
(рис. 5), и это позволяет вычислить 
площадь треугольника. 

Умея вычислять площадь  тре- 
угольника, легко вычислить площадь 





Рыс. 4. 





Рис. 5. 


любого многоугольника: достаточно 
разбить его на треугольники и вос- 
пользоваться аксномой (В), т. е. сло- 
жить площади этих треугольников. 
Заметим, что при любом другом спо- 
собе разбиения на треугольники ре- 
зультат будем тем же самым. 
Действительно, результат и того н 
другого вычислеиня даст одно- 
значно определенное число: пло- 
щадь $ (ГР) рассматриваемого много- 
угольника (вот где «работает» теоре- 
ма существования и  единственно- 
сти!. 

Несмотря на простоту и удобство 
метода разложения, обойтись толь- 
ко этим методом для вычисления 
площадей различных квадрируемых 
фигур не удается. Например, вычис- 
лить площадь круга этим методом 
невозможно: как бы мы ни разрезали 
круг на конечное число частей, со- 
ставить из них многоугольник (т. е. 
«более простую» фигуру, площадь ко- 
торой мы умеем вычислять) не удаст- 
ся. В связи с этим применяется еще 
один метод вычисления площадей, 
называемый методом исчерпывания. 
Этот метод’ также известен из глубо- 
кой древности: его открытие связано 
с именем Архимеда. Существо 
метода состоит в следующем. Рас- 
сматривается квадрируемая фигура Е 
и последовательность вложенных в 
нее квадрируемых фигур С., С. ... 
(рис. 6). Если часть фигуры Е, не 
заполненная фигурой С„, имеет пло- 
щадь, неограниченно уменьиюющуюся 
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при п ®, то 5(Е)=Ит5$ (С,). 


Фигуры С,. С., ... как бы постепенно 


«исчерпывают» всю площадь фигу- 
ры Ё, и это позволяет вычислить 
$ (Е). 


Примером применения метода ис- 
черпывания может служить приведен- 
ное в учебнике Х класса вычисление 
площади круга. В этом случае фигу- 
рами (,, С., являются вписан- 
ные в круг Ё правильные многоуголь- 
ники, каждый из которых имеет вдвое 
большее число сторон, чем предыду- 
щий (рис. 7). Равенство $ (Е) = 
= Ит$ (б,) и позволяет вы - 


ПА-с 





Рис. 6. 


числнть площадь круга. Архн- 
мед применил метод исчерпывания 
не только для вычисления площади 
круга, но также для вычисления пло- 
щади сегмента параболы (рис. 8). 
Наиболее универсальным мето- 
дом вычисления площади является 
применение  первообразной. Пусть 
на координатной плоскости задана 
замкнутая линия, не пересекающая 
сама себя; фигуру, ограниченную 
этой линией, обозначим через Р. 
Проекпия фигуры Ё на ось абсцисс 
представляет собой некоторый отре- 
зок [а, 8]. Для простоты предполо- 
жим, что для любой внутренней точ- 
ки х отрезка [а, 6] прямая, парал- 
лельная оси ординат и проходящая 
через эту точку, пересекает фигуру Е 
по отрезку (рис. 9); длину этого от- 
резка обозначим через { (х). Далее, 
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через 5 (х) обозначим площадь той 
частн фигуры Р, которая расположе- 
на левее проведенной через точ- 
ку х прямой. 

Нетрудно доказать, что функция $ 
является  первообразной для { на 
отрезке [а, 6], т. е. 5"(х) = [ С) 
при х Е }а, 61. В самом деле, пусть 
= — произвольное положительное 
число, меньшее } (>). На прямой, 
параллельной оси ординат и проходя- 
щей через точку х, возьмем точки М, 
№, Р, О, отстоящие на =/? от концов 
отрезка, по которому взятая прямая 
пересекает фигуру Е (рис. 10). Точ- 
ки М, О расположены вне фигуры Р, 
а №, Р — внутренние точки этой фи- 
гуры. Следовательно, существует 
такое 6 > 0, что отрезки длины 26, 
параллельные оси абсцисс и имеющие 
середииы в точках М, М, Р, 0, рас- 
положены: первый и последний — вне 
фигуры Ё, а второй и третий — внут- 
ри нее. Пусть теперь Ах — положи- 
тельное число, меньшее 6. Разность 
А$ (х) = $ (+ Ах) — 5$ (< равна 
площади заштрихованной на рисун- 
ке 10 фигуры. Эта площадь заключе- 
на между площадями прямоугольни- 
ков МЕТР н МКЮО, т. е. 


(1 (х — ® Ах< 4$ < 
< (0) +=) Ах. 





Отсюда 





А 
Ре“ уче (о) 
Рис. 8. прн О < Ах< 8. 


Аналогичио проверяется, что по- 
лученное неравенство выполняется 





и‘для всех отрицательных Ах, если 
только —6 < Ах < 0. Таким обра- 
зом, при любом = > 0 найдется та- 
кое 0, что при 0< |Ах| < 6 
выполняется неравенство (*). По 
определению предела это означает, что 


. АЗ (х) 
т —„ =Р®), 


т. е. 
5°® =7%). 

Доказаиное равенство позволяет 
вычислять площадь фигуры РГ. Пусть 
ф< — какая-нибудь первообразная 
для функции {. Так как $ — также 
первообразная для этой функции, то 
фи $ отличаются на константу, т. е. 
существует такое число с, что ® (х} = 
= $ (х) + с для любого х Е [@, 6]. 
Следовательно, 


Ф (5) —- Ф@ = $ +9 — 
—$ 9 =59 —5@ = 5 (7) 


(поскольку $ (а) =0, аб (6) есть 
площадь всей фигуры Р). Итак, 
если ф — какая-нибудь  первообраз- 


ная для функции | то разность 
Ф (5) —ф (а) равна площади фигу- 
ь 


ры Е, т. е. $ (ЕР) = {Родах. 


Еслн, например, Е представляет 


собой  «криволинейный — треуголь- 
Ник», ограничениый параболой 
у = х* и прямыми у=0, х=Ь 


(рис. 11), то прямая, которая прохо- 
дит через точку х отрезка [0,6] н 
параллельна оси ординат, высекает 
из этого «треугольника» Е отрезок 


Куаптссте.ги 


длины 2?, т.е. в данном случае 
(<) = х?. Для функции (Хх) =Х 
одной из первообразных является 


функция $ (х) = 59 . Следователь” 


но, площадь фигуры Ё находится по 
формуле 


5(Е)=Ф0-Ф®-=-Ы. 


Заметим, что, вычитая из площади 
прямоугольника АВСШО (рис. 12) уд- 
военную площадь «треугольника» Р. 
мы получаем площадь сегмента па- 
раболы, которая, таким образом, ока- 


4 
зывается равной —-6°. Как видите, 


с помошью первообразиой очень про- 
сто получается тот ‘результат, кото- 
рый Архимед выводил с помошью 
сложного рассуждения, основанного 
на использовании метода исчерпы- 
вания *). Сегодняшние школьники 
знают намного больше того, что было 
нзвестно великому Архнимеду! 
Заканчивая рассказ о понятии 
площади, рассмотрим так называе- 
мый принцип Кавальери**). Пусть, 





*) Подробно об этом см. в статье А.Д.Бен» 
дукидзе «Архимед и квадратура параболы- 


«Квант», 1971, № 7, с. 7). 


**) Принцип Кавальери для площадей 
уже упоминался на страницах «Кванта» — в 
статье С. Верова «Тайны циклоиды» («Квант», 
1975, № 8, с. 21) и в статье С. Пухова «За- 
ао выпуклых телах» («Квант», 1977, № 2, 
с. ). 
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Рис. 12. 


кроме Ё; имеется еще одна фигура Н 
(рис. 13), проекцией которой ма ось 
абсцисс служит тот же отрезок 
[а, 6}. Предположим, кроме того, 
что каждая прямая, параллельная 
оси ординат, пересекает фигуры Р 
нН по конгруэнтным от 
резкам. Тогда площадь фигуры Н 
выражается тем же интегралом, 
что нц площадь фигуры Ё, т. е. 


$(Н)= [д 4х, н 


а 
—=$ (Н). Итак, если любая прямая, 
параллельная заданной фиксирован- 
ной прямой (например, оси орди- 
нат), пересекает фигуры Е и Н по 
конгруэнтным отрезкам, то фигуры 
Еи Н равновелики: $ (Е) =5$(Н). 
Это и есть принцип Кавальери (для 
площадей). Мы вывели его с помощью 
формулы, выражающей площадь фн- 
гуры через интеграл. Кавальери же 
высказал свой принцип (и применял 
его для вычисления площадей и объ- 
емов) еще до того, как в трудах 
Ньютона, Лейбница и других ученых 


потому $ (Ё)= 





Рис. 13. 





Рис. 14. 
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были введены понятия первообраз- 
ной и интеграла. 

На рисунке 14 показаны две фи- 
гуры, которые, в силу принципа 
Кавальери, являются равновеликими. 
Впрочем, равенство площадей этих 
фигур можно легко установить и 
методом разбиения (как?). 

Понятие объема вводится ана- 
логично понятию площади. При кон- 
структивном определении рассмат- 
ваются кубильяжи (аналоги пале- 
ток), т. е. разбиения пространства на 
конгруэнтные кубы. Рассмотрим ку- 
бильяж, у которого длина ребер ку- 
бов равна 1/10*. Пусть пространст- 
венная фигура Е содержит фигуру, 
составленную из а, кубов этого ку- 
бильяжа, и содержится в фигуре, 
составленной из 6,‘ таких кубов. 


а 
Тогда т. есть значение объема фи- 
5». 
1032 —^ 


с избытком. Если фигура ЕЁ такова, 
что пределы 





гуры Ё с недостатком, а 





УР) = Ито (Е) = Ито 


тт * Е 


совпадают, то фигура Ё называется 
кубируемой, а число У (Е)=У (ЕЁ) на- 
зывается объемом фигуры Е и обо- 
значается через У (РЁ). Объем У пред- 
ставляет собой функцию, заданную 
на классе всех кубируемых фигур и 
принимающую числовые значения. 

Как и площадь, объем может быть 
определен аксиоматически, причем 
аксномы, на которых основывается 
понятие объема, совершенно анало- 
гичны аксиомам площади: 


(&) функция У неотрицательна, 
т. е. У(Р) >0 для любой ку- 
бируемой фигуры 2; 

(В) функция У аддитивна, т. е. 
если Е, и РЁ. — кубируемые фи- 
гуры, не имеющие общих внут- 
ренних точек, то 

У (Е. ЦЕ.) = У (Е )-И (Е.); 
(у) функция У инвариантна опе 


носительно перемещений, т. е. 
еслн ЕР. ==Р», то У(Ё,) = 
—У(Е,: . 


(6) единичный куб (т.е. куб, 
ребро которого имеет длнну 1) 
имеет объем 1. 
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Рис. 15. 


Как и в случае площадей, имеет 
место теорема существования н един- 
ственности. 

Не останавливаясь на других ме- 


тодах, рассмотрим вычисление объе- 
мов при помощи интегрирования и 
принцин Кавальери для объемов. 


Пусть в пространстве задана система 
координат и взята иекоторая фиту- 
ра Ё, проекция которой на ось абсцисс 
представляет собой некоторый отре- 
зок |а, Ь]. Через $ (х) обозначим 
площадь фигуры, высекаемой из Ё 
плоскостью, которая перпендикуляр- 
на оси абсцисс ин проходит через точ- 
ку х отрезка |а, 6]. Далее, через 
У (х) обозначим объем той части фи- 
гуры Ё, которая расположена левее 
проведенной плоскости (рис. 15). Тог- 
да справедливо ‘равенство У“(х) = 
= $ (х), т.е. И является лервообраз- 
ной для функции 5. Доказательство 
этого равенства — такое же, как н 
в случае площадей. 

Конечно, чтобы доказательство 
прошло, следует сделать некоторые 
предположения. Фигура ЕР должна 
быть кубируемой, се сечения — квал- 


Рис. 16. 


рируемыми. Кроме того, следует сде- 
лать некоторые предположения о 
характере границы тела Ё (чтобы 
прошло рассуждение, аналогичное 
показанному на рис. 10). В учебнике 
Х класса, например, справедливость 
равенства И’(х) =$(х) обосновыва- 
ется для случая, когда Ё-— фигура 
вращения специального вида. Мы на 
этом не останавливаемся. Из равен- 
ства И'(х)=$(х) следует, что для объ- 
ема фигуры Ё справедлива формула 
5 


у(Е) = ($ (х) 4х. 
а 

Наконец, из этой формулы выте- 
кает принцип Кавальери для объемов: 
если любая плоскость, параллельчая 
заданной фиксированной плоскости, 
пересекает пространственные фигу- 
ры Е и Н по фигурам, имеющим оди- 
наковую площадь (рис. 16), то фи- 
гуры Е и Н равновелики: У (Е) = 
= (Н). Изящный пример приме- 
нения принципа Кавальери к вычис- 
лению объемов имеется в публикуе- 
мой в этом номере заметке М. Ма- 
микона. 
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Наверное, каждый школьник хоро- 
шо знает, чему равен объем шара. 
А знаете лин вы, что первым объем 
шара посчитал древний грек Архимед 
еще в третьем веке до н. э.? 

Объем шара Архимед нашел дву- 
мя способами. Первый способ заклю- 
чался в составлении интегральных 
сумм и; но существу, был очень бли- 
зок к современному методу интегрн- 
рования (см. «Алгебра н начала ана- 
лиза 10», ип. 104, 107). Второй, более 
элементарный способ Архимеда со- 
стоял в использованин механиче- 
ского принципа, сочетающего в себе 
принции поперечных сечений и най- 
денное им же правило рычага. 

Архимед установил, что объем ша- 
ра в полтора раза меньше объема 
циликдра, описанного около шара: 


Ут 2 = 

Этот результат Архимед считал 
самым большим своим достижением. 
По завещанию Архимеда па его моги- 
ле был высечен шар, виисанный в 
цилиндр. Именно по этому признаку 
могилу Архимеда через полтора сто- 
летия разыскал Цицерон. Сейчас она 
снова утеряна. 

В первой части статьи мы расска- 
жем, как ‘Архимед нашел объем шара 
с помощью своего механического ме- 
тсда. А затем решим эту задачу’ чис- 
то геометрически. 

Еще до Архимеда был известен 
принцип поперечных сечений, ныне 
нзвестный как «принцип Кавальери» 


О 
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(см. статью В. Болтянского «О поня- 
тиях площади и объема», с. 8). 
Этот принцип состоит в следующем. 

Пусть в пространстве заданы два 
тела (см. заставку), и пусть любая 
плоскость, параллельная данной, 
в сечении с этимн телами сбразует 
две фигуры, площади которых рав- 
ны друг другу: 5, = $.. (При этом 
сечение каждого тела, восбще гово- 
ря, является — переменным.} Тогда 
эти два тела имеют равные объемы: 
у, — И.. 

Представим себе, что оба тела 
выложены из очень тонких плоско- 
параллельных слоев одинаковой тол- 
щины. Если каждый слой одного 
тела весит столько, сколько весит 
соответствующий ему слой в другом 
теле, то м целиком оба тела весят 
одинаково. 

Очевидно теперь, что принцип 
поперечных сеченнй справедлив и 
в более общей форме: если заданы 
трн тела н в каждом из плоскопа- 
раллельных сечений площади сече- 
ний первых двух тел в сумме равны 
площади сечения третьего тела: $,-- 
+5$. = $3. то сумма объемов пер- 
вых двух тел равна объему третьего 
тела: И, -И. = И. 

Как мы увидим ниже, Архимед, 
применяя более сбщее, механическое 
развитие принципа поперечных се- 
чений, сумел выразить объем шара че- 
рез объемы цилиндра и конуса. По- 
следние же были посчитаны еще до 
Архимеда. В частности, Евдокс по- 
казал, что объем кснуса в три раза 
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меныше объема описанного около него 
цилиндра. 


Метод Архимеда 


Нарисуем, следуя Архимеду, круг 
радиуса К и прямоугольник, имею- 
щий с кругом общий центр О, со сто- 
ронами длины 2Ю м 4Ю. Впишем в 
этот прямоугольник равнобедрениый 
прямоугольный треугольник с пря- 
мым углом при вершине А (рис. 1). 

Если вращать наши рисунок вокруг 
осн АВ, то круг при вращенни обра- 
зует шар радиуса Ю.  прямоуголь- 
ник — круговой цилиндр с радиу- 
сом основания 2Ю, а треугольник — 
конус, вписанный в цилиндр, с тем 
же основанием. 

Выберем на осн вращения АВ 
точку С на некотором расстоянии х 
от точки А и проведем через точку С 
плоскость а, перпендикулярную 
(АВ). В сечении с цилиндром она 
образует круг раднуса 2Ю, в сечении 
с конусом — круг раднуса |СО| = 

- АС] = х (поскольку угол при 
вершине конуса прямой); в сеченин 
с шаром — круг раднуса |СЁ|. Из 
рисуика 1 видно, что 


МЕР = КЕР-+ МСР = 

= |СЕР + СЕ. 
С другой стороны, АЁ — это катет 
прямоугольного треугольника АЕВ 


(АВ — диаметр круга), а потому 
МЕР = |АВ|.|АС|. Следователь- 
но, 

АВ|- МС|= ЮСБ СЕР. 


Умножив обе части этого равенства 


на число пл. |АВ |, получим 
л. [АВ т и == 
- СРР. МВ] + 


чл. СЕР. МВ. (1) 





Рис. 4. 


‘вая различные сечения 
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Величина`5„ = л: [СВ|* — это пло- 
щадь круга, получающегося при пе- 
ресечении ‘конуса плоскостью @. 
Величина 5, = л: СЕ | — это пло- 
щадь круга, волучающегося в сече- 
нии шара. 

Площадь же\ круга, получающего- 
ся в сечении цилиндра, равна $; 
= л-1АВ |. Поэтому равенство. 1) 
мы можем переписать так: 


= 28 (5,451). (2) 


Если бы множитель х был посто- 
янный, то с помощью прниципа по- 
перечных сечений мы выразили бы 
друг через шруга объемы шара, кону- 
са и цилиндра. 

Но множитель х — переменный, 
н это сильно осложняет ситуацию- 
Казалось бы, дальше не продвинуть- 
ся. Но тут Архимеда осеняет генн- 
альная догадка, смысл которой со- 
стоит в следующем. 

Отложим на прямой АВ влево от 
точки А отрезок АТ: АТ| = АВ]. 
Представим теперь, что отрезки АВ 
н ДТ являются плечами рычага; 
точка опоры которого совпадает с 
точкой А. Тогда ссотношение (2) по- 
казывает, что если перенести кру- 
говые сечения шара Эш и конуса 5 
в точку Т, то они вуравновесят» 
по отношению к точке А круговое 
сечение цилиндра 5: = л: |АВУ?, ос- 
тавленное на своем месте С *). Архн- 
мед замечает, что подобисе соотно- 
шение устанавливается и для любых 
других сечений шара, конуса и ци- 
лнидра, лежанинх в одной и той же 
«вертикальной» плоскости. Тут важ- 
но отметить, что сечения шара и ко- 
нуса «подрешиваются» все время в 
одной и той же точке Т, на расстоя- 
нии 2Ю от точки опоры рычага А, 
а сечения цилиндра — на расстся- 
нин х от точки опоры А. Рассматри- 
наших трех 
тел вертикальными плоскостями 
(отстоящими от точкн А на различ- 
ные расстояния х), мы каждый раз 
подвешиваем сечения цилиндра в раз- 
ных местах (сечения конуса и шара 





*) Мы прелполагаем, что ‘сечения Зщ» 
$ки $ сделаны из одного материала в виде 
очень тонких круглых лнеков сдиваковой 
ТочЩиИныЫ. 
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Рис. 2. 


меняются по величиие при изменении 
х). Меняя х от нуля до 2К, т. е. рас- 
сматрнвая всевозможные сечения трех 
тел, мы, соответственно, уравнове- 
шиваем каждые три сечения 
(см. рис. 2). В результате слева в точ- 
ке Т оказываются подвешенными все 
сечения шара н конуса, а справа — 
все сечения цилиндра (рис. 3). Архн- 
мед пишет *): «Если теперь, беря 
такие круги, заполнить ими как ци- 
линдр. так и шар с конусом, то ци- 
линдр, оставаясь в том же положе- 
ини, будет относительно точки А 
находиться в равиовесии со вместе 
взятыми шаром и конусом, если пе- 
ренести их на рычаг в Т и поместить 
так, чтобы центр тяжести каждого 
низ них оказался под Т». Но центр 





*) Именно в этих рассуждениях ус 
матривается остроумное сочетание  прин- 
цина поперечных сечений с правилом меха- 
ннческого равновесия рычага. 
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тяжести оставшегося на месте ци- 
линдра находится в точке О — сере- 
дине отрезка АВ. Поэтому, если У, 
Уп н И, — соответственно, объемы 
цилиндра, шара н конуса, то, по пра- 
вилу рычага, условие равяовесия 
имеет вид: 


У - [АО | = (И И). МТ, 
тие. 
Ю.И, = 2. (У + У). 
откуда 
Ув = ; У — И». 
Но конус по построению был вписан 
в цилиидр, так что ето объем втрое 


меньше объема цилиндра: Ик = 3. М. 
Поэтому 
1 
И — 7 | ‚— Ик =— 


1 1 1 

= Ик а У = И. 

Заменим наш цилиндр цилиндром, 

описанным около шара. Радиус его 

основання будет вдвое меныше радиу- 

са основания первоначального ци- 

линдра. Объем иового цилиндра и, 

в четыре раза меньше объема перво- 

начального  пилиндра: И, — 4%, 
так что 


1 2 
ЕВ 


кц, 


т. е. объем шара в Полтора раза мень- 
ие объема описанного цилиндра, — 
это н есть результат, которым так 
горднляся Архимед. 


Геометрическое решение 


Возьмем круг радиуса Ю и опишем 
около него квадрат. Проведем днаго- 
нали квадрата, как иа рисупке 4. 





Рис. 3. 
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*. би, } 





Рыс. 5. 


Вращая рисунок 4 вокруг вертикаль- 
ной осн АВ, мы получим шар радиу- 
са К, описанный около шара цилиидр 
н виисанный в цилиндр «Двойной» 
круговой конус с веришной в центре 
шара О. На рисупке 5 изображены эти 
три тела. 

Возьмем точку С. на оси враще- 
ния АВ на некотором расстоянии х 
ог центра шара н проведем через С 
горизонтальную плоскость (ММ). Эта 
илоскость в сечении с цилиндром об- 
разует круг раднуса |СМ | = В, в 
сечении с конусом — круг радиуса 
[СР | = 10С | = х (так как угол ири 
вершине конуса прямой) и в сечении 
с шаром — круг радиуса |СЁЕ|. По 
теореме Пифагора ОЕ = |СЕЁ + 
-- ОСТ, или 

[СМР = СЕР + © [. 
Умножив обе части этого соотнонения 


на число л, получим л- СМР = 
= а. [СЕ ? + л- СОТ, т. е. 


$и = Эш + 5% (3) 





Рис. 6. 
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где 5, Эш И 5, — соответственио, пло- 
щади кругов, получающихся при пе- 
ресеченин цилиндра, шара н конуса 
плоскостью (АМ). 

Соотношение (3} выполняется для 
любых других сечений пилиндра, ша- 
ра, и конуса, лежащих в одной и той 
же горизонтальной плоскости. Вспс- 
миная принпийп поперечных сечений, 
нерейдем от соотношения (3) для 
площадей к такому же соотношению 
для объемов: 


оц — У + %-. 
Поскольку объем цилиндра втрое 


больше объема вписанного в него 
«двойного» конуса (у которого те же 


1 
основанне н высота), т. е. эк =— 9, 


результат Архимеда: 


2 
Уш = 9 — Як = 0, — 5 би= 3 %щ, 


мы получаем 


а именно, что объем шара в полтора 
раза меньше объема описанного ци- 
линдра. 


Задача 

На рисунке 6 изображены шар и ин- 
лнндр © двумя коническими вороиками на 
основаниях. Высота и диаметр основания 
цилиндра равны лнаметру шара. Какое из 
этих двух тел весит больше? 
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нь 


Решение самой сложной технической 
задачи, как правило, начннается с 
рассмотрения идеального варианта, 
часто весьма далекого ог реальной 
проблемы. Аналогичным образом по- 
зволит себе действовать эвтор этих 
строк и начиет издалека. 


Варнант первый 


Задача. На носу лодки установлен 
щит, в копюрый мальчик с кормы лод- 
ки бросает камни. Считая удар кам- 
ня о щит абсолютно неупругим и пре- 
небрегая силой трения лодки о воду 
и камня о воздух, найти перемещение 
центра масс системы. 

Решение. Рассмотрим систе- 
му лодка (со щитом} — мальчик — 
камень. Все силы, действующие на 
тела в этой системе, — это силы взан- 
модействия между телами системы. 
Ннкакие внешние силы на систему 
не действуют (ведь силами трения кам- 
ня о воздух и лодки о воду мы пре- 
небрегаем). Но это означает, что им- 
пульс (количество движения) систе- 
мы остается нензменным. И если в 


начальный момент времени (до бро-` 


сания камня} центр масс системы был 
неподвижным (лодка находится В 
стоячей воде) или двигался с некото- 


= 


рой скоростью и (лодка плывет по 
течению), то и в любой другой момент 
времени он будет неподвижен или 
будет двигаться с той же самой ско- 


ростью и. И бросание камня, и удар 
камня о щит никак не скажутся на 
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положенни центра масс. Мнымн сло- 
вами, силы взаимодействия между те- 
лами изолированной (замкнутой) си- 
стемы не могут изменить положення 
центра масс системы. 


Варнант второй, в котором 
задача несколько усложняется 


Задача. На носу лодки установлен 
щит, в который мальчик с кормы лод- 
ки бросает камни. Считая, что удар 
камня о щит абсолютно неупругий, а 
абсолютная величина силы трения 
лодки о воду равна Е, и пренебрегая 
силой трения камня о воздух, найти 
перемещение центра масс системы *). 

Решенне. Еслн до бросания 
камия центр масс системы был непод- 


вижен, то скорость лодки 9„, сразу 


после броска и скорость камня их 
связаны соотношением 


то, + Мо, =0 
(п — масса камня, М — масса лод- 
ки). После броска, как только лодка 


ре 


Начнет двигаться со скоростью Оль, 
система лодка — мальчик — камень 





*} В жидкостях сила трения зависит от 
скорости движущегося тела. Поэтому гово- 
рнть о постоянной силе трения не совсем 
корректно. Однако все качественные рассуж- 
дения и выводы, которые мы получим в этом 

и 


варнанте, будут справедливы; под снлой ЁР 
следует понимать среднее {за время 1) зна- 
чение снлы трения. 


перестанет быть изолированной. На 
нес начнет действовать внешняя сн- 


ла —сила—Ё трения лодкн о воду (знак 


«—» перед Р означает, что направле- 
ние этой силы противоположно на- 


правлению 0..). Сила трения будет 
уменышать скорость движения лодки, 
и к моменту удара камня о щит (че- 
рез время # после броска) скорость 


лодки станет ол; < Ио, так что к 
этому моменту абсолютная величина 
импульса лодки уменынится: 


Мои |< М]оло | = м |. Зна- 
чит, суммарный импульс всей си- 
стемы сразу после удара камня о 
щит будет отличеи от нуля и паправ- 
лен в сторону движения камня. Абсо- 


— 


лютную величину скорости м всей 
системы (ее центра масс) носле удара 
можно определить из соотношения 
(см. рис. 1) * 


(М + т) шр = ма, | — Мое, 
или (так как Ме | = М == 
АИ ао, | — 

(м + т = ШИ 


А зная величины и 
найти н перемещение центра масс 
системы в любой момент времени. 

Итак, наличие силы трения лодки 
о воду приводит к следующим осо- 
бенностям: 


ни Р, нетрудно 





Рис. 1. 
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1) скорость лодки после удара 
камня о щит будет направлена в сто- 
рону бросания; 

2) чем болыше сила трения, тем 
быстрее убывает скорость «отдачи» 


лодки, тем меныине и, тем, следсва- 
тельно, больше конечиая скорость 
всей системы. 

Таким образом, бросая камни с 
кормы на нос лодки, можно передвн- 
гаться без использования весел. После 
того как все камни с кормы будут 
переброшены на нос, необходимо 
очень медленно перетащить их назад. 


„Затем все можно повторить сначала. 


Если в лодке нет камней, а весла 
потеряны, то все равно положение 
не безвыходное. Роль камия может 
играть сам человек. Нужно быстро 
прыгать с кормы на нос-и медленно 
возвращаться назад. 

Если путешеслвенник изобретате- 
леп, то совершение диких прыжков с 
кормы на лодку. он поручит механиз- 
му. Дсстаточно установить на лодке 
экспентрик, который в разные сторо- 
ны движется с неодинаковыми ско- 
ростями. 

Описанный выше способ передви- 
жения не является оригинальным. 
Уже много лет в журналах появля- 
ются заметки о подобных самодвижу- 
щихся тележках. А в последние годы 
созданы и болышие модели таких эки- 
пажей. 


Варнант третий, в котором 
все учитывается 


Учтем теперь и силу Ё трения лодки 


о воду, и силу я трения камня о 
воздух. 

После того как мы разсбрались со 
вторым вариантом, мы можем сразу 
записать, чему будет равен суммар- 
ный импульс системы сразу после уда- 
ра камня о щит: 


(М- ти = Н в 9. 


Здесь по-прежнему и — ско- 
рость центра масс системы, { — время 
нолета камня до удара о щит. Заме- 
нив векторные величины их проекция- 
ми на нанравление движения лодки 
и приняв направление полета камия 
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Рыс. 2. 


за положительное, получим (рис. 2) 
(М + ти = Е— Я). 
Итак, в зависимости от того, како- 


— 


вы силы Ё и 9, лодка может после уда- 
ра камня о щит сстаться неподвижной, 
а может и прнобрестн скорость, па- 
правленную либо в сторону бросания 


камня (121> |5: |}, либо в противо- 


положную сторону ^ (|| > |Е |. 


Автор решительно выступает 
в защиту барона Мюнхаузена ' 


Помните ли вы замечательную исто- 
рию, рассказанную бароном Мюн- 
хаузеном? Находясь в крайне тяже- 
лом положении (увязая в болоте), 
барон спас свою жизнь, вытянув са- 
мого себя за волосы. Как н все, о чем 
рассказывал этот замечательный фан- 
Тазер, эта история представлялась 
слушателям чистой выдумкой. Но 
вам, читатель, после того, как вы разо- 
брали три варианта задачи ‘о лодке 
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и камне, не кажется ли, что в данном 
случае Мюнхаузен рассказывал чис- 
тую правду? 

Давайте установим аналогию меж- 
ду задачей о лодке и задачей, кото- 
рую успешно решил барон Мюн- 
хаузен. 

Заменим лодку (без камня} туло- 
вущем человека, а роль бросаемого 
камня отведем рукам человека. Если 
быстро выбросить руки вверх и не- 
много медленнее вернуть нх в исход- 
ное положение, то, по аналогии с уже 
рассмотренными вариантами, в ре- 
зультате действия силы трепия`о воз- 
дух (или о другую среду, в которой 
находится человек) тело человека мо- 
жет приобрести некоторую скорость, 
направленную вверх. Роль щита в 
лодке в этом случае выполняют нлечи 
человека. Если экспериментатор дер- 
жит себя за волосы (что, кстати, де- 
лать не обязательно). роль щита вы- 
полияег его неразумная голова. Что- 
бы не учитывать реакцию твердой 
опоры, рассмотрим человека, под- 
прыгнувшего на некоторую высоту и 
энергично дергающего себя за неве- 
люру. Если действия его действитель- 
но энергичны и удовлетворяют алго- 
ритму, описанному выше, то ско- 
рость движения вверх можст превы- 
сить скорость падения вниз (коррект- 
нее говорить о соответствующих си- 
лах), и человек сможет не только па- 
рить в воздухе, но и подниматься 
вверх. 

Возражения читателей, у которых 
эксперимент пройдет неудачно, автор 
рассматривать це будет. Учтите, что 
только изящная ностаповка эксиери- 
мента может привести к его согласию 
с теорией. 





3. На плоскости даны 


5 что  ЗрЕЕЗАНС: 
Задачи А.. Ермилов 
г. Коломна 
наших 
ъ 2. Три точки ма плоско- 
читателен сти являются концами дна- 
метров трех окружностей, 
причем одна из окружиостей 
!. На сторонах треуголь- проходит через все три точки. 


ника АВС внешним образом 
постросны  равиосторонние 
А Пусь О, Е, 

— центры тяжести этих 
треугольников. Доказать, 
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Доказать, что площадь 
большего круга равна сум- 
ме площадей двух меньших. 

М. Васнецов 
(г. Москва) 


треугольникн АВЕ и ММК, 
причем прямая МА’ проходит 
через середины сторон АВ 
и АС, а в пересечении этих 
треугольннков образуется ше- 


‘стнугольиик площади $ с по- 


парно параллельными 
тявоположными 
Доказать, что 
35< $Авс-5$ммк. 
Я. Темралиев 
(с. Новый Рычан 
Астраханской обл.) 


про- 
сторонамн. 


Лабораторня «Кванта» 
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Г. Новинский, 
В. Хомазюк 


Закон Архимеда 
и... решение 
уравнений 


В прошлом году в девятом номере нашего 
журнала было рассказано, как решать куби- 
ческие уравнения с помощью формулы Кар- 
дано н графическим способом. Теперь мы хо- 
тим познакомить вас еще с одним способом 
решения уравнений третьей степенм — с по- 
мощью... некоторых законов физики. 


Перелистывая страницы старого, но 
очень интересного журнала «Вестинк 
опытной физики и элементарной мате- 
матики» (1903 г., № 348), мы обнару- 
жили описание давно забытой весьма 
остроумной машины Меслина для рс- 
щения алгебраическнх уравнений. Ме- 
слин предложил находить корни урав- 
нения 
аду" + ау"... ау + 

а =0, (1!) 
определяя глубину погружения в во- 
ду специально изготовленных гру- 
зов, подвешенных к коромыслу весов 
(см. рисунок). 

Что же собой представляют этн 
грузы? Оказывается, грузы должны 
быть такой формы, чтобы объем вы- 
тесняемой ими воды был численно ра- 
вен глубине погружения, возведенной 
в соответствующую степень (1,2, 
3, .... п). Другими словами, каждому 
члену в уравнении (1) должен соот- 
ветствовать определенный груз. 

Удобнее всего в качестве грузов 
использовать тела вращения*). Для 
члена а: у соответствующим телом вра- 
щення будет цилиндр с площадью 





*) См., например, 


«Геомет- 
ря 10». 


главу 1 
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основания, равной единице. Объем 
воды, вытесняемой таким цилиндром, 
будет численио равен глубине по- 
тгружения (5). Для члена аз/? надо 
изготовить тело, называемое парабо- 
лондом вращення. Оно образуется при 
вращенин параболы (точнее, дуги 
параболы) вокруг своей оси. Если 
парабола опнсывается уравнением 


х_ 2 
у=-5-х*, то объем параболоида вра- 


щения У ==-59=5 (лм) у=. 


2 
При погружении этого тела иа глуби- 
ну у объем вытесняемой воды будет 
равен и?— квадрату глубины погруже- 
ния. Члену азу? соответствует конус, 
образующая которого описывается 


— 


уравнением иу= у -3- х. Такой конус 


вытесняет объем воды, равный #3 — 
кубу глубины погружения (проверьте 
это!). 

Можно показать, что и в общем 
случае, если для члена а, и“ изго- 
товить соответствующее тело, вра- 
щая кривую (точнее, дугу кривой) 


А 1х . 

у = и = вокруг осн ординат, то 
объем вытесненной этим телом воды 
будет численно равен и^. 

Как же все-таки работает машина 
Меслина? Рассмотрим конкретный 
прнмер — экспериментально найдем 
корни кубического уравнения 

3 — 16? ++ 8Зу — 140 =0. (2) 
Для работы понадобятся рычажные 
весы, три сообщающихся сосуда с Во- 
дой (или один большой прозрачный со- 
суд) и трн груза — цилиндр, парабо- 
лоид вращения и конус. Коромысло 
весов лучше не прикреплять к стойке 
(как показано на рисунке), а, подоб- 
но аптекарским весам, подвесить на 








ыы 


нити. На правом и левом плечах коро- 
мысла длиной 20 см сделаем отметки в 
миллиметрах. Грузы можно изгото- 
вить, например, из алюминия. Высо- 
та всех грузов пусть будет одинакова 
н равна 10 см. Площадь основання ци- 
линдра возьмем равной 1 см*, тогда 
его объем будет равеи 10 смз, 
а масса —27 г. Однако разумно мас- 
су цилиндра уменьшить до 10 г 
(т. е. сделать ее численно равной объ- 
ему}: необходимые расчеты сущест- 
венно упростятся. Для этого можно 
изнутри, вдоль оси цилиндра, вы- 
сверлить соответствующее отверстие 
(но не до дна!). Аналогично изгото- 
вим и другие тела вращения. Парабо- 
лоид вращения будет нметь — объ- 
ем 100 см?3 и массу 1002г (и в этом слу- 
чае часть металла изнутри придется 
удалить). А вот конус лучше сделать 
в 100 раз меньшим по объему и массе, 
чем предлагалось Меслиным. Иначе 
прн высоте конуса 10 см днаметр его 
в верхней части будет порядка 20 сл! 
Таким образом, образующая нашего 
конуса описывается уравнением 


и= 10 Е х, объем конуса (при вы- 


соте 10 см) равен 10 см?, а масса (с уче- 
том внутреннего отверстия) — 10 г. 
При этом диаметр верхней части ко- 
нуса ^> 2 см, так что никаких «тех- 
нических» затруднений ие возникает. 

Теперь приступим непссредстеен- 
но к эксперименту. Для удобства пе- 
репишем уравнение (2) иначе, перене- 
ся члены с отрицательными коэффи- 
цнентами вправо: 

53 + 8Зу = 16у? -{ 140. {3) 
Развесим грузы на коромысле весов 
и приведем весы в равиовесне. Конус, 
соответствующий члену #3, подвесим 
к левому плечу коромысла. Посколь- 
ку коэффициент при и? в уравненнн (3) 
равен 1, было бы разумно прикрепить 
конус на расстоянии | мм (будем из- 
мерять расстояния в мм) от оси вра- 
щения коромысла. Но масса конуса 
у нас в 100 раз меньше, чем она долж- 
на быть. Чтобы скомпенсировать это, 
подвесим конус на отметке 100 мм. 
Цилиндр, соответствующий члену 839, 
подвесим тоже к левому плечу коро- 
мысла на расстоянии 83 мм от его 
середины. На правое плечо коромысла 
подвесим параболоид вращения на 
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отметке 16 мм. Ясно, что весы не бу- 
дут в равновесии: сумма моментов 
сил, вращающих коромысло против 
часовой стрелки, не равна сумме мо- 
ментов сил, вызывающих вращение по 
часовой стрелке. Однако равновесня 
можно легко добиться, причем самы- 
ми разными способами. Например, 
прикрепим к делению 100 мм на пра- 
вом плече коромысла необходимый 
добавочный грузик. Из условия ра- 
венства моментов сил тяжести легко 
найти массу этого грузика — она рав- 
на 2,32. 

Затем начнем постепенно запол- 
нять водой сообщающиеся сосуды. 
Как только вода дойдет до подвешен- 
ных грузов (заметим, что их нижние 
вершины должны находиться на од- 
ном уровне), равновесие нарушится. 
Это и понятно: при погружении на 
одну н ту же глубину разные тела вы- 
тесняют разные объемы воды, т. е. 
возникают разные выталкнвающие сн- 
лы. А дополнительный грузик и вов- 
се не погружается в воду. 

Можно лин восстановить нарушен- 
ное равновесие? Да, если суммарные 
моменты выталкивающих сил, дейст- 
вующих на коромысло весов слева и 
справа, станут одинаковымн. Пусть 
глубина погружения тел равна цу. 
Тогда момент выталкивающей снлы, 
действующей на конус, пропорциона- 
лен *, на цилиндр — 83 ц, а на па- 
раболонд вращения — 16%? (коэффи- 
циентом пропорцнональности являет- 
ся ускорение свободного падения). 
Но все эти величины входят в урав- 
нение (3)! Только свободный член ока- 
зался «не при деле». Включнм и его 
в работу. Чтобы представить выталки- 
вающий момент, соответствующий сво- 
бодному члену нашего кубического 
уравнения, создадим на левом плече 
коромысла момент, пропорциональ- 
ный величине этого свободного члена 
(140). Для этого можно, например, 
еще один дополнительный грузик мас- 
сой 1,4 г подвесить на отметке 109 мм 
левого плеча коромысла. 

Таким образом, уравнение момен- 
тов выталкивающих сил будет выгля- 
деть так: 


у? + 83у = 16у? ++ 140. 


Измеряя глубину погружения у со- 
ответствующего положения равнове- 


сия, найдем корни нашего исходного 
уравнения. В первый раз равновесие 
восстанавливается при глубине по- 
гружения 4 см,`во второй раз — при 
глубине 5 см н в третий раз — 7 сл. 
Обратите внимание, что каждый раз 
при переходе положения равновесия 
наклон коромысла изменяется на про- 
тивоположный. До глубины 4 см 
коромысло наклонено влево, от 4 до 
5 см — вправо н т. д. 

В принципе таким методом можно 
находнть н отрицательные корни. Для 
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этого надо в исходном уравнении сде- 


лать замену переменной: у = —х ни 
искать х для соответствующего 
уравнения. 


Хотя точность определения корней 
описанным методом невелика, сам 
метод, по нашему мнению, представ- 
ляет определенный интерес. Пожа- 
луй, самое трудное в этом экспери- 
менте — изготовить  параболонд 
вращения. Однако эту трудность лег- 
ко избежать, но об этом ... в следую- 
щей статье. 





В. Смышляев 


Сообщающиеся 
сосуды 
и ... уравнения 


Кубическое уравнение вида 
у? ау? -- бу с =0 
простым преобразованнем можно прн- 
вести к уравнению без квадратного 
члена, т. е. к уравнению 
х + р +9 = 0. 


Для этого достаточно положить 
в 
—=Х— — 
у 3. 





2% 


Рассмотрим частный случай по- 
следнего уравнення, когда р >0, 
а 4< 0. Сделаем еще одну замену: 


пусть х=иу р. Получим уравнение 





вида 
у у=а, (+) 
где а-- —% (а>0). Найдем положи- 
РТР 


тельный корень этого уравнення. 
Возьмем два сосуда одной и той 
же высоты } (см. рисунок): один — 
цилиндрический с площадью основа- 
ния 1 см?, другой — коннческий с 


| ке 
объемом 3 (-- = и =) . Соединим 


нх тонкой трубкой с краном. Нальем в 
один из сосудов а см? воды и откроем 
кран. Вода будет перетекать во второй 
сосуд дотех пор, пока уровни воды в 
обоих сосудах не станут одннаковы- 
ми. Обозначим через у, высоту уров- 
ня воды. Пря этом объем воды в ии- 
линдрическом сосуде будет численно 
равен у, в коническом сосуде — 


у8, а суммарный объем воды равен а. 
Следовательно, 
з 
фи у, =а 

(объемом воды в соединительной труб- 
ке мы пренебрегаем). 

Значит, у, — один из корней урав- 
нения (э). 
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Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер с момента 0с- 
нования журнала. Публикус- 
мые в нем задачн не стан- 
дартны, но для их решення 
не требуется знаннй, выхо- 
дящнх за рамкн нынешней 
школьной программы. На- 
нболее трудные задачн от- 
мечены звездочкой. После 
формулнровкн задачн мы 
обычно указываем, кто пред- 
ложнл нам эту задачу. Ра- 
зумеется, не все этн  задачн 
публикуются впервые. 
Решения задач нз этого но- 
мера можно присылать не 
позднее 1 июля 1977 года 
по адресу: 113035, Москва, 
М-35, Б. Ордынка, 21, 
редакция журнала «Квант», 
«Задачник «Кванта». После 
адреса на конверте напишите 
номера задач, решення ко- 
торых вы посылаете, напри- 
мер: «М441, №442» или 
«... Ф453». Решення задач 
по каждому нэ предметов 
(математике м физике), а 
также новые задачи просьба 
присылать в отдельных кон- 
вертах. Задачн нз разных 
номеров журнала присылай- 
те также в разных конвертах. 
В письмо вложнте конверт 
с написанным на нем вашим 
адресом (в этом конверте вы 
получите результаты  про- 
веркн решеный). Условня орн- 
гынальных задач, предлагае- 
мых для публикации, при- 
сылайте в двух экземплярах 
вместе с вашими решеннями 
этих задан (на конверте по- 
метьте: «Задачнык «Кван- 
та», новая задача по фн- 
знке» или «... новая задача 
по математике» }. В начале 
каждого пнсьма проснм ука- 
зывать вашн имя, фамндню, 
номер школы н класс, в ко- 
тором вы учнтесь. 
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задачник 


збанта 


Задачи 
№441 — №445; Ф453 — $457 


М441. Внутри выпуклого 2н-угольника взята про- 
извольная точка Р. Через каждую вершину и точ- 
ку Р проведена прямая. Докажнте, что найдется 
сторона многоугольняка, с которой ни одна из 
проведениых прямых не имеет общих точек (кро- 
ме, быть может, концов стороны). 

Г. Гуревич 


М442. Дано простое число р>2. Для каждого К 
от | до р—1 обозначим через а; остаток от деления 
числа ЁР на р?. Докажите, что 

а, {- а, таз +... {ар = (р*— р?)/2. 

С Охитин 
№М443, Имеется таблица п Хп клеток, в каждой клет- 
ке которой вначале стоит число 0. Разрешается 
произвольно выбрать л чисел, стоящих в разных 
строках и разных столбцах, и увеличить каждое 
из них на 1. 

а) Можно ли за несколько шагов получить 
таблицы, нзображенные на рисунках [и 2? 
6) Можно ли получить таблицу с попарно раз- 
личными числами? 
в} * Какие вообще таблицы можно получить 
через Т шагов? 
Ф. Шлейфер 


М444. а) На рисунке 3 четыре прямые разбивают 
четырех- 


плоскость на однннадцать областей: 
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хгольник {1), два треугольника {2 и 3). три угле 
(4. 5 и 6}, четыре «бесконечных треугольника» - 
области, ограниченные каждая отрезком н двумя 
лучами (7, 8, Фи 10), и «бесконечный четырех 
угольник» — область, ограниченную двумя от- 
резками и двумя лучами (1). 

Будет ли сказанное верно для любых четырех 
нрямых на плоскости, среди которых нет парал- 
лельных и кет троек прямых, проходящих через 
одну точку? 

6} Три больших круга, не проходящих через 
одну точку, разбивают сферу на восемь треуголь- 
инков. На какие области разбивают сферу четыре 
больших круга, никакне три из которых не про- 
ходят через одну точку? (Болыним кругом на сфе 
ре называют окружность, являющуюся иересече- 
нрем сферы с плоскостыо, проходящей через центр 
сферы; рис. 4.) 

в) На какие области могут разбить сфер\ пять 
бслыиих кругов, никакие три из когорых не про- 
ходят через одну точку? 





Рис. 3. 


А. Колмогоров 





М445. Центры одинаковых непнересекающнхся ок- 
В. ружностей находятся в нентрах правильных шести- 
угольников, покрывающих плоскость так, как 
указано на рисунке 5. Пусть А — мвогоуголь- 
ник с вершинами в центрах окружностей. Ок- 
расим в красный ивет те окружности или их час- 
ти (луги), которые лежат внутри 17. Покажите 
что сумма градусных зеличин красных дуг равна 
С. 180°, где С=С (М) -— целое число, и дайте этому 
числу геометрическую интерпретацию. 

А. Сосинский 


Ф453. Система грузов, показанкая на рисуике 6, 
стоит на гладком горизонтальком столе. Массы 
кубиков т. ле, и М. Кубик массы т», удерживают 
на высоте / над столом. Если снстему предоставить 
самой себе, то она придет в движение, причем верх- 
ний кубик будет скользить по нижнему. Коэф- 
фициент трения между кубиками равен А. На 
какое расстояние  переместится нижний Ку- 
бик к тому моменту, когда кубик массы #1» коснет- 
ся стола? 





$454. Если на первичную обмотку иенагружен- 
ного трансформатора подать напряжение ио= 
==2920 в, то напряжение на вторичной обмотке бу- 
дет и, =127 в. Какое напряжение будет при ио= 
=7220 в на нагрузке Ю=10 ом, подключенной ко 
вторичной обмотке этого трансформатора? 
Активное сопротивление первичной обмотки тран- 
сформатора г,=2 ом, а вторичной — г.=1 ом. 
Внутреннее сопротивление генератора тока прн- 
нять равным нулю. 

Рис. 6. В. Скороваров 
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№396. Треугольник. ясе сто- 
роны камтороео сюлыи | см. 
назсесм ®болтиния. Лан пра- 
явльный — треугольник АВС 
со стороной 5 ся. Докажите, 
что: а) из тренеольника АВС 
можно вырежить 10009 оболь- 
их» приугольников: 6) треу- 
гольник АВС можно раз- 
резать на 1000 «болыцихь 
треусольниксв: в) треоуголь- 
ник АВС можно трииноу- 
зеровать на 1000 «больших» 
'прецгольников, то есть рал- 
бить его тик. чтобы аю- 
бые дна треугольника дидо 
не имен общах точек, либо 
имели только общию  вер- 
шину. либо имели общую сто- 
рену: 2) сделайте пункты 
0) и в} для правильного треу- 
епльника со стороной 3 см. 





Куап. тссте.ги 


Ф455. Потери мощиости в линвин электропередачи 
составляют Э% от мощности, получаемой потре- 
бителем. Как нужно изменить напряжение на вхо- 
де лимии и сопротивление потребителя для того, 
чтобы при той же мощности, получаемой потре- 
бителем. потери в линии снизить до 1%? 

И. Слободецкий 


Ф456. Какую минимальную скорость нужно со- 
общить на Земле космическому кораблю для того, 
чтобы он попал на Солние? Каким будет время 
полета корабля к Солицу? 


Ф457. Лва плоских воздуншых конденсатора ‹ 
одипаковыми обкладками заряжены до одннаковых 
зарядов. Расстояние между обкладками у первого 
коиденсатора вдвое больше, чем у второго. Как 
изменится энергия электрического поля системы, 
если второй конденсатор вставить между обклад- 
ками первого так, как показано на рисунке 7, а 
иб?> 

С. Козел 


Решения задач 
№396, №397, М400—М402 *); $407—Ф412 


Мы решим пункты 6) и в) задачн для треугольника со сто]нз- 
ной 3 см; эго же решенне годится и для треугольника со сторо- 
ной 5 см. Пункт а) немедленно следует из 6}. 

Итак. пусть АВС — правильный треугольник со стороной 
3 см (рис. ). Пусть Кн Ё — точки, делящие сторону АС на 
три равные части, Р — середина стороны ВС. Восставым нз 
точек К и Ё. перпендикуляры АМ и ЕЁ к стороне АС; пусть 
№, == [АР] П [КМ). М, = [СМ Я ИМ). Х, — имп 
п АХ). М, = СМП М). ит.д. Мы получаем разбис- 
ине треугольника на треугольникн АВР, СРМ, АМ. Му, 
СМ,\.. АМ. М» ит. д. Все эти треугольники — сбольшис»: 
стороны каждого из них больше 1 см (| ВР | == | СР | = 1,5 см, 
а остальные стороны больше | см. поскольку нх проекиин на 
АС не меньше 1 см). Из решення ясно, что вместо числа 1000 
можно было бы написать любое другое сколь угодио большое 
число. 





*) Решение задачи М398 будет помещено в следующем 
номере журнала; задача М399 решена в статье А. Савнна 
«От школьной задачн — к проблеме» (см. «Квант», 
№ 12). 


1976. 


№397. Ни плоскости даны 
три окружности — одинако- 
в0го радиуса. а) Докажите, 
«то если они пересекаютея в 
одной точке, как показано 
на рисунке 3. то сумма 
етиеченных дуг АК, СК, 
ЕК равна 180°. 6) Докажите, 
что если они расположены 
так. как показано на рисун- 
^е 4, то сумма отмеченных 
диг АВ. СО. ЕЁ равна 1807. 





Последовательность 
чисея @;. аъ, 
универсаль- 


ма00. 
натуральных 

.... ал назовем 
ной для заданного №, если 
из нее можно получить вы- 


черкиванием чести членов 
любую — последовительность 
из М чисел, в которую каж- 


Куап. тссте.ги 


Построение триангуляции. треугольника АВС на «большие» 
треугольники (пункт в) задачи) основано на той же ндее. 
Пусть точкн К, Ён Р — такие же, как н раньше. КЛ и 
ЕМ — перпендикуляры к АС, точка №, = [АР] п 1КМ) 
Возьмем на отрезке КА, точку №; и соединим ее с точка- 
мн А, РнС (рис. 2). Обозначим через А! , точку пересечения 
[1мМ) с [См.: М, = [СМ] п [1М). На отрезке ГМ, 
возьмем точку М, и соеднним ес с точками А, №»и С. Через 
Муз обозначим точку пересечения [КА’) с [А]; на отрезке 
КМ, возьмем точку М,. соеднним се с точками А. М, н 
Сит. д. ` 
Продолжая этот процесс, мы получим (по той же причи- 
ие, что ин зыше) искомую триангуляцию треугольника АВС 
на «болышне» треугольники А ВР, АРХ... С№.Р, АХ.М.. 
СММ», ... (число треугольников может быть сделано каким 
угодно). 
С. Фомил 


Ф 


Мы решим задачу 6): решение задачн а) точно такое же. 

Прежде зсего заметим, что дугн АВО и АЁО конгруэптны 
(рис. 4). Точно так же копгруэптны дуги СВР и СОЕ и дуги 
ЕРВ к ЕЁРВ. Из этого легко вывести, что сумма отмененных 
луг АВ, СР ин ЕР равца сумме дуг ОЕ. ВСи АР (на рисунке 4 
они синего ивета). В самом деле, 


ЯВ СР ++ ЕЁ = (АВР — 85) + СЕ БА + 
-- (ЕЕВ — ВВ = (ЯРО — БА + (СВЕ — ВР) + 4ЕБВ — 


— 85) = ЯР-- ВС БЕ. 
Рассмотрим углы треугольника ДЕС. Имеем 





—^ —^ —^ 1 —> — 
САЕ = САБ РАЕ = (СР + ОЕ): 
аналогично 


Г 


^^ — 
АСЕ = -5- (ЯР + ЕР), 


„^^, | — — 
ДЕС == (ВС | АВ). 


Сумма углов треугольника равна 180°. то есть 


„^^ —^ ^^ 
1807 = САЕ + АСЕ АЕС = 


Ш. 5) — —Щ — — 
= -5- (СР-- БЕ- АР + ЕР-+ ВС -+ АВ) = 
| м Ро М В `5 — 
== = (АВ + СО + ЕР) + (АР + ВС-- ОЕ)| = 
1 — и м 
—= — -2(АВ-- СВ + ЕР), 
откуда 


АВ -- Ср + ЕЁ = 180°, 
что н требовалось. 
Ф <: А. Толпыго 


а) Выпнсав подряд М групп вила 1, 2, ..., \. мы получим 
универсальную последовательность длины №. 

6) Вот пример Х - универсальной  посаедовательностн 
длниы ^№? — М-- 1. Выпишем подряд № — 1 группу чисел 
1, 2, .... Ми в конце припншем число 1. Докажем, что эта 
последовательность действительно является №-универсаль- 
ной. 
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90 ил чел |, 2. ‚ № вхо- 
ЭЗит по одному разу. 

а) Приведите пример уне 
версальной — последовательно- 
сти из М* чаенов. 

2] Приведит? пример цуки- 
лерсальной  последовательни 
сти из М? №--|  чаенов. 
3} Шокажите. что  люлая 
универсальная последователь- 
нию состоит не менее чем 
_ МО 
ил р 

2} Докажите. что при №г 4 
гамая короткая  универсаль- 
ная последовательность сос- 
люит из 72 членов. 

)) Попообийте  нийги, дая 
данного № как пожно более 
короткию иниеепсальную по- 
следовательно ть 


чаенив. 
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Куапитесите.ги 


Пусг. ч= 6, 6. ..6м) — произвольная перестановки 
чисел 1,2. „м. Есан эта перестановка внда 4 == (№, №—1.. 
|). то вычеркием в нашей последовательности в первой 
группе все числа, кроме №, во второй — все числа, кром 
У — 1, вт. д. Если же д не такого вида, то для некоторого & 
будем иметь: 6, < бих,. В этом случае, соли Г < А, ло ны 
черкнем в г-й группе нашей последовательности все числа 
кроме чнсла 6;; в &-Я групие вычеркнем все числа. кроме звух 
фк и бач,, зесли {>> А, то вычейкнем в [-Я групае асе чнела. 
кроме числа 6;.,. М, наконец, вычеркнем самое последнее 
число |1, — получим перестановку 9 — (В,. бе. ..., 6м)- 

Для решения пункта д} нам понадобится искоторое обаб 
щеиие этой конструкции”). А именно: пусть 15 < №. Выпи 
шем подряд А — | группу чнсел 1,2, ..., №, а за вими укоро- 
ченную А-ю группу вида 1, 2, ..., № —А-|- 1 (например. 
прн № -=5, # = 3 получим 1234512345123}; получим по 
следовательность длины АМ — & 1. Совериению авалогич 
но доказывается, что вз этой последовательностн вычеркнива 
пнем частн членой можно получить любую последователь 
ность дянны #, в которой встречаются числа 1,2,..., А 
— каждое не более одного раза. Такое свойство мы бу лем 
пазывать (№, &)-уннверсальностью. 

Постронм теперь ^№-универсальную  послеловательность 
длины №? —2^ +- 4 (это является улучшением предыдущей 
оценки, начиная с № = 4). Выпишем подрял № — 2 груплы 
чнсел внда 1, 2, ..., М — |. За ными напншем укороченную 
(№ — П-ю группу. состоящую всего из двух чисел: [и 2. За- 
тем вставим в эту последовательность № экземпляров чнсла 
№ но следующему правнлу: первый экземпляр напишем в са- 
мом начале, второй — в первой групие, после первого вхож- 
дення числа № — |. третий экземпляр — во второй группе, 
после второго вхождения в нашу последовательность числа 
№ — 2 ит. д. Последний, А-й экземпляр числа № вставим в 
последнюю укороченную группу после последнего вхожде- 
иня числа [ (например, при № =: 5 получим последователь- 
пость 5123451235412534152). Получим  послеловательность 
длины (М — (М — +2 М = № — 2№ + 4; обозначим 
ес через Р. Докажем, что последовательность Р явлиется 
№-универсальной. В самом деле, пусть д -— произвольная пе- 
рестановка чисел 1, 2, ..., М, и пусть число № встречается 
в последовательности 9 на А-м месте, Число № разбивает по. 
следовательность 9 па две части: левую — длины #— Ги 
правую — длины № — №. Нам нужно из Р вычеркнуть часть 
членов так, чтобы получилась последовательность 9. Вычерк- 
нем сначала все экземпляры числа №, кроме &-го. Слева от 
невычеркнутого Л’ останется, очевидно, (№ —1, #— \)- 
универсальная последовательность, нз которой вычеркива- 
ннем можно получить любую последовательность длины 
(Е — И. в которой встречаются лишь числа 1,2, ..., М — 1-- 
каждое не более одного раза. В частностн, из нее можно полу- 
чить стоящую слева от А! часть последовательности д. Справа 
же от исвычеркнутого в последовательности Р числа № ос- 
танется последовательность такого вида: группа из (А — 2)-х 
чисел (М —Ё- 2). .... М— 1, {Я > 2; случай Ё = | раэби- 
рается авалогнчно}, затем (№ — А — 1) групи чисел 1. 2, ..- 
....М=| и, наконец, укороченная группа 1, 2. После перену- 
мерации эта последовательность превращается в (№ — 1, 
№ — А)-универсальную последовательность; из которой вы- 
черкнваннем можно получнть часть последовательности 9, 
стоящую от А справа. Значит. построенная послелователь- 
ность Р (длины №" — 2А! -* 4) действительно А!-упиверсальна. 

Перейдем теперь к оценкам снизу_ Мы решим одновремен- 
по пункты в) н г). доказав более свльное утвержде - 
ине; лры № > 2 длина любой М-универсальной последователь- 


№2 & — {М -Е 
ности не меньше ее. == кеу А— 2. 





*) Чзящное решенне задачн д) прислали читатели А. Ка- 
сянчук из Николаева и А. Мошоикии из Ленинграда, 





м401. Внутри остроуголь- 
ного треугольника АВС дана 
= 


точка Р такая, что АРВ = 
^^ ^^ 

= АВС - 60°, ВРС = 
—^ | —^ 

= ВАС - 60°, СРА = 


—^Щ 
== СВА + 60°. Докажите, что 
точки пересечения  продол- 
жений отрезков АР, ВР, СР 
(за точку Р) с окружностью, 
описанной вокруг ДАВС, ле- 


жат в вершинах равносто- 
роннего треугольника. 


мМ402. „Докажите, что не 
существует строго — возра- 
стающей последовательности 
цезых неотрицательных чи- 
сел а}, @2, аз, ..., для кото- 
рых при любых пои т вы- 
полняется соотношение 
Япт — @ == Я. 


Куаптссте.ги 


Прежде всего заметим, что если число № впервые встреча 
ется в М-универсальной последовательности Р на А-м месте. 
то часть Р, расположенная справа от этого №, образует 
(№ — Пукиверсальную последовательпость, так Как лля полу- 
чения любой перестановки чисел 1, 2, ..., №, начинающейся с 
числа №, нужно вычеркнуть из Р’ все числа с номерами до 
Е — 1-го включительно. 

Будем доказывать утверждение по индукции. При № = 2 
оно легко проверяется. Пусть оно верно прин № = М, н пусть 
Р= (:,. ..., ар) — произвольная (М -{ 1)-универсальная по- 
следовательность. Если какое-то число встречается в Р толь- 
ко один раз, то, изменнв в случае необходимости обозиачения, 
можно считать, что это числа есть М - 1, н тем самым спра- 
ва н слева от него стоят М-уннверсальные последовательно- 
сти; длина каждой из них по нндукцнонному предположению 





М? М —4 
не меньше и жи (М3). Тогда (длина Р} = 1-- 
М? м — 12 -- З(М- 0 — 
+2 т ож +1 ее м 


дает доказательство шага индукции. Итак, можно считать, 
что каждое число в Р встречается не менес двух раз. Пуст 
А — наименьший номер такой, что среди чнсел ау, а2. --., ав 
встречаются все числа 1, 2, ..., М -- 1. Изменив, если по- 
требуется, обозначения, можно считать, что ад = М -|- 1. 
Тогда очевидно, что А есть номер первого вхождення числа 
М ТГ в последовательность Р. Слева от него стоят все 
числа от } до Л{ — всего не менее Л1 штук. Кроме того, в Р 
найдутся по крайней мере два числа М -- 1, а ссли все их 
выбросить, то справа от ад останется А1-униве реальная по- 
следовательность, длииа которой по нндукинонному предпо- 
ложению не меньше, чем (М? -- ЗМ — 4)/2. Отсюда общая 
М-ЗМ —4 


длина Р не 5 М-+2= 


меньше 


(М- 124+ 3 (м +1) —4 
= ^__^. Утверждение доказано. При- 
меняя его в случае № = 4, получим доказательство пункта 
г) (универсальную  последовательность из 12 членов но- 
стронть теперь легко; например, 12312314213). 

Д. Бермитейн 


Ф 


Обозначим точки пересечения продолжений отрезков АР 
ВР и СР с окружностью, опнсанной вокруг треугольника 
АВС, черсз А’, В’ и С” состветственио (см. рнс. 5). Величина 
угла с вершиной внутри круга равна пслусумме угло- 
вых величии двух дуг, нз которых одна заключена между 
сторонами этого угла, а другая — между продолжениями 
сторон; а величина вписанного угла равна половние угловой 


^^ 

величины дуги, на которую он опирается. Поэтому АРС = 
} — — ^^ ^^ 

=;(АВ”С -| А'ВС') = АВС - А’В’С”) но по условию 
—^ ^^ —^ 

АРС = АВС- 60°, откуда А’В’С’ = 60°. 
. —^ ^^ 
Аналогнчно доказывается, что и А’С’В” = С’А'В’-=60°. 


А. Ягубъянц 
Ф 


Первое решение. Заметим, что а, = аз -+ аз = 2а., 
а›:= а.,..= 24а, - аг= За, и вообще а," паз для любого 


п. Возьмем часть последовательности а1, аа, @з, ..., а_ и. Если 


2 

посдедовательность строго возрастает, то, поскольку числа 

целые н неотрнцательные, ап". С другой стороны, а „= 
- С 


= паз. Значит, если такая последовательность ау, ...› @л, -. 
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Ф407. 


Машикист  пасса- 
жирского поезда, — двигав- 
зцегося 50 скоростью = 
—= 108 ки/час, заметил 
на расстоянии 507-2180 м 
впереди движущийся в ту же 
сторону со скоростью и. 
—32,4 км/час товарный по- 
239. Машинист сразу вклю- 
чил тормоз, благодаря чему 
пассажирский поезд  начил 
двигаться с ускорением а= 
==—1,2 м/сек ?, Достаточно 
аи этого ускорения дая того, 
чтобы поезда не  столкну- 
лись? 


Ф408. Из сопротивлений в 
1, 2, За 4 ом собрана схема, 
локазанная на рисунке Т. 
Какой ток течет через ам- 
перметр Аз, если ток через 
амперметр А; 54а? Показа- 
ния вольтметра 10 в. Изме- 
рительные приборы идевль- 
ные. 
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существует, то для любого п должно выполияться неравен- 

ство 27 < ла». Докажем, что это невозможио; именно, пока- 
я 

жем, что отношение „_ стремится к бескснечиости с ростом л. 
оп 

Обозначим отношение „—^ через Ри» и рассмотрим отношение 








$ +1 а 6: 
А л+ оп+т р 2" м п 4 
БОЕ А | 51). 
в Я \1—2 

еслн п >> 2. Из этого следует, что >, = 3 ) т Е 
оп 4 —2 4 \п-? 

Ба = = =? (3) > (>) ° Очевндно, что 
4 \"-? в. 

Нт (#) = со, следовательно, Ит — == со. 

по По 


Значит, строго возрастающей последовательности ал, 
...а @в. -... © Которой говорится в условии; быть ие может. 

Второе решенне. Предположнм, что такая по- 
следовательность существует. Пусть л — натуральное число, 
большее, чем а». Тогда азп == ап 1 а› «а, -{ п; значит, 
натуральные числа ал+1. @л+»» --., @зп Лежат в промежутке 
[ал + та, п -- Ц и различны, чего не может быть, так 
как в этом промежутке всего л — 1 целое число, 


С. Фомив 
Ф* 


Нарисуем графикн зависимостн координат поездов от време- 
ни. За иачало отсчета выберем точку, в которой началось 
торможение пассажирского поезда, а за направление оси 
коордннат примем направленне скоростей поездов. В такой 
системе координаты поездов в момент времени { равны 


а 
Хпас = 0: Ё-+ 75, 


Хтов == 98 Ё- $, 

где и; = 108 км/час = 30 м/сек, 5 == 32,4 км/час == 9 м/сек. 

Из графиков (рис. 6} видно, что в моменты времени Ё 
и {" коордииаты поездов равны. Это означает, что в момент 
{ = произойдет столкновенне поездов. Найдем значения 
Ё и Г из Условия хлас= Хтов: 

30: — 6,5 = 9%-- 180, или П — З5Е-Е 300 = 0, 
откуда {=15 сек, #"=20 сек. 
ыы поездов в момент # = { равны храс= Хтов= 
= 315 м. 


х 


Согласно показаниям вольтметра и амперметра Аи, сопротивле- 


ине вссй изображенной на рисунке 7 цепи К = - =2 09. 


Найдем, каковы при этом сопротивления А;, Юз, Юз и Ка. 
Так как амперметр А. идеальный, его сопротивление можио 
считать равным нулю, и точки а и 6 при расчете сопротивле- 
ний можно считать соединекнымин друг с другом накоротко. 
Положим А, = Том. Тогда простым перебором убеждаемся 
в том, что А. = 4 ом, а для сопротивлений Азн В. возможны 
два варнанта: или А; = 2ом и Ю. = Зом, или К; = Зом 
н Ю. = 2 0м. 

Рассмотрнм точку разветвления цепи, иапрямер, точку д. 
Алгебранческая сумма токов, сходящихся в этой точке, равна 


нулю: 

-Вв— Ц =о0. {*) 
Следовательно, чтобы определить ток /5. текущий через ам- 
перметр А;, достаточно знать токн /; н /5. Найдем их. 


` 





Рис. 7. 


$410 *®). В электровакуимном 
приборе чистый вольфрамо- 
вый катод находится в боль- 
шой колбе ‚содержащей остат- 
ки кислорода при давлении 
р= Ю-? атм и температуре 
Т=300°К. Считая, что каж- 
дая молекула, попавшая на 
катод, прилипает к нему, 
оценить время образования 
мономолекулярного слоя. Мо- 
лекулы можно считать иа- 
риками диаметром а = 
—=3.10—8 см. 


*) Решеине задачи Ф409 
см. в статье ИП. Блиоха «В 
фокусе  лнизы», «Квант», 
1976, № 10. 
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Токи 1/1 и [.. текущие по сопротивлениям КЮ, и Ю». обрат- 
но пропорцнональны значениям этих сопротивлений: 


В то же время 
п -- Ь — / = ба. 
Отсюда 
й = 44а. 
Аналогично можно записать соответствующие выражения 
для токов 1; и 1[4: 


1 Ю 
= р. н = и. 


№ 
1 
Еслн Ю = Зом н ВЮ. = Зом, то 
1 К 
р н 71,7, =/=5а, 


откуда 
= За. 
Тогда из равенства (+) 
5 = п - В = 1а. 
Если же А; = Зом и А. = 2 ом. то 
В=2а, и К =2а. 
Таким образом, возможны дви значения для тока, теку- 
щего через амперметр Аз. 
И. Слободецкий 


Ф 


Найдем среднее число молекул 2, которые за время { = 1 сек 
оседают иа единице площади поверхности катода, Для оценки 
воспользуемся упрощениой моделью газа, согласно которой 
все молекулы в сосуде двигаются по трем взаимно перпенди- 
кулярным направлениям ( в обе стороны по каждому направ- 


лению) со средней квадратичной скоростью и. Пусть среднее 
число молекул в еднинце объема (концентрация молекул) 
равно п. Из общего числа молекул в сторону катода двигает- 
ся 1/6 часть. Единичная площадка катода за время & соберет 
все молекулы, оказавшиеся в столбике единичного сечения 


и высоты о Отсюда 


и 
е— рт. 


Более точное выраженне, учитывающее движение модекул 
по всевозможным направленням и с разными по абсолютной 


п 
величине скоростями, нмеет внд 2 = —— 9. Это различие в 
р 4 


числовом коэффициенте несущественно, поскольку по условию 
задачи мы должны дать дни. приближенную оценку резуль- 
тата по порядку величины. 

Средняя квадратичная скорость молекул 


ь. уг 

О = о 
где А = 1,38. 10-23 дж/град — постоянная Больцмана, Т = 
= 300°К — абсолютная 


== 5,3-10- кг — масса молекулы кислорода. Концертра- 
цию молекул можно выразить через давление газа и его тем- 
пературу: 


р ве 
температура газа, т = г. = 


г Е 
#Г° 
Подстановка числовых значений в выражения для о ни п дает 
= 5. 102 м/ек, пя 2,5. 1018 м-3. 
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аким образом 
Г} 2 
2 022. К° н-®- сект. 


Число молекул 2 в мономолекулярном слое, покрывак 
щем площадь в } м, можно оценить по формуле 


1 
20957 1019 м-2. 


Для осаждення такого колнчества молекул необходнмо 
время 


20 
%= —>=>5- 10-2 сек. 

Приведенные выше оценки являются достаточно грубымн. 
Мы не учитывали, например, возможности более плотной 
упаковки молекул или неравномерного образования слоев 
Для вычисления 2 была использована упрощениая модель 
газа. Поэтому полученный результат верен только по поряд- 
ку. величины. Оценки такого рода в реальных физических 
задачах играют важную роль, поскольку они позволяют 
орнентироваться в масштабах кзучаемого явления, 


С. Козел 
Ф 


Ф4!. Одним Ч-образным  Ц’образный ртутный манометр (рис. 8) измеряет избыточное 
ртутным манометром мож- давление Ар, т. е. показывает, на сколько давлениер в левом 
но измерять давления 00 колене манометра больше атмосферного давления ре. Огра 
| атм. Какое наибольшее — ничение на измеряемое давление накладывается длиной тру- 
давление можно измерить, бок манометра: нельзя измерить избыточное давление больше 
если соединить последователь- такого, при котором ртуть доходнт до края правого колена 
но два таких манометра ко- — Иначе манометр выйдет из строя. Отсюда ясио. что 

роткой трубкой? - 

Ар=р— р = ра = Татм. 


р р Пусть атмосферное давление тоже равно { атм Тогда 
[0 


РЕ 1 Н=Ро. 
При последовательном соединении двух маномегров 
{рис. 9) давление р, в левом колене манометра { будет больше 
давления р в случае одного манометра. В самом деле, давление 


н рз в левом колене манометра 2 не равно атмосферному, а боль- 
ше его на величииу давления столба ртути высотой Л. Таким 
образом, 

ри = р ра = о р (1) 
н 
ра == ро + р[& И. (2) 


Рыс. 8. 


С другой стороны, р, — это давление сжатого воздуха, 
занимающего объем 5 (712 + 1/2) {5 — площадь сечения 
трубок). Первоначально этот воздух занимал объем $Н/2 
в правом колене манометра / и такой же объем в левом коле- 
не манометра 2. Давленне воздуха было равно ре- Полагая 
сжатие воздуха изотермическим, запишем такое соотношение: 


2 _ 25 Н/2 
Ре — Э(Н/2- В), 


откуда 
Н 
Рз= 20 нь. 
Умножим числитель н знаменатель в правой части это- 
> 

го равенства на р] я |: 
— 2 
РЕН за Ро 


Чи -—- 57а (3) 
РЕ 1 НР Е] ро +Р] Е 


рз = 2р 





Ф412. — Учител. отвернив- 
ись к доске. следит па 
классом по отражениям в 
стеклах очкот. При этом он 
видит Эва отражения уче- 
ника, сидящего от него 8 
5 м: одно ны расстоянии 5 м. 
другое — ни расстоянии 9); м. 
Поверпьвиись лицон к клис- 
су. он через очки вибит изюб- 
ражение того же ученика на 
расстоянии 2.5 м. Опреде- 
лнть показатель преломле- 
ния стекали, из которого из- 
готовлены аинлы виков. 





Фис. 10. 





Рис. 11. 
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Из равепств (2) и \3) получаем 


И. =5 275. или р-р. 


Т.тда из равсиства (1) 


р. = (1 +2 Р.=22.4 атм. 


г, давление р, может пренышать атмосферное давление 


‚а величину 
Ар, = В, —Рь 21,4 атм. 


ИН. Слободецкий 
Ф 


Показатель преломлення стекла п можно найтн из формулы 
для оптической снлы Лнизы 


1 1 
рип (в. +9, ), (1) 


если знать оптическую силу О линзы и радиусы В н №, 
се сферических поверхностей. 

Рассмотрим, как получаются изображения ученика. 
когда учитель следнт за ним. отвернувшись к доске. Олно 
изображение образовано лучамн, отраженными от передией 
ближайшей к глазу} поверхности очковых линз. Другое 
создают лучи, прошедшие линзу, отразившиеся от ее задней 
поверхности и вновь прошедшие линзу. 

Но условию задачи расстояние до одного из этих изобра- 
жений равно расстоянию до ученика: Г, == @ = 5 м. Это ха- 
рактерно. прежде всего, для плоского зеркала (рнс. 10). По- 
этому естественио предположить, что передняя поверхность 
эчковых лниз плоская. и 


| 
—=0. 
К, 

Нзображение, находящееся на расстоянин { = 8!. м, 
создано онтической, системой линза — зеркало — лииза. Эту 
систему можно заменить одной эквивалентной линзой. Ее 
оптическая сила равна алгебранческой сумме оптических 
сил элементов системы: 


Я _ 2 
Ор +0=20-+ р. 


Тогда по формуле линзы 


| 1 
= 20- 


= Г : (2) 


2 


Знак «мину» перед величиной И стоит потему. что нзобра- 
жение мнимое. 

Когда учитель смотрит на ученика через очки, он видит 
его мнимое изображение на расстояния [ = 2,5 м (рис. 11). 
Для этого случая формула линзы запишется так: 


1 1 
я-т=5. {3} 
Из равенств (2) и 13) 
! ! № 
р = —- дптр и | СЖ 


Как н следсвало ожидать, мы получили. что зеркало выпук- 
лое. а линза, соответственно. плоско-вогнутая. 

Подставляя значення 0, ИВ; ни ИЮ. в формулу (1), най- 
дем 

п = 1.5. 

Еслн предположить. что после отражения от передней 
поверхности лнизы изображение оказывается на расстоянии 
$]; м. и провести соогветствукищие вычисления, то придем 
к неленому результату п = 0,75. Убедитесь в этом само- 
стоятельно. 

В. Белюнучкин 
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Я. Вниленкин, Ю. Нонин 


Площадь 
и интеграл 


Из статьи В. болтянского «О понятнях пло- 
щади м объема» ‚ помещеммой в этом номере, 
вы узнали об опредсленни и различных сис- 
собах вычисления площадей. Иаиболее уни- 
версальным из иих является применение ин- 
тегралького исчисления. Об этом сиособе в 
пойдет речь в настоящей статье (она рассчи- 
тама на десятиклассников). Но сначала сове- 
туем вам заглянуть я учебник «Алгебра ни на- 


чала анализа 19» и просмотреть еще раз нунк-, 


ты 97102 и таблицу первообразных на 
©. 219. 


Площадь -— 


Рассмотрим криволинейную  траие- 
цию на рисунке 1. Эта фигура огра- 
ничена графиком непрерывной неот- 
рицательной функции и = {} (4), оп- 
ределенной на отрезке |а; 6], прямы- 
мих =а, х = фи осью абсцисс у = 0. 
Ее площадь $ равна 
Е - Е), 

где Е — какая-нибудь первообразная 
для функции } («Алгебра и начала 
анализа 10», п. 100). Вспоминая оп- 
ределение интеграла («Алгебра и на- 


это интеграл 


=6 





формулу 
можно пе- 


чала анализа 10», 
для вычисления 
реписать так: 


и. 100, 
площади 


ь 


$ = [1 ах. (1) 


а 


Пример 1. Майти площадь 
фигуры, ограниченной линиями цу = 
= 1 — пу =0. 

Можно считать, что эта фигура 
ограничена осью абсиисс, примыми 
х = —1, х = 1 и графиком фупкиии 
у = 1 -— х? (рис. 2), поэтому по фор- 
муле ([} ее площадь 


1 
$= | (1-м) ах. 
> 

Так как первообразной для функции 
[< =1- х является функция 

В =х—^, 
то 
! 4 


ее) |8 


Вы видите, что в э10м примере нам 
не пришлось прибегать ни к каким 
«ухищрениям»; для решения задачи 
оказалось достаточным — воспользо- 
ваться готовыми формулами. Но так 
бывает далеко не всегда. 





Аддитивность 


Решать более сложные задачи на вы- 
числение площадей помогает свойство 
аддитивности площадн. Оно «раз- 
решает» разбить данную фигуру на 


части и подечитать площадь всей 
фигуры ‘как сумму площадей этих 
частей. 





Рис. 2. 





Рыс. 3. 


Пример 2. Найти площадь 
фигуры, ограниченной линиями у = х, 
у = Их и= 0. х=е. 

Эту фигуру (рис. 3) можно рас- 
сматривать как криволинейную тра- 
пецию, ограниченную осью абсцисс, 
прямыми х = Обих = ен графиком 
функции, которая на отрезке [0; 1] 
равна х, а на отрезке [1; е] равна 1/х. 
Однако написать перРообразную для 
такой функции нелегко. 

Поэтому разобъем данную криво- 
линейную трапецию прямой х = 1 
на две части (рис. 3). Их площади 
сразу находятся по формуле (1): 

1 е Й 
$, = [хах, За== [-4. 
5 | 


Так как первообразной для функции 
Ёь (*) = х является функция 2, (х) = 
= 42/2, а первообразной для функ- 
цин { (х) = 1/х является (при х >> 0) 
функция РЁ. (х) = шлх, то 





5 ЕВ ТЯ 
я" т 2 
На е 
= тех =. 1. 

и 1 


и по свойству аддитивности площади 


3 


$=5,+$.=14+5-=5- 


Инвариантность 


В более сложных задачах помогает 
еще одно свойство площади, которое 
называется инеариантностью отно- 
сительно перемещений: конгруэнтные 
фигуры имеют равные площади. 
Пример 3. Найти площадь 
фигуры. ограниченной линиями 


у=Их и=2,х=0. 


Куапетссте.ги 





Рис. 4. 


Эта фигура (рис. 4) станет криво- 
лннейной трапецией, если поменять 
местами оси абсцисс и ординат. Для 
этого отразим весь рисунок отнсси- 
тельно прямой у = х. График функ- 
ции у=УИх отобразится при этом 
в график обратной функции у = х*, 
и мы получим фигуру, изсбраженную 
на рисунке 5. А поскольку симметрич- 
ные фигуры конгруэнтны и потому 
нмеют равные площади, мы получаем 





Уз 
г ПЕ Е 
$ [вах |=. 
ь о 


Другое решение этой задачн можно по- 
лучить, заметнв, что фнгура, закрашенная 
на рисунке 4, дополняется (снизу) до прямо- 
угольника со стороиамн 2.4 криволинейной 


трапецией, соответствующей функции и == Ух 
на отрезке [0; 4]. Поэтому 


Е 7 
5—2 — | Ухах =8— 5 <” 
р 





ЖЕ 
8 № 





Рис. 5. 





Рыс. ба. Рис. 6 6. 
Аддитивиость и инварнантность 

площади не только облегчают на- 

хождение площади криволинейной 


трапеции. но н позволяют находить 
площади более сложных фигур, на- 
пример, отраниченных графиками не- 
которых функций и сверху, в снизу — 
площади «бикриволинейных  трапе- 
ций». 

Пример 4. Найти площадь 
фигиры, ограниченной линиями у = 
5х ++ у =, х= Ох =1. 

Криволинейная трапеция, огра- 
ниченная прямыми х = 0, х = 1, 
у — 0 (осью абсцисс) и графиком функ- 
ции у = |1 — х?, дополняет данную 
фигуру до криволинейной трапеции, 
ограниченной прямымн х = 0, х = 1, 
у = Он графиком фуякции у = х? -- 2 
(рис. 6, а). Мными словами, данную 
в условии фигуру можно рассматри- 
вать как разность двух криволиней- 
ных трапеций (рис. 6. 6, в}. Поэтому 
ее площадь 

! 1 
За | (2+2) 4х- | (1—2) ах= 
[1 


р 





о 
хз 1 жи 
Е 
и 1 
о 


Это рассуждение легко обобщается 
следующим образом. 

Пусть Рин & — две иепрерывные 
и определенные на. отрезке 
а; 6}, причем для всех х Е 12; 61| 
выполнено неравенство [ (х) > а (х). 


32 


Куап. тссте.ги 





Рис. © в. 


Тогда площадь фигуры, огранвченной 
графиками функций и =} (х), у = 
=&(х) ин прямыми х=а, х=ф 
(рис. 7), равна 


ь ъ 
$= {Годах- [# 4х. 


А поскольку разность интегралов 
двух функций (на одном и том же 
отрезке) равна интегралу от их раз- 
ности («Алгебра и начала аназиза 10», 
п. 106), то выражение для $ можно 
записать так: 


|) 
$= [0 --&%) 4х. (2 


Если 5(х)—0 при ха; Ь}. то форму 
ла (2) выводится так же, как в примере 4. 
Если же в некоторых точках 4(х)< 6, то при- 
бавнм к обеим функциям одну и ту же кон- 
станту @. которую выберем настолько боль- 
шой, чтобы графики функций и=Нх)А 
и узи(х-- оказались выше оси абевисс 
(рис. 8). Фигура па рисунке 7 получается из 
фнгуры на рисунке 8 парзллельным пере- 
носом и потому имеет такую же плошадь. 
К фигуре на рисунке 8 применима формула (2): 


ь 
$= 719 <-+Ю—@ы- я 4х. 


Но 


Оф =ГоЫ-ЫЕФ. 
Отсюда получаем формулу (2) н для фигу- 
ры на рисунке 7. 

Если графики непрерывных фупк- 
ций [и $, заданных на отрезке (а; 6}, 
пересекаются, и местамн } (х)`>а (х), 
а местами д (%) >27 (х) (рис. 9), то пло- 


щадь фигуры, ограниченной графика- 
ми функций {и & и прямыми х-==а, 
х=6, равиз 


ь 
$=И/Ф-&014х. (3) 


Эта формула обобщает формулу (2) 
(докажите ее самостоятельно). 

Пример 5. Найти площадь $ 
фигиры, заключенной между линиями 
ух — Зх и у=х. 

Данные линин пересекаются в точ- 
ках с координатами (—2; —2), (0; 0) 
и (2;2) (рис. 10), причем (< — 3х) — 
—х= хз 4хи[ х3—4х|=х*—4х при 
2х5 0, | х3—4х|=4х— 2х при 
0х2. Поэтому по формуле (3) 
$= \ | (8 — Зк)— х|ах= 


. 0 
= | 1% —4х| ах = | (хз — 4х) ах + 
г 72 


` 


Тост Ях— тк 9 
в х— хз) ах ( ый г 


[о 





4 


“ 


+(2*—4-)|,-4 44 = 8. 


Заметив, что фигура на рисунке {0 сим- 
метрична относнтельно начала коордннат, 
можно получить более короткое решение 
этой задачн: 


2 
$ = 2} (^3 — 3х) —х|Чх = 
о 





2 
=2 [143 — 4х | 4х = 2 [ (4х — хЗ) ах = 
р 


=—ь 


^^ 


=. [2 — 


` 


р =2.4-=8. 


Вычисление интегралов 


До сих пор мы применяли интеграль- 
ное нечисление для решения теомет- 
рической задачи — вычисления пло- 
‘цадей. Теперь применим геомегри- 
чеекне соображения к вычислению 
интегралов. 

Пример 6. Вычислить интег- 





1 
рал ут хах. 
о 
Графиком фуикции у=ЫИТ д, 
заданной на отрезке [0: 1], является 
четьузь окружности радиуса 1 с 


Рис. 


10. 
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Рис. 11. 


центром в пачале координат (рнс. 11), 
1 


поэтому } И1— 4? 4х— это пло- 
щадь четверти круга радиуса 1, так 
что этот интеграл равен л/4. 
Пример 7. Найти первообраз- 
ную для функции | (х) = шх. 
Как известно, первообразную для 
функции / можно задать формулой 


х 
Е)= Га 
а 
(«Алгебра и начала 
п. 102). 
В данном случае положим а = 1, 
тогда нам надо вычнслить интеграл 


анализа 106», 


Е (х) = [пе4е. 


с, 


Если х >> 1, то этот интеграл равен 
площади фигуры, отмеченной крас- 
ным цветом на рисунке 12. Отразим 
ее относительно прямой у = #; тогда 
она отобразится в фнгуру (рис. 13), 
ограниченную прямыми Ё=0, Ё= 
= хн графиками функцийу = хн 


у = (функция, обратная ку = 


= м 2. Площадь этой фигуры по 
формуле (3) равна 

шх 

[= — 142. 


о 


Поскольку е!'=х при ОШ х, мы 
получаем 


х шх. 
ты = | (х—е!') 4 = 
о 
= (Ее) =хтх—х+1. 


Общий вид первообразной для 
функции } (х) = п хпри х;>1 таков: 


Е (<) =х (шт х—1)+С, 
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Рис. 42. 


где Ср— произвольная постоянная. 
Продифференцировав функцию Ё, 
можно убедиться в том, что 
она действительно является первооб- 
разной для функции [, причем и при 
хе]; 1]. 


Цикл Карно 


В школьном учебнике пофизике фор- 
мула для к.п.д. цикла Карно при- 
водится без вывода. Но, используя 
интегральное исчисление, вывести эту 
формулу не слишком трудно. 

Для этого подсчитаем работу, со- 
вершаемую 1 молем газа в цикле Кар- 
но. Напомним, что при изменении за- 
нимаемого им объема от У, до И», газ 
совершает работу, которая числеино 
равна площади криволинейной тра- 
пеции, ограниченной графиком функ- 
ции р (И), осью ОУ и прямыми У =И,, 
И=УИ, («Физика 9», п. 21), т.е. нн- 
тегралу 


Цикл Карно (рис. 14) состоит из 
четырех участков (о цикле Карно см. 
«Квант», 1977, №1). 

На участке аб происходит изотер- 
мнческое расширение газа от объема 
У, до объема \, при постоянной тем- 





Рмс. 43. 





перагуре Г,. Прн этом газ соверша- 
ет работу 


У 
А, = | р(У) ау 
у, 
Поскольку р! = АТ,, получаем: 
и вт я 
А, =} —у-аУ = ВТ, ШУ р .= 


у, 


= ВТ, пу; — ВТ, И, = ВТ, ту" 
причем эта работа А, равиа коли- 
честву теплоты @,, полученной га- 
зом от нагревателя; внутренняя эмер- 
гия газа на этом участке не изме- 
няется. 

На участке Ьс происходит аднаба- 
тическое расширение газа до объема 
У», прн этом его температура пони- 
жается от Т, до Т.. На эгом участке 
УТ?! постоянно *), газ совершает 
работу А, без теплообмена с посто- 
ронними источниками тепла, т.е. за 
счет изменения лишь своей внутрен- 
ней энергии, пропорциомнального раз- 
ности температур, поэтому 

А, = Е (Т, —Т.) 
{коэффициент А равен А (у — 1), 
мы доказывать это не будем). 

На участке с4 газ изотермически 
сжимается (внешиими силами) до 
объема У,, поэтому совершаемая га- 





*) Здесь ф} = Ср/Су (м. И. К. Ки- 
коин, А. К. Кикоин, Молекулярная 
физнка, М.. «Наука», 1976); вн будущем 
мы подробно расскажем об адниабатическом 
процессе. 
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зом работа отрицательна н равна 
А-= ЕТ? 
з «ту, 
2 


причем эта работа А, равна (по мо- 
дулю} количеству теилоты @., пере- 
данному газом холодильнику. 

На участке 4а происходит адиаба- 
тнческое сжатие газа, при котором его 
температура повышается от Т, до 
Т,, причем, чтобы это сжатие было 
возможным, У, должно удовлетво- 
рять равенству У,ТУу-! = У, Ту. 
На этом участке газ совершает (от- 
рицательную) работу А, за счет из- 
менения лишь своей внутренней энер- 
гии, поэтому 


А=Е (Г, -—Т). 


Цикл Карно на этом завершает- 
ся, н мы получаем, что газсовершил 


работу 
А, = А. + А+ А, = 
= уе + Вт, № и 
Поскольку \, т =У,Т-—\, 


УТ? =У, Т!-—!, мы получаем, что 


р 
т- :а. ой Обозначим это отношение че- 
1 
2 
. и. 
резг, г>>1. Тогда [п —— = —пги 


у. 
А=К(Т,—Т,) ,. 


Это — полезная работа, совершенная 
газом, а всего газ получил от нагре- 
вателя количество теплоты @,= 
= АТ, ш г, а отдал холодильнику со- 
ответственно @, = АТ, шг. Тем самым 
к. п.д. цикла Карно равен 


9, —0: Ч у -ЫЙ 
Ч, Вл а 





Упражнения 
Найдите площади фигур, огравиченных 
следующими линиями; 


1. у= 05? х-— 5х. у=0, х=9, х=л/4, 


2. у= | НЕТ, у=0, х= —-8, х=|. 
3. ух", 4. 

4. х=и*. х=20, и 2, у —.2. 

5. уз ох, ух пх. 

8. у= м?—1], у=0, х= —2. хе 
7. у = хе, и = а 
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Улитка 
Паскаля 


Свое название улитка Па- 
скаля нолучила*) не в честь 
великого Блеза Паскаля, ав 
честь его отца Этьена Паска- 
ля (1588—1651) — провин- 
циального французского 
судьи и большого любителя 
математики. Э. Паскаль стро- 
нл улитку так. 

Нарисуем на плоскости 
окружность (О, г), зададим 
некоторую длину 4, выберем 
на этой окружности произ- 
вольно точку Р н зафиксн- 
руем ее — это будет полюс 
улиткн Паскаля. Для каж- 
дой точки К окружности, 
отличной от Р, проведем пря- 
мую АР и отложим на ней 
в противоположные стороны 
от точки К отрезки А.К и 
КМ. такие, что |М,К|= 
=|КА!,|==@ (рис. 1). Мно- 
жество таких точек М, и 
М. образует непрерывную 
замкнутую кривую, которая 
и называется улиткой Па- 
скаля. Полюс Р может не 
врннадлежать, а может н 
принадлежать улитке, обесие- 
чнвая непрерывность кривой. 

Улитка Паскаля имеет 
ирниципиальное отличие от 
кривых. которые прнводнлись 
на первой или второй стра- 
инцах обложки «Кванта» за 
этот год.— форма у нее пе- 
ременная. 

Ее форма  зависнт ог 
значения @ (рис. 2): при 4-0 
улитка совпадает с О, д. 
при 0<4<2г имест точку 





*) По предложение, вид- 
ного французског матема- 
тика — одного из основатс- 
лей Парижской академии на- 
ук Ж. Ц. Роберваля (1602— 
1675) 
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Рис. 1. 
а>2г 


Рис. 2. 








самоперессчения Р, при 4 


==2г превращается в кар- 
диоиду, при 4227 не содер- 
жит своего полюса Р. 
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Приведем ндею, на ке 
торой основан второй сио- 
соб построения улиткн (рне. 
3). Вновь рассмотрим окруж- 
ность (0, г). на ней полюс 
Р н фиксированную точку О, 
8 также окружиость (0, Ю) 
некоторого раднуса Ю. Пусть 


ед 

РО—20. Диля каждой точки 
УЕ(О, г) проведем прямую 
РИ н найдем на ней точки 
М: ин М. такне, что еслн про- 
вести из них касательные к 
(4, Ю) н затем повернуть их 
на угол @ по часовой стрел- 
ке, то они попадут на РУ. 
Множество таких точек М1 
и М, — улитка  Иаскаля, 
причем 4=Юта. 

На рисунке 4 обосповы- 
вастся еще одно построение 
улитки Паскаля. Подвиж- 
ная окружность (0”, р) 
касается снаружи неподвиж- 
ной («опорной») (О,р}. Пока- 
жем, что при каченин (0’, р). 
жестко с ней связанная 
точка М описывает улитку 
Паскаля. 

Пусть длина отрезка МО 
мннимальна (М = Му. Вны- 


берем иа прямой 00, точку 


Р, для которой \ОР|- 
= |0 .М,|, ин построим ок- 
ружность (0, |ОР]|)- Еслн 


подвижная окружность про- 
катывается па угол ф нз 
зачального положения, то 
точки О’и М попадают соотг- 


ветственно в положения 05 
н М. Проведем прямую 
М.Р и найдем точку ес пе- 
ресечения № < окружно- 
стью (0, [ОР]). Получаем 
10 | = ЮР| = М ‚О, |= 
= |4.0.|. — Четырехуголь- 
ник омм:0, (ирни таком 
расиоложенин точки №, как 
на рисунке 4) предсгавляет 
собой объединение равнобсд- 
ренной траненин  ОРМ.О. 


А» 5 
({РОО.-—=00,М—Ф и рав 
нобедренного треугольника 
РОМ. Ясно, что этот четы- 
рехугольник — параллело- 
грамм, причем длины его 
сторои ие зависят от утаз {. 
Раз отрезок №М сохраняет - 
постояниую длину при любом 
положении точки М, то в 
траектории точки УМ мы у3- 
наем улитку Паскаля, в точ- 
к Р — ес полюс, а в 
{© ОР) — окружность КФ, /)- 

В. Березин 
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Шви - Яко 


7В- ди: я 
ЯК -ИВ-И И 


Задачи ‚аа ф_- 


1. В этом ребусе цем_ рисунок) 
цифры зашифрованы фигуркамн. Оди- 
наковым фигуркам соответствуют 
одинаковые цифры, разным — раз- 


«Квант» для младших школьников 














ные, ни одно число ие начинается 5 
нулем. Расшифруйте ребус. ар 
2. Жили-были дед да баба. Была зар 
у них курочка ряба. Принесла ку- АО 
рочка задачку. Задачка не простая. ЗР 
© ИЗюЮМиНКоОн. 5% 
100 яичек лежат по кругу. Их на- Е 


®о 
`., 


чинакии забирать так: первое ос- 
тавляют, следующее за ним по часо- 
вой стрелке (второе) — забирают. 
следующее за ним (третье) — не 6г- 
рут. четвертое — забирают и так 
далее через одно по кругу. Круг су. 
жается 90 тех пор, пока в нем не 
останется только одно яйцо. На ка- 
ком месте сначала лежало это яйцо 
считая от первого по часовой стрел- 
ке)? 

Дед решал, решал — не решил 
Баба решала, решала — не решила 


Мышка по кругу побегала. хвости- ®, 8.1 
ком помахала н задачку решила. = ГЕ мт 


Дед и баба плачут. Курочка ку- 


дахчет: © 
— Не илачь, дед, не плачь, ба- == х ыы 


ба. — принесу вам задачку другую, 


не с изюминкой — простую. ® 
ы ‚ | ри = “ 
Курочка несет каждое второе яич- % Х Х у г? х И = [ 
ко — простое, а каждое третье — ы 


золотое. Может ли так быть? 

3. В следующих «равенствах», 
сложенных из спичек (см. рисунок), 
допущены ошибки. Переложите в каж- 
лом из «равенств» по две спичкн так, 
чтобы все они стали верными. 

4. В этом иримере на деление (см. 
рисунок) разными буквами зашифро- 
ваны разные цифры, одинаковыми — 
одинаковые. Расшифруйте пример! 


аля 


е 
* 


а 


ее 
км 
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Е. Турецкий. Н. Цейтлин 


(Семиклассникам 
о вероятности 


В предлагаемой статье почти нет определений 
и той математической «строгости», которой 
отличаются статьи для старшеклассников. 
Авторы просто дают читателям почувство- 
вать, что такое «вероятность». 

Тем не менее, чтение статьн без каранда- 
ша и бумаги может оказаться затруднитель- 
ным. Что ж, возьмнте карандаш м бумагу н 
приступайте... 


Почему побеждала команда Виктора 


Сам он не отличался особым рывком 
и сильным ударом, но его команда, 
подобранная «по жребию», почти не 
знала поражений. Перед игрой ре- 
бята разбивались на пары, сговари- 
вались об условных кличках, под- 
ходили к капитанам будущих ко- 
манд — Виктору и Юре — и спра- 
шивали: «Олень или книга?», «Па- 
яльннк или сабля?» и т.п. Капи- 
таны поочередно отвечали: «олень», 
«сабля», — н получали в свою команду 
соответствующего игрока, а их со- 
перник — его напарника. Но в нтоге 
Виктор обычно возглавлял лучшую 
команду. 

Это было удивительно: ведь тайна 
кличек до выбора нгроков не могла 
быть известна никому. И все-таки 
Виктор обычно собирал лучших. 
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А все дело было в том, что ребята 
невольно выбнралн себе те клички, 
которые им чем-то нравились. Вик- 
тор, хорошо зная ребят, обычно уга- 
дывал, кто «олень», а Кто «сабля», и 
выбирал из них лучшего. А Юра (если 
в этот момент выбор производил он) 
просто называл одну из кличек, не 
раздумывая, кто за ней скрывается. 
Можно сказать, что выбор нгрока был 
случайным для Юры. выбиравшего 
в половине случаев лучшего игрока, 
а в половине — худшего, и не слу- 
чайным для Виктора, почти всегда 
выбиравшего лучшего игрока. По- 
беда команды Виктора демонстриро- 
вала практическую важность одного 
из самых интересных разделов мате- 
матнки — теории вероятностей. 

Интересно, что эта теория многим 
обязана играм, которым предавались 
не только дети, но и вполне взрослые 
люди. 


Редкий ход 


«Атос отправился на повски англи- 
чаннна и нашел его в конюшне: тот 
с вожделением разглядывал седла. 
Случай был удобный. Атос предло- 
жил свои условия: два седла против 
одной лошади или ста пистолей — 
на выбор. Англичанин быстро под- 
счнтал: два седла стоили вместе трис- 
та пистолей. Он охотно согласился. 

Д’Артаньян, дрожа, бросил кос- 
ти — выпало три очка; его бледность 
испугала Атоса, и он ограничился 
тем, что сказал: 


Результаты 36 бросаннй двух кубнков. 
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Таблица 1 





— Неважный 
Вы, сударь, получите лошадей с пол- 
ной сбруей. 

Торжествующий англичанин даже 


ход, приятель, 


ие потрудился смешать кости, его 
угеренность в победе была так вели- 
ка, что он бросил нх на стол не гля- 
дя. Д’Артаньян отвернулся, чтобы 
скрыть досаду. 

— Вот так штука, — как всегда, 
спокойно проговорил Атос. — Какой 
необыкновенный ход! Я видел его 
всего четыре раза за всю мою жизнь: 
два очка! 

Англичанин обернулся и онемел 
от изумления; Д”Артаньян обернулся 
н онемел от радости». 

Давайте, и мы с вами бросим нс- 
сколько раз пару костей — кубиков 


Таблица 2 


Появление отдельных очков при 
36 бросаниях двух кубиков. 





„Появление отдельных сумм очков прн 36 бросаниях двух кубнков. 





о № РНЕ 


из детских игр с цифрами или точка- 
ми (очками) от | до 6 на гранях — и 
посмотрим, часто ли выпадают две 
единицы. Чтобы различать эти куби- 
ки, один из них закрасим красной 
Краской, а другой — синей. В таб- 
лнце | приведены результаты 36 бро- 
саний краского и синего кубиков, 
выполненных нами. 

У вас, конечно, получатся другие 
результаты, но если вы сведете свои 
результаты в таблицы (2 и 3), то 
скорее всего выводы будут те же, что 
и у нас. 


Выводы 


}. Дубль 1—1 выпадает не часто 
(У нас — один раз из 36): 

2. Разные очки выпадают при- 
мерно одинаково часто, в среднем — 
в 1/6 части случаев каждое. 

3. Сумма очков на двух костях 
обычно заключена в нределах от 5 
до 9. 

Если увеличить число бросаний, 
то отмеченные закономерности про- 
ступят еще более четко. Чем больше 
число бросаний, тем меньше будут 


Таблица 3 
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Табсиа 


Сумма очков на костях прн всех возможных исхолах бросания двух кубиков. 





отличаться от 1/6 (среднего значения) 
застоты выпадений различных очков 
от 1 до 6. Можно сказать, что вынаде- 
ние любого из шестн очков при бро- 
санин симмегричной кости равноверо- 
ятно. А вот появления разных зна- 
чений сумм очков при бросании двух 
костей оказываются не равиовероят- 
НЫМИ. 

Можете лн вы сказать, почему? 

Давайте составим таблицу всех 
возможных исходов прин бросании 
красной и синей костей. Так как вы- 
падение любого числа очков от | до 
6 на красной кости может сочетаться 
с любым числом очков на синей кости, 
то у нас получится таблица 4. 

Любое из 36 сочетаний очков на 
красной и синей костях равновероят- 
но любому другому сочетанию, но 
разные суммы очков могут быть по- 
лучены различным числом сиособов. 
Так, сумма очков 3 (у Д’Артаньяна) 
получается двумя способами: 1 +2 
и2 -- }, асумма 2 (у англичанина} — 
лишь одним (из 361): 1 1. Атосу 
было чему удивляться! 
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Вероятность 

Вы вздите, что вынадения 2 и 6 оч- 
ков на одной костн равновероятны, а 
вынадение суммы 2 и 7 на двух костях 
не равновероятны. В подобных слу- 
чаях говорят, что сумме 7  благо- 
приятствует больше исходов из об- 
щего числа равновероятных исходов: 
чем сумме 2. Так, сумме 7 благо- 
прнятствуют шесть исходов из общего 
числа равновероятных исходов, рав- 
ного 36, тогда как сумме 2 благо- 
приятствует лишь один исход. 

И в общем случае подсчет числа 
благоприятных исходов из их обще- 
го числа — важнейшее действие для 
определения вероятностн со- 
бытня, под которой понимают от- 
ношение числа благоприятных исхо- 
дов к общему числу равновероятных 
исходов. При этом используются та- 
кие обозначения. Само событие (на- 
нример, ноявление суммы 7) обозиа- 
чается буквой А, а вероятность этого 


события — Р (4). Итак, 
2Р(4)--„, (+) 


где и — общее число исходов дан- 
ного опыта, а т — чиело нсходов, 
благоприятствующих событию А. 

Попробуем подсчитать вероятнос- 
ти некоторых событий. 

В таблине 4 всего 36 клеток. Это — 
36 возможных исходов при бросанин 
двух кубиков. Сумме очков 7 (собы- 
тие А) благоприятствуют 6 исходов. 
По формуле (+) получаем: Р (А) = 
=6/36 =: 1/6. 

Сумме очков 2 (событие В) бла- 
гопрнятствует } исход. По формуле 
(+) Р (В) -- 136. 

Событию С «выпадение суммы 
очков, не большее 5» благоприят- 
ствуют 10 исходов (укажите их са- 
мостоятельно), поэтому Р(С) = 
- 10/36 = 5/18. 

Событию Р «выпадение суммы оч- 
ков, большее 5» благоприятствуют 
26 исходов (все не вопедшие в С), 
поэтому Р (2) = 26/36 = 13/18. 

Событию Е «выпадение  четного 
чнсла очков на красной кости и крат- 
ного трем — на синей» благоприят- 
ствуют 6 исходов, поэтому Р (Е) = 
=6/36 == 1/6. 

Таким образом, прн определении 
вероятности некоторого событня А 
надо провестн три действия: 


(а) определить общее число (рав- 
новероятных) исходов опыта; 

(6) определить число исходов, 
благоприятствующих событию А; 

(в) разделить второе число на 
первое. 


Подчеркнем, что мы с самого на- 
чала считаем («по определению»}, что 
исходы опыта равновероятны. Это со- 
ответствует практическим результа- 
там, если опыт обладает некоторой 
симметрней (кость имеет форму гек- 
саэдра — куба, а не, скажем, косого 
параллелепипеда и не налита свин- 
пом у одной грани, монета — новая, 
не истертая, то есть имеет форму ци- 
лиидра и т. п.). Из-за этого нельзя, 
скажем, считать, что в опыте «опре- 
деление суммы ва двух костях» все- 
го 11 исходов (суммы от 2 до 12} — 
они неравноправны, вероятность каж- 
дого из них не 1/11. Определение та- 
кнх «хороших» исходов опыта — 
существенная часть пункта (а) за- 
дачи определения вероятностей, и 


Куапетесите.ги 


руководствоваться здесь надо физи- 
ческимн или житейскимн соображе- 
ниям. 


Как считать вероятность 


Конечно, можно считать ее по фор- 
муле (+), но нередко удобнее прн- 
менять три свойства вероятности, о 
которых мы сейчас и расскажем. 

Рассмотрим еше раз событие С 
«выпадение суммы очков, не боль- 
шее 5» (при бросании двух костей). 

Можно сказать, что это событие С 
состонт из событий: 


С, — «выпадение суммы 2»; 

С. -— «выпадение суммы 3; 
С; — «выпадение суммы 4»; 
С. — «выпадение суммы 5». 


Давайте найдем вероятности этих 
событий и попробуем установить связь 
между ними и вероятностью Р (С), 
которая нам уже известна: Р (С) = 
= 10/36. 

Из 36 равновероятных исходов 
(п = 36) событию С, благоприятству- 
ет о исход: | -+ 1. Значит, Р (С‚)= 
— 1 Зо. 

Событию С, благоприятствуют два 
исхода: 1 +2 и 2--1, поэтому 
Р(С.) = 2/36. 

Событию С. благоприятствуют три 
нсхода: 1 +3, 2+2 из 1, поз- 
тому Р (С. = 3/36. 

Наконец, событию С. благопрният- 
ствуют четыре исхода: 1 -- 4, 2 + 3, 
3-2, 4 - 1, поэтому Р (С) = 4/36. 

Вас, конечно, не затруднит уста- 
новление связи между числсм 10/36 
и числамн 1/36, 2/36, 3/36 вн 4/36. 
Она очень проста: 


10 1 2 
35—36 135 Е 
или 
Р (С) =Р(С,) +Р(С.) 
+-Р(С)+Р. {С .). 


Полученное равенство выражает 
теорему сложения вероятностей, со- 
стоящую в том, что если одно собы- 
тне С разбивается на ряд других со- 
бытий (С‚, С., С., С4), то его вероят- 
ность Р (С) равна сумме вероятностей 
составляющих событий. 

Теперь рассмотрим событие С и 
событие О «выпадение суммы очков, 
болылее 5». Их вероятности Р (С) = 


3 4 
36 +36 › 
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= 10:36 и РО) = 26/36 связаны оче- 
видным равенством: Р (С) + Р (О) = 
= 1. Это и понятно: событию ОЭ бла- 
гоприятствуют те и только те исходы, 
которые не благоприятствуют ссбы- 
тню С (такие события называются 
«противоположными»). Поэтому, ес- 
лин Р(С) = тт, то РФ) = п— 
— т)и= 1 — тп = 1 — Р(С). Мож- 
но также воспользоваться теоремой 
сложения вероятностей. Событие «не 
С», противоположное событию С, обоз- 


начается так: С (у нас р == 
= В). События С и С вместе состав- 


ляют событие «С или С», которое 
произойдет обязательно. Такое со- 
бытие называется достоверным и обоз- 
начается буквой И. Его вероятность 
по формуле (*) равна 1: Р (0) = 1. 
С другой стороны, по теореме сложе- 
ния вероятностей Р (С) + Р(С = 
= Р ((/). Поэтому ы 
РОНР (С =1. 

Вид вероятности события Е (см. 
выше) также позволяет сделать не- 
которые выводы. Событие ЕЁ состоит 
в том, что на красной кости выпало 
четное число очков (событие А), а 
на синей — кратное трем (событие В). 
Вероятность событня 4 равна 3/6 
{из б исходов при бросании красной 
кости событню А благоприятствуют 
3), события В — 2/6 (аналогично). 
Итак, Р(А)= 12, Р(В)= 13, 
Р (Е) = Ш6. Здесь событие Е — не 
сумма, а скорее «произведение собы- 
тн» А и В. Мы видим, что в данном 
случае справедлива формула Е 

Р (АнВ) = Р(А) -Р(В)}, 


выражающая леореми умножения вг- 
роятностей. Эта формула справед- 
лива н в общем случае, ведь если в 
одном опыте п, исходов, из которых 
т, благоприятствует событию А, ав 
другом п. исходов, из которых ть 
благонриятствует событию В, то эти 
опыты, проводимые однн за другим, 
допускают пп. нсходов (все возмож- 
ные комбинации), из которых ить 
благоприятствуют событию Ё = (Аи 
В). Но 


то 





то есть 


Р {АиВ) =Р (А) -Р(В). 
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Подчеркнем, что эти опыты не 
зависят друг от друга, выпаде- 
ние четного числа очков на красной 
кости не влияет на число очков, ко- 
торое появится на синей кости, то 
есть появление события А никак не 
влияет на появление события В. По- 
добные события называются  мезави- 
симыми. 

У нас независимые события поя- 
вились в разных опытах, но и при 
одном опыте два события могут ока- 
заться независимыми. Скажем, появ- 
ление события А «выпадение на кости 
числа очков, кратного 2» (то есть 
2, 4, 6} ме влияет на появление собы- 
тня В «выпадение на той же кости 
числа очков, кратного 3» (3, 6). Это 
кажется странным, ведь опыт-то один, 
но все дело в том, что нсходы, благо- 
приятствующие событию В, распре- 
делены равномерно среди событий, 
благоприятствующих А, н не благо- 
приязствующих А. 

Если событие А появилось, то 
есть выпали 2, 4 или 6 очков, то в 
двух из этих исходов событие В не 
появилось (2, 4), а в одном — появн- 
лось (6). Если же событие А не появи- 
лось, то есть выпали 1, 3 или 5 оч- 
ков, то по-прежнему в двух из этих 
исходов В не появилось (1, 5), ав 
одном появилось (3). Так, что, не- 
зависимо от появления события А, 
событие В (в том же опыте) появится 
в 1 случае из 3. 

Оказывается, теорему умножения 
вероятностей можно сформулировать 
так. Если А и В — независимые со- 
бытия, то вероятность события «А 
и В» равна произведению вероятнос- 
тей событий А и В. 


Задачи 

1. Проводится некоторый опыт О с мно- 
жеством исходов И. Можио ли считать эти 
исходы равновероятными, если: 

а) О — «бросанне монетки», И (свер: 
ху герб, сверху цифра}; 

6) О— зодин шахматист держит в кула- 
ках черную и белую пешки, а второй указы- 
вает на правый или левый кулак», И= {в 
выбранной руке белая пешка, в выбранной 
руке я пешка}; 

в) О — «из календаря вырывается (нау- 
гад) один листок», Н= |на оторванном листе 
праздничный день, на оторванном листе 
будничный день}; 

г) О — «финальный забег на 160 м 
шести участников с номерами от 1 до 6»; 
И-== (победил №1, победил №2,..., побе- 
дня № 6}; 
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д) О — «из 28 костей домино, лежащих 
на столе (очками вннз) и хорошо перемешан- 
ных, выбнрается одна», И— |выбраи дубль, 
выбран не дубль}; 

е) О — «из урны, в которой лежат 3 бе- 
лых и 3 черных шара (одннаковых на ощупь}, 
в темноте извлекается одни», И== {извлечен 
белый шар, извлечен черный шар}. 

2. В урне лежат 6 белых и 8 черных 
шаров. Из урны наугад извлекается одни 
шар. Какова вероятность, что этот шар — 
белый? 

3. Монета бросается три раза. Какова 
вероятность, что все три раза сверху окажет- 
ся цифра? 

4. Наугад выбирается одна кость до- 
мнно. Какова вероятность, что сумма очков 
на ней делится на четыре? 

5. Картонку с написанным на ней словом 
«математика» разрезали на одинаковые Квад- 
ратики с одиой буквой на каждом, перемеша- 
лн н вытащили один квадратик. Какова ве- 
роятность, что на нем буква «т»? Какая буква 
вероятнее всего на нем будет? 

6. Из 27 билетов учеиик Петя мог отве- 
тить лишь на те, номера которых былн крат- 
ны 5. Когда десятым по счету он вошел в 
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класс, оказалось, что билет № 1 и все биле- 
ты с 20-го по 27-й уже взяты. 

Какова вероятность, что Петя вытащит 
билет, на который он может ответить? Ка- 
кова была бы эта вероятность, если бы Петя 
вошел в класс первым? Какая из этих ве- 
роятностей больше? 








Число «пи» 
и теория 
вероятностей 


Хотите экспериментально 
найти число л? Попробуйте! 
Для этого нужна лишь короб" 
ка спичек н лист бумаги. 

На листе бумаги прове- 
дите сетку параллельных 
прямых на расстоянии друг 
от друга, равном длине спич- 
ки. Теперь случайным обра- 
зом бросайте на лист бумаги 
спички (как на первой стра- 
нице обложки этого номера 
журнала) н считайте число 
спичек, перссекающих линин 
сетки (можно и много раз 
бросать одиу спичку). Раз- 


делив удвоенное общее число 
спичек на полученное 
число, вы и найдете число 
л (чем больше. спичек вы 
бросите, тем точнее найдете 
число Я). 

Доказать это можно с по- 
мощью теорин вероятностей. 
Если спичка длины | упала 


под углом ф к линиям сет- 
ки, 10 ее «эффективная 
длина» равиа Ут ф. Пусть 
некоторая спичка пересекла 
линию сетки, тогда ее циж- 
ний конец находится из 
расстоянии ие больше $т ф 
от проходящей над ним ли- 
ний сетки (см. рисунок). Во- 
обще же это расстояние за- 
ключено в пределах от 0 до 
1. По правилам теорин ве- 
роятностей эта спичка пере- 
секает линию сетки с вероят- 
ностью — $т$Ф. 






1< пФ 


® 
1> зто ‹ т ф 
Фф 





Теперь, чтобы пайти ве 
роятность того, что случай- 
ным образом упавшая спич- 
ка пересечет линню сетки, 
надо усреднить полученную 
вероятность п ф по всем 
ф (0=$-=л/2), поскольку 
все значення углов ф равно- 
вероятны, то ссть найти зна- 
чение выражения 


м/2 
[зтфаф 
0 
н разделить его на л/. 
Десятиклассники  быст- 


ро найдут, что ннтеграл ра- 
2 


вен |, то есть как раз = 


часть спичек должна пере- 
сечь Лнини сетки. 

Впервые такой эксперн- 
мент произвел с иглой (бро- 
сая ее много раз) француз- 
ския сстествоиспытатель 
Ж. Л. Л. Бюффон (1707— 
1788), в его честь этот опыт 
назван «нглой Бюффона». В 
конце ХХ века многие ма- 
тематики бросали иглу по 
3—5 тысяч раз и получалн 
для л значение порядка 3,15. 


ИМнтересио, какое зиачение 
д даст вам один коробок 
спичек? 


А. Виленкин 
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Читатель Ю. Брегман из Рн- 
ги прислал в редакцию такое 
пнсьмо: 


«Уважаемая редакция’ 
Хотел бы вам сообщить идею, 
касающуюся проблемы управ- 
ляемого термоядерного син- 
теза_ Она имеет много 06 
щего с «лазерным — термо- 
ядом». Пусть имеется неко- 
торое количество ядерного 
горючего. В него «выстрели- 
вают» несколько античастиц 
(например. позитронов или 
антипротонов). Происходит 
аннигиляция. Выделившаяся 
энергия в виде двух фотонов 
способствует подогреви дей- 
терия, в результате чего 
происходит — термоядерная 
реакция. Эта реакция цеп- 
ная, поэтому Оля ее само- 
поддержания дальнейшего 
притока энергии извне не 
требуется. Источником по- 
Зитронов может быть 
радиоактивное вещество 
(например ,„Р2 или М)». 


Отвечает на это письмо 
консультант отдела физики 
нашего журнала А. Воло- 
ДИН. 
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Спрашивайте — отвечаем 


Инициировать термоядерную реакцию аннигная- 
цией вещества и антивещества в принципе можно 

Термоядерная реакиня ‹ заметным выходом 
энергии иачнется, если смесь легких изотопов 
водорода нагреть до очень высокой температ\ ры- 
порядка десятков мнллионов или сотен миллионов 
градусов. 

Однако одного — ннициирования гермо 
ядерной реакцин мало. Для решения проблемы 
термоядерного сннтеза необходимо длительное иро- 
теканне процесса. Поскольку (в отличие от ядер- 
ной реакции деления) реакция термоядерного син 
теза не носит цепного характера (в этом Ваша 
ошибка!), для осуществления управляемой тер 
моядерной реакцин, помимо ядерного горючего, 
необходимо в зону реакции непрерывно или пе- 
рноднчески подводить энергию извне. Естествен- 
но, эта энергня должна составлять линь некото- 
рую часть всей энергии, выделяющейся в реакцин. 

Существенной для управляемого термоядерного 
процесса является не только величина подводи- 
мой энергни, но и скорость ее эффективного под- 
вода. Важной характеристикой процесса служит 
энергетическое время жизни т — среднее время 
пребывания в зоне реакции частиц плазмы, в ко- 
торую превращается ядерное горючее. Каждую 
порцию энергии, требующуюся для поддержания 
реакции, необходимо подводить за время, не пре- 
вышающее т. В реакции дейтерия с тритием т по- 
лучается порядка наносекунды (10-® сек). За вре- 
мя т частицы горючей плазмы разлетятся на рас- 
стояния порядка миллиметра. Это определяет объ- 
ем зоны реакции — несколько кубических милли- 
метров. 

Таким образом, управляемая термоядерная ре- 
акция пойдет, если в каждом ее едниничном цикле 
крупннку твердого дейтерня или тритня объемом 
несколько кубических миллиметров нагреть за 
наносекунду до температуры в сотни миллионов 
градусов. Реальными источниками подводимой мощ- 
ностн могут быть лазерный луч илн электронный 
пучок предельной интенсивности. 

Использование же аннигиляции в качестве ис- 
точника мощности потребует достаточно больших 
количеств антивещества (порядка мнхрограмма в 
каждом цикле) вли очень интенсивных источников 
античастии, в настоящее время совершенно недо- 
ступных. Кроме того, для практического исполь- 
зования предложенного Вами метода необходим 
достаточно экономичный способ воспроизводства 
антивещества, о котором трудно сделать даже са- 
мые фантастические предположения. 


Практнкум абитурмента 
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# Галкин 


Рационально 
или иррационально: 


Основной вопрос, который рассматривается 
здесь, — как узнать, рационально или нрра- 
ционально данное действительное число. Эта 
проблема не имеет существенного значения 
дяя практики. носкольку в прикладных за- 
дачах всегда можно действительное чнсло за- 
менить его десятнчиым приближеннем с оп- 
ределенной точностью, однако она важна с 
теоретической точкн зрения — решение по- 
добных задач способствует более глубокому 
пониманню сущностн рациональных н ирра- 
цнональных чнсел, н в практике вступнтель- 
ных экзаменов такие задачи встречаются до- 
вольно часто. 


Начнем с простейшего вопроса. 

Пример 1. Доказать, что сум- 
ма двух чисел, одно из которых ра- 
ционально, а другое иррационально, 
есть число иррациональное. 

Пусть число а рационально, число 
Ь иррационально: а Е ©, В ЕЁ, где 
О н Г— множества соответственно 
рациональных н иррациональных чн- 
сел. Предположим, что сумма а {+6 
рациональна: а + В = с Е ©. Тогда 
число В =с—а рационально, как 
разность двух рациональных чисел, 
а это противоречит условию. 

Аналогичное утверждение верно 
для разности, произведения и част- 
ного рационального и иррациональ- 
ного чисел. 

Есть лишь одно исключение: для 
любого иррационального числа а числа 


0-а=09 и > - 060. 


Это утверждение используется ча- 
ще, чем, возможно, кажется на пер- 
вый взгляд. Так, корни уравнения 
х? — 6х +- 7 =0, выражающиеся фор- 


мулой  х,.=33 |2, — иррацио- 
нальны. Этот факт основан не на 
внешнем виде корней, а на доказанном 
намн свойстве, что сумма н разность 
рационального и нррациональногс чи- 
сел являются числами иррациональ- 
НЫМИ. 

Множество, в котором выполинмы опе- 
рации сложения, вычитания, умножекия и 
деления (кроме деления на нуль), называет- 
ся полем. Так, множество @ рацнональных 
чисел — поле. Напротив. множество ирра- 
цнональных чисея Е как показывает реше- 
ние следующего лримера, полем не является. 

Пример 2. Может ли сумма 
двух положительных иррациональных 
чисел быть числом рациональным? 

Условие положительности необ- 
ходимо, чтобы исключить такой три- 
внальный случай, как, например, 
У? +(—12} = 0. Немного подумав, 
нз этого тривиального примера мож- 
но получить нетривнальный: 
у 2+(2—И2) —=2.Если жемы вернем- 
ся к квадратному уравнению х® — 
— 6х - 7-0, нмеющему ирраниональ- 
ные корни х, == 3 -+- УЗих, =3—|2, 
то увидим, что по теореме Виета 
хх. = 6, хх, = 7. Следователь- 
но, не только сумма, но н произ- 
ведение двух иррациональных чисел 
может быть числом рациональным. 

Пример 3. Доказать, что если 


д = 

ра, где а и п — любые натураль- 
ные числа, п >> 1, не равен никакому 
натуральному числу, 
число. иррациональное. 


ик 
то ка- 
",- 

Предположим, что у а является 
числом рацнональным. Тогда 
по условию этот корень может 
п-- р 

быть только дробным числом: у а = <: 
где р и 4— некоторые натуральные 
числа, 951, с — несократимая дробь, 


п 
и Е: =а. 

Обозначим через А какой-нибудь 
простой делитель числа д. Будем счи- 
тать известным следующее предложе- 
ние: если произведение натуральных 
чисел делится на простое число, то 
по меньшей мере один из множите- 
лей делится на это число. В данном 
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случае р"=р.р:...-р делится на д, 
а потому и на Ё, стало быть, 
р делится на Ё. Получилось, чточис- 
ла ри оба делятся на к, а это про- 


р 


тиворечит тому, что о —несократи- 


мая дробь. 


В учебнике «Алгебра-7» доказы- 
вается, что не существует рациональ- 
ного числа, квадрат которого равен 2, 


другими словами, что / 2—число нр- 
рацнональное. С помощью утвержде- 
ния последней задачи можно дока- 
зать иррациональность большогоклас- 
са действительных чисел. Докажем, 


например, иррациональность | 3. 

Имеем: 1<ИУ3<2 (так как 
1<3<4). Следовательно, }/ 3 не равен 
никакому натуральному числу, а по- 
тому он является числом иррацио- 
нальным. 

Аналогично доказывается иррацно- 
нальность чисел }/5, У, 7,3 8, 
$ 6. 
уз, рб нт. п. 

Прнмер 4. Доказать, что число 
(3+5 иррационально. 

Допустим противное — пусть это 
число рационально: У 3+ | 5 = гС9. 
Возведем равенство } 5=г—ИЗ в 
квадрат, пин т 2 р (3. 


Отсюда } 3 = 





5 2 9. Мы пришли к 


противоречию. 

Аналогично доказывается 
циональность } а+р В, если 260, 
а>>0, [| а 9, 669. 5>0,} 659. 

Пример5. Доказать, что для 
любого натурального числа п, не чв- 
лчющегося степенью 10 с целым пока- 
зателем. 18 п ссть число иррацио- 
нальное. 

Предположим противное’ |5 п = 
==ГеО. Тогда число г может быть 
только р гак как иначе л = 10". 


Пусть ил =.- 


ирра- 


где рн 9-- некоторые 


натуральные числа, . — несократимая 


г 
дробь. Отсюда 10% =1, 107 = и“. 

В последнем равенстве разложе- 
нне левой части на простые множи- 
тели содержит двойки и пятеркн в 
одинаковых стеиенях. равных р, а 
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разложение иравой части либо вооб- 
ще нх не содержит (если п не де- 
лится ни на 2, ни на 5), либо—в 
разных, поскольку л не является сте- 
пенью 10. Следовательно, это равен- 
ство невозможно. 

Из утверждения последней задачн 
вытекает, что десятичные логарифмы 
чисел 2'3,4,5,6,7, 8,9, 11 ит. д: 
иррациональны. 


Пример 6. Доказать, что 


д 
с0$ эл при любом натуральном п? 


есть число иррациональное. 


л 
Допустим, что с0$ я является 


числом рациональным. Полагая в 
формуле косинуса двойного угла 


0524 = с05% © — т? а = 905 — 1 


д 
© = я, получим, что 


С0$ 5 бл = 

— число рациональное. Аналогично 
д 

с0$ 5л-; есть число рациональное и так 


далее. Продолжая этот процесс, мы 


л 
получим, что со --— — число рацио- 


4 


п 
нальное. Однако это не так: 6954 = 


—_ 13 
=-^ 0. 


Пример 7. Докозать, 
соз 1° 
ным. 

Предположим, что с0$ 1” рацио- 
нален. Тогда и с0$ 2° — число рацио- 
нальное. Далее, со$ 3° = с0$ 1№Х 
Х (4с05° 1° —3), откуда следует, что 
с0$ 3° — также число рациональное. 

Далее с помощью легко прове- 
ряемого тождества 
с0$ (А + 1)° = 2 с0$ #® с0$ 1° — 
— с0$ {# — 1)° 
что рациональны ко- 


что 
является числом иррационале- 


доказывается, 


синусы углов 4°, 5°, 6°, ..., 30°. Мы 
пришли к противоречию, так как 
с0$ 30° = ы 0. 


Пример 8. Рационально или 
иррационально действительное число, 
представляющееся бесконечной —0е- 
сятичной дробью 

© = 0,12345678910111213... 


(после запятой выписываются все по- 
следовательные натуральные числа)? 

Допустим, что десятичная дробь 
& представляет рацнональное число. 
Тогда с некоторого места она должна 
стать периодической. Обозначим ко- 
личество цифр в периоде через п. А 
теперь заметим, что в запнси этой 
дроби сколь угодно далеко можно 
найти подряд л нулей — это участки, 
соответствующие числам # - 10” (по- 
следние их п цифр). 

Отсюда следует, что период состо- 
нт из одних нулей. Однако это невоз- 
можно, так как в записи дроби о как 
угодно далеко от запятой встречаются 
н цифры, отличные от нуля. 

Пример 9. Доказать, что меж- 
ду любыми двумя различными действи- 
тельными числами содержится ра- 
циональное число. 

Пусть а > В — данные числа*) н 

< == © о, 91 2 *+о 0, ..’у 

р во. ВЕ ВЕ = 
— их представления в виде беско- 
нечной десятичной дроби, не содер- 
жащие бесконечной последователь- 
ности девяток. Тогда найдется такое 
натуральное чнсло А, что “о = Во, 
&; = В,, .. бл == В, ‚ НО С > 
>> В» (возможно, А = 0). Найдем та- 
кое натуральное т, что В,. „< 9, 
оно существует, поскольку беско- 
нечные десятичные дробн с периодом 
9 исключаются из рассмотрения. Чис- 
ло 


у = Во, В.В» я = В >=: Ват 90 000... 


рационально и удовлетворяет  не- 
равенству В < у < а, так как В. и < 
<9н В < а,. 

Пример 10. Доказать, что 
между действительными числами ©, = 
— 3,625487 ир -= 3,625491 содержит- 
ся иррациональное число. 

Первые цифры искомого числа ф 
подберем так, чтобы было & < 1 В. 
Для этого достаточно его десятичную 
запись начать следующим образом: 
у = 3,625488... 

Теперь позаботимся об иррацио- 
нальности числа у. Этого можно до- 
биться, например, способом, приве- 
денным в примере 8: 


у = 3,625488123456789101 1... 





*) Можно считать, что 0<а< 10, 0 В< 10. 
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Упражнення 


1. Зная, что число л нррационально, 


х 
доказать, что число 2 + Ёп при любом це- 


лом А также иррационально. 

2. Доказать, что любое рациональное 
число, не равное нулю, является периодом 
функцин Дирихле О: 


р = В если х рационально, 


Является лин какое-нибудь иррациональ- 
ное число периодом этой функцин? 

3- Доказать, что для любого. натураль- 
ного п>1 корень п-й степени из любого по- 
ложительного иррационального числа — чны- 
сло иррациональное. 

$. Могут лн быть иррациональнымн чис- 
лаан 6, если рациональны числа: 

а) ар и 2—8; 

6) ан 065; 


в) а-Е В5О н 2/6; 

г) аби а/6; 

дл) а 520, а* Е 6? 

5. Числа ЕВ н 


0, если х иррацнонально. 


а? |3 
аз -4 рацио- 


нальны. Рационально или иррационально 
число а? 
6. Доказать иррациональность следую- 


щих чисел: 

а) Уз 5+ У? 

6) У + УЗ; 

У УЗ. 

1. Рациональны или иррациональны чис- 
ла: 


И ти У 
=. 1; 


6) УЕ ИП-—Ув— п; 


ИН ИИ 
8) }^20- 14/2 У 20— МУ? 


8. Существуют ли положительные ра- 
циональные числа а н В-такие, что: 


а) Уа-+ УЁ = Уз; 
6 У + У =УИ? 


9. Доказать, что десятичный логарифм 
любого положительного рационального числа, 
не являющегося степенью 10 с целым показа- 
телем,—- число иррациональное. 

0. Рационально или нррационально Чнс- 
ло 4 1"? 

И. Доказать, что со5 п°, где п — неко- 
торое натуральное число, меньшее 90 н 
не равное 60, — число иррациональное. 

12. Доказать, что действительное число 
©, представляющееся бесконечной десятич- 
ной дробью 0,121221222122221... (количест- 
во двоек последовательно возрастает на |}, 
нррационально. 

13. Доказать, что между любыми дву- 
мя различными действительными числами 
содержнтся иррациональное число. 


т 
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Московский 
физико-технический 
институт 


Московский физико-технический институг +о- 
товит инженеров-физнков-исследователей по 
новейшим областям физики н техники. 

Особенность системы обучения. приия:- 
той в физико-техиическом ниституте, состонт 
в том. что эдесь фундаментальное высшее 
образование сочетается со специальной под: 
головкой в так называемых базовых научно- 
нсследовательских институтах н конструк- 
торских бюро. где созданы снециальные ка- 
фелры ниститута. 

На первых курсах студенты получают 
общенаучиую подготовку. 

Математика, общая н теоретическая фи 
энка, общественные наукн изучаются в объ- 
еме университетских курсов, чтобы буду- 
ине специалисты хорошо владели знаниями, 
составляющими основу образовапия физика- 
исследователя. Быстрому озиакомлению с 
возрастающим нотоком научно-технической 
информации способствует углубленное изуче- 
кне иностранных языков. 

Специализация ин самостоятельная ис- 
следовательская работа в базовом нистигуте 
начинается уже со второго — третьего кур- 
сов. 

В базовом институте студенг слушает 
лекции по специальности, участвует в рабо- 
те научных семинаров, вовлекается в иссле- 
довательскую работу лабораторий нисти- 
тута. Будущий спецналист имеет дело с но- 
вейшими ириборамн. участвует в решении 
не модельных, сиециально для его практики 
придуманных задач. а актуальных проблем, 
стоящих перед лабораторией. Дипломная 
работа каждого студента МФТИ входит, как 
правило, в тематический плай базового ин- 
ститута. В творческой обстановке научного 
коллектива студент проходнт неоценимую 
школу воспитания. Работа под иепосрел- 
ственным руководством крупного ученого 
во миогом предопределиет успех его булу- 


щей самостоятельной деятельности. 
Среди базовых ниститутов МФТИ — 
ведущие научные центры Москвы (см 


«Квант», 1972. № 6, 1975, № 5). 
Ниститут готовит специалистов на вось 
ми факультетах: факультет раднотехинки 


н кибернетики. факультет общей и приклад- 
ной физики, факультет аэрофизики и косми- 
ческих исследований. факультет молекуляр- 
ной и химической физики, факультет физиче- 
ской и квантовой электроники, факультет 
аэпомеханики и летательной техники. Фа- 
культет управления и прикладной матеми- 
тикн, факультет проблем физикн и энерге- 
тнкн. 

На каждом из факультетов подготовка 
ведется по широкому кругу специальностей, 
охватывающему большинство областей со- 
временной физики, техники и кнбернетнки- 

Ниже мы публикуем варианты вступн- 
тельных экзаменов по математнке и физике 
в МФТИ 19% года. 


Математика 


Билет 1 
Г. Решить 


Ух 8 = 2х — 4+2 У3Зх—3. 


2. Решить неравенство 


ой (х? — 4х + 4) + >22 — 
—+п в, 2— м. 


3. Две окружности касаются внутрен: 
вим образом. Прямая, проходящая через 
центр мельшей окружностн. пересекает боль- 
шую в точках А и, а меныную — в точках 
В и С. Найти отношение раднусов окружио- 
стей если |А8|: |8С|: [СБ] =2:4:3. 

4. Решить систему упавиений 


уравнение 





Зе р + бушх = 2 (и—х). 


12 Но 25х = ба (м + х). 


5. Объем иравильной четырехуго ной 
пнрамнды ЗАВСР равен У. Высота УР ии 
рамиды является ребром правильного пт 
раэдра ЗРОЮ. плоскость грани РОК кыо- 
рого иерпендикулярна ребру 56. Майти 
объем общей части этих пирамид 


Билет 2 

|. Второй. мервый и трей члены арнф- 
метнческой  прогрессни. разничь кони 
отлична от нуля. образуюг в указанном ии- 
рядке геометрическую прогрессию. Найти 
се знаменатель. 

2. Решить систему уравиений 

ах = ту +1: (ху). 
Га —У- ых Шуж 0 
3. Решить хравнених 
©05 Зх — 605 2х = ып Зх. 

4. В трапеции АВСВ ЦАБ] |ВСВ ь- 
личина угла ВАО рапиа хх, |АВ| == 2 |ВС| — 
++ МО|, К — точка боковой стороны СБ 
такая. что |[СК|: [КВ] =1:3. Найти ве 
личины углов треугольника АВК 

5. Длина стороны основания правиль- 
ной треугольной призмы АВСА, В.С, разна 
3 см, высоты — 4/3 см. Вершина правиль- 
ного тетраэдра лежит на отрезке, соединяк»- 
щем центры тракея АВС и А,8В,С,. Плоскость 
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Рмс. 2. 


Рис. 4. 


основания этого тетраэдра совпадает с пло- 
скостью основания АВС призмы, а плоскость 
одной из боковых граней тетраэдра прохо- 
дит через диагональ АВ, боковой граин 
призмы. Найти длину ребра тетраэдра. 


Физика . 


Билет 1 

1. Человек скатывастся иа санях под 
уклон, составляющий угол @ = 6° с гори- 
зонтом. Масса саней М в два раза больше 
массы человека т. Коэффициент трения 
саней о поверхиость склона и = 0,2. Как 
должен двигаться человек относительно са- 
пей, чтобы саии двигались под уклон равно- 
мерно? 

2. В цилиидре под легким поршием на- 
ходится 142г азота при 27С. Какое количе- 
ство теплоты необходимо ему сообщить прн 
изотермическом увеличении объема на 4%2 
Относительная молекулярная масса азота 
‚равна 28. 


Указание.- При небольших изме- 


АУ 
нениях объема (у< ') воспользоваться 


А! 
приближенной формулой (1 + с = 
Ау 


д] у. 

3. Поток проводящей жидкости (расплав- 
ленный металл) течет но керамической трубе. 
Для измерения скорости жидкости трубу 
помещают в однородное магнитное 
перпенднкуляриое 0сн трубы, а в трубе 


закрепляют два электрода, образующие пло-. 


ский коидеисатор (рис. 1). Мзмеряется. раз- 
ность потенциалов между электродами. Оп- 


| 
[и 


Рис. 4. 


поле, _ 


Рмс. 3. 


ределить скорость потока, ссли магнитная 


индукция ноля |В| = 0.01 та, расстояние 
между электродамн @ = 2 см, измеренная 
разность потенциалов {== 0,4 мв. 

4. В равнобедренной прямоугольной стек- 
лянной призме основание АВ н боковая 
грань ВС гладкие, а граиь АС — матовая 
(Рис. 2). Призма стоит на газете. Наблюда- 
тель. смотрящий через грань ВС, видит 
часть текста, нахоляшегося под основанием 
АВ, равную © == 0,895 (по площади). Каков 
показатель преломления стекла? 


Билет 2 

1. @-частина, ° имеющая скорость 
1000 м’сек. налетаст на атом углерода, кото- 
рый двигался до соударения в том же на- 
правлении, но со скоростью, вдвое меньшей. 
С какой скоростью перемещается центр масс 
соударяющихся атомов? с 

2. В цилиндрическом сосуде, закрытом 
поршнем, находится разреженный газ, все 
молекулы которого имеют равные по абсо- 


лютной величние скорости [|= 200 м/сек. 

Первоначально поршень отстоит от дна сосу 

да на расстоянин И = 50 см (рис. 3). Затем 
55 


его быстро, со скоростью |и|= 25 м/сек, 
смещают направо на расстоянне 3/5 Я. Он- 
ределить, в каком интервале будут находить- 
ся скорости молекул газа. Столкновения 
молекул со стенками и поршнем считать 
абсолютно упругими. 

3. Плоский воздушиый конденсатор с 
расстояйием между пластинами @ = сн 
подключен к источнику с Э. д. с. & = 
= 10008 (рис. 4). В середине конденсатора 
нараллельно его пластинам и на разном 
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расстоянии от инх расположена металличе- 
ская заряженная плита толщиной 4 = 
== [ см, Заряд иа плите @ = 107% к. Пред- 
полагая, что пластины конденсатора жестко 
скреплены, определить суммарную электро- 
статнческую силу, действующую на конден- 
сатор. 

4. С помощью системы из двух тонких 
положительных лииз рассматривают стену, 
находящуюся на расстоянии а == 100м от 
передией лиизы. Задинй фокус первой лнн- 
зы и передний фокус второй лнизы совпа- 
дают. Расстояние межлу лиизами {, == 30 см. 
Лннейное увеличение системы @ = 1/2. В фо- 
кальной плоскости первой линзы установ- 
лена диафрагма диаметром & =: 4 мм. Како- 
вы размеры областн па стене, виднмой че- 
рез эту систему? 


Билет 3 

1. При слиянни дейтона с ядром 1.8 
происходит ядерная реакция 1 -- 4-+п-+ 
-+ Ве?, в которой выделяется энергия .@ == 
—3,37 Мэв. Считая кииетическую энергию нс- 
ходных частиц пренебрежимо малой, найти 
распределение энергни между продуктами 
реакцин. 
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2. В герметичном сосуде объемом И = 
= 5,6 л содержится воэдух при давлении 
р = 760 мм рт. ст. Какое давление уста- 
новится в сосуде, если воздуху сообщить 
© = 1430 дж тепла? Моляриую  теплоем- 
кость воздуха при постоянном объеме прн- 
нять равной Су = 21 джмоль-град). 

3. Плоский воздушный конденсатор под- 
ключен через гальванометр к источнику 
с постоянной э. д. с. При этом заряд из кои- 
денсаторе 4 = 10-® к. Параллельно пласти- 
нам вводится металлическая заряженная 
плита, заряд которой О = 4.10-8 к. Геомет- 
рические размеры указаны на рисунке 5. 
Какой заряд протечег через гальваиометр? 

4. Атом вещества с относительной атом- 
ной массой А, жестко закрепленный в кри- 
сталлической решетке, поглощает свет ча- 
стоты %о. При какой частоте будет максимум 
поглощения в этом веществе, находящемся 
в газообразном состоянии? Масса протона 
равиа Тр. 


Ю. Никольский. 
Б. Федосов. 

В. Чехлов, 

А. Шелагин 





Факультет управления 
и прикладной 
математики МФТИ 


Факультет управления и прикладной мате- 
матнки (ФУПМ) — самый молодой факультет 
Московского физико-технического института. 
В 1976 году МФТИ справил свое тридцати- 
летие. а ФУПМу ясполнилось всего 7 лет. 
В то же время это самый первый и самый 
«старый» среди аналогичных факультетов 
в вузах страны. На факультете работают 
академики Б. В. Бункии, В. М. Глушков, 
А. А. Дородницын, Н. Н. Иноземцев, 
А. ^. Самарский, В. А. Трапезников; члены- 
корреспонденты АН СССР О. М. Белоцер- 
ковский, Н. Н. Моисеев, Г. С. Поспелов. 

Чем же вызвано создание этого факуль- 
тета? Что отличает его от «традиционных» 
физтеховских факультетов? 

Чтобы ответить на эти вопросы, надо 
сначала рассказать об осиовных направле- 
ниях факультета. Как вндно из его назва- 
ния, мы имеем два профиля подготовкн сту- 
дентов: прикладная ` (вычислительная) мате- 
матнка и математнческая физика н управле- 
НИС. 

Помните. как ответил фонвизииский Мит- 
рофаиушка на вопрос, является «дверь» 
именем прилагательным или существитель- 
ным? Ответ был следующим: «Прилагатель- 
на. Потому что она приложена к своему ме- 
сту. Вон у чулана дверь не повешена, так 
она существительна». 
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К сожалению, подобное представление 
о прикладной математике свойственно мно- 
гим выпускникам школ (да и не только им): 
математика «сама по себе»-—осуществительна». 
а если ее приложнть к чему-либо, то это н 
будет «прикладная математика». Между тем 
на самом деле прикладная математика — 
это ие просто приложение математики, это 
самостоятельная математическая дисциплина 
со своей внутренней логикой, со своим сти- 
лем и мышлением. Часто забывают о том, 
что самые крупные математики — Л. Эйлер, 
А. Пуанкаре, К. Ф. Гаусс, П. Л. Чебышев. 
Софья Ковалевская были «прикладникамиь. 

Эйлеру принадлежат, например. работы 
по баллистике и устойчивости стержней, 
Пуаикаре заннмался физикой н астрономией. 
Сетка, применяемая в топографических кар- 
тах, долгое время иосила имя Гаусса. Чебы- 
шев создал теорию механизмов. Софье Кова- 
левской всемирную известность принесла 
премия за работу по теории гироскопов, 
а академик А. Н. Крылов уделял особое 
внимание методам вычислений. Причем вы- 
числительная математика всегда вносила 
существенный вклад в развитие «чнстойя 
математики ин других сстественных наук. 
Так. расчеты, проведенные Пуанкаре в астро- 
номических исследованиях, привелн к со- 
зданию теории расходящихся рядов. Пре- 
красным примером. иллюстрирующим роль 
вычнелительной математики в естественных 
науках, является открытие новой планеты, 
сделанное Леверье после весьма точного 
вычислення орбит других небесных тел. 
Так что вычислительная математика вноснла 
солидный вклад в развитие наук еще в те 
времена, когда вычисления производились 
карандашом на бумаге, а идея создания ариф- 
мометра лишь «витала в воздухе». 

Однако тогда влияние вычнслительной 
математикн на развитие наук в целом было 


весьма ограничено — трудоемкость вычис- 
лительных методов не позволяла «рядовому» 
ученому широко ими пользоваться, обычно 
производились только вычисления, необхо- 
днмые для обработки экспериментальных 
наблюдений. К тому же в начале двадцатого 
века резкое удешевление эксперимента прн- 
вело К некоторому забвению вычислительных 
методов как аппарата исследования. 

Положенне коренным образом изменн- 
лось в середине двадцатого века с появле- 
нием электронно-вычислительной  техиикн. 
Стали возможными крупные «машинные экс- 
перименты», позволяющие заменить дорогой 
и нередко опасный эксперимент исследова- 
нием математической «моделн». 

Шнрокое применение таких машинных 
экспериментов привело к появлению новых 
специальностей, например вычислительной 
физикн, представители которой занимают 
как бы промежуточное положение между 
физнками-теоретиками и физикамн-экспери- 
ментаторами. Они проводят теоретические 
изыскания н «Эксперименты» © помощью 

ВМ. 

Еще сложнее охарактеризовать второе 
иаправленне нашего факультета — «управ- 
ление». 

Если проанализировать литературные 
произведения, то можно заметнть хроноло- 
гическую смену героев: в романах ХУП века 
это рыцарь, ХУПП — торговец (вспомните 
Робинзона Крузо), Х1Х — промышленник 
и финансист (например, романы ори. 
Мамина-Сибиряка и др.), в романах ХХ сто- 
летия появляется «управленец», организа- 
тор. Это отражает определенные сдвиги в за- 
нятиях людей. 

В широком смысле «управление» — это 
одни из видов человеческой деятельности. 
Сложные современные объекты, будь то само- 
лет или завод, требуют надлежащего управ- 
ления. Поэтому число людей, занимающихся 
(прямо или косвенно) управлением, непре- 
рывно возрастает. Например, одинм лишь 
планированием в любой развитой стране 
занимается несколько десятков тысяч че 
ловек. 

В более узком смысле «управление» — 
это прикладная наука, исследующая управ- 
ленческую деятельность. (Сюда относится 
автоматизация пронзводства и создание ро- 
ботов, нанрнмер «луноходов» и более простых 
для замены человека в особо тяжелых усло- 
виях, создаине станков с программным 
управлением н т.п. Но внедренне вычис- 
лительной техники и автоматики происходит 
не только иа производстве. 

При созданин гигантского ускорителя 
элементарных частиц в Серпухове столкну- 
лнсь со следующей проблемой. Подготовка 
ускорителя для проведения опытов занн- 
мает месяцы. Потом около месяца ускоритель 
находится в «рабочем состоянии». Отдельный 
эксперимент занимает доли секунды, а обра- 
ботка его результатов — недели. Так как 
„условня следующего эксперимента опреде- 
ляются результатами предыдущего, удается 
в теченне этого месяца провести всего несколь- 
ко экспернментов. Таким образом, основную 
часть времени ускоритель простанвает, кожи- 
дая» пока будут обработаны результаты 
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эксперимента. Проблему решила ЭВМ, ко- 
торая взяла обработку экспернментов на 
себя и проводит их в пределах одного-двух 
часов. Физики, работающие иа ускорителе, 
хотят добнться того, чтобы ЭВМ давала 
условия проведения следующей серин опы- 
тов непосредственно ускорителю. 

Еще прнмер. Проектирование современ- 
ного самолета заннмает долгие годы, а в кон- 
це концов может оказаться, что самолет, на 
созданне которого ушли миллионы рублей, 
уже «морально устарел» — появились новые 
требования. лучшие материалы н т. п. Для 
ускорення проектирования нужно создать 
систему автоматизацин проектировання, ког- 
да конструктор работает в контакте с ЭВМ, 
«подсказывающей» ему решение, проводящей 
нужные расчеты, выдающей требуемую чис- 
ловую или графическую информацию. 

Подобные прнмеры можно привести не 
только в технике, но н в экономике, и даже 
в международных отношениях н в решеини 
проблем охраны окружающей среды. Все 
эти примеры отражают один из наиболее 
характерных процессов нынешней научно- 
технической революцин — процесс замены 
простейших форм умственного труда трудом 
«умных» машин. Эта замена вызвала к жнз- 
ни ряд новых прикладных научных направ- 
лений, 

Наконец, есть еще один, самый узкий 
смысл слова «управление». 

Промышлениая революция, пронсходив- 
шая в Х1Х веке, привела к замене физиче- 
ского труда трудом машин и механизмов, 
и именно в те годы расцвела фнзика, которая 
была научной базой этой революции, а по- 
тому — ведущей наукой ХХ века. Правда, 
слава, которая всегда приходнт с залозда- 
нием, пришла к физике только в начаде 
ХХ века. 

Научно-техническая революция, про- 
исходящая в настоящее время, приводит 
к замене умственных усилий работой вычис- 
лительных машии. Возникающие при этом 
прикладные науки нуждаются в своем теоре- 
тнческом фундаменте, подобном физике для 
инженерных наук прошлого века. Таким 
фундаментом и является управление, понн- 
маемое как точная наука подобно матема- 
тике и физике. 

Можио сказать, что математика изучает 
отношения «а больше $», «с принадлежит 0», 
физика нзучает свойства (изменения) отноше- 
ний под действием некоторых сил, полей. 
Управление изучает целенаправленное изме- 
нение отиошеинй, преследующее достижение 
некоторых целей. Поэтому фнэнческие моде- 
лн являются частным случаем моделей уп- 
равления. Вы знаете, что, например, паденне 
тела можио объясиить и описать, «припнсав» 
природе цель — минимизировать потенцналь- 
ную энергию тела. 

Управление — физическая наука в том 
смысле, что она, как и физика, изучает реаль- 
ные объекты; в то же время это точная мате- 
матнческая наука. Понятие «управленне» 
(общеизвестен перевод на греческий «кибер- 
нетнка») шире, чем понятне «теоретическая 
кибернетика», и включает последнее в себя. 
Дело в том, что определение кибернетики, 
в основу которого положены понятия инфор- 
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мации и обратной связи, применимо в основ- 
ином к техническим снстемам. Для бихеви- 
оральных систем (снстем, обладающих по- 
веденнем) основной проблемой является про- 
блема выбора решения. Сейчас общепризнано, 


что без математического описания 
таких систем невозможен прогресс ин 
в биологий, ни в экономике. Управление 


в настоящее время более «физическая» наука, 
чем физика. Галилей так определил задачу 
физнки: «Измерить то, что измеримо, сделать 
измеримым то, что нельзя нзмерить». Совре- 
менная физика уже определилась и занн- 
мается первой половнной этой задачи. В но- 
вой науке — теории управления — одннако- 
во важны обе стороны проблемы. 

В то же время основные пенятня этой 
науки быстро математизируюзтся, а за по- 
следиие десять лет возниклн настолько ма- 
тематизированные разделы управлення, что 
их зачастую отиосят к области чистой мате- 
матики: теоретическая кнбернетика, теория 
алгоритмов, алгорнтмические языки, теория 
игр, дискретная математика, теорня сн- 
стем и т.д. 


* * * 


Выбирая спениальность. вы часто ориен- 
тируетесь на тс науки, в которых к настояще- 
му моменту получены наибольшие достиже- 
ния. Физика — одна из таких иаук. Однако 
вспомним, что проблема высвобождения атом- 
ной энергии была сформулирована в 20-х го- 
дах. Те, кто поступил тогда на физические 
факультеты, решилн эту проблему в 40— 
50-х годах. И только тогда об этом заговори- 
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ла пресса, н абнтурненты хлынули на физн- 
ческие факультеты. 

А Макс Планк мечтал посвятить себя 
математической экономнке, но понял, что 
экономика — слишком сложная наука для 
его времени, и лишь тогда он решил заняться 
теоретической физикой. 

В настоящее время управленне как точ- 
ная наука только складывается. Ей нужны 
свои Галнлейи, Ньютоны, Эйнштейны и План- 
ки. Ими будут те, кто сейчас придет учиться 
ЭТОЙ науке. Возможно, что в будущем они 
смогут сказать словами Дирака: «Я благо- 
дарен судьбе, что родился вовремя: будь 
я старше или моложе на несколько лет, 
мне не представились бы столь блестящне 


возможности», 


Без сомнеиня, в этом смысле факультет 
управления и прикладной математики — 
самый перспективный из существующнх фз- 
культетов МФТИ. Однако это и самый трулд- 
ный для обучения факультет. Здесь нанболее 
насыщенная учебная программа и загрузка 
студентов. 


С другой стороны, на нашем факультете 
нанболее полно могут проявиться способ- 
ности студента. Если вы обладаете инженер- 
ным мышлением, то можете заняться прн- 
кладными вопросами управления; еслн фн- 
знческим, то новыми лостановками, формали- 
зацисй проблем; еслн же математическим, 
то строгим доказательством сформулирован- 
ных иа физическом уровне положений и’ 
гипотез. 

Если вы считаете, что это вам но силам — 
поступайте на наш: факультет! 

Ю. Нганилов 





Примерные задачи 
вступительных экзаменов 
по математике в вузы 
в 1977 году 


Московский государственный универ- 
ситет им. М. В. Ломоносова 


Московский государственный  уннверснтет 
им. М. В. Ломоносова, как м другие вузы 
‹траны, в 1977 году будет проводнть всту- 
пнтельные экзамены по математкке по двум 
программам (см. «Квант», № 2). 

Предлагаемые ниже задачн рассчитаны на то, 
чтобы помочь школьникам, кончающим шко- 
лу в 1977 году по новой программе, под- 
готовиться к вступительных экзаменам по 
математнке на различные факультеты МГУ. 


1. Алгебра н начала анализа 


1. Найти промежутки возрастания и 
убывания, исследовать иа экстремум и ло- 
строить графики следующих функций: 

а) у= х*й — 4х; 
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1 
б) ух: 


в) и-= х3—Зх24-2х. 

2. Применение  дифферсициального ис- 
числения. 

а) Найти абсциссы точек графика фунн- 


1 . : й 
цин у= ут 2х— пох, определенной. на 


отрезке [0; 2л], касательные в которых к 
графику этой функции параллельны прямой 

х— 1 = 

6) Найтн величину угла между двумя 
касательными,  проведсинымн из точки 
{0;—1) к графику функции у = д. 

3. Задачи ина максимум н миинмум. 

а) Найтн крнтнческие точки и нанболь- 
шие Н иаименылие значения следующих 
функций 

у: (о = | —3х+2|, хЕ 1-5; 4}; 

уз ® = |&«+1 2х —5 |, хе [-2; 3]. 

6) В полукруг единичного раднуса впи- 
сать прямоугольник наибольшей площадн, 
одна из сторон которого лежит на днаметре. 

4. Решить уравнення 


а)-с05 х—5тх=уУ НЕХ с0$х; 
6) 32х:—6х3 + 6—3 | == 02х:—6х13 : 


в/к. 1—2 (352+ х—4) = 108816 — Ю6173. 
5. Решить неравенства 


919 —=+61> |5 | 


6) Тоба с0$ х == 10811133; 


1 1 


ПИу Ех. 


6. Вычислить площадь фигуры, огранн- 
ченной следующими линиями: 

а) и = х?, х|у= 2; 

з > 

бу=Ух, у=*; 

в) у=х, у = х-+ зийх, х = п {х> 0). 

7. Задачи с параметрамн. 

а) Найтн все значения параметра а, 
при которых функция { (х) = х3 — ах — | имс- 
ет точку максимума Хо, В Которой | (хо) > 0. 

6) При каком значении параметра а 
касательные к графику функцин у= 
== х3 — а? х, проведенные в точках с абсцис- 
сами х =Оих-==а, перпендикулярны? 

в) При каждом значении параметра а 
решить уравненне 

[х? — 5х 6| == ах. 

г) При каждом значенин параметра а 

решить неравенство 


|, 


х— а 





8. Системы уравнений н неравенств. 
а) Найти множество решений системы 
неравенств 


ху 1, 


134, 
[иь 


6) Найти множество решений системы 
уравнений 
Гм =8—9, 
| хх=2-+- х. 
в} Найти множество 
неравенств 


решений системы 


6.249122" 12>>0, 
| 22#-291!-8<0. 
И. Геометрия 
1. При каком взанмном расположении 
прямых ри 9 выполняется равенство $р$4= 
= $50$р. где 5р н 54 -—- преобразования 


симметрин относнтельно указанных прямых. 
2. Показать, что если о, -газ = 0, то 
- 


Ко; Во, 
а при а,+а. % 0 поворот Юб. Определить 


есть параллельный перенос а, 


=> 
длниу и направление а в первом случае, 
О иа во втором. ь 
3. В плоскости даны две взаимно пер- 
ленднкулярные прямые ОХ и ОУ н две точ- 
ки Ди такие, что А Е {0Х), ВЕ 10"), 


причем |ОА| = [ЮВ|. Пусть и = 85 (ОУ) 
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н = А 9((48)), где аЕ [-; | 


При какнх значениях & прямые {, и 15 

а) параллельны; 

6) перпендикулярны? 

4. Найти илощаль треугольника АВС, 
если |АС]=3, |ВС|=4, а медианы АК 
н ВГ перпендикулярны. 

5. Прямые а:, а› и аз параллельны, 
причем расстояния от прямой аз, содержа- 
щейся в полосе с краями а, и аз, до двух 
других равны № и с. Найти длину стороиы 
равносторониего треугольника, вершины 
которого по одиой расположены на пря®ых 
а, ар н аз. 

6. На стороне АВ и продолжении осно- 
вания АС равнобедренного треугольника 
АВС взяты точки Би Е соответственно так, 
что |АЁЕ| == [ВЕ] =ь. ВР]: |АБ|= 
= 1:3. Найти радиус круга, внисанного 
в треугольник АДЕ, если известно, что 
МВ] = а иф>а. 

7. Равносторонний треугольник с дли- 
ной стороны а повериули на угол © (0= 
=а < 360°) вокруг своего центра. Найти 
площадь пересечения исходного и поверну- 
того треугольников. 

8. Внутри  равиостороннего  треуголь- 
ника АВС взята точка О так, что |ОА|= 


= 19, |0В| = УТЗ, |0С| = УИ. Вычис- 
> —> 


лить ОВ-ВС. 
9. В тетраэдре АВСР длины ребер удов- 
летворяют соотношениям 


МВРН РС = АС] ВО = 
= АБ [ВСЁ 


Доказать, что три пары скрещивающихся 
ребер тетраэдра взаимно  перпендикуляр- 
НЫ. 

10. Плоскость проходит через вершину А 
треугольной пирамиды 5АВС, делит попо- 
лам медиану 5К треугольника 5АВ и пере- 
секает медиану $2 треугольника ЗАС в 
точке ДО такой, что |50|: [ОЕ] = 1:2. 
В каком отношенин делит эта плоскость объ- 
ем пирамиды? 


11. В куб влисана сфера, касающаяся 
всех граней куба. Найтн длииу хорды, 
которая высекается на сфере ирямой, про- 
ходящей через середины двух скрещиваю- 
щихся ребер куба. 

12. На трех ребрах куба К, = 
= А. А,А.АЗА “АА. Ау выбраны точки 


Р, Е [А.А], Р, Е |А,А5], Р Е ШАГА, ] 
так, что 


| Р.А: [РА |= 1:2, 
|РзАз| : [Рэд | = 1:3, 
|РзА за’ |: Рэд’ [= 1: 2. 


К кубу К, внешним  сбразом приставлен 
куб К» = В. В.В.В.В’В.’Ву В’ так, что 
А, = В,, А, =[8,8.'], А; = [8,8„], 
причем  |А,А.|: |8,8.| = 1:3. — Плос- 
кость, проходящая через точки Р,, Р. и 
Р., делит куб К» на две части. Найтн отно- 
шение их объемов. 


В. Вавилов, В. Тихомиров 
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Технические вузы 
Вариант 1 


1. К звузначиому числу приписаяи спра- 
ва такое же число. Разность между получен- 
ным четыреханачным числом н квадратом 
исходного двузначного числа разделили на 
49% от квадрата исходного числа; в частном 
получили половину исходного числа. а в 
остатке — неходное число. Найти исходное 
двузначное число. 

2. Сумма первых пяти членов геометри- 
ческой прогрессии равна 93, а сумма первых 
десяти членов той же прогрессии равна 
3059. Найти сумму первых пятнадиатн членов 
этой прогрессин. 

3. Решить уравнение 


19 х— 2х —15 


У 1000—х | 
4. Решить уравиение 
со5х 


тех + 8% = 2. 


5. Найти длину отрезка, нараллельного 
основаниям трапеции, концы которого лежат 
на ес боковых сторонах, зная, что этот отре- 

ок делит трапецию на две равновеликие фн- 
гуры, и что основания трапеции имеют дли- 
нуан ф (а> 5). 

6. Найти длину высоты конуса нанболь- 
шего объема, который можно вписать в шар 
раднуса К. 


Варнант 2 


1. Две авнамодели начали одновремен- 
но лвнгаться в одном направлении при встреч. 
ном ветре. скорость которого г м/сек. Пер- 
вая модель продержалась в полете на # сек 
меньше, чем вторая, но пролетела иа а м 
больше. Какая из этнх моделей пролетит 
дальше в безветренную погоду? (Время по- 
лета модели не зависит от ветра.) 

2. Решить неравенство 

Ех — 5х --2 


О 20. 

Ух 200 

3. Решить уравнение 
ИЕ ях -- со$х = 0. 


4. Найти три чнела, образующие гео- 
метрическую прогрессию, еслн их сумма 
равна 21, а произведение равио 216. 

5. Длииа стороны квадрата АВСО рав- 
на 10 см. На его сторонах отложены отрезки 
(АА,]. [88,], [6С,|. [00,] длины х 
каждый, причем А, СТАВ], В, Е [ВС1, С, 6 
Е ео}. р, ЕФА}- Доказать, что четырех - 
угольник А,В,С,0, — квадрат, и найти 
значение х, при котором площадь этого квад- 
рата будет нанменьшей. 

6. Найтн объем пирамилы ОАВС, если 
ШВ] 1 (АВС), „величниа лвуграниого угла 


прн ребре АС равна ф, |ОС|Ь АСВ== 
==л/2, САВ-=&. 
Вариант 3 


1. Города А и В расположены на берегу 
реки. причем А ниже по течению. Мз этих 
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городов одновременно поплыли навстречу 
друг другу две лодки. Достигнув одновре- 
менно городов Ви А, лодки повернули об- 
ратно и встретилнсь на расстоянии 20 ^м 
от пункта первой встречи. Если бы те же 
лодки, выйля одиовременно из А н В, по- 
нлыли протнв течения, то лодка, вышедшая 
нз А. догнала бы лодку, вышедшую из В, 
р НЯ км от В. Найти расстояние между 
Н = 


2. Решить неравенство 
1 — 108 (х*—2х -- 2) <юв, (55° — 10х10). 
3. Решвть уравнение 
Ут х-езт 2х--ят Зх= 1-1-с0$ х--с0$ 2х. 
4. „Найти знаменатель бесконечно убы- 
вающей геометрической прогрессия, сумма 


которой в 4 раза больше суммы первых пяти 
ес членов. 


5. В треугольник АВС вписан прямо- 
угольник, две вершниы которого лежат на 
стороне АС, а две другие — на сторонах АВ 
и ВС. Найти наибольшее значение площади 
такого прямоугольника, если |АС |-=12 см, 
(80 |-=10 см. где [ВО | — высота треуголь- 
ника АВС. 

6. Найти объем шара, вписанного в 
копус, образующая которого наклонена к 
плоскости основания под углом ©, а боковая 
поверхность равна 0. 


Варнант 4 


1. Два велосиивдиста выехали одновре- 
менно нз пункта А в одном направленни, 
первый — со скоростью 8 км/час, а второй — 
10 км/час. Через 30 минут из пункта А в 
том же направлении выехал третий велоси- 
педист, который догнал первого, а еще че- 


1 
рез 1 2” часа — второго  велоснпедиста. 


Найти скорость третьего велосипедиста. 


2. Решить уравиение 


И (2х— 14) = 2. 
3. Решить неравенство 
п п = 
с05 2х-60$ 57 — $1 2х. 5т-5_220, 5[2. 


4. Тангенсы половин углов некоторого 
треугольника образуют арифметическую про- 
грессию. Докажите, что тогда и косинусы 
углов этого треугольннка образуют арнфме- 
тическую прогрессию. 


5. Около круга раднуса Е описан четы- 
рехугольник, две стороны которого парал- 
лельны друг другу, а две другие — конгру- 
энтиы. Найти нанменьшее зиаченне площади 
такого четырехугольника- 


6. Найти объем правильной четырех- 
угольной пирамиды, высота которой равна #/, 
а плоский угол при вершине 9. 


«7. Садовский, Н. Деетярен 


Рецензим, библиография 





Ошибки 
в «Ошибках..» 


Представьте себе, что вы при- 
нимаете вступительные эк- 
замены. по математике. Пе- 
ред вами сидит абитуриент, 
ждет ваших вопросов, а вы 
должны объективно н спра- 
ведливо оценить сго знания. 

Сначала вы предлагаете 
ему решить следующую зада- 
чу: найти корни уравнения 


1032 (9х) Юй, :„зх2=0. (1) 


Поступающий дает такое 
решение. 

«Областью допустимых 
значений неизвестного дан- 
ного уравнения является 
множество действительных 
чисел, кроме х=0». Затем, 
перейдя к новому основанию 
логарнфмов |х| и предвари- 
тельно проверив, что |х! == | 
не будет корнем уравнения 


(1). абитуриеет получает 
уравнение 
108) х| В — 
108 х] (3х2) 

Тов, „1х? 

ПЕ 
и = 
и В. 


из него 

Е 3+2) 1 —ю& 3) =0, 

откуда, наконец, получает и 
«Ответ: 


1 1 
За уз 


х. =3, хх = — 3.» (2) 


Вы, видимо,  объясиите 
абитуриенту, что он допустил 
грубую ошибку. В действи- 
тельности ОДЗ уравнения (1) 
таково: 





1 
хз 0, ха уз, 


1 

хе — == 

56 уз . 
ха УЗ. х&—\З, 
а нотому указанные в ответе 
(2) значения _х, =1/ УЗ и 
х. = — И ИЗ кориями урав- 
нения (1) не являются. Кро- 
мс того, вы отметите, что пе- 
реход к повому основанию 
логарифмов  |х: — крайне 
нерациональный метод решс- 
ния уравишення (1); оно ре- 


зиается устно, поскольку 
Юз х (9х3)==2. 
Поставив перед  абн- 


турнентом другую задачу: 
построить график функции 


р 


х—2 

вы с первого взгляда на по- 
лученный абитурнеитом гра- 
фик (см. рисунок) заметите, 
что и эта задача решена ис- 
верно. В самом деле, функ- 
ция (3) прн х=1 принимает 
нулевое значенне, тогда как 
изображенная на рисупке 
кривая с осью абсцисс не 
пересекается. 

Можно определенно ут- 
верждать, что ноступающий 
с такими знаниями студентом 
не станет. Однако пора от- 
крыть секрет: приведениые 
ошибочные решения взяты 
вовсе не из работы неради- 
вого абитурнента, а из по- 
собия для поступающих"), где 


у = 








они, как ни странно, пы- 
даются за правильные (см. 


стр. 48—49, 99—100). 


*) Туннков В. А. 
Ошибки в решении конкурс- 
ных задач на вступительных 
экзаменах по математике, 
изд. 4-е. переработанное 
н долозненное (Мииск «Вы- 
эйшая школа», 1974. 
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Вступительные экзамены 
но математике в вузы дают 
обширный фахтический ма- 
терная для выявления ие- 
достатков в подготовке аби- 
туриеитов. И очень заманчи- 
во выглядит глея на основе 
всестороннего и тщательного 
анализа типичпых недостат- 
ков работ и ответов посту- 
нающих разъяснить наиболее 
слабо усваиваемые тсорети- 
ческие вопросы школьного 
курса, пскрыть причины оши- 
бок в решении задач. 

Именно такую идею, вн- 
димо, стремился реализовать 
автор в своем пособин, и это 
следовало бы только привет- 
ствовать. Цо, к сожалению, 
в целом предпринятая им но- 
пытка оказалась весьма неу- 
дачной: подбор примеров вы- 
глядит случайным, а их ана- 
лиз — поверхностным. И, са- 
мое главное, слишком часто 
ошибки и неточности самого 
автора нодстать тем, от ко- 
торых он пытается предосте- 
речь читателя. 

Много места в кинге 
заннмает важный вопрос — 
решение уравнений и нера- 
венств. Но сколько пута- 
ницы допускает автор при 
рассмотрении конкретных за- 
дач! Например, на с. 20 да- 
ется определение ОДЗ (пра- 
внльнос), а па с. 47 утверж- 
дается, что ОДЗ урависния 


Зотовах Ух-- 7 Ювиьх ®— 
—3 108 у2х? = 0 


есть множество х>0, что 
лншь по случайности не при- 
воднт в далькейшем к ошиб- 
ке. ] епоследовательность ав- 
тора можно пронлаюстриро- 
вать тем, что х= -=6б он счн- 
тает корнем уравнення 


(х-Е 5) +2 =1| 


(стр. 39—40), однако х=-— 3, 
у—=2 решеннем системы 


ХИ = 9, 
Е > 
324 = 2? 


не признает {. 50—51). Из 
текста невозможно помять, 
когда проверка является обя- 
зательной частью решения 
уравнения н когда ее ирово- 
дить не нужно (см. с.26, 37, 
45 и др-). По пюводу урав- 
нения . 


У -=6 44) 
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автор пишет: «Поскольку по- 
сле возведения в квадрат мог- 
ли появиться постороиине 
корни, необходима проверка» 
{с. 34). Между тем в данном 
случае делать проверку как 
раз ие надо, достаточно заме- 
тнть, что обе части уравне- 
ння (4) неотрицательны, н 
потому возведение в квад- 
рат приводит-к равносильно- 
му уравнению. 

Воспроиэведем еще одно 
по меньшей мере странное 
определение: «Совокупность 
тех значений независнмой пе- 
ременнонй х, Для которых 
функция у=[(х) определена, 
т.е. каждому значению ие- 
зависимой переменной х со- 
ответствует одно или несколь- 
ко вполне определенных зна- 
чений функцин, называет- 
ся областью определения этой 
функции» (с. 86). 





Неравенства 
ни .. вероятность 


Следующая задача была пред 
ложена венгерской командой- 
советской команде на одной 
из международных олимпи- 
ад: еслир {+ 9-= 1,0<р<1, 
т п- натуральные числа, 
большие |, то 
(Ш рту (1-91. 

Эта задача с трудом под- 
дается алгебраическому ис- 
следованию. Но, оказывает- 
ся, ее можно просто и краси- 
во решить с помощью теории 
вероятностей. 

Нусть имеется таблица 
из и строк и т столбцов; 
в каждую клетку ставится 
либо 0, либо 1, ирнчем ве- 
роятность того, что ставится 
0, равна р (тогда Ё ставится 
< вероятностью 94). Ясно, 
что 1-—р” — эго вероятность 
того, что в некоторой фиксн- 
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Отметим, что автор Да- 
леко не всегда приводит наи- 
более рациональные или 
удачные  рецемия. Так, к 
тригонометрическнм уравне- 
нням, разбираемым нас. 63— 
67, гораздо проше применить 
метод введения — вспомога- 
тельного угла. Некоторые 
замечания и рекомендации, 
высказанные в книге, пред- 
ставляются сомнительными н 
спорными. Например, посту- 
пающему не следует заучн- 
вать тригонометрическне 
формулы, выходящне за рам- 
ки программы встуннтельных 
экзаменов (с. 56, 59); при ре- 
щении геометрических задач 
не требуется (еслн в условнн 
специально не оговорено про- 
тивное) проводить исследова- 
ние решения (с. 104, 129, 
134) и т. д. Наконец, заме- 
чание, последиее по счету, 


рованной строке стонт хотя 
бы однаединица, а (1—р”)л—- 
того, что в каждой строке 
стонт хотя бы одна сдиннца, 
Аналогично (1—9”)” — ве- 
роятность того, что в каж- 
дом столбие стоит хотя бы 
один нуль. Одио из этих со- 
бытий наверняка пронзойдет 
(если иайдется строка из 
нулей, и столбец из единиц, 
то что же стоит на их пере- 
сечении?}. Поэтому сумма 
вероятностей этнх событнй 
не меньше 1 (проверьте, 
что при т>1, п>1 эта сум- 
ма должна быть больще 1). 

Ну, а если не знать, что 
такое вероятность? Оказы- 


вается, легко перевести это 
решение на язык комбина- 
торики. Для этого нужно 


рассмотреть случай, когда 
р= г!$ — рациональное чис- 
ло. Для каждой клетки таб- 
лицы возьмем запас цифр из 
г иулей и 5—г единиц и бу- 
дем составлять всевозмож- 
ные заполненные таблицы. 
Вероятность заменяется на 
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но отнюдь ие по важности: 
киига написана плохим язы- 
ком, в ней сплошь и рядом 
встречаются неудачные и да- 
же  неграмотные обороты 
речн. 

Хотя для поступающих 
было бы очень полезно н поу- 
чительно познакомиться с 
ошибками своих предшест- 
венннков, рассматриваемое 
пособие юному читателю ре- 
комендовать нельзя: оно не 
дает ясного понимания сути 
этих ошибок ин путей их 
преодоления. Отмеченные су- 
щественные недостатки посо- 
бия тем более страмны, что 
речь идет о четвертом изда- 
нин н, следовательно, у авто- 
ра уже имелась возможность 
исправить случайные недо- 
смотры и переработагь не- 
удачные места. 

УТ. Слукин 





число таблии, а фраза «одно 
из этих событий нанерняка 
произойдеть — на «объедине- 
ине двух этих множеств 
таблиц есть все множество». 
Подумайте, как избавиться 
от предположения, что р — 
рационально. 

А теперь решнте такие 
задачн-обобщения. 

1. Пусть 9<рыу <1= 
== т, 155757), а 91 = 
=1— р;у. Тогда 
(1—1... - Р1т) (1-72... 


-.- Р2т) *. +. * 1-Рпь-.- 
--: пт) Р 99а ... 
..- Фа —Фа.-. 912) Х 
Хх... "И Ям -. - Чат) Ь 


где т, пы. 
2. Пусть 0 < рр< 1 (= 


=}, 2:4. .Й р +... 
ры = тр — нату- 
ральные числа. Тогда 


(ра. рлутт а 
+... + Ча... + 


ра "у 
({«многомерное» обобщеине}. 


А.Р. 
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Форум 
юных астрономов 


16 августа 1976 года вереница автобусов 
привезла на территорию Шемахинской астро- 
физической обсерваторин АН Азербайджан- 
ской ССР иеобычных пассажиров. Это при- 
ехали хозяева красочного палаточного го- 
родка с романтическим иазваинем «Звезд- 
ный» — 230 мальчишек и девчонок из 45 го- 
родов и сел нашей страны. посланцы много- 
тысячной армнн любителей астрономии на 
НТ Всесоюзный слет юных астрономов. 

17 августа состоялось открытие слета. 
В этот день на торжественной линейке ребят 
приветствовал дважды Герой Советского Сою- 
за летчик-космонавт СССР Н. Н. Рукавиш- 
ников. С теплыми словами приветствия об- 
ратился к ребятам секретарь ЦК ЛКСМ 
Азербайджана В. А. Гусейнов, директор Ше- 
махинской обсерваторни академик АН АзССР 
Г. Ф. Султанов, мниистр просвещения рес- 
публики М. М. Мехти-заде, ученый секре- 
тарь Всесоюзного астрономо-геодезического 
общества {ВАГО} кандидат физико-матема- 
тических наук В. А. Бронштэн, ответствен- 
ные работники ЦК ВЛКСМ и Министерства 
просвещения СССР. 

Многообразиы ннтересы ребят в астро- 
номни, Поэтому основная работа има слете 
проходила по секциям. Всего было создано 
7 секций: «Солнце». «Кометы и `метеоры», 
«Переменные звезды», «Луна к планеты», 
«Астрофизика», «Телескопостроение н астро- 
фотография» и «Служба иеба». Ежедневно 
проводились сначала теоретические занятия 
(лекции, беседы. доклады), затем лаборатор- 
ные работы, обработка результатов наблю- 
дений, полученных раньше, и, естественно, 
ночные наблюдения (с 22 ло 02 часов]. 

На секциях ребята выступнли с 79 до- 
кладами, из которых 28 было отобрано на 
общую конференцию. Такое обилие докладов 
не случайно. В последние годы юные астро- 
номы все более и более активно ведут целе- 
устремленную наблюдательную работу (ие 
редки случаи плодотворных контактов кол- 
лективов юных астрономов с профессисналь- 
ными  астрономнческими  обсерваториямн). 
Многие ребята занимаются теоретическимн 
исследованиямн. Существуют коллективы, в 


общем объеме работ которых преобладает 
нопуляризаторская деятельность. Все это, 
естественно, накладывало отпечаток иа те- 
матику докладов н их содержание. Чтобы 
не быть голословным, можно назвать темы 
некоторых докладов. Так, Владимир Крупко 
из Омска прочитал доклад «Организация 
астрономического кружка в 5-х, 6-х классах, 
Георгий Безруков (Волгоград) рассказал 
о наблюдениях Новой в Лебеде, Эдуард 
Миссаров (Ташкент) поделился с ребятами 
результатамн наблюдений переменных звезд, 
Азнк Куламбаев (Алма-Ата) рассказал о 
методнке и результатах эквединситометрни 
(исследования линий равной плотности фото- 
изображения) кометы Беинета, Алексаидр 
Казаков (Горький) поделился опытом приме- 
нения телевизионных методов прн изученин 
космических объектов, Сергей Гурьянов н 
Юрнй Баталов из Красноярска рассказали 
о том, как они открыли комету Кобаяси — 
Бергера — Мялона. 

Ребята и руководители делегаций при- 
няли участие в двух пресс-конференциях. 
Более 80 вопросов было задано ученым юны- 
ми астрономами. Из чего состоят кольца 
Сатурна? Существуют ли в пространстве 
отрицательные массы? Планируется ли в 
ближайшее время запуск женщин-космо- 
навтов? Каковы возможиости исследования 
пнлотируемыми кораблями дальних планет 
Солнечной системы? Каковы перспективы 
исследования космического пространств’ в 
СССР и за рубежом? Есть лн в пространстве 
антиматерня и как се обнаружнть? И многое, 
многое другое. Юные астрономы получили 
полные ответы на все свон вопросы. ДА это 
и не удивительно, так как в пресс-конферен- 
циях участвовали летчик-космонавт СССР 
Н. Н. Рукавишников, профессор МГУ 
К. А. Куликов. ученый секретарь ВАГО 
В. А. Бронштэи, ведущие ученые Шемахин- 
ской астрофизической обсерваторни О. Х. Гу- 
сейнов, С. Г. Мамедов, И. А. Асланов, 
С. 3. Омаров  Пресс-конференции показали 
не только большую любознательность ребят, 
но и их эрудицию, широту и глубину их 
интересов, знание основ астроиомин и космо- 
навтики.` 

Ребята общались с учеными не только 
на пресс-конференциях. Они неоднократно 
встречались с ученымя ШАО во время сек- 
циоиных занятий, часть которых проходила 
в лабораториях ин на инструментах обсерва- 
тории. Учеными из Москвы К. А. Кулнко- 
вым, Э.В. Кононовичем, А. В. Засовым, 
Л. М. Гиндилисом, В. А. Бронштэном было 
прочитано для ребят 10 лекинй по самым 
актуальным вонросам’ современной астроно- 
мии. А с каким нетерпением все ждалн нача- 
ла диспута с интригующим названнем «Есть 
ли жизнь во Вселениой?». Вел этот диспут 
один из известных (не только в нашей стране, 
но и за рубежом) специалистов по проблеме 
внеземных цивилизаций Л. М. Гнидилис. Ре- 
бята высказали много ннтересных соображе- 
ний о возможности и целесообразности кон- 
тактов с инопланетными разумными существа- 
ми, пофантазировали о формах жизни во Все- 
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ленной, о путях развития земной цивилиза- 
ции. И пусть их рассуждення зачастую были 
наивными, не аргументнрованными — отрад- 
но то, что оии по-своему пытались решать 
эти извечно актуальные и сложные проблемы. 
На наш взгляд, главное в подобной дискус- 
син — показать ребятам данную проблему 
так, как ее поннмает современная наука, 
и заставить нх задуматься над этой пробле- 
мой, 


Индивидуальность юных астрономов, их 
знания, умения н навыки, получеиные в про- 
цессе занятий в своем коллективе, проявн- 
лись также на выставке творческих работ 
юных астрономов. На выставку было пред- 
ставлено около 200 экспонатов от 30 коллек- 
тивов. Что характерно для выставкн? Преж- 
де всего, обнлие нллюстративного матернала, 
демонстрирующего успехи коллективов юных 
астрономов, формы, методы ин содержание 
их работы, достижения коллективов в про- 
веденин любительских астрономических на“ 
блюдений. Нельзя не отметить прекрасные 
фотографни звездного неба, Луны. планет, 
серебристых облаков, Солнца и солнечных 
пятен, полученные юными астрономами До- 
нецка, Ярославля, Алма-Аты. Углича. Хо- 
рошая подборка методическнх материалов 
была представлена на выставке Клубом 
юных техников Сибирского отделения 
АН СССР. Посетнтелям выставки запомни- 
лись краснво оформленные альбомы, показы- 
вающие работу Крымской областной юно- 
шеской астрономической обсерватории. 


Коиструкторская работа юных астроно- 
мов была представлена на выставке несколь- 
кими коллективами. Здесь в первую очередь 
надо сказать о юных астрономах Бакннского 
Дворца нионеров и школьников  име- 
ни Ю. А. Гагарина, которые выставнли це- 
лую серию самодельных телескопов и астро- 
графов. Самодельные телескопы демоистрн- 
ровал также один из молодых участников 
слета — коллектнв юных телескопостроите- 
лей Новосибирского городского Дворца пио- 
неров. Портативиые астрографы былн пред- 
ставлены коллектнвами Москвы, Симферо- 
ноля, Углича. Делегаиня Углича показыва- 
ла прибор для визуальных и фотографиче- 
ских наблюдений Солнца. Необходимо ска- 
зать, что Перечисленные выше приборы ин- 
тенсивно использовались в работе соответ- 
ствующих секций. На них проводились вн- 
зуальные и фотографическне наблюдения 
Луны, Юпитера, Солнца, звезд нм звездных 
полей. Хочется отметить некоторые учебно- 
наглядные пособня по астрономни. Это по- 
движные карты звездного неба. изготовлен- 
ные ребятами из Горького и Ташкента, а так- 
же серия лабораторных работ по изучению 
образования пятен на Солнце, разработанная 
в школе № 5 города Углича. 


Жюри слета высоко оценило деятель- 
ность отдельных юных астрономов и коллек- 
тнвов. По решенню жюрн цениыми подарка- 
ми награждены 37 ребят и 12 коллективов. 
Помимо этого, 7 коллективов рекомендова- 
ны к участию на ВДНХ СССР в лавильо- 
не «Юные техники и натуралисты». Для иа- 
граждения медалями «Юный участник ВДНХ 
СОСРь представлены 50 юных астрономов; 
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6 руководителей коллективов представлены 
к награждению золотыми, серебряными н 
бронзовыми медалямн ВДНХ СССР. 

Особые призы жюри — три тома атласа 
звездного меба — были вручены Казимиру 
Чернису (Эстония) и Юрию Фомину (Москва) 
За независимое обнаруженне кометы д’Аре. 
Это знаменательное событне произошло на 
слете в ночь с 17 по 18 августа. Специальный 


’приз за внеконкурсную работу получнла 


Ирина Михайлова. Ею был написан рефе- 
рат «Жизнь и творчество среднеазнатскнх 
ученых в области астрономии». Как сказал 
председатель жюри слета профессор 
. А. Куликов, это фундаментальное иссле- 
дование щкольницы достойно того, чтобы 
быть помещенным в сборнике «Историко- 
астрономические исследованняя. 

У читателя может сложиться впечатле- 
ние, что все время ребят было посвящено 
занятиям астрономией. Нет, много времени 
занимал и организованный отдых — спортив- 
ные соревнования, труд-десант, эЭкскурснн 
на обсерваторню ШАО, «огоньки» знаком- 
ства, экскурсии по окрестностям обсервато- 
рни, просмотр самодельных цветных слайдов. 

Конференция, выставка творческих ра- 
бот юных астрономов. семннар руководнтелей 
коллективов показали возросшую актив- 
ность любителей астроиомии в проведении 
Ор т астрономических наблюдений. 

то же время необходимо отметить, 
что до сего времени 
астрономов практическн не занимаются 
астроприборостроением н, следовательно, 
не проводят наблюдений с использованием 
классических методов астрофизики. Прак- 
тнчески отсутствуег общение межлу кол- 
лективами; коллективы работают разоб- 
щенно, не обмениваются информацией. К не- 
достаткам работы юных астрономов следует 
отнести и то, что наблюдения уникальных 
явлений, а также длннные ряды наблюдений 
в некоторых коллективах ие обрабатывают- 
ся, лежат мертвым грузом. 


На слете были намечены конкретные ме- 
роприятня, которые должны способствовать 
поднятию любительской астрономин на более 
высокий уровень. В частности, предпола- 
гается провести в 1978 году Всесоюзную 
школу-семинар руководителей коллективов. 
Рекомендуется проводить региональные сбо- 
ры юных астрономов на базе таких коллекти- 
вов, как астрономический кружок Бакин- 
ского Дворца пионеров и школьников, Крым- 
ская областная юношеская астрономическая 
обсерватория, астрономическая лабораторня 
Клуба юных техников СО АН СССР, Ярослав- 
ское общество юных любителей астрономин, 
астрономическая обсерватория пнонерлаге- 
ря «Орленок». 


Таким образом, ИП Всесоюзный слет 
юных астрономов позволил выяснить состоя- 
нне любительской астрономин, конкретизи- 
ровать целн н задачи, наметить путн даль- 
нейшего развнтия и соверщенствования лю- 
бительской астрономнн. 


коллективы Юных 


С. Войнов 


Ответы, указания, решення 
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К статье «Площадь н интеграл» р 
1. 12. 2. И. 3. 4/3. 4. 16.3. 5 2 
++ 36. 6. 4. 7. 145. 


К статье «Рацнионально нлн иррацконально? » 
1 
1. Указанне. мя) 


2. Указание. Если ТГ рационально, 
то Т-Е х рационально при рациональном х 
и иррационально при иррациоиальном х. 

3. Указанне. Рациональное число 
в любой целочисленной степени будет чнс- 
лом рациональным. 


4. а) Нет, так как а = 


(ао -- (ав) 
2 ’, 


(+6) —(@—в) 


Ь == р ь 


6) Да, пример: а=В = И? нли а= 
= 2-1, = 2—1. 

в) Нет. 

г) Да. 

д) Нег. 

Указаине. Выразить а и 6 через 
данные числа 

5. Из рациональности второй дроби 
вытекает, что а? рационально, а из рацио- 
нальности первой дроби, — что и а рацио- 
нально. 


6. Указание. Воспользоваться прие- 
мом решения примера 4. 


7. а) Иррационально, так как УЗ = 
= (ИУ). 
6) Указанне. == РИ. 


_ (УП. 
2 


д 
в) Положим ТУ 204+ 48 + 


д 
У 20—14 72 =х, тогда х3 — 6х—46 = 
= 0, откуда х—=4. 


8. а) Да, У!+ у! =, И2. 
6) Нет, к а 2 Иа + Ь = 
=, Уав = > [Ум 


так 


| 
ав = 1 [2-4 (@-+-5)2—2(а 52 


н справа — число иррациональное, посколь- 
ку То. 

10, И. Указание. 
как при решении примера 7. 

12. Указанне. См. 
мера 8. 

13. Указание. 
мера 10. 


Действовать, 
решение при- 


См. решение ирн- 


К статье «Московский фнзнко-технический 
институт» 
М атематнка 

Билет |} 

1. Возведя обе частн даиного уравнения 
в квадрат и упростив лолученное выражение, 
находим 6 —3х = И бх=— 185 12. Пос- 
ле повторного возведення в квадрат прн- 
ходим к уравнению х? — бх -|- 8 = 0, откуда 
х. =, х.- 4. Проверка показывает, что 
решением является только хи = 2. 

2. ОДЗ иеравенства: х «2, поэтому 
Тов: (х? — 4х -т 4) = 2108, (2 —х). Замечая 
еще, что 5; (2 — х) = —юв, (2 —х). лос 
ле равносильных преобразований получим 

(1 — х) По, @ — х— 2] > 0. 

Это неравенство равносильно совокуп- 

вости двух систем неравенств: 


1—х>0, [1—х<0, 
2—х>4; [0<2—х<4. 


Решениями этих систем являются соот- 
ветственно: х < —2, 1«х<2. 

3. 3:1. Указание. Поскольку 
1 АВ |< ВС|. точки на прямой расположе- 
ны в следующем порядке: А, В, С, О. Да- 
лее проведите прямую через центры окруж- 
ностей. Самое простое решение задачн по- 
лучается применением следующей теоремы 
(попробуйте доказать ее самостоятельно): 
если две хорды РО и Ю5$ одной окружности 
пересекаются в точке М, то | РМ |-| М9 |= 
= | ®М || 41$ |. Другое решение использует 
перпендикуляр 0,5, опущениый нз центра 
О, большей окружностн ина [АО]. 


4. х.=тл, и, = 2пл; х:=—агссоз—7 = 


1 
++ 2тл, у, = 213 | 2плп; х, = агссоз = -- 


+2тл, у, = —2л/3 -- 2пл (т, п==0, 


Г, 2, ...)- 

Указанне. Перемножив уравнения 
почленио, после преобразоваинй прндем к 
уравнению 

42 5 = 4 яп? и. 
Оно имеет трн серин решений: и, = 275, 
у. = 21/3 +-2пл, у, = — 21/3 -2пл (п = 0, 
1, +2, ...). Каждое из пайденных зна- 
чений и подставим в оба уравиения исход- 
ной системы. Для у,-=2пл получим т х=-0; 
для у. = 21/3 -- 2пл получим систему 


м <05х—бъшх = 3, 
3/3 03 х— тх = 13, 


$9 


[2 





Рис. 1. 


откуда с05х == 1/7, ятх = —4 У3/7; для 
у: = —2л]3 1 Япл аналогично получим 


с05х = 1/7, зтх—4 УЗИ. 


5. Пусть О = ($С)Г (РОВ) (рис. 1), тог- 
да по условию [$0] — высота тетраэдра 
5РОК. Осюда следует, что точка О — центр 
грани РОК. Обозиачим через а длину реб- 


а 
а тетраэдра, тогда | ЗР | =а, | РО |= —=, 
р раэдр ] ] | | Уз 


1501=« У. Из подобия Д5РО и 


А $СР находим 


МРТ 4-й. 
Е тит 


Следовательно, длина стороны квадрата 
3 
а 

АВСР равна а. Отсюда И С 


Общей Частью данных пирамид являет- 
ся Пирамида 5ОМРМУ (М = (ОВ) ГП (Р9}, 
№ = (00) Г) (РВ) с высотой 50. Определим 
площадь основания РМОМ. Имеем 

ОМ] 
ЗлРОМ — ТОВ| '^Аров, 





1 а* 
м р Шт. 
Найдем | ОМ [ОВ |. Проведем прямую ОК 


параллельно прямой ВФ. Тогда | ОК |= 3 м 


Из подобия АОМК и АВМР имеем 
10М |: МВ] =|ОК1РВ| = У8:3 


н, Учитывая, что |ОВ| = | МВ| + |ОМ |, 
находим 
у? 


ОМ ТОВ | = =: 
томов = КУ 





Следовательно, 


Е 
аром— УЗВ УЗ) 


$60 
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Аналогично получаем 
5 г 
АРОМ — 2 ИЗ {3 Ц И2) ы 


откуда 


ПЕ 
$р ке 
29" Уз В+ У2 
Объем пирамиды 5ОМРМ равен 


Уаз в 


1 
—1501.$ = дд 
31 | рмом 9(3 - 1/2) 


3—2 
= 


Билет 2 


1. —2. Указание. Пусть а, а., 
аз — соответственно первый, второй н тре- 
тий члены арифметической прогрессии, 9 — 
зкаменатель теоиитрической прогрессии. Тог- 
да @1 = дао, аз = 4*а,, причем а. 5 0 (иначе 
а: == да. =0, аа, = 0) и 

а; — 9: = 4; — а» 
откуда 9-9 —2=0. 
1 

о, Ио ==. 
Указанне ОДЗ: хху> 0. Первое 
уравнение системы можно записать в виде 

(их — ВИ (вх ву) = (Ех ЕУ>, 
откуда либо вх -- шу= 0, у= Мх, либо 
1х — Шу= вх щи 6ву=0 у=Ь 

3. х, = За -- пд, х, = Зп]2 -- 2пп, 


: 1 
х; == пл, х, == п/ 4+ ( — ЮПагсзт 25 —- 


- ал (п — целое}. Указание. Привссли 
уравнение к виду 
(5т х-Есо$ х) 51 х— 50$ х-- 1) зт х— 

— 2 0$ х—1)==0. 
—& т & 
5, агс4 Е 5 оз а = 





УИ © ак 


О, 
У5 -- 4 со; % 2 
па 


Ы 

а сова 
Укззаиме. Возьмем на 'АВ) точку М 
так, что |ВМ| : [МА] = 1:2. Тогда (МК) | 
|| (45) и из условия м8 = 218 НТА 
следует, что |АМ| == 2 [МК]. Далее |ВМ| = 

^^ ^ йе 
= }МК|, ВМК-=а, отсюда МВК =(л—@)/2, 
н затем нз ААМК по теореме косинусов на- 
ходим |АК|: МК] и по теореме синусов 
^ 


зт МАЛ. : 
5. 32+ УЗ) см. 
Фнзнка 


Билет 1 


!. Запишем уравнения движения саней 
и человека для проекций на ось коордннат, 








Рыс. 2. 


направленную вниз по склону горы: 
Ме эт &«— (МЕ тво «НЕ 0, 


> 
- тат а—|А|==та. 
Здесь Ё — сила взаимодействия межлу че- 


ловеком и саиями, а — ускорение человека. 
Из этих уравнений 


м | 
ты Е а—р со$ а} ==—3 м/сека, 


т. е. человек должен двигаться по саиям вверх 
< ускорением 3 м/сек, 

2. Согласно первому закону термолина- 
мики, количество теплоты @, которое необ- 
ходимо сообщить Газу при изотермическом 
Расширенин, равно работе А газа. Поскольку 
относительное увеличение объема мало, мож- 
но счнтать, что давление при расширении 
уменьшается по линейному закоиу. Тогда 


1 
А = рер ВУ = 2 (р, {р АУ. 


Из закона Бойля — Мариотта 


ри АЙ 
Р:—Уу, Ау И" ео 
у, 
Следовательно, 
Аи 
лиру (1. = 
т АУ 1] ди 
вт, (1-3, 4,88 дж. 


> 
3. В устаиовившемся режиме сила Ры, 
действующая на свободный заряд в магнит- 
ном поле, компенсируется электростатнче- 
—_ 


ской силой ЁРь: 
> > > щ |2 
Ем [= 1Рэ|, нли 91 о ИВ =9-р. 


Отсюда 





ро = = 2 мк. 


[В 14 
4. Через грань ВС не будет видка часть 


текста, находящаяся под участком АВ ос- 
нования призмы (рис. 2). Из треугольника 


куапетесте.ги 


АСР по теореме сннусов В = 


в пы с: й 
— зу» Где а = (1—0) 2, п В=—-, 
У = 45° —В. Отсюда 
преломления п: 


найдем показатель 





ка ] 
=], 1 ен ао 1,6. 
и 


Билет 2 


1. В системе отсчета, связаиной с цент- 
ром массе соударяющихся атомов, суммар- 
ный нмпульс равен нулю: 


ны (нь (5-20, 


где тс =Зт, и [5.|=2[5. Отсюда 
скорость центра масс 
+ > 
еже] 
т, + тс 
= |5, |= 625 мдек. 


2. После каждого соударения с движу- 
ЩимСяЯ поршием скорость молекул газа 


уменьшается на 2 [и |. А сколько соударений 
воэможио? Обозначим через { время между 
первым н вторым соударениями, тогда 


_ 2Н —х 


= —_ 





в 
где х = [2 ООВ ЮЩЕЕ смещенне 
поршня. Отсюда 


Х = _э|ы| _ Н = = < = Н, 
[51-3 [2 | 
следовательно, часть молекул претерпит 


два соудареиня, и нх скорости после вто- 


рого соударения |. > а [= 


= 160 м/сек. Аналогично можно показать, 
что третье соударевие невозможио. Поэто- 
му окончательно 


100 мена | о, | =200 м/сек. 


3. Пластины конденсатора взанмодей- 
ствуют с электрическим полем, созданным 
заряженной плитой. Напряженность этого 


поля | Е [5 е5. Заряд конденсатора 9 


< 
создает свое электрическое поле [Е,| = 
9 я 2,5 


— в аа, * отКУла 9= аа, 
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Рыс. 3. 


На конденсатор действует суммарная элект- 
ростатическая снла 


[1 - 


4. Изображение стены в первой 
находится в ее фокальной 





=: 10% н= 10 дин. 
линзе 
плоскости 
2 
412 ЕЁ, ' 


где х— видимый размер стены. Кроме того, 
для оптической системы имеют место соот- 


(2>Р,), поэтому (см. рис. 3) 


Е 
ношения = н Р-Р. =. Тогда 
1 


_ @ + Вуаа 
В 


Билет 3 


=1м 


1. Запишем законы сохранения энергии 
и импульса: 


о мЕЛВЫ | =0, 


ав 


(индекс «1» отиосится к иейтрону, а 42 — 
к ядру бериллия). Отсюда 


Е. =9— Е, = 0,42 Мэв. 
2. Из уравиения теплового баланса 
т 
@=Сь (т. —Т) 
н уравнений состояния ндеального Газа 
т т 
ру=-е АТ н ру = ВТ. 


найдем установивщееся в сосуде давление: 


Р. -=Рр (| + сьрт] == 22 = 1520 мм рт. ст. 
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3. Обозначим новый заряд на конден- 
саторе через 9.. Разность потенциалов 
между пластинами равна 





В а 
от +5 (2 = з-). 
пе а. Отсюда а, и 

[ 
29— 1 
А9 = 9 = лох, 


4. Запишем законы сохранения энергии 
н импульса для системы атом — фотон: 


ЕЁ 


Ву = А в — ЗАтЬ* 


|51=- 


Отсюда получаем 








7 Г (Пу)? 

1% + Дир 

Физический смысл имеет только однн ко- 

рень 

Ку = Атрс? — Атрс? [2—8 а 
Атр с? 


Попробуем упростнть это выражение. ГПо- 
скольку Ау, «Атр с? (в этом можио убе- 
диться, подставив конкретные значения), 


АУ к 
Ат) = Ач 





Ну ры Атр с? — Атр © (| — 


Это позволяет сделать такую замену: 
> й#\ ГА 


о 


Ее с ` 
Тогда окончательно 


(Ау)? _ 
ПУ В\ Рад = 2Атрь са 


Лу 
7-0 (1 Найт, & =). 


К статье «Целые точкн в многоугольни ках 
н многогранннках» 
ое «Квант» № 4) 
пражнение 1. 
5 (ЕЕ — 172$ (Е). Легко 
В (пР) = пВ (Е). — Поэтому: 
а) № (пР) = 5$ (пр) + Веру +1= 
= 125 (Р) | пВ (ЕТ н 
6 М (2Е) — 2№ 18 (Е) + 
+ 8(2Е)24 1 — 255 -+ ВР 
+Н-т1= 25 (2. 
М (ЗЕ) = 


Упражнение 5. 
—з3м (2) -- ЗМ (22). 

Упражнение 6. М з решения уп- 
ражиения 1 вытекает, что р (пл) == п25$ (Е) 
= лВ (Р)/2- 1. Поэтому р (—п) = 
= р) — п В(Р) = МЕ) — В (пР), 
а эта разность н есть число внутренинх це- 


Очевидно, что 
видеть, что 


лых точек в многоугольнике пР (при 
пы). 

Если РЕ — целочисленный многогранник, 
то М (пР) =а Е ёпт | сма-- ап? = р(п) 
при п > 0. Оказывается, что при п =] 
число виутренних целых точек в многогран- 
ннке ПЕ равно —р (—п). 

Упражнение Г. Мы рассмотрим 
только случай, когда Р, Е; и Ё, — миого- 
гранники. Нужно доказать, что 
В (РВМ)=В (Е. )--Е(Е.). ($) 

Еслн точка Х лежит на границе А и не 
принадлежит Ру, тоХ дает вклад 1 в В (Е) 
нв В (Е). Если точка Х лежит на гранние 
М, то она дает вклад 1 в В (Ё,), В (Ру), 
В (ЕР) и В (М). Если точка Х лежит виутри 
М. то она дает вклад 2вВ (М) и вклад 1 
вр (Г!) иВ (Ё5). Если Х не принадлежит 
ни М, ни границе Р, то она не дает вклада 
ни в одно из слагаемых формулы (+). Таким 
образом, любая точка Х дает одинаковый 
вклал в обе части (+), т.е. эти части равны. 

Упражиение 9. М(АР) = 
= 4М(3Е) — 6^(2Р) + 4№МР) — 1, 

Задача |. Аналог теоремы 1: число 
ненудевых решений системы трех уравне- 
ний с тремя неизвестными либо бесконечно, 
либо не превосходит 3!.(объем многогранни- 
ха Ньютона этой системы). 

Задача 3. Пусть я Е У’. Существует 
удобная фувкция { такая, что д = [Ё Так 
как ГЕУ и У’Ь У согласно задаче 2, 


то функция #й=[— & принадлежит У’ и 
й = 0. Однако при доказательстве основиой 


теоремы мы пользовались только тем, что 
КЕУ’. Значит, й = 0, д=[СУ, ни ввиду 


произвольности 4, У” == У, 
Задача 5. 
М (пХ,) = С. 15:54. 


2) «= —п— 1!) п— 2) (® — 3/6, 
са = пп — 2) (п — 3)/2, 3 = —п (п — 
— И {@ — 3)72, = п (п — 1) (п 2). 

3) М(иР) = М(Р) = а Е МР) + 
-- М (2Р) -- с:М (32), где са, ба, 63. 4 — 
мкогочлены от п нз 2). 

4) Коэффициент при п? равен У (Р), 
а коэффициент при п? равен В (2/2 — 1. 

Задача 6. Ллан доказательства про- 
странственной основной теоремы. 

Всюду ннже мы опускаем слово «цело- 
численный» и иазываем тетраэдром тре- 
угольную пирамиду. 

Применяя последовательно допустимые 


преобразования, можно перевести: 
1) любую точку в Х;; 
2) любой отрезок [, для которого 


М (1) =2, в Хх 
3) любой треугольник ЁР, для которого 
М (Е) = 3, в Ху 


4} любой тераэдр РЁ, для которого 
М (Е) = 4 и И(Е) = 16, в Х; 
5) любой тетраэдр РЁ, для которого 


№ (Е) =4, в тетраздр Т» (см. «Квант», 
№4, рис. 1 на с. 13), где п = 6" (Р). 
Из 1)—4) н определения удобной функ- 
ции следует, что Я обращается в нуль на 
всех фигурах нулевого объема (поскольку 
РОВ =0 — <м. до- 
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казательство основной теоремы для плоских 
фигур) н на любом тетраэдре Р, для которого 
М (Е =4А н И (Е) = 16 (поскольку 
В (Ха) = 0). 

С помощью свойства А) получаем нз 4), 
что й обращается в нуль на любом единичном 
кубе, н по индукцин на любом прямоуголь- 
ном параллелепипеде Пл == ({х; и; 2):0= 
< |, 0591, 0 25 п}. 

Параллелепнпед Л» можно разбить на 
тетраэдр ТГ» и некоторое число тетраэдров у, 
для которых МЕ) =4 и У(Ер= 16. 
Поскольку #(П,)=0, В(Рр=О,. ий 
обращается в нуль на всевозможных пересе- 
чениях РЁ; между собой н с Пр (эти нерссе- 
чения — лнбо точка, либо отрезок, либо 
треугольник), то мы нолучаем из А), что 
й обращается в нуль и на Г. Мз 5} н оире- 
деления удобной функции теперь следует, 
что й обращается в нуль на любом тетраздре 
Е, у которого М (Р) = 4. Любой же тетра- 
эдр, для которого М (ЁЕ)>4, можно раз- 
бить на два, три или четыре тетраэдра с 
числом целых точек, мевышим чем М№ (РЁ). 
По нидукции получаем, что А (Р) = 0 для 
любого тетраэдра Ё. Разбивая любой много- 
граниик на тетраздры, получаем нз А) ут- 
верждение теоремы. 


К задачам «Квант» для младших 
школьников» 

(см. «Квант» № 4) 

!. 158-27 копеек. 


2. РЕКТОР-=530 625. 

3. У=Е-У И, ХЕХ, 
Х—1Х=1, ХХУ-ХХУ- Г. 

4. 32Х 24-=768 


1У=У-—Т, 


РЕ 

144:24=:6 

176—48-- 128. 
К задачам 

{см. «Квант» № 4,с 12) 

1. $== Ах. 2. ИаБ(а- Ь).3. а) „= 2, =0, 
21=5; Х2=5, у,-=0, 2.=2; 6) х-=6; в} х= 7, 
у—8. 4. Корней нет. Указание. Пусть 
5,01в — выражение в левой части уравие- 
иия, тогда (х—1)? .  Эте-= 1977. х1918— 
— 1978. х1977 |- 1. 


(см. «Кванть № 4, с. 23) 
1. Сила треиня колес о дорогу пропор- 


+ 
циональна весу машины  @Рар|! = А], 
где А — коэффициент трения, п — масса 
машины). Следовательно, ускорения, с00б- 
щаемые машинам, ие зависят от их масс 


=> => 
(1 = А) н одинаковы. Поэтому машины 
остановятся одновременно. 

2. Коромысло рычажных весов следует 
делать такой конфигурацин, чтобы прн рав- 
ных грузах на чашках сумма моментов снл 
тяжести, действующих на грузы, была равна 
нулю тогда и только тогда, когда коромысло 
находится в горизонтальном положении. На- 
пример, как на рисунке 4. В этом случае 

— 


се 

плечи ра нрасил Руи Ёа равны р.=р=й-- 
> о 

-Н: т а. Если Р,=ЁР., то сумма моментов 

этих сил равна нулю. 
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Рыс. 5. 


Предиоложим, что при К, = Ёо коро- 
мысло отклонено от горизонтального положс- 
ния (рис. 5). Тогда 

ра = 11 60$ © -- 1 т @ - 8%). 

ра = | 05 - 1 51 (> — Аб). 
Очевидно, 0 << — Ах < а-Е Аа < 212, поэто- 
му эт (&— Аа) < зт (х | Аз). Следователь- 
но, р,>ро и результирующий момент стре- 
МИТСЯ новернуть коромысло в горизоитальное 
положение. 


К толоволомкам 
«Машинная графнка» 


(см. «Квант» № 4, с. 97) 


На рисунке 1 (в задаче) — концентрические 
окружности, вычерченные в перснективе 
с весьма близкой к ним «точки зрения». 
Как известно, окружность в перспективе 
изображается в виде эллииса. Рисунок слу- 
жит напомннанием, что центр окружности 
при этом не совпадает с центром изображае- 
мого эллипса. «На природе» такой рисунок 
можно увидеть на пне — «годовые кольца» 
образуют как раз концентрические окруж- 
ности. 
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На рисунке 2 — тоже несколько кон- 
ментрических окружностей, вокруг виешией 
из которых оинсан квадрат. Они расположены 
во «фронтальной» (перед зрителем) нлоско- 
сти, но вычерчены в «цилиндрической пер- 
снективе», причем при очень близком расноло- 
жепии «точки зрения». В такой проекции снн- 
мает известный многим панорамный фото- 
аппарат «Горизонт». Этнм фотоаппаратом, 
подойдя почти вплотную, например, к длин- 
ному железнодорожному вагону, можно сиять 
его целиком, но при этом он получится «изог- 
нутым», нодобно тому, как изогнуты на на- 
нем чертеже крайние линии, в натуре — 
стороны квадрата. 


(см. «Квант» №4. 4-ю с. обл.) 


|. См. рис. 6 
2. 8:2— 1—3: 
2 7—4==56; 
4--6—3=-7 
4—3--7=8. 
8. См. рис. 7. 
4. 2/3--4/3=2: 


1/4-1-5/4--6/4=3; 

3/1-046-- 46--5/6=4; 

1/2 -4/2--5/5--8/6--6/6—5; 
0/1-:-2/2-- 6/2-|-3/3--2/5--3/5==6; 
1--5/1--0/2--0/3--0/4--4/4-{-075 = 7. 


(м. «Квант» № 4, 3-ю с. обл.) 
«Куб-хамелеон» 


Трн двуцветных кубика, на каждом из ко- 
торых краспым, синим нлн зеленым цветом 
окрашены тря попарно смежные гранн, шесть 
кубиков с одной красной, двумя смежнымн 
синими и тремя попарно смежными зелеными 
траиями, шесть кубиков с одной синей, дву- 
мя смежными зелеными и тремя попарио 
смежными красными гранями, шесть кубиков 
< одной зеленой, двумя смежными краснымн 
н тремя попарно смежными синими гранями, 
и, наконец, шесть кубиков с двумя смежиымн 
синими гранями, двумя смежными красными 
и двумя смежными зеленымн. 
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ЛАБИРИНТ — ГЕКСАМИНО 


Эта фигура составлена из 35 гексамино. 

. а) Соединнте крайнне фигуркн линией, проходящей через 

„^’ все гексамино, причем только по одному разу; от фигурки к -/. = 
‚ фигурке можно переходнть только через стороны (через вер- ИРЕН 
щины углов нельзя). хи 

. 6) Нарисуйте замкиутую ломаную, проходящую (с выпол- 


нением тех же условий) через все 35 гексамино. С 
37 
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«ЧИСЛОВАЯ ЯХТА» 


Эта яхта составлена из три- 2“ 
—=: надцатн линий с маленькнми - 


кружками. 'Расставьте в пу- 
стые кружки числа от | до ^ 
. И так, чтобы сумма чиселв `` - 
—_ кружках любого ряда была 
7 7-7 равна 13. Е 
= =. Ю. Аленков — 






«КВАНТОВО-ВОЛНОВЫЕ» РЕБУСЫ 


В каждом из этих ребусов буквами защиф- 
рованы некоторые цифры. Расшифруйте 
примеры. 










В. Радунский 
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К нашим читателям 


Продолжается подписка на 1977 год на научно-популярный 
физико-математический журнал «Квант» 


«Квант» адресован всем школь- 
никам 5—10 классов, которые любят 
математику и физику, любят решать 
задачи и хотят в будущем серьезно 
заниматься точными науками. 

Наш журнал полезен и тем 
школьникам, интерес которых к точ- 
ным наукам еще дремлет. 

На страницах нашего журнала 
публикуются статьи обзорного ха- 
рактера, рассказывающие о дости- 
жениях науки и о проблемах, еще 
ожидающих своего решения; расска- 
зы об ученых, о том, как рождаются 
научные открытия. 

В журнале читатель найдет мно- 
го задач. Среди них — задачи раз- 
личных олимпнад и ‘просто интерес- 
ные задачи. 

Раздел «Лаборатория «Кванта»» 
рассказывает о поучительных экспе- 
риментах, которые можно осущест- 
вить в домашних условиях. 

Какие вопросы и задачи могут 
ожидать абитуриента на вступитель- 
ных экзаменах? Ответы на эти ни 
многне другие вопросы, с которыми 
приходится сталкиваться при по- 
ступлении в вузы, читатель найдет 
в разделе «Практикум абитуриента». 


Наш журнал полезен и учителям. 
Сейчас произведены коренные изме- 
нения в школьных курсах математн- 
ки и физики. «Квант» всячески ста- 
рается освещать иа свонх страницах 
эти изменения, публикуя статьи по 
новой программе. 

В 1977 году «Квант» открыл но- 
вую рубрику: «По страницам школь- 
ных учебников». В статьях этого 
раздела разбираются наиболее тон- 
кие н важные вопросы математнки, 
изучаемой в школе. 


В 1977 году значительно расши- 
рен раздел ««Квант» для младших 
школьников». 

Журнал постоянно помещает ре- 
цензии на книги — уже вышедшие и 
еще только готовящиеся к изданию. 
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Исаак Ньютон (1642—1727) 


250 лет со дня сыертн Исаака Ньютона 
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До восемнадцатого века никакой на- 
уки не было; познание природы но- 
аучило свою научную форму лшиь в 
восемнадцатом веке или, в нескольких 
отрасанх, несколькими годами рань- 
ше. Ньютон своим законом тяготения 
создал научную астрономию. разло- 
жением света — научную оптики. тео- 
ремой о биноме и теорией бесконеч- 
ных — научную математику и позна- 
нием природы сил — научную  меха- 
нику. 

Ф. Энгельс 


Математические начала 
натуральной философии 


Предисловие *) 


‹...Механика есть учение о движеннях, 
производимых какими бы то ни было 
силами ‚, и о силах, требуемых для про- 
изводства каких бы то ни было движе- 
ний, точно изложенное и доказанное. 

Древними эта часть механики была 
разработана лишь в виде учения о 
пяти машинах **), применяемых в 
ремеслах; при этом даже тяжесть (так 
как это не есть усилие, производимое 
руками) рассматривалась ими не как 
сила, а лишь как грузы, движнмые 
сказанными машинами. Мы же, рас- 
суждая не о ремеслах, а об ученин о 
прнроде и, следовательно, не об уси- 
лиях, производимых руками, а оси- 
лах природы, будем заниматься, глав- 
ным образом, тем, что относится к тя- 
жестн, легкости, силе упругости, со- 
противлению жидкостей и к тому 
подобным притягательным или на- 


*) Мы приводим небольшой отрывок 
из «Предисловия» Исаака Ньютона к перво- 
му изданию «Математических начал нату- 
НИ философии», вышедшему в 1686 году. 
Перевод на русский язык был сделан впер- 
вые в 1915 году замечательным русским ме- 
хаником академиком А.Н. Крыловым. 

**) Основные машины, рассматривавшяе- 
ся древними авторами, суть: уесИ$ — рычаг, 
ах!5 т регИгосЬю — ворот. ЧгосМеа зем 
ро!зраз1и5 — блок. сосШеа — винт. сипеиз— 
клин. Эти-то пять машин и подразумевал 
Ньютон. (Прим. А.Н. Крылова.) 


|* 


пирающим силам. Поэтому и сочн- 
нение это нами предлагается как ма- 
тематические основания физики. Вся 
трудность физики, как будет видно, 
состонт в том, чтобы по явлениям 
движения распознать силы природы, 
а затем по этим силам объяснить ос- 
тальные явления. Для этой цели 
предназначены общие предложения, 
изложенные в книгах первой и вто- 
рой. В третьей же книге мы даем при- 
мер вышеупомянутого приложения, 
объясняя систему мира, ибо здесь 
из небесных явлений, при помощи 
предположений, доказанных в пре- 
дыдущих книгах, математически вы- 
водятся силы тяготения тел к Солн- 
цу и отдельным планетам. Затем по 
этим силам, также прн помощи ма- 
тематических предложений, выводят- 
ся движения планет, комет, Луны и 
моря. Было бы желательно вывести 
из начал механики и остальные явле- 
ния природы, рассуждая подобным же 
образом, ибо многое заставляет меня 
предполагать, что все эти явления 
обусловливаются некоторыми сила- 
ми, с которыми частицы тел, вследст- 
вне причин покуда неизвестных, нли 
стремятся друг к другу и сцепляются 
в правильные фигуры, или же взаим- 
но отталкиваются друг от друга. 
Так как эти силы нензвестны, то 
до сих пор попыткн философов объяс- 
нить явления природы остались бес- 
плоднымн. Я надеюсь, однако, что 
или этому способу рассуждения, или 
лругому, более правильному, изло- 
женные здесь основания доставят не- 
которое освещение. 

При издании этого сочинения ока- 
Зал содействие остроумнейший н во 
всех областях науки ученейший муж 
Эдмунд Галлей, который ие только 
правил типографские корректуры и 
озаботился изготовлением рисунков, 
но даже по его лишь настояниям я 
приступил и к самому изданию. По- 
лучив от меня доказательства вида 
орбит небесных тел, он непрестанно 
настаивал, чтобы я сообщил их Ко- 
ролевскому обществу, которое затем 
своим благосклонным вниманием и за- 
ботливостью заставило меня подумать 
о выпуске их в свет...» 
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И. Башмакова 


Был этот мир глубокой тьмой окутан. 
Да будет свет! Н вот явился Ньютон. 
А. Поп *} 


Ньютон был величайший гений из всех, 
когда-либо существовавших, и самый 
счастливый, ибо только однажды дано 
человеку открыть систему мира. 


Ж. Л. Лагранж 


Каждый из вас, несомненно, слышал 
о Ньютоне. Трудно найти ученого, 
оказавшего столь же сильное влияние 
на развитие мировой науки и куль- 
туры. Механика Ньютона — крае- 
угольный камень в фундаменте совре- 
менного естествознания. Опираясь на 
открытый им закон всемирного тяго- 
тения, Ньютон создал логичную и 
стройную систему мироздания. Боль- 
ая часть математического аппарата 
современного естествознания основана 
на разработанном Ньютоном исчисле- 
нни бесконечно малых. 

Несмотря на все значение твор- 
чества Ньютона, серьезное изучение 
его наследия началось совсем недав- 
но. Дело в том, что после смерти 
Ньютона все его бумаги попали к 
мужу его племянницы — Джону Кон- 
дуиту. а затем к дочери последнего, 
вышедшей замуж за одного из лордов 


*) В ХХ веке эта эпиграмма Х\У[И века 
была продолжена: 


_ Но сатана недолго ждал реванша — 
ИПриииел Эйнштейн и стало все, как раньше. 


{Перевод обеих зпиграмм С. Я. Маршака. } 
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Портсмутских. В этой семье бумагн 
Ньютона хранились до 1936 года, 
когда все Портсмутские коллекции 
были распроданы на публичном аук- 
ционе в Лондоне. Три миллиона ори- 
гинальных слов Ньютона были оце- 
нены в 9.030 фунтов стерлингов 19 
шиллингов. Только благодаря герои- 
ческим усилиям некоторых ученых 
и общественных деятелей значитель- 
ная часть бумаг попала в библиотеки 
Кембриджа и Лондона. Однако много 
бумаг уплыло за океан. Некоторые 
пропали бесследно. Хронология ру- 
кописей, которую перед смертью ус- 
тановил сам Ньютон, была безнадеж- 
но нарушена. 

Систематическое исследование на- 
следия Ньютона началось лишь после 
Второй мировой войны. С 1959 года 
в Англии стала издаваться переписка 
Ньютона (к настоящему времени из- 
дано 7 томов), были изданы его ра- 
боты по динамике, и, наконец, с 
1967 года начали выходить его ма- 
тематические рукописи (вышло уже 
7 томов). Все это позволяет нам теперь 
более полно судить о силе и глубине 
гения Ньютона. Великий ученый 
предстает теперь перед нами не только 
как создатель дифференциального и 
интегрального исчислений, но и как 
крупнейший алгебраист, исследова- 
тель в области алгебраической гео- 
метрии и теории чисел. 

Исаак Ньютон родился 4 января 
1643 года в семье небогатого фермера- 
арендатора в деревне Вулсторп близ 


города Грантэма. Отец Исаака умер 
еще до рождения сына. Мальчик по- 
сещал сначала сельскую школу, а за- 
тем школу в Грантэме. Директор шко- 
лы обратил внимание на способности 
юноши и уговорил его мать отправить 
сына учиться в университет. Летом 
1661 года Исаак Ньютон поступил 
в колледж св. Троицы (Тринити кол- 
ледж) Кембриджского университета 
в качестве бедного студента, обязан- 
ного прислужнвать бакалаврам, ма- 
гистрам и студентам старших кур- 
сов. В 1665 году он окончил колледж 
со степенью бакалавра, через три года 
стал магистром, а еще через год по 
предложению своего учителя Исаака 
Барроу занял его кафедру. В уни- 
верситете Ньютон читал лекции по 
физике и математике. Ньютон не был 
женат — такова была традиция Трн- 
нити колледжа, восходящая еще к 
средневековью. 

Жизнь Ньютона протекала спо- 
койно и размеренно и не была богата 
событиями. Однако трудно найти 
жизнь, более насыщенную напряжен- 
ной, полной поисков и вдохновения 
созидательной работой. 

В этой статье мы подробно расска- 
жем о математических достижениях 
Ньютона. 

Как показывают черновые записи 
Ньютона, в области математики он 
был самоучкой — в колледже читался 
только курс элементарной математн- 
ки. Интерес молодого человека к ма- 
тематике был возбужден случайным 
обстоятельством: летом 1663 года он 
купил на ярмарке книгу по астроло- 
гии. Чтобы в*ней разобраться, ему 
понадобнлось знакомство с тригоно- 
метрией, которое, в свою очередь, 
потребовало знания геометрин Евкли- 
да. Так Ньютон приступил к изу- 
чению «Начал» Евклида, от которых 
перешел к сочинениям Виета и Де- 
карта по алгебре и аналитической 
геометрии, затем познакомился с ра- 
ботами Валлиса по исчислению бес- 
конечно малых. Записные книжки 
показывают, что Ньютону понадо- 
билось около года, чтобы овладеть 
современиой ему математикой и на- 
чать самостоятельные исследования. 
Именно в это время он записал зна- 
менитую формулу разложения (1--х)” 
в ряд, где г — любое рациональное 
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число (о ней мы будем говорить ниже). 
Уже к 1664—1667 годам относятся 
первые исследования Ньютона по ана- 
литической геометрии и исчислению 
бесконечно малых. 


Аналитическая геометрия 
н изучение кривых третьего порядка 


Кривые второго порядка (эллипс, ги- 
пербола и парабола) были всесторонне 
изучены еще Аполлонием (ПТ в. до 
н. 3.). Во времена Аполлония не было 
еще буквенной алгебры, поэтому Апол- 
лоний записывал уравнения кривых 
геометрически, с помощью равенства 
некоторых площадей. 

Аналнтическая геометрия, осно- 
ванная на буквенной алгебре, была 
создана только в новое время Пьером 
Ферма (1636) и Рене Декартом {1637), 
причем последний придал буквенному 
исчислению современный вид. Вводя 
систему координат, оба математика 
рисовали одну координатную 
ось (горизонтальную) с помеченным 
началом отсчета, для второй оси зада- 
валось только направление. Гораздо 
важнее то обстоятельство, что ни Де- 
карт, нн Ферма не выводили свойств 
кривых из определяющих их уравне- 
ний. Они довольствовались тем, что 
приводили уравнение к одному из 
канонических видов, встречающихся 
у Аполлония, а затем просто поль- 
зовались его результатами. Таким 
образом, специфический метод ана- 
литической геометрии остался  не- 
раскрытым. 

Молодой Ньютон сразу же начал 
рисовать на чертеже обе оси коорди- 
нат (под произвольным углом друг 
к другу). Все четыре квадранта были 
для него равноправны, тогда как 
предыдущие исследователи старались 
сдвинуть кривую так, чтобы рассмот- 
рение велось, в основном, в первом 
и четвертом  квадрантах. Ньютон 
отвел центральное место преобра- 
зованиям координат н выписал фор- 


мулы параллельного переноса и 
поворота. 
Наконец, Ньютон начал иссле- 


дование кривых третьего порядка, 
лишь отдельные примеры которых 
были известны ранее. Это исследова- 
ние он провел с той же исчерпываю- 
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щей полнотой, с которой были изуче- 
ны кривые второго порядка. Ньютон 
обобщил на кривые третьего порядка 
понятия диаметра, оси, вершины, 
центра, касательной. Он разбил эти 
кривые на виды, которых оказалось 
72. Эти результаты вскоре стали из- 
вестны английским математикам, но 
опубликованы они были только в 
1704 году в приложении к книге «Оп- 
тика». Это приложение — «Перечнс- 
ление кривых третьего порядка» — 
нанисано весьма сжато, без всяких 
доказательств. Теперь, бяагодаря чер- 
ковикам, мы можем узнать, как Нью- 
тон пришел к своим результатам, 
а это для математнков часто бывает 
важнее самих результатов. 

«Перечисление кривых» положило 
начало новой области математики — 
алгебраической геометрии. Это со- 
чинение было вполне понято и оцене- 
но только в коние ХХ — начале 
ХХ века. 


Метод флюксий 


В это же время Ньютон приступает 
к созданию нового исчисления. 

В ХУП веке в связи с успехамн 
механики земных и небесных тел 
(напомним, что в это время Галилеем 
были открыты законы падения тел 


$ 


н Кеплером — законы движения пла- 
нет} ученые обратнлись к изучению 
трудов Архимеда, стараясь извлечь 
нз них общие методы определения 
касательных, экстремумов, скоростей, 
центров тяжести, площадей и объемов. 

Ньютон первый понял, что все это 
множество задач распадается на два 
класса взаимно обратных задач, ко- 
торые могут быть сформулированы в 
общем виде, причем для их решения 
можно дать единый алгоритм. Для 
этого Ньютон вводит прежде всего 
понятие флюенты (от латииского сло- 
ва ЯЙцеге — течь) — величины, ме- 
няющейся при изменении времени 
нли другой величины (которую он 
называл обобщенным временем). Та- 
ким образом, флюента — это первое 
название для функции. Ньютон обоз- 
начал флюенты последними буквами 
латинского алфавита: х, у, 2. Скорость 
изменения флюенты, т.е. производ- 
ную. он называл флюксией и обозна- 


чал, соответственно, х, у, 2. (В физике 
эти обозначения сохранились до сих 
пор.) После этого Ньютон сформули- 
ровал две основные задачи: 

1. Дано соотношение между флю- 
ентами: } (х, у, г) =0. Найти соотно- 


шение между их флюксиями: Ф (х, у, 
2, х, и, 2)-=0. 


П. Дано соотношение между 


флюксиями: | (х, у, 2, х, у, 2) =0. 
Найти соотношение между флюента- 
ми: Ч (х, 9, 2) =0. 

Частными случаями первой зада- 
чи являются нахождение скорости 
движения по пути, заданному как 
функция времени, нахождение экст- 
ремумов и касательных. Ньютон дает 
алгоритм решения этой задачи для 
случая, когда соотношение между 
флюентами задаетсяс помощью много- 
члена Р (х, у) или Р(х, и, 2). 

Правило Ньютона таково: рас- 
положи многочлен по степеням какой- 
нибудь из флюент, например х; ум- 


ножь каждый член на х/х и на соответ- 
ствующую степень х; сделай то же са- 
мое по отношению к другой флюенте; 
возьми сумму полученных членов и 
приравняй ее к нулю. 

Применим, для примера, это пра- 
вило к многочлену у — х”. Получаем 

у х 


ты п. =0 или у=пх"-1 х. 


Свое правило Ньютон обосновы- 
вал следующим образом: увеличиваем 
время на «неопределенно малую 
часть» — момент о, тогда флюенты 


возрастут на ох и оу; подставим новые 
значения флюент в нервоначальное 
выражение и сократим все члены на о. 
Центральное место своего обоснова- 
ния он излагает так: «Но так как мы 
предположили о бесконечно малой ве- 
личиной..., то те члены, которые на 
нее умножены, можно считать за 
ничто по сравнению с другими. По- 
этому я ими пренебрегаю». 

Для рассмотренного примера имеем 


у+оу= (х+ ох)", 
у-оу= хп 4 их юх + 
о . хп— 20? х2 + А 
оу=пх"- ох + 


2—0 ха 202 х? 4... 


у= пли + 
ОО иж +.... 
у==пх"-—1х. 
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Ответ правильный! Однако обосно- 
вание его весьма неубедительно. 

Ньютон и сам был не удовлетворен 
изложенным обоснованнем и неодно- 
кратно пытался подвести под свое 
исчисление более прочный базис. Во 
введении к «Математическим началам 
натуральной философии» (1687) Нью- 
тон изложил теорию пределов (она 
называлась у него «теория первых 
и последних отношений»), однако для 
обосиования и систематического яо- 
строения дифференциального исчис- 
ления он ее не применил. Это было 
сделано примерно 150 лет спустя в 
работах О. Коши (1789—1857) и не- 
которых другнх математиков прош- 
лого века. 

Вторая задача в общем виде яв- 
ляется задачей интегрирования диф- 
ференциальных уравнений, т. е. урав- 
нений, связывающих некоторые функ- 
ции и их производные. В частном слу- 


чае — для уравнения у={(х) — эта 
задача сводится к отысканию перво- 
образных. 

Ньютон показывает, что проблема 
«Определить площадь, ограниченную 
какой-либо заданной кривой» сво- 
дится к определению флюенты по за- 
данной флюксин, так как флюксия 
(производная) площади 2-=АОВ рав- 
на ордннате и=ВО (см. рис. 1; см. 
также равенство (2) в п. 100 учебника 
«Алгебра и начала анализа 10»). 

В общем же случае для решения 
второй задачи Ньютон применил но- 
вый аналитический аппарат, который 
позволил ему распространить свой 
алгоритм на очень широкий класс 
функций. Это был принципиальный 
шаг. Остановимся на нем подробнее. 


Рис. 1 
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Фрагмент нз черновых записей И. Ньютона 


Степенные ряды 


Первоначально метод флюксий при- 
менялся к многочленам. А как быть 
с другими функциями? Как, например, 
находить флюксии от функций 


Е Иах+ 6, зтх? Как решать 
уравнення_я у=ятх, у=Уах +В? 
И вот Ньютон пришел к мысли, 
что все известные ему функции можно 
записать вполне единообразно с по- 
мощью степенных рядов 
а ах + ах? +... + а,х"-+..., 
которые представляют собой как бы 
бесконечные многочлены. Примером 
такой записи может служить (при 
[ х [< равенство 
РЕ РА хх? +.. 


1—хб 


++... 


Ньютон пишет, что пришел к 
своей ндее, руководствуясь аналогией 
с представлением чисел десятичнымн 
дробями: «... учение о буквенных 
выражениях находится в таком же от- 
ношении к алгебре, как учение о де- 
сятичных дробях к обыкновенной 
арифметике... И так же, как десятич- 
ные дроби обладают тем преимущест- 
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вом, что выраженные в них обыкно- 
венные дроби и корни приобретают в 
некоторой степени свойства целых 
чисел, так и буквенные бесконечные 
ряды приносят ту пользу, что всякие 
сложные выражения (дроби с состав- 
ным знаменателем, корни составных 
величин или неявных уравнений 
н т. д.) можно с их помощью приве- 
сти к ряду простых количеств...» 
Ньютои получил разложение в 
степенные ряды для функций а”, 
105, (1 Ех), чт х, с0$ х, агсзт х, 
агссоз х,› а также для дробных 
и иррациональных функций. Имен- 
но для разложения последних Нью- 
тон обобщил известную для целого 
положительного л формулу бинома 


(а-+х)" = а" + па 1х-- 


п ата +... м 


на случай, когда показатель есть лю- 
бое рациональное число г: 
(а+х)’ =а +та’"—х+ 


(7—1) 
ме ТЗ 


При нецелом г число членов суммы 


а’ 2х2 - 6 


уже не будет конечным. Например, 
1 


ИГЕ;=а+3 ? = 


| 
= (--—1} 


Ньютон придумал также способ, 
как разложить в ряд функцию у, за- 
данную неявно с помощью уравнения 
Е (х, у) —=0, где Р (х, у) — многочлен. 
Этот способ получил название парал- 
лелограмма Ньютона *). Он был по- 
ложен в основу работ Пюнзе и других 
математиков прошлого века, изучав- 
ших алгебраические функции. 

Ньютон прекрасно понимал роль 
рядов в созданном им исчислении. 
Он подчеркнул это и в самом заглз- 
вни своих сочинений: «Метод флюк- 
сий и бесконечных рядов» и «Анализ 
с помощью уравнений с бесконечным 
числом членов». Оба эти сочинения 
были широко известны английским 
и континентальным математнкам уже 
с самого начала 70-х годов ХУПИ века, 
однако публикация их по различным 
причинам все время откладывалась. 
Второе из них было опубликовано 
только в 17 году, а первое — в 
1736 году, через 9 лет после смерти 
автора и через 60 лет после того, как 
оно было написано. 


Алгебра 


Интерес Ньютона к алгебре пробу- 
дился очень рано. Первый его само- 
стоятельный результат был записан 
им еще в 1664—1666 годах. Он от- 
носился к выражению сумм степеней 
корней алгебраического уравнения 
через его коэффициенты. Еще Фран- 
суа Виет (1540—1603) установил связь 
между коэффициентами и корнями 
алгебраического уравнения: если ху, 
Хз, .... Ха — Корни уравнения х”-+ 


+ ах" +... На,-ах 4 а,=0, то 
хх... тх= —а,, 
жом... Ри -ах, = а, (*) 

Ха. =(— ИПа. 


*) Вы о параллелограмме Ньюто- 
ма см. с. 19. 
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Функцин, задаваемые левыми частя- 
ми равенств (*), не меняются, если 
переставлять между собой аргументы. 
Они получили название элементар- 
ных симметрических функций. 

Альбер Жнрар (1595—1632) сумел 
выразить суммы степеней корней 

Эа РТ хе 
при т_2, 3, 4 (по теореме Виета 
5, — —а,) через коэффициенты урав- 
нения. Например, $, — @? — 24.. 

Ньютон нашел общую рекуррент- 
ную формулу, которая в современ- 
ных обозначениях (по определению 
а, -О при #>п) имеет вид 
ыы бра 

В 

Она позволяет найти 5„ для любо- 
го т. 

С 1673 по 1683 год Ньютон читал 
в Кембридже лекции по алгебре, 
которые легли в основу его книги 
«Всеобщая арифметика»,  опублико- 
ванной в 1707 году. Основное внн- 
мание в ней Ньютон уделяет вопросу 
о нахождении корней уравнения, а 
также тому, как, не решая уравнения, 
узнать, в каких пределах лежат все 
его корни, сколько из них положи- 
тельных, отрицательных или мнимых. 

+ + 
* 


Мы не упомннаем здесь о многих 
других математических результатах 
Ньютона, понимание которых потре- 
бовало бы от читателя специальных 
знаний. 

Надо, однако, помнить, что Нью- 
тон был физиком не меньше, чем мз- 
тематиком. Уже в 1665—1667 годах 
он открыл закон всемирного тяготе- 
ния и приступил к выводу с его по- 
мощью законов движения планет. Од- 
новременно он исследовал проблемы 
оптики. Ньютон открыл дисперсию 
света н сконструнровал зеркальный 
телескоп-рефлектор. Этот телескоп он 
представил Королевскому обществу 
(так называют в Англии Академию 
наук), которое настолько высоко оце- 
нило изобретение Ньютона, что из- 
брало его в 1672 г. своим членом. 
С 1703 г. Ньютон становится прези- 
дентом Королевского общества и со- 
храняет этот пост до конца жизни. 

С 1680 г. Ньютон, уступая настоя- 
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Титульный лнст первого нздання «Матема- 
тических начал натуральной фнлософии» 


тельным требованиям  друзей-уче- 
ных, пристулил к работе над книгой 
«Математические начала натураль- 
ной философии», в которой должна 
была быть изложена система мира. 
Об этом периоде жизнн великого уче- 
ного, который продолжался около 
пяти лет, сохранилнсь заннсн его сек- 
ретаря. По его словам Ньютон был 
все это время спокойным, приветли- 
вым, никогда не впадал в раздраже- 
ние, почти никуда не выходил, спал 
не более 4—5 часов в сутки, никогда 
не садился обедать без многократных 
напоминаний и каждый час, не посвя- 
щенный занятиям, считал потерян- 
НЫМ. 

Часть своего временн он посвя- 
щал химическим опытам; видимо, эта 
смена занягий давала некоторый от- 
дых его уму. Ньютон был великолен- 
ным экспериментатором. 

Наконец, в 1687 году книга была 
опубликована. По единодучиному мне- 
нию физиков, в истории естествозна- 
ния не было более крупного события, 
чем появленне ньютоновых «Начал». 
В нескольких словах трудно передать 
все величие этой книги. Прежде всего 


поражает принцип ее построения: 
Ньютон кладет в основу физические 
аксиомы — три аксиомы движения, 
известные теперь под именем законов 
Ньютона, и закон всемирного тяго- 
тения, все же остальные известные в 
то время факты механики земных и 
небесных тел он выводит из них чисто 
математически. Так он получает за- 
коны движения точкн и твердого тела, 
кеплеровы законы движения планет, 
форму орбит комет, строит начала 
гидродинамики, объясняет явления 
приливов и отливов. Таким образом, 
было показано, что «возможно с еди- 
ной точки зрения охватить весь ме- 
ханизм мировых явлений» (Д. И. Мен- 
делеев). 

«Математические начала»  выдер- 
жали при жизни Ньютона еще два 
издания, причем второе издание бы- 
ло существенно переработано и допол- 
нено. 

Хотя в 90-х годах Ньютон отошел 
от занятий математикой, однако имен- 
но к концу века относится решение им 
одной знаменитой задачи. 


Задача о брахнстохроне 


Теорня флюксий Ньютона и диффе- 
ренциальное исчисление Лейбница, 
работы которого начали публиковать- 
ся с 1684 года, позволяли решать за- 
дачи на нахождение экстремумов 
функций, т.е. находить те точки, в 
которых значенне функции будет боль- 
ше (или, соответственно, меньше), 
чем ее значения в некоторой окрест- 
ности этих точек. 

В 1696 году Иоганн Бернулли 
поставил перед математиками мира 
задачу: «Определить кривую линию, 
соединяющую две данные точки, рас- 
положенные на различных расстоя- 
ниях от горизонта и не лежащие на 
одной и той же вертикальной линии, 
обладающую тем свойством, что тело, 


куапетесите.ги 


движущееся по ней под влиянием соб- 


ственной тяжести и начинающее свое 
движение из верхней точки, достигает 
нижней точки в кратчайшее время». 

На представление решения да- 
вался годичный срок. 

Таким образом, в этой задаче издо 
было найти не точку, в которой не- 
которая величина (в данном случае — 
время) будет минимальной, а кривую 


линию, которой будет отвечать мн- 
нимальное значение этой величины. 
Отображения, ставящие в соответст- 
вие каждой кривой некоторого клас- 
са определенное число, называются 
теперь  фиункционалами. 

Лейбниц назвал эту задачу прек- 
раснейшей и выразил мнение, что ее 
смогут решить только три матема- 
тика. И действительно, помимо самого 
И. Бернулли и Лейбница, которые 
решили эту задачу еще до ее опубли- 
кования, решения представили Якоб 
Бернулли и Лопиталь. Третье ре- 
шение было опубликовано в Лон- 
донском журнале «РИИозормса1 Тгап- 
засИопз» без подписи автора. Однако 
И. Бернулли сразу же узнал в неиз- 
вестном авторе И. Ньютона; как он 
писал: чех ипвие |е0п!5» (льва узнают 
по его когтям). Только после этого 
ученые обратили внимание на то, что 
в «Математическнх началах» уже была 
решена задача того же рода, а имен- 
но: найти тело вращения, которое 
при движении в жидкости по направ- 
дению своей оси испытывает наимень- 
шее сопротивление (предполагается, 
что сопротивление жидкости пропор- 
ционально квадрату скорости). 

Этот тип задач был впоследствии 
рассмотрен Эйлером и Лагранжем, 
которые создали для их решения ис- 
числение, получившее название ва- 


риационного. 
* * 


* 


О Ньютоне распространено много 
легенд и анекдотов. Его охотно пред- 
ставляют замкнутым, рассеянным, не 
замечающим ничего вокруг. Конечно, 
Ньютон был действительно, боль- 
шей частью, погружен в свои мысли. 
На вопрос о том, как он сделал свои 
великие открытия, он ответил «по- 
стоянным размышлением о них». И 
все же он находил время, чтобы за- 
ботиться о нуждах университета и 
Королевского общества. Любят рас- 
сказывать, что, будучи выбранным 
в Парламент, Ньютон не произнес 
там ин слова, если не считать одного 
случая, когда он попросил закрыть 
форточку. Гораздо менее известно, 
что в качестве депутата Парламента он 
много помогал Кембриджскому уни- 
верситету, играя роль посредника 
между ним н правительством. 


Принципиальность Ньютона и 
твердость его характера проявились, 
когда в 1687 году король Яков И 
предложил Кембриджскому универ- 
ситету дать степень магистра одному 
бенедиктинскому монаху (Альбану 
Френсису). Университет отказался 
выполнить эту просьбу и послал в 
Лондон делегацию, в которую входил 
Ньютон. Был момент, когда под на- 
жимом короля все члены делегации 
хотели дать согласие при условии, 
что подобные случаи больше не по- 
вторятся. Только решительная по- 
зиция Ньютона привела к победе: 
король вынужден был отказаться от 
своего предложения. 

Последние тридцать лет жизни 
Ньютон провел в Лондоне. Это было 
связано с тем, что в 1696 году он был 
назначен хранителем, а затем и дн- 
ректором Монетного двора. Долж- 
ность эта не была просто почетным 
званием. Ньютону пришлось провести 
перечеканку всей монеты Англни. 
Он активно занимался также делами 
Королевского общества. Научные ин- 
тересы его переместились в область 
истории: он составлял хронологию 
событий египетской, древнегреческой 
н библейской истории. Занимался он 
н вопросами богословия. 

Умер Ньютон в возрасте 84 лет, 
в ночь с 20 на 21 марта 1727 года. 

Вот, что говорил сам Ньютон о 
своем творчестве: «Не знаю, как на 
меня посмотрит мир, но самому себе я 
представляюсь мальчиком, играю- 
щим на морском берегу и приходя- 
щим в восхищение, когда ему удается 
порой найти более гладкий, нежелн 
обыкновенно, камешек или красивую 
раковниу; между тем, громадный оке- 
ан сокровенной истины простирается 
передо мною». 
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В современной физике есть постоян- 
ные, которые называют фундаменталь- 
ными. Среди них скорость света с, 
заряд электрона е, масса электрона 
т, гравитационная постоянная у, по- 
стоянная Планка #. Эти постоянные 
входят в формулы, описывающие фи- 
зические процессы в микромире и в 
космическом пространстве. Фундамен- 
тальность этих постоянных в том, что 
их значения не изменяются ни со вре- 
менем, нн с местом в пространстве. 
Где бы мы ни измеряли эти постоян- 
ные, мы всегда получим одни и те же 
значения. Физики знают, что эти 
постоянные не изменились сколь-ни- 
будь заметно за миллиарды лет эво- 
люции Вселенной. 

Первую фундаментальную — по- 
стоянную — гравитационную по- 
стоянную у — ввел в физику Исаак 
Ньютон. Появилась она с открытием 
закона всемирного тяготения. 


В истории этого открытия много 
удивительного и интересного. За- 
бавна легенда о том, как Ньютон от- 
крыл этот закон, сидя под яблоней, 
когда ему на голову упало яблоко. 
Интересно, как Ньютон смог доказать 
справедливость этого закона, изучая 
движение Луны. Удивительно, сколь 
точным оказался этот закон. 


Но самым удивительным было, с 
какой смелостью Ньютон объявил, 
что закон тяготения есть всеобщий 
закон, который определяет взанмодей- 
ствие любых тел во Вселенной. 


Из равенства ускорений всех па- 
дающих тел он заключил, что сила, 
действующая на падающее тело, про- 
порциональна массе этого тела; сила, 
с которой Луна притягивается Зем- 
лей, должна быть пропорциональна 
как массе Луны, так и массе Земли, 
поскольку можно с таким же успе- 
хом считать, что Земля притягивается 
Луной. 

Это было главное в открытни Нью- 
тона. Но Ньютон понял и то, что, хотя 
для разных тел ускорение должно 
быть одиим и тем же, оно должно 
уменьшаться с возрастаннем расстоя- 
ния между притягивающимися  те- 
лами. 

В своем сочиненин «Математиче- 
ские начала натуральной философии», 
вышедшем в Англии в 1686 году, 


Ньютон подвел итог своим многолет- 
ним исследованиям в механике *); он 
излагает, как он нашел зависимость 
сил притяжения между телами от 
расстояния между ними. 

Проще всего было бы вывести этот 
закон для движения по окружности 
{мы это н сделаем ниже); но планеты 
движутся по эллипсам, и надо было 
доказать, что из того же закона можно 
получить н эллиптическую  траек- 
торию. 

В своей книге Ньютон формули- 
рует четыре правила, которыми дол- 
жен руководствоваться естествоиспы- 
татель. Он называет этн правила «пра- 
вилами философствования». Мы при- 
ведем их полностью: 

«Правило 1. Не должно при- 
нимать в природе иных причин сверх 
тех, которые истинны и достаточны 
для объяснения явлений. 

Правило ИН. Поэтому, по- 
скольку возможно, должно припн- 
сывать те же причины того же рода 
проявлениям природы. 

Правило 11. Такие свойст- 
ва тел, которые не могут быть ни уси- 
ляемы, ни лабляемы н которые 
оказываются присущими всем телам, 
над которымн возможно производить 
нспытания, должны быть почитаемы 
за свойства всех тел вообще. 

Правило (ГУ. В опытной фн- 
зике предложения, выведенные из 
совершающихся явлений помощью нз- 
ведения, несмотря на возможность 
противных им предположений, долж- 
ны быть почитаемы за верные илн в 
точности или приближенно, пока не 
обнаружатся такие явлення, кото- 
рыми они еще более уточнятся или же 
окажутся подверженными  исклю- 
чениям.» 

Правило ШТ позволяет Ньютону 
сделать следующий вывод: «...Опы- 
тами и астрономическими наблюле- 
ниями устанавливается, что все тела 
по соседству с Землей тяготеют к Зем- 


®*) Натуральной философией в Англин 
называли в ХУИ веке физнку. Книга Нью- 
тона была переведена на русский язык только 
в 1915 году замечательным русским ученым 
А. Н. Крыловым. Этот перевод помещек в 
У томе Собрания сочинений Крылова, Ниже 
в тексте статьи все цитаты приводятся из 
этого перевода. 
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ле, и притом пропорционально ко- 
личеству материи каждого из них; 
так, Луна тяготеет к Земле пропор- 
ционально своей массе, и взаимно 
наши моря тяготеют к Луне, все 
планеты тяготеют друг к другу, по- 
добно этому и тяготение комет к 
Солнцу: На основании этого правила 
надо утверждать, что все тела тяго- 
теют друг к другу». Зависимость сил 
тяготения от расстояния Ньютон сфор- 
мулировал так: «Если времена на- 
ходятся в полукубическом отношении 
радиусов, то центростремительные си- 
лы обратно пропорциональны квад- 
ратам радиусов...». Первая половина 
этой теоремы есть просто третий за- 
кон Кеплера: 
т _ А! 


т. 8 

— периоды обращения планет относят- 
ся как полукубические степени (сте- 
пенн 3/2) радиусов их орбит. Цент- 
ростремительная же сила есть та 
сила, которая заставляет планеты 
падать на Солнце, то есть сила при- 
тяжения планет Солнцем. 

Книга Ньютона была первой кни- 
гой, где механика излагалась как 
точная наука; эту книгу нужно счи- 
тать первой кннгой по теоретической 
физике и считать год выхода книги — 
1686 год — годом рождения теорети- 
ческой физики. Влияние этой книги 
на науку было огромным. После нее 
уже нельзя было ограничиться только 
рассуждениями, словесными описа- 
ниями явлений природы — надо было 
создавать их теорию. А правильность 
теории может быть установлена 
только онытной проверкой: если пред- 
сказания теория совпадают с данны- 
ми опытов, наблюдений, — теория 
верна. Создание Ньютоном и Лейб- 
ницем математического анализа дало 
средства для выполнения этой про- 
граммы. 

ыа * 
+ 


Еще древние греки создали первую 
теорию движення нланет. Эта теория 
была изложена Птолемеем в трактате 
«Алмагест»я. Но она совсем не каса- 
лась вопроса о том, почему движутся 
планеты. Такой вопрос и не возникал. 
Следуя учению Аристотеля, греки 


$3 





Клавдий Птолемей (Ш век н. 3.) 


считали, что планетам свойственно 
движение по окружностям, подобно 
тому как тяжелым телам свойственно 
падать, а легким, как дым, подымать- 
ся вверх. Даже в средние века рас- 
суждать о прнчинах движения ипла- 
нет значило смешивать астрономию 
с физикой, что было по прелставле- 
ниям того времени не позволитель- 
но; законы небесные и земные прн- 
надлежали разным областям и в 
них не следовало искать чего-либо 
общего. 

Все же Коперник в 1543 году го- 
ворил о том, что тяжесть — это об- 
щее свойство тел, «...стремление, блз- 
годаря которому они, смыкаясь в 
форме шара, образуют единое целое. 
И следует допустить, что это стремле- 
ние присуще также Солнцу, Луне 
и остальным планетам. ..». 

Кеилер (адо Кеплера еще и Гиль- 
берт) сравнивал тяжесть с магнит- 
ным действием. При этом Кеплер был 
первым, кто объявил задачу о дви- 
жении планет физической задачей, 
и нервым, кто ясно поставил вопрос, 
почему движутся планеты, в то время 
как все остальные астрономы лишь 
придумывали геометрические модели, 
которые онисывали, как движутся 
планеты. Физики времен Галилея 
и Кеплера решали физические зада- 
чи, составляя пропорции. Так, о па- 
дении тел на Земле говорилось, что 
еслн промежутки времени располо- 
жить в форме арифметической про- 
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грессин, то отрезки путей, проходи- 
мых телом за последовательные про- 
межутки времени, будут относиться 
как квадраты последовательных чисел. 
Галилей знал, что все тела на Земле 
падают с одинаковым ускорением; он 
вполне мог объяснить, почему бро- 
шенное на Земле тело летит по пара- 
боле. Описывая полет снаряда, он 
говорил, что это движение склады- 
вается нз равноускоренного падения 
и равномерного прямолинейного дви- 
жения по инерции, и не задавался 
вопросом о том, почему снаряд падает 
равноускоренно. Очень трудно было 
прийтн к мысли, что ускорение зави- 
сит от высоты. Галилей считал, что 
даже Луна (если остановить ее посту- 
пательное движение) будет падать на 
Землю с тем же ускорением, с каким 
камень падает на Земле. 

Правда, Галилей считал, что и для 
Луны должен выполняться «земной» 
закон независимости ускорения сво- 
бодного падения от массы. Так что 
«половину» задачи он понимал пра- 
внльно! Но Галилей никак не мог 
воспринять идею, что Земля притя- 
гивает камень. Падение камня (Луны) 
на Землю есть просто проявление 
стремления всех тел собраться по- 
ближе к одному центру, собраться в 
некую шарообразную «кучу»л. В то вре- 
мя считалось очевидным, что одно 
тело может действовать на другое, 
только соприкасаясь с ним. Действие 
на расстоянин казалось просто не- 
мыслимым. Поэтому Галилей отверг 
идею Кеплера о том, что приливы 
и отливы на Земле связаны с притя- 
жением Луной вод океанов. Ко вре- 


мени Ньютона положение начало 
изменяться. 
Не все слепо следовали за 


Галилеем. Так, Роберт Гук, основы- 
ваясь на аналогни тяжести с притя- 
жением магнита, пытался в 1666 году 
опытным путем определить, как из- 
\меняется вес тела с высотой. Он про- 
водил опыты с маятниками разной 
длины в Вестминстерском аббатстве в 
Лондоне. Ясно, что обнаружить что- 
либо существенное он так и не смог. 
Даже высказывая предположенне о 
том, что сила притяжения изменяется 
обратно пропорционально квадрату 
расстояния, он не смог облечь свои 
мыслн в строгую форму уравнений. 





Николай Коперник (1473—1543) 


Гук не умел еще ни писать уравне- 
ний, ни решать их н потому не смог 
проверить справедливость этого пред- 
положения. Также ничего не смог 
сделать н другой знаменитый в то 
время механик англичанин Рен. Рен 
также говорил о законе обратных 
квадратов, но и у него все ограничн- 
валось словами. 

Только в руках Ньютона все стало 
на свои места. Первая, и главная, идея 
пришла ему в голову в 1665 году, 
когда он спасался от чумы в своем 
родовом поместье. Как рассказывают, 
все дело началось с яблока, упав- 
шего с дерева. 23-летнего ученого по- 
разнла мысль, что причина, застав- 
ляющая яблоко падать на Землю, 
должна быть родственна причине, за- 
ставляющей Луну отклоняться от 
своего прямолинейного пути. Сей- 
час это кажется очевидным, но во 
времена Ньютона сама мысль о под- 
чннении космических тел простым 
земным законам была необычайно 
смелой. Но одно дело поверить са- 
мому в смелую гипотезу, а другое — 
убедить в е: справедливости других. 
Для этого надо, по крайней мере, 
найти способ ее проверки, найти сно- 
соб, как мы говорим сейчас, сравнить 
теорию с опытом. 

Лучше всего было начать с иссле- 
дования движения Луны, исполь- 
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Иоганн Кеплер (1571—1630) 


зуя имеющиеся результаты наблю- 
дений. Это требовало сил и вре- 
мени. Ньютон, кроме того, был еще 
занят оптическими исследованиями; 
и вообще ученые того времени обычно 
не торопились с публикациями. Ве- 
роятно, поэтому лишь через 20 лет — 
в апреле 1686 года Ньютон предста- 
вил Королевскому обществу (Англий- 
ской академии наук) первый том 
«Начал», а весь труд был опубянкован 
к середине 1687 года. Только тогда 
теория была выдана на суд других 
физиков. 


* 


Напишем закон всемирного тяго- 
тения для Солнца и планеты (обоз- 
начая их массы М ин 7). Сила притя- 
жения 

Е = Мт 


Г 
ра 


Ускорение, сообщаемое этой силой 
планете, 


м 
а=у-=. 





Как же Ньютон получил эти фор- 
мулы? 


В своих поисках закона тяготения 
Ньютон исходил из третьего закона 
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Галнлео Галилей (1564—1642) 


Кеплера: квадраты средних времен 
обращення планет относятся как кубы 
их средних расстояний от Солнца. 
(Этот закон Ньютон называет полу- 
кубическим отношением.) Еще тогда, 
когла Ньютон сравнивал падение яб- 
лока и Луны, он знал, что если тело 
движется по окружности, на это тело 
действует сила, притягивающая его к 
центру окружности; он знал также, 
что центростремительное ускоренне 
пропорционально квадрату скорости 
и обратно пропорционально расстоя- 
нию. 

Правда, честь открытия законов 
кругового двнження приписывается 
Гюйгенсу, но Гюйгенс опубликовал 
свое открытие лишь в 1673 году (хотя 
знал о нем еще в 1659 году). Ньютону 
пришлось поэтому разбираться во 
всем самому. 

Ньютон рассуждал примерно так. 
Третий закон Кеплера гласит, что 
для планет одной системы 

в в 
== . . - = 000$, 

Пусть планеты движутся по окруж- 
ностям. Введем угловую скорость врз- 
щения планеты по орбите ®—2л; 
Тогда третий закон Кеплера примет 
ВИД: 
023 = 623 = ... == ©0108. 
Предположим теперь, что сила вза- 


Хрнстнан Гюйгенс (1629—1695) 


нмодействия планеты с Солнцем про- 
порциональна некоторой степени рас- 
стояния: 

Е — В". 
Этой же степени Ю пропорциональ- 
но и ускорение планеты: 


а == СК", 
гле С — некоторая константа. Так 
как а-—®?А, 

2 =: САй-\. 


Какова должна быть степень п, что- 
бы произведение «?ЮЗ было постоян- 
ным? Так как 
02 ЮЗ = СВ" Юз ыы СЮ"+?*, 
то ясно, что произведение и?Ю?З не 
зависит от Ю, если п=—2. Тогда 
#2 Ю3 =: С. 

Ньютон также предположил, что 
постоянная С пропорциональна мас- 
се притягивающего тела, т. е. Солица: 

С. : Мо. 
Постоянная \ и есть гравитационная 
постоянная, которая, по предполо- 
жению Ньютона, уже не зависит ни 
от каких других величин. Итак, 
Мо 
ИР 


Следовательно, сила, сообщающая 
планете массы т это ускорение, т. е. 
сила взаимодействия планеты © Солн- 
цем, равна 


Мет 
Е=у г. 


В этом выводе, однако, задача 
слишком упрощена. На самом деле 
она значительно сложнее. 

Вводя в формулу одно-единствен- 
ное расстояние АЮ, мы рассуждали 
так, как будто бы Солнце — мате- 
рнальная точка, не имеющая разме- 
ров. Но Ньютон понимал, что для 
того чтобы проверить закон тяго- 
тения, например, по движению Луны, 
надо уметь решать задачу для тела 
конечного размера, просуммировав 
как-то вклады от разных частей Земли 
и Пуны. Задача была сложной, и ее 
решение было получено не скоро. 
Вероятно, это было главной причи- 
ной, почему Ньютон так долго не 
публиковал свое открытие. 

Результаты решения этой сложной 
задачи Ньютон представнл в виде 
теорем. Для однородных по плот- 
ности тел формула для закона притя- 
жения выглядит так, как будто бы 
вся масса тела сосредоточена в его 
центре. Ньютон доказал, что сферн- 
ческий слой однородной плотности 
прнтягивается другими телами и, по 
закону равенства действия и противо- 
действия, притягивает сам другие те- 
ла так, как будто вся его масса сосре- 
доточена в центре *). Если предста- 
вить себе шар сложенным из: сферн- 
ческих слоев, то можно видеть, как 
вычислять поле тяготения тела со 
сферически симметричным распреде- 
лением массы. Эти теоремы Ньютона 
решили дело. Теперь в выражении 
для силы, действующей между Луной 


*) Речь идет о телах, находящихся вне 
слоя. Ньютон доказал, что внутри полости 
гравитационные силы равны нулю. 





КуапЕтссте.ги 


и Землей, под Ю следовало понимать 
расстояние между центрами этих тел. 
Замена реальных Земли и Луны те- 
лами со сферически симметричным 
распределением масс оказалась на- 
столько хорошим приближением, что 
только в последние годы, при рас- 
четах траекторий спутников, приш- 
лось уточнять формулы. 

Была неще одна причина, которая, 
по-видимому, мешала Ньютону опуб- 
ликовать его нсследовання закона тя- 
готения. Ньютон не имел точного зна- 
чения радиуса Земли, н сравнение 
расчетов с результатами наблюде- 
ний не давало хорошего согласия. 
Только после того как Пикар изме- 
рил радиус Земли с большой точ- 
ностью (ошибка не превышала 0,03 %), 
исчезли расхождения. 

Теперь можно было доказать са- 
мое главное. Доказать, что из закона 


всемирного тяготения следует, 
что траекториями планет будут 
эллипсы, а траекториями комет — 


гиперболы. 

Необходимость такого доказатель- 
ства была четко сформулирована в 
январе 1684 года во время беседы 
трех английских физиков Галлея, Ре- 
на и Гука. Рен даже объявил приз — 
книгу, которую он отдаст тому, кто 
в течение 2 месяцев решит задачу. 
Приз так и не был вручен. В мае 
Галлей предлагает эту задачу Нью- 
тону, который и прнслал ему через 
полгода нужное доказательство. 

В «Началах» Ньютон излагает ре- 
шение обратной задачи: он находит, 
каков должен быть закон взанмодей- 
ствия, чтобы траекторией был эллиис, 
и показывает, что это должен быть 
закон «обратных квадратов». Более 
того, Ньютон доказывает, что если бы 
закон сил, действующих между пла- 
нетой и Солнцем, хотя бы немного 
отклонился от закона обратных квад- 
ратов, то точки наибольшего и нан- 
меньшего удаления планеты от 
Солнца не были бы неподвижны в 
пространстве. А из наблюдений бы- 
ло известно, что эти точки (их назы- 
вают апсидами) почти неподвижны. 
Это доказательство Ньютона — одно 
из самых блестящих в астрономин. 

Обратим еще раз внимание на 
сказанное: можно утверждать, что 
закон обратных квадратов для сиял 


47 


притяжения следует из одного только 
факта неподвижности апсид; так что 
расчеты силы притяжения с помощью 
третьего закона Кеплера излишни; 
на самом деле третий закон является 
следствием первого. Этого, конечно, 
Кеплер знать не мог *). 


* * 
* 


Много лет теория Ньютона была 
основой небесной механики, и хотя 
многие пытались обнаружить какие- 
либо поправки к закону всемирного 
тяготения, найти их удалось только 
Эйнштейну. Сейчас мы знаем, когда 
закон всемирного тяготения стано- 
внтся неточным, и умеем вычислять 
к нему поправки. Закон тяготения 
верен до тех пор, пока расстояние 
между телами много больше так на- 
зываемого гравитационного радиуса 
притягивающего тела. Гравитацион- 
ным радиусом тела массы М называют 
величину 


р в 2ум 


гр — =, 


где ›М = С это известная уже нам 
«постоянная Кеплера», а с — ско- 
рость света. Для Солнца гравитацион- 
ный радиус равен 3 км, а для Земли— 
7 мм. Отсюда мы можем заключить, 
что закон всемирного тяготения на 
поверхности Земли может иметь от- 
носительную ошибку, равную при- 


10-3 

мерно п се? (радиус Зем- 

ЛН 26400 км), а на поверхности 
ь з 

Солнца — 50,4. 10-5 (радиус 


Солнца =з700 000 км). 

На расстоянии, равном расстоя- 
нию от Солнца до Меркурня (около 
50 мля.км), мы можем ожидать ошиб- 
ку в законе всемирного тяготения по- 

3-10 м 
рядка = 10 «=0,6б- 10-7. Хотя ошиб- 
ка и очень мала, но она приводит к 
наблюдаемому эффекту. 


*) Если бы сила притяжения была про- 
порциональна расстоянию, планета имела бы 
замкнутую эллиптическую орбиту только 
в том случае, если бы Солнце располага- 
лось не в фокусе эллипса, а в его центре. 
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Это связано с указанным Ньюто- 
ном свойством апсид «отзываться» 
своим движением на нарушение за- 


кона обратных квадратов. Из-за ма- 
лой поправки эллиптическая орбита 
Меркурия медленно поворачивается 
в пространстве. Это движение (в сто- 
рону обращения Меркурня на орбите) 
накладывается на движение, связан- 
ное с возмущающим действием Юпи- 
тера, которое объясняется ньютонов- 
ской теорией. За 100 лет накаплива- 
ется дополнительное смещение 43”, 
объяснение которого было дано лишь 
общей теорней относительности. 

Не всегда поправки общей теорин 
относительности столь малы. В глу- 
бнинах космоса есть области, В кото- 
рых эффекты общей теории относи- 
тельности оказываются основными. 
Это — недра тяжелых звезд, ядра га- 
лактик. При описанни Вселенной как 
физической системы основным «инст- 
рументом» является общая теория 
относительности. Но дорогу к таким 
исследованиям открыл Ньютон. Он 
был первым, кто создал методы теоре- 
тической физики, н первым применил 
эти методы к изучению Вселенной. 
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«Известна фундаментальная роль, 
которую сыграли исследования Ныо- 
тона в развитии анализа бесконечно 
милых. Большинство его идей рас- 
творилось в работах позднешиих ав- 
торов. часто не сохранив ни имени 
Ныютона, ни гго способа  обозначе- 
ний. Но в современной математике 
немало методов и резилетатов более 
частного характера, носящих имя 
Ньютона. Их значение было вскрыго 
лишь в гораздо более позднюю эпоху, 
когда общий прогрессе математики 
дал возможность оценить важность 
‘того иаи иного результата Ньютона, 
записанного часто в виде небольшого 
замечания. К числу такого рода ре- 
зультатов относится «многоугольник», 
или, как его часто называют, «парал- 
ледбграмм» Ньютона...» 


Н. Г. Чеботарев 


Важная характернстика многочлена 
от одной переменной — это его сте- 
пень. Зная степень, можно многое 
сказать о многочлене, даже не зная 
его коэффициентов. Например, мно- 
гочлен нечетной степени всегда имеет 
действительный корень, число дей- 
ствительных корней многочлена не 
превосходит его степени и т. 1 
Самым простым н важным обобще- 
нием понятия степени для многочле- 
на Р (х, и) от двух переменных х, у 
будет так называемая полная степень 
многочлена по переменным х, у. Од- 
нако более тонким обобщеннем поня- 
тня степени для многочлена от двух 


АР! 
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А. Кушниренко 


МНОГОУГОЛЬНИК 
НЬЮТОНА 


переменных является не число, а бо- 
лее сложная вещь — именно,  мно- 
гоугольник на плоскости. 

В этой статье мы каждому мно- 
гочлену от двух переменных будем со- 
поставлять многоугольник на плос- 
кости. В основном эта конструкция 
прннадлежит великому английскому 
математику н физику Исааку Нью- 
тону; начиная с ХУ! века этот мно- 
гоугольннк называют — «мяогоуголь- 
ником  Ноютона». — Многоугольник 
Ньютона многочлена от двух 
переменных «наводит мост» между 
алгеброй н геометрией. Двнжение по 
этому мосту не затухает вот уже 
300 лет, а в последние годы оно стало 
особенно интенсивным. Обычно по 
мосту можно двигаться в двух разных 
направлениях — и многоугольник 
Ньютона полезен в двух отношениях. 
Рассматривая многоугольник на плос- 
кости как многоугольник Ньютона 
некоторого многочлена, мы можем нс- 
пользовать алгебранческие свойства 
многочленов для решения геометрн- 
ческих задач про многоугольникн. 
Наоборот, геометрические свойства 
многоугольника Ньютона помогают 
решать задачи про многочлены. Два 
примера использования многоуголь- 
ника Ньютона при изучении много- 
членов подробно разобраны в $ 2н 
$ 3. Примеры использования много- 
членов при изучении многоугольни- 
ков гораздо сложнее, н мы не будем 
нми заниматься. 
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& 1. Что такое 
многоугольник Ньютона 


Диаграмма Ньютона 
многочлена от двух переменных 


Напомним, что одночленом от неза- 
внсимых переменных х н и называ- 
ется функция вида х” у", гетия — 
неотрицательные целые числа, а мяо- 
гочленом от х и у с действительными 
коэффициентами называется функция 
Р (х, ,,, заданная формулой 
Р(х, и) = а, 0: + аг0, +... 

... г а» Ок, 

(1) 
где а, а.,..., ак — действительные 
числа, а О,, О.,..., О’ — попарно 
различные одночдены *). Если в фор- 
муле (1) коэффициент а; отличен от 
нуля, то говорят, что одночлен 0; 
входит в многочлен Р (х, у). Напрн- 
мер в многочлен 2 -+3Зи— И 2х3у? 
входят одночлены 1, ун ху, ав 
многочлен Р (х, У)=0 не входит нн 
один одночлен. Удобно изображать 
одночлены, входящие в многочлен 
Р (х, и), точками на координатной 
плоскости: мы отмечаем на этой пло- 
скости точку М (т,; п.), если одно- 
член хх” входнт в многочлен 
Р(х, и. Тогда каждому ненуле- 
вому многочлену Р (х, у) мы сопостав- 
ляем конечное множество на плос- 
кости Отл — будем обозначать его 
Д (Р), — изображающее наглядно од- 
ночлены, входящие в Р (х, и). Точку 
плоскости, у которой обе коорлина- 
ты — целые числа, мы будем называть 
целой точкой. Для любого многочлена 
Р множество Д (Р) состоит только 
нз целых точек, поэтому его удобно 
рнсовать на клетчатой бумаге. На- 
пример, множество Д (Р) для много- 
члена 
Р (х, у) = лу м 3 ж + 

+ 0,5 х* — 2 хз (2) 


нзображено на рисунке 1. Подчерк- 
нем, что значения ненулевых коэф- 
фициентов многочлена Р никак не 
учитываются прн построении мно- 





*) Незавнсимые переменные х и у прн- 
нимают значения в множестве действитель- 
ных чисел; таким образом, функция Р (х, у) 
нмеет в качестве области определения чис- 
ловую плоскость, а в качестве множества 
значений — числовую прямую. 


Р 
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жества Д (Р). Это множество обычно 
называют диаграммой Ньютона мно- 
гочлена Р. 


Предостереженне. Не следует 
смешивать числовую плоскость ЮВ — об- 
ласть определення многочлена Р, с коорди- 
натной плоскостью Отп, на которой мы рн- 
суем диаграмму Ньютона многочлена Р. 
Точки этих плоскостей имеют разную прн- 


роду. 


Как Ньютон определял 
«диаграмму Ньютона» 

Ныютон тоже отмечал одночлены, 
входящие в многочлен от переменных 
х, и, на клетчатой бумаге. Ньютон 
расчерчивал такую бумагу сам и от- 
мечал не углы клеток, а целые клетки. 
Вот как он описывает эти построения 
в письме одному из своих коллег. 

«...Для лучшего уразумения это- 
го правнла поясню его на следующей 
днаграмме. Построй прямой угол 
ВАС; стороны его ВА и АС разделн 
на равные части н, восставив перпен- 
днкуляры, раздели угловую площадь 
на равные квадраты или параллело- 
граммы, которые отметь впнсанными в 
ннх измереннями букв х ни (см. ри- 
сунок 2). Затем, когда дано уравне- 
нне, отметь каким-нибудь знаком па- 
раллелограммы, соответствующие 
всем его членам...» 





Здесь речь идет о построении «ди- 
аграммы Ньютона», а дальше Нью- 
тон описывает построение  «много- 
угольника Ньютона» (мы продолжа- 
ем прерванную цитату): 

‹... н приложн лннейку к двум 
илн же, что случается нногда, к не- 
скольким из отмеченных таким обра- 
зом параллелограммов, из которых 
один является самым нижним в столб- 
це АВ слева, другой попадает на 
лннейку справа, а все остальные, не 
касающиеся линейки, находятся над 
ней...» 


Как мы определяем многоугольник Ньютона 


Мы видим, что Ньютон прикладывает 
линейку к множеству Д(Р), удовлет- 
воряя двум условиям: 

(Г Не менее двух точек ДЕР) по- 
падает на линейку- 

(11} Множество ДЕР) лежит по 
одну сторону линейки. 

Рассмотрим выпуклую — оболочку 
множества ДЕР), то есть нанменьший 
выпуклый многоугольник, содержа- 
щий все точки Д(Р). Этот многоуголь- 
ник мы будем обозначать через РР) 
и называть многоугольником Ньюто- 
на многочлена Р(х, у). Многоуголь- 


ник Ньютона многочлена (2} нзобра-. 


жен на рнсунке 3. Связь многоуголь- 
ника Р(Р) с методом Ньютона при- 
кладывання лннейки совершенно яс- 
на. Если приложить лннейку к лю- 
бой стороне миогоугольиика Нъыюто- 
на, то будут выполняться свойства 
(Г) н (1). Обратно, еслн линейка 


приложена к множеству Д(Р) так, 
что выполняются (1) ин (11), то линей- 
ндет вдоль одной из 
многоугольника Р (2). 


ка обязательно 
сторон 
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Несколько простых упражнений 
по многоугольнику Ньютона 


Чтобы освонться с определением  мно- 
гоугольника Ньютона, читателю стонт вы- 
полнить следующие 

У пражнения. 

1. Нарисуйте диаграмму Ньютона и 
многоугольник Ньютона для многочленов: 
х, хи, Пехху, Хх ху + хай + хо, 
(-Ех+мз) (Ни) *). 

2. Докажите, ито Р(АР)=Е(Р) при 
2.5=0. Докажите. что Д(Р.+Р.)сД(Р,) Ч 
О Д(Р.). Верно лн, что ЕР, + Р.) = 
==Е(Рь) Ц ЕР»)? 

3. Пусть © (х, у) =Р (59, уг). глеа вн 
Ь — натуральные числа. Как связаиы между 
собой многоугольники Г (Р) ин ЕЁ (О)? 

4. Придумайте определение днаграммы 
Ньютона и многогринника Ньютона для 
многочлена от трех переменных. 

Естественно спросить, а как связан 
мпогоугольник Ньютона произведения мно- 
гочленов с мпогоугольниками Ньютона со- 
множнтелей? Оказывается, операция, кото- 
рую нужно ‘проделать с Ё (Р,} и Е{(Р,). 
чтобы получить Р (Р,-Р2), хорошо изучена 
В геометрня и посит специальное Названке- 
сумма Мияковского. 

5. Докажнте, что Р (Р,-Р.) =Р (Р,)-+ 
+2 {Р2), где «+» — сумма Минковского 
(см.` статью Н. Васнльсва «Сложение фи- 
гур», «Казит», 1976, № 4). 

Это свойство многоугольника Ньютона 
обобщает известное свойство степени миого- 
члена: при перемноженин многочленов их 
стененн складываются. Именно это свойство 
помогает использовать многочлены при ре- 
шении чисто геометрических задач. 


8 2. Зачем Ньютону понадобился 
«многоугольник Ньютона»? 


Ньютон решал уравнение Р (х, у) 

= 0, где Р — многочлен от х, ц. 
Под решением он понимал точное или 
приближенное выражение и через х. 
Как это было принято в его время, 
Ньютон не объясняет своего метода в 
общем виде, а поясняет его на кон- 
кретных примерах. Продолжим ци- 
тату, прерванную в $ 1: 

«...Затем возьми все те члены 
уравнения, которые содержатся в 
параллелограммах, задетых  линей- 
кой, н найди из них величину, кото- 
рую следует получить в результате. 
Так, если нужио определить корень 


*) Первые лва примера показывают, 
что — МНОгГОУГОЛЬНИК ьютона многочлена 
Р (х. и) может и не быть настоящим много- 
угольником, т. е может своднться к точка 
или отрезку. 
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уравнения 
у"— ху /* — Тааххиуу + баЗх? -- 


+66 =0, (3) 


то я обозначаю, как видишь (см. 
рис. 2), параллелограммы, соответ- 
ствующие членам этого уравнення, 
звездочкой. Затем я прикладываю 
лннейку ОЕ к самому нижнему из от- 
меченных параллелограммов в пер- 
вом столбце слева, вращаю лннейку 
снизу вверх в правую сторону, пока 
она не пройдет через какой-нибудь 
один или несколько различных отме- 
ченных параллелограммов. Прн этом 
я внжу, что линейка заденет те места, 


в которых содержатся члены х3, ххиуу 


н и. Поэтому я составляю из них урав- 
нение 


у} — Тааххуу Е бах = 0 
(которое, если угодно, я затем, пола- 
гая и= иГах, привожу к и — 


—7ии--6-=0) и из него нахожу и, кото- 
рый имеет четыре значения, а нменно: 


+ Нах, — Мах, + УИЗах, — У Зах» 


Ньютон подробно объясняет, что 
найденные решення не точные, а прн- 
ближенные (тем более точные, чем 
ближе хи ик нулю). Он также ука- 
зывает, как получить точное решенне, 
прибавляя к уже найденному реше- 
нию конечное или бесконечное число 
поправочных членов. За недостатком 
места мы не будем приводить соответ- 
ствующие выдержки из трудов Нью- 
тона. 


В чем же состоит метод Ньютона 
приближенного решения уравнения 
Р (х, У) --0 прн малыхх и у? 


В общем внде метод Ньютона можно 
(несколько схематично) объяснить 
следующим образом. 

Мы хотим для достаточно малых 
хни решить (приблнженно) уравне- 
ние Рф, И —0 (или нарисовать 
приближенно множество Р (х, у) = 0). 
Пусть у — «обращенная к началу 
координат» сторона многоугольника 
Е(Р) (такие стороны на рисунке 4 
выделены красным). Обозначим че- 
рез Р., (х, и) сумму взятых со старыми 
коэффициентами одночленов, входя- 
щих в Р (х, И) и отвечающих точкам 
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у. Пусть угловой коэффициент реб- 
ра у равен —А, где А > 0. Положив 


у=их * в уравнении Р, (х, у) = 0, 

мы получим уравнение х'@ (и) = 0, 

где О — некоторый многочлен от и. 

Пусть ца, Мо» ... р ненулевые корни О. 
1 


Поза ве" би аых М ву — 
это точные решения уравнения 
Р. (х, у) = О и приближенные реше- 
ния уравнения Р (х, и) = 0. Объеди- 
нив такие решення по всем «обращен- 
ным к нулю» ребрам у многоугольни- 
ка Р(Р), мы получим все нетриви- 
альные *) приближенные решения 
уравнения Р (х, и) = 0 при малых 
хн у. Доказательство последней фра- 
зы и даже объяснение ее точного смыс- 
ла завели бы нас слишком далеко. На- 
ша екромная цель — научить чита- 
теля практически находить прибли- 


женные решения уравнения 
Р (х, у) =0 (или, что то же самое, 
рнсовать приближенно множество 


Р (х, у) = 0) при малых хи и. 


Учимся работать 
< многоугольником Ньютона 


У многоугольника Ньютона много- 
члена (2) к нулю обращены стороны 
у: иф, (рис. 4). Начнем со стороны 
у:: Ру, = ху + 0,5х4. Замена у = 
= ихЗ приводит уравнение Р,, = 0 
к виду х*(и - 0,5) = 0, откуда у = 

—0,5х3. Далее, Р., = ху — ци"; 
замена у = их» приводит уравне- 
ние Р,, = Оквиду х*/ (и — 13) = 0, 
откуда  у=-Их и у=+ Ух. 
Впрочем, последние два решения мож- 





*) Тривиальными называются решения 
вида х == 0 илн у== 0. 





но объединить: х = у?. Итак, мы по- 
лучилн, что при малых х н и уравне- 
ние Р (х, у) = 0, где Р задан форму- 
лой (2), имеет два приближенных ре- 
шения: у =.—0,5х3 и х =. (Трн- 
внальных решений в этом случае нет, 
так как Р не делится ни на х, ни на ц.} 
Вид приближенных решений показан 
на рисунке 5. Этот же рисунок при 
малых хну можно рассматривать 
как приближенный рисунок множе- 
ства Р (х, у) = 0. 


Упражнени -. 6. „Решите приб- 
лиженво уравнение х?и-|- ху — За мл 
--2мув-- Зквуз_—хЗуВ-- ОИ 
малых х и ци {см. рис. 6). 

Ньютон указал также способ, с помощью 
которого можно решить уравнение Р(х, и)=0 
при очень больших х и и. 

Упражнение 7. Придумайте, как 
с помощью многоугольника Ньютона решить 


(приближенно) уравнение С(х, у) прн очень 
больших хи у. 


$ 3. Число решений системы двух 
уравнений с двумя неизвестными 
и многоугольник Ньютона 

Теорема Безу 


Рассмотрим систему двух уравнений 
с двумя неизвестными х, и: 


{ Р (х, у) =0, 


9, у=0, ыы 










ЕЕ 
Пе Е 
ВЕРОНЕ ЕОВНЕРЕЕ 

НО В В СЯ ВИ 
ГРУ маччх 
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гле Ри О — многочлены с действи- 
тельными коэффициентами. Если Р 
и 9 — многочлены первой степени *), 
то число решений системы (4) лнбо 
бесконечно, либо не превосходит 1. 
Если Р — многочлен первой степенн, 
а Я — многочлен степени М, то, как 
легко видеть, число решений снстемы 
(4) либо бесконечно, либо не превос- 
ходит М. Немного сложнее доказать, 
что если Р — многочлен второй сте- 
пенни, а О — многочлен стелени М, то 
число решений системы (4) лнбо бес- 
конечно, либо не превосходит 2.М. 
После этих примеров читателя не уди- 
вит формулировка хорошо известной 
еще в прошлом веке теоремы. 

Теорема Безу. Если Р— 
многочлен степени М, а 9 — мно- 
гочлен степени №, то число решений 
системы (4) либо бесконечно, либо не 
превосходит М-М. 


Можио ли усилить теорему Безу? 


Вообще говоря, нельзя: число М-М№ 
в формулировке теоремы Безу нн прн 
каких М н М не может быть заменено 
меньшим числом, так как существу- 
ют примеры систем, нмеющих ровно 
М-М№ решений (например, система 
х— И (х— 2)... (— М) = 
= и— 1—2) -...- Ш—№)=0). 
Во многих практических случаях, 
однако, теорема Безу дает явно за- 
вышенную оценку для числа решений 
снстемы (4). 
Пример. Р==а + вх + сх, 
9 = а гу + [рх?у?. Теорема Безу 
утверждает, что если число решений 
снстемы Р = О = 0 конечно, то оно 
не превосходит 16. Между тем, ре- 
шая эту систему непосредственно, 
‘легко получить, что если число реше- 
ний конечно, то оно не превосходит 4. 
Этот пример н другие более слож- 
ные примеры приводят к мыслн обоб- 
щить теорему Безу. Ясно, что при 
этом мы должны заменить понятие 
степенн многочлена каким-то более 
сложным понятием, полнее учнтываю- 
щнм свойства многочленов. В каче- 


*) Напомним, что степень многочлена 
{иногда говорят — полная степень) — это ма- 
исимум числа т-- п по всем одиочленам 
хпуп, входящим в многочлен. 
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стве такого обобщения степени мы 
возьмем многоугольник Ньютона си- 
стемы. 

Пусть Д\(Р) — диаграмма Нью- 
тона многочлена Рн Д (0) — диаг- 
рамма Ньютона многочлена @. По- 
ложим Д = Д(Р) 0 Д(9). Д-ко- 
нечное множество на плоскости Отп. 
Точка М(то ло) принадлежит Д, 
если одночлен х"ую входит с не- 
нулевым коэффициентом хотя бы в 
один из многочленов Р н 0. Снова че- 
рез Г обозначим выпуклую оболочку 
множества Д, то есть — нанменьший 
выпуклый многоугольник в плоско- 
стн Отт, содержащий все точки Д. 
Многоугольник Р мы назовем много- 
угоаьником Ньютона системы (4). 
(Если в нашем примере коэффициен- 
ты а, 6, ..., | многочленов Ри © от- 
личны от нуля, то множество Ди 
многоугольник Ё снстемы (4) такие, 
как на рисунках 7, а, 6.) 

Нельзя ли, пользуясь какими-нн- 
буль характеристиками многоуголь- 
ника Р, оценить сверху число реше- 
ний системы (4)? 

Ответ на этот вопрос дает следую- 
щая 

Теорема 1. Число ненулевых 
действительных решений системы (4) 
либо бесконечно, либо не превосходит 
удвоенной площади многоугольника 
Ньютона этой системы (решение 
(Х;Уо) снстемы (4) называется нену- 
левым, еслн хо. 50 ин у 0). 


Теорема № принадлежнт автору настоя- 
щей статьи. Доказательство ее косвенное: 
предварительно доказывается теорема, в ко- 
торой нспользуется не площадь многоуголь- 
ника Р. а другие его характеристики — нмен- 
но. чнело целых точек в многоугольинке АР 
Н в «удвоениом многоугольнике» 22. Такнм 
образом. прн работе с многоугольникамн 
Ньютона возникают любопытные геометриче- 
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ские вопросы про целые точки в многоуголь- 
никах. Еще более интересные воиросы воз- 
никают в связн с многогранннками Ньютона. 
Подробно обо всем этом рассказано в статье 
«Целые точки в многоугольниках ни много- 
гранниках» («Квант», 1977, № 4). 


Можно ли улучшить теорему 12 


Теорема | дает хорошую оценку для 
числа решений в тех случаях, когда 
многоугольники Ё(Р) и РЁ (0) сов- 
падают или достаточно близки (в про- 
тнвном случае оценка получается 
слишком грубая: рассмотрите систе- 
му хп - до = ут - ут — 0). Для 
получения более точной оценки нуж- 
но рассмотреть Д (Р) н Д( @) порознь, 
как это сделал Д. Н. Бернштейн, ко- 
торый обобщил теорему | следующим 
образом. 

Теорема 2. Пусть А — мно- 
гоугольник Ньютона многочлена Р, 
В — многоугольник Ньютона много- 
члена О и С — многоугольник Нью- 
тона многочлена Р - О. Гогда число 
ненулевых решений системы (4) либо 
бесконечно, либо не превосходит числа 
$ (С) — $ (А) — $ (В). (Здесь через 
$ обозначена площадь соответствую- 
щего многоугольника.) 

Многоугольннк С есть не что 
нное, как сумма Минковского мно- 
гоугольннков А и В, а для числа 
$ (С) —5 (А) — 5 (В) в геометрин 
нмеется спецнальное название: сме- 
шанная площадь многоугольников 
А иВ (см. упражнение 5 и цитиро- 
ванную там статью Н. Васильева). 


Упражнения 

8. Примените теорему к многочлену (2) 
н многочленам нз упражнения 1 

9. Оцените по теореме Безу ни по теореме 1 
число решеннй системы х3--у=аху-- 6х у2-- 
ск -- 4х4у3 при а70н 450. 

10. Обобщите теорему 1 на случай сн- 
стемы трех алгебранческнх уравнений с тре- 
мя нензвестными х. и, &#. 
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В. Кресин 


Адиабатный 
процесс 


Различные разделы физики тесно 
связаны между собой. Можно приве- 
стн немало нллюстрирующих прн- 
меров. Так, в данной статье рас- 
сказывается об одном из важнейших 
процессов, изучаемых в молекулярной 
физнке, — алнабатном процессе. При 
этом процессе изменяется температу- 
ра газа. Нас будет интересовать ме- 
ханизм изменения температуры; для 
этого потребуются некоторые  сведе- 
ния нз механнкн. Поэтому мы и нач- 
нем с одной механической задачи. 


Отражение от движущейся стенки 


Рассмотрим такое механическое яв- 
ленне:;: шарнк подлетает к стенке со 


скоростью и и после абсолютно упру- 
гого удара меняет направление свое- 
го движения. Для простоты ограни- 
чимся случаем нормального падения 
шарика на стенку. 

Если стенка неподвижна, то ясно, 
что носле удара направление ско- 
рости лвижения шарнка нзменится 
на противоположное, а абсолютная 


величнна ее | останется нензмен- 
ной. 

Усложним теперь нашу задачу: 
шарик подлетает к движущейся стен- 
ке. Предположим, что стенка дви- 
жется навстречу шарику со скоростью 


и (рис. 1). С какой скоростью в этом 
случае будет двигаться шарик после 
столкновения? Для того чтобы отве- 
тить на этот вопрос, сведем задачу к 


известной — соударение шарика с не- 
подвижной стенкой. Другими слова- 
мн, будем рассматривать явление в 
системе отсчета, связанной со стен- 
кой. С точки зрения наблюдателя в 
этой системе отсчета скорость при- 
ближающегося к стенке шарика бу- 


дет другой, а именно |5’ = |4 + 


в 
++ |4]. После отражения (наномним, 
что в рассматриваемой системе от- 
счета стенка покоится) скорость из- 
менит направленне, а по абсолютной 
величине останется прежней. Для 
окончательного решения задачи сно- 
ва перейдем в неподвижную систему 
отсчета, связанную, например, с зем- 
лей. Скорость удаляющегося от стен- 


`кн шарика равна |5 Т |и| относн- 
тельно стенки, а сама стенка движет- 
ся относительно земли со скоростью 


> 


4]. Следовательно, скорость шари- 
‘ка относительно земли равна || + 


+2. 

Таким образом, в результате уп- 
ругого отражения от движущейся 
стенки скорость шарика возрастает 
на удвоенную скорость стенки. 

На этом мы заканчиваем рассмот- 
рение вспомогательной механической 
задачи и переходим к основному во- 
просу — описанию аднабатного про- 
цесса. 


Механизм изменения температуры 
при адиабатном процессе 


Пусть в цилиндре под поршнем на- 
ходится ндеальный газ (рис. 2). Двн- 
жение поршня АВ позволяет произ- 
водить как сжатие, так и расшире- 


ъь 


Рис. 1. 


ние газа. Как известно, нзменение 
объема газа может происходить при 
различных процессах, сопровождаю- 
щихся изменением и других его пара- 
метров. Аднабатный процесс харак- 
теризуется отсутствием теплообмена 
с окружающей средой: к газу не под- 
водится и от него не отводится тепло- 
та. При аднабатном процессе изме- 
няется температура газа. Если газ 
аднабатно сжимать, его температура 
увеличивается, а если расширять — 
уменынается. (Заметим, что при этом 
давленне газа тоже изменяется.) 

С чем связано нзменение темпера- 
туры при аднабатном процессе? Для 
ответа на этот вопрос проанализиру- 
ем сначала (как это и делается обыч- 
но) аднабатный процесс с точки зре- 
ння закона сохранения энергнн, а за- 
тем — на основе молекулярно-книне- 
тнческих представлений. При опнса- 
нин процесса на молекулярном уров- 
не и становится ясной связь с рас- 
смотренной выше механической зада- 
чей об отражении шарика от движу- 
щейся стенки. 

Предположим, газ адиабатно рас- 
ширяется. При расширении он со- 
вершает работу по подъему поршия. 
Поскольку система теплонзолирова- 
на, то, согласно закону сохранения 
энергни, эта работа производится 
только за счет внутренней энергии 
газа. Таким образом, внутренняя 
энергия газа должна уменьшаться 
при его адиабатном расширении. 

Внутренняя энергия ндеального 
газа складывается из кинетических 
энергнй его молекул. Уменьшение 
внутренней энергии возможно только 
при уменынении кинетической энер- 
гин молекул газа, а температура газа 
н является ‘мерой средней кинетиче- 





А 
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ской энергин молекул. Поэтому яс- 
но, что адиабатное расширенне долж- 
но сопровождаться охлаждением га- 
за. С помощью аналогичных — рас- 
суждений легко показать, что прин 
адиабатном сжатии газ должен на- 
греваться. 

Таким образом можно устано- 
вить количественные связн между 
температурой н объемом, давлением 
н объемом, характерные для аднабат- 
ного ‘процесса. Мы же получим соот- 
ветствующие — формулы несколько 
позже, рассматривая механизм адна- 
батного процесса. 

Как объяснить изменение темпера- 
туры при адиабатном процессе с точ- 
кн зрення  молекулярно-кинетиче- 
ской теории? Почему, — например, 
прн опускании поршня увеличивает- 
ся средняя скорость движения мо- 
лекул, а значит, н температура газа? 
Каков механизм увеличения скоро- 
сти? Постараемся ответить на эти 
вопросы. 

Молекулы газа, заполняющего со- 
суд (см. рис. 2), совершают хаотиче- 
ское тепловое движение. При этом, 
конечно, непрерывно происходят 
столкновения молекул между собой и 
со стенками сосуда. Для ндеального 
газа эти столкновения описываются 
обычными законами механики упру- 
гого удара. Прн сжатин газа поршень 
движется вниз, и молекулы теперь 
сталкиваются с движущимся порш- 
нем. Мо ведь именно эта картина и 
обсуждалась нами в первой части 
статьн, где рассказывалось об отра- 
женин шарнка от двнжущейся стенкн. 

Итак, молекулы ударяются о двн- 
жущийся поршень и отражаются от не- 
го. При этом проекции скорости в на- 
правления, перпендикулярном порш- 

_ - 


ню, возрастают на 2|и|, где и — 
скорость движения поршня. В даль- 
нейшем межмолекулярные соударе- 
ния приводят к тому, что средняя 
скорость хаотического теплового двни- 
жения возрастает. При этом, естест- 
венно, увеличивается и температура 
газа. Таков молекулярно-кннетиче-. 
ский механизм нагревання газа при 
алнабатном сжатии. 


Аналогично можно рассмотреть ни 
адиабатное расшнрение. В этом слу- 


пираты лы 


чае пониженне температуры газа свя- _ 


зано с уменьшением скорости моле- 
кул при отражении их от удаляюще- 
гося поршня. 


Основной закон адиабатного процесса 


При адиабатном процессе изменение 
объема идеального газа сопровожда- 
ется изменением его температуры. 
Основная задача этого раздела 
статьн — получить формулу, связы- 
вающую температуру и объем при 
аднабатном процессе. Для этого вос- 
пользуемся — молекулярно-кинетиче- 
ской картнной — этого процесса. 

Рассмотрим движение какой-нн- 
будь молекулы одноатомного идеаль- 


- 


ного газа. Пусть ее скорость равна и 
и кинетическая энергия 


Движение молекулы в пространстве 
можно представить в виде трех неза- 
внсимых движений по осям Х, Уи. 
(В этом смысле говорят о трех степе- 
нях свободы молекулы.) С каждым из 
этих независимых движений связаны 
соответствующие проекции и.., и, и 
и. скорости молекулы. Тогда выра- 
жение для кинетической энергин мож- 
но записать так: 


= Ех РЕ, + Е, = 





"++. 0) 


Нас будут интересовать столкно- 
вення молекул с опускающимся 
поршнем (для определенности рас- 
смотрим случай адиабатного сжатня). 
Поэтому мы будем говорить только о 
движении вдоль осн Х `(см. рис. 2). 
Пусть поршень опускается со ско- 


ростью и. Величина энергии е, после 
столкновения с поршнем становится 
равной 


Ш п ах 2] м) 
О ВЕ. 

а изменение энергни 

—@, = 2т1ч,| | + 


+ 2т [щр. 


АЕ, =е 


х 
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ь 
Обычно |и| < |и„!. Тогда в выражении 
для де, можно пренебречь вторым 
слагаемым по сравнению с первым и 
считать 


Де: = 2т |, | |[щ |. (2) 
Формула (2) описывает изменение 
энергии одной молекулы в результате 
одного столкновения с поршнем. Ка- 
ково же изменение в единицу времени 
всей внутренней энергии рассматрн- 
ваемого нлеального газа? Для отве- 
та на этот вопрос мы должны просум- 
мировать изменения энергин всех 
молекул, столкнувшихся в течение 
секунды с опускающимся поршнем. 
Обозначим через А! число молекул га- 
за в сосуде, через У — объем сосуда 
н через $ — площадь поршня. Для 
простоты рассуждений будем счи- 
тать, что все молекулы газа харак- 
теризуются одним н тем же числен- 
ным значением проекции скоростн и, 
(в дальнейшем мы внесем необходн- 
мые корректнвы). При этом в любой 
момент времени половина молекул 
движется к поршню, а вторая поло- 
вина — от него (нначе было бы сме- 
щенне всего газа как целого). В тече- 
ние 1 сек столкновения испытают 
лишь те молекулы, которые, во-пер- 
вых, движутся к поршню и, во-вто- 
рых, находятся от него на расстоя- 
нии, не превышающем |. ]|*), то 
есть число молекул, испытавиих соу- 
дарения, равно 


сам 
№ = у 19% [5. (3) 


У всех №” молекул энергия после со- 
ударения с поршнем изменяется на ве- 


личину Аё, = 2т|и,| М (м. фор- 
мулу (2)). Таким образом, полное 
изменение энергии газа в единицу 
времени 

АЕ = №’Ае, = 


в 
2 


5 №45 то Ш = 


: № э - 
аа" 15. — (4) 


*} Более строго это расстояние равно 
[2х -- ||, но мы воспользуемся тем, что 
> 


ш] < [2х |- 
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м 
Ясно, что величина |и|$ численно 
равна, но противоположна по знаку 


изменению объема сосуда: 5$ = 
= — АУ. Тогда 





- м т [и __ АИ 
АЕ = —2-; = АУ = —2№е, у: 


(5) 


Мы считали, что все молекулы ха- 
рактеризуются одним и тем же зна- 
чением проекции скорости их. Конеч- 
но, это предположение не соответст- 
в\ует действительности. На самом де- 
ле все молекулы движутся с различ- 
ными скоростями, и реально наблю- 
дается значительный разброс значе- 
ний 2,. Поэтому в выражении (5) 
вместо энергии г, надо взять среднее 
по всем молекулам значение энер- 


ГИИ &х: 


АЕ= —2М, 4". (6) 


Внутренняя энергия одноатомного 
ндеального Газа, содержащего № мо- 
лекул, равна 


К] 
Е=-5- МАТ, (7) 


где &— постоянная Больцмана, а Т— 
абсолютная температура газа. Вели- 


3 : 
чина —- АТ и представляет собой сред- 


нее значение энергии молекулы одно- 
атомного идеального газа. Поскольку 
движение молекул складывается из 
трех независимых равноправных дви- 
жений (по трем осям координат), 


— А 
ясно, что @х = ——. 


5 Подставим это 
значение в выражение (6): 
ДЕ = — МАТ Ч. (8) 


Запишем теперь иное выражение 
для АЕ. Воспользуемся формулой (7) 
для внутренней энергии идеального 
газа. При адиабатном сжатии темпе- 
ратура газа изменяется. Пусть при 
измененни объема на АИ температу- 
ра газа изменилась ина АТ. Тогда 
внутренняя энергия газа, содержа- 
щего те же № молекул, равна ЕЁ’ = 


= > № (Т + АТ), и изменение внут- 
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реиней энергии 


АЕ =-® МАТ. (9) 

Приравняв правые части выраже- 
ний (8) и (9), придем к следующему 
равенству: 


Ау 3 
—МЕТ 5 =-5- МАТ, (10) 
или 
АТ 2 АУ 
а аа в 


Формула (11) устанавливает связь 
между температурой, объемом и их 
изменениями при адиабатном  про- 
цессе. 

Возникает вопрос: как должны 
быть связаны между собой темпера- 
тура Т н объем У газа, чтобы при 
их изменениях соответствеино на АТ 
и АУ выполнялось равеиство (11)? 
Оказывается, эта связь при любых 
Ти! должна иметь вид*) 


ШТ = —- шУ-рсопзь, (12) 


где |п натуральный логарифм, то 
есть логарифм по основанию е 22,72. 





*) Десятнклассинки могут в этом убе- 
длиться самостоятельно (см., иапример, «Ал- 
гебру и начала анализа 10», п. 114). Для 
остальных чнтателей приведем проверку 
того, что нз выражения (12) действнтельно 
получается выражение (11). 

В самом деле, пусть температура н 
объем нзменились на малые величины АТ 
и АУ соответственно. Тогда из выражения 
{12) следует: 


т(Т + АТ) = _= шт (У-НАИ) - своп, 
или 
шР- = (1+9) = 


2 2 А 
5 шум (1+5) + соп&. 


С учетом равенства (12) получаем 


АТ 2 А 
т (1 +т)= зы (1 +5. 
Теперь воспользуемся приближенной фор- 
мулой: при малых & ш (1 -+- а) ==а, тогда 
АТ _ _ 2 А 
то зи’. 


Таким образом, температура и 
объем при адиабатном процессе свя- 
заны формулой (12), когорая легко 
приводится к виду 


т (ТУ?) = сопзё, 


или 


ТУ? = сопя. (13) 


Это н есть окончательная искомая 
формула, выражающая основной за- 
кон адиабатного процесса для одно- 


атомного идеального газа: Г— 


2/3 ” 
Показатель степени 2,3, фигури- 
рующий в выражении {13), имеет оп- 


ределенный физический смысл. Мож- 
но показать (см. Приложение), что 


2. 


Ра, 


3 = бу 


где С» — теплоемкость газа, если его 
нагрев происходит при постоянном 
давлении, а С; — теплоемкость газа 
при постоянном объеме. Поэтому 
закон, описывающий — адиабатный 
процесс {выражение (13)), обычно 
записывают в виде 


ТУ”! = сопЯ, 


— Со 
Е. : 


Мы рассмотрели подробно адиабат- 
ный процесс для одноатомных газов. 
Но оказывается, уравнение (14) опн- 
сывает адиабатный процесс и в слу- 
чае многоатомных газов. Изменяет- 
ся только значенне величины у. 
Например, для двухатомных газов 


2 
ф—1= -5 (ане 2/3, как для одноатом- 


(14) 


где 


ных газов). Это связано с тем, что для 
двухатомных газов внутренняя энер- 


5 3 ‚ 
я Е МЕТ (а не 7 МАТ). 


Двухатомные молекулы могут со- 
вершать не только поступательное 
движение, но и вращение вокруг осей, 
проходящих через центр молекул. 
С этим вращением тоже связана опре- 
деленная энергия. Вот почему пока- 


затель степени у — {| оказывается 
2 
иным: у—1= = Предлагаем 


читателям самостоятельно получить 
это значение. 
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Приложенне 


Величина теплоемкостн вещества зависит не 
только от его природы или температуры. но 
и от того, при каких условиях пронсходит 
процесс нагревания. Например, при нагрева- 
нни в закрытом сосуде не нзменяется объем 
газа. а в сосуде, закрытом подвижным 
поршием остается неизменным давление. 
При этом подводимое тепло расходуется 
не только ина увеличение внутренней 
энергии газа. но на совершение рабо- 
ты по расширению. Теплоемкость в этих 
двух случаях различна. В первом случае 
ее называют теплоемкостью при постоянном 
объеме и обозначают Су’, а во втором — тепло- 
емкостью при постояниом давлении Ср. 
Ясно, что Ср>Су. Найдем разность этнх 
величин, 

Согласно закону сохранения энергии, 
количество теплоты 0. подводимое к газу, 
равно сумме изменения внутренней энергии 
газа АЁ и работы газа Я 

—=АБ-НА. 


Для одноатомиых газов изменение внутрен- 
3 
ней энергии АЕ = = МЕАТ . Работа газа А 


при малых нзменениях объема АУ равна 
А=рёУ (р — давление газа). Поэтому 


3 
0 = = М№КАТ -- ВАУ, 
н теплоемкость газа 
„_@ 3 АУ 
А РАВ 


Если объем газа ие изменяется, то его тепло- 
емкость 


3 
Су = ео МК. 
Если же нензменным остается давление, то 
3, АУ 3 
А (МЕТ) 5.1 
и. 


(мы воспользовались основным уравнением 
состояння идеального газа рУ = МЕТ). От- 
сюда 


Ср тем Су — АК. 

Тогда формулу (10) можно записать в виде 
Ау 
— (Ср —Су)Т у = СуйТ, 
или 
АТ = Ср 1 ЗА 1 АУ 

откуда окончательно получаем 

ТИТ! = соп&. 
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Н. Васильев, А. Толпыго 


Плавные 
последовательности 


В этой заметке мы обсудим характерные со- 
ображення, возннкающие прн решеннях за- 
дач. где иа последовательность нли фуикцию 
наложены некоторые локальные ог- 
раннчення — ей запрещено резко меняться 
илн круто поворачивать — н требуется оце- 
нить, насколько большим может оказаться 
ее колебанне в целом. 


Игра «гонки» н вторые разности 


Вероятно, многие из наших читателей 
знают игру «гонки», описанную в кни- 
ге М. Гарднера. «Математические 
новеллы». 

Напомним правила игры. На клет- 
чатой бумаге рисуется более-менее 
произвольная изогнутая область 
(трек), у одного края трека для каж- 
дого игрока отмечается своя точка 
старта, у другого края — линия 
финиша. Автомобилисты по очере- 
ди делают ходы в один из узлов сетки, 
причем изменять скорость разрешает- 
ся только на единицу: если предыду- 


щий ход автомобилиста был АВ, 


= — 


то следующий ход ВС либо точно та- 


кой же (ВС = АВ), лнбо закаичива- 
ется в одном из восьми соседних с С 
узлов. Ходить можно только по отрез- 
кам, целиком лежащим в пределах 
трека: тот, кто слишком «разогнался» 
п вылетел за границу, пропускает 
ход и начинаег с единичной скоростью 
(так же проводится и старт, рис. 1). 

По сравнению с другимн играми на 
клетчатой бумаге (например, с «мор- 
ским боем») эта игра замечательна ие 
только близостью к реальной ситуа- 
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ции, но и разнообразием: ведь каждый 
новый трек — это новая игра. 

Найти нанболее удачный путь ва 
сложном треке — задача далеко не 
простая. Такие задачи очень — ха- 
рактерны для теории оптимального 
управления — сравнительно — моло- 
дой и быстро развивающейся области 
математики. Мы ие будет касаться об- 
ших соображений, относящихся к 
этой теории, а рассмотрим одну кон- 
кретную задачу, навеянную нтгрой 
«гонки». 

Задача 1. На клетчатой бу- 
маге на одной горизонтальной линии 
сетки [ отмечен отрезок А.А, дли- 
ны 1 (сторона одной клетки). Нуж- 
но, начав с этого отрезка, построить 
путь, в котором: 

1) каждый следующий шаг А’ Аз. 
либо такой же, как предыдущий 


—> — 

(А.А, = А,_„А,), либо отлича- 
ется от него на одну единицу вверх 
или вниз (в отличие от «гонок», ско- 
рость смещения вправо всегда оста- 
ется одинаковой: 1 клетка за каждый 
шаг); 

2) последний отрезок А Аль ле- 
жит на той же прямой, что и пер- 
вый Ау. 

На какую наибольшую высоту, при 
заданном п, может подняться такой 
путь над прямой 1? 

Эту задачу легко, конечно, сфор- 
мулировать н без клетчатой бумаги. 
Если считать, что отрезки АзА, и 
АА: — это отрезки [9, Ши 
[пп -- 1] оси Ох (рис. 2), то путь впол- 





Рис. 1. 


не определяется последовательностью 
координат /о, Ша, Ш», -.-, Ипа» Ир, 
улз1 точек А, = (Е; у»), причем эта 
последовательность должна удовлет- 
ворять таким условиям: 

а) разность разностей у. : — и 
и № - У: соседних членов по- 
следовательности, т. е. вторая раз- 
ность 
Увза — 2% - ука = 

= (Ува — %) — Ч — Чи) 
при каждом А 1 Еж м, не пре- 
восходит |; 

6) 10 = У: = Уп = ул: = 0, а 
все другие у, — целые числа. В за- 
даче спрашивается, какое маиболь- 
шее значение может иметь наиболь- 
ий член этой последовательности. 

Путь, о котором говорится в пер- 
вой формулировке, — в . некотором 
смысле «график» последовательности 
{ук}. Даже если бы мы начали сразу 
© алгебраической формулировки, его 
очень полезно было бы «выдумать»: 
он помогает наглядно представить 
смысл условия а). 

Перейдем к решению задачи. 

Чтобы удовлетворить условию 1), 
«верхушка» ломаной А„Аж+: долж- 
на быть горизонтальной. Ясно, что 
можно рассматривать только симмет- 
ричные пути: если АА: — самое 
верхнее звено, то более длинную из 
частей А, Бей м г. 
можно укоротить, заменив ее сим- 
метричным отражением другой час- 
ти относительно серединного пер- 
пендикуляра к отрезку А„Ашьл- 
Итак, достаточно рассматривать лишь 
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участок подъема (отведя на него 
не более п/2 — | наклонных шагов) — 
спуск будет точно таким же. 

Кстати, отсюда видно, что для 
четного я максимальная высота 
подъема — обозначим ее й„, — будет 
такой же, как и для следующего за 
ним  нечетного числа: Й„ = Вдьа. 

Если подниматься и опускаться 
под углом 45°, то максимальная вы- 
сота, как нетрудно проверить, будет 
["/,] — 1. Но такой способ будет наи- 
лучшим лншь. до п =7Т (рис. 3, а). 
На рисунке 3, б показан путь для п = 
= 8, который поднимается на высо- 
ту 4 (анена [8/,] — 1 = 3). 

Найти оптимальный путь нам еще 
раз помогут соображення симметрии. 
Ясно, что поначалу выгодно макси- 
мальным образом наращивать ско- 
рость подъема: 1-2 3- ... ; но — 
чтобы успеть затормозить — так мож- 
но поступать лишь до середины участ- 
ка подъема [1; т] (рис. 4, 5). 

Эти соображения можно строго 
оформить так. Оценим разности од- 
новременно с двух сторон участка: 


у: — № = 0, фт Ут — 0, 
у — У: <1, Ут — Ут, < 1, 
уз — Уз <2, Ут-1 — Ут: 2, 
Уз — Уз < 3, Ут-а— Уна, 


Телбрн, чтобы ыфитЕ оценку для 
наибольшей высоты }й„ подъема, т. е. 
величины ии — 0 = И У, 
нужно сложить оценки первых раз- 
ностей. Таким образом, 

для п = 4ЁЕ — 2 (например, п = 
= }8, рис. 4) 
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о 88 
Е 


бт 


для п = 4 (например, п = 20, 
рис. 5) 

Я, 1+2 +... +(— 0+ 

А+ +... +2 +1 = 


= (Е 1) + А= №. 

Ясно — из тех же рисунков, — что 
этн оценки точные, т.е. что такую 
высоту подъема можно реализовать. 
В частности, Ив = 20, НЯ» = 25. 

Итак, мы нашли наибольшую вы- 
соту й, при любом п. Проверьте, что 
ответ можно записать в такой 
компактной форме: й, = [1] Х 
хп -+2)/4], или, еще короче, й„ = 
—= [11/2 1/4]. (Напомним, что й‚.: = 
= й, при четном п.) Значит, при лю- 
бом п достаточно точную оценку свер- 
ху для №, дает неравенство ВН, = 
< 12/16. 

Заметим еще, что вершины опти- 
мальной траектории В каждой ее 
четвертой части лежат на одной па- 
раболе. Это происходит не слу- 
чайно. Ведь если последовательность 
Хо, Ха, ..., Хт — арифметическая про- 
грессия (в частности, стрезок нату- 
рального ряда), а у последователь- 
ности /о, Из, ---, Ут Вторые разности 
Ук-1 — ук + Ук-1 Равны между со- 
бой, то точки (хо; #0), (х,; 8%, 

..., (Хт; Ут) Лежат на одной параболе *). 
Именно так обстоит дело в нашем слу- 
чае (рис. 4, 5): в первой и последней 
четвертях траектории у,.: — 2 + 





*) Ср. «Квант», 1973, №2, с. 28—29. 
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+- ук, = №, а в средних четвертях 
ука — 29 Е Ук = —1- 

Мы увидим, что и в других зада- 
чах, где ограничекия накладываются 
на вторые разности, оптимальная тра- 
ектория также склеена из парабол. 


Непрерывный аналог. 
Скорости и ускорения 


Задача 2. Электровоз, стоявший 
в точке О, тронулся с места, но, дав 
«задний ход», через п секунд снова 
вернулся в точку О и остановился в 
ней. На какое наибольшее расстояние 
В он мог удалиться за это время от 
точки О, если абсолютная величина 
его ускорения ни в какой момент не 
превышала а см/сек?? 

Эта задача — полный аналог за- 
дачи |, с той разницей, что вместо 
дискретной последовательности 
Чо, И -... ид теперь речь идет о 
функции у (0) непрерывного 
аргумента { (здесь { — время; будем 
считать, что Ё пробегает отрезок от 
0 до п). Аналогом первых разностей 
является скорость (первая производ- 
ная у’ (1) от координаты у (1), анало- 


гом вторых разностей — ускорение 
(вторая производная и” (В = (и' (1). 
Мы решим эту заплачу, пользуясь 


физическими терминами; те, кто \же 
знаком с производной и интегралом, 
легко переведут условие задачи и ее 
решение на язык математического 
анализа. 

Докажем, что ответ 
задаче таков: а7?/16 (см). 


в этой 





Рис. 6. 


Пусть электровоз достиг самого 
далекого от точки О положення М 
в некоторый момент времени т, 0 = 
&%т < п. Ясно, что скорость его в 
этот момеит равна нулю. Можно счи- 
тать, что т 5 п/2 (в случае шт >> п!/2 
мы будем следить за движением элект- 
ровоза на отрезке времени от т до л, 
а не от 0 до ш — ведь да и пос- 
ле момента м движение происхо- 
дит совершенно аналогично). 

Оценим скорость злектровоза к ({} 
при О = { = т. Поскольку и (0) = 0, 
то и() =2. С другой стороны, 
поскольку  (п1} = 0, то 9 {1} = а (77 — 
— 1. Отсюда следует, что переме- 
щение й = |ОМ | -— площадь под гра- 
фиком скорости ч (1) на отрезке вре- 
мени [0, т] — не превышает площади 
треугольника с основанием ти вы- 
сотой ат/2, т. е. В < ат?/4 = ап?/16. 


Ясно, что эта оценка — точная, прн-- 


чем график оптимального  пере- 
мещения в каждой четверти от- 
резка 0 Е =я — парабола (рис. 
6, а— 5). 

Мы видим, что для «непрерывного» 
варианта (задачн 2) ответ и решение 





Рис. 7. 
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получаются более простыми, чем для 
«дискретного» (задачи 1). 

Большинство реальных задач оп- 
тимального управления при их ма- 
тематическом оформлении также до- 
пускают н непрерывный, и дискрет- 
ный варианты. При этом иепрерыв- 
ные модели обычно легче исследовать 
теоретически, и результаты имеют 
более красивую форму. Но иногда 
дискретиость задачи диктуется су- 
ществом дела или упрощает коррект- 
ную постановку математической за- 
дачи; да н для расчетов на цифровых 
ЭВМ приходится переходить обычно 
К некоторому дискретному прибли- 
жению непрерывной задачн. 

В следующем пункте мы вновь вер- 
немся к дискретной задаче, но теперь 
числа последовательности будут рас- 
положены на окружности. 

Числа на окружности. 
Формулировка результата 


Задача 3. На окружности располс- 
жены п действительных чисел, одно из ко- 
торых равно |, а сумма всех равна 0. Дока- 
зать. чп:0: 

а} найдутся два соседних числа, разли- 
чающихся не менее чем на 4/1; 

6) найдется число, отличающееся от 
среднего прифметическоео двух своих соседей 
не менее чем на 16/п*. 

Далее мы очень кратко нзложим реше- 
ние, позволяющее получить для каждого в 
точные оценки в утверждениях а) и 6). 
Эти ваилуцшие возможиые оценки таковы: 

а) максимальная из разностей между 


соседними числами не меныше —, если п четно. 
п 





ци не меныше 1' если п нечетно (заметим. 


п: — 
4п 4 \. 
ох ЕВ >>}: 
6) максимальное отклонение число от 
среднего а ЕЯ 
> п 


не мены соответственно 7, 73 п—2 5 
16 16бп 
55. ЕО [0 ыы 
4 1" ра 2 
делении на 4 остаток 0,1, 2 или 3. 
На рисунках Т и 8 изображены опти- 
мальные последовательности (прк п=10): 


‚ если п дает при 


Ус 
1 
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Рис. 8. 


для последовательности на рисунке 7 раз- 
ность между любыми двумя соседнимн чис- 
ламн не меньше 2/15 {это — 4/п при л=30); 
для последовательности на рисунке 8 откло- 
нение каждого числа от средиего арифмети- 
ческого двух соседей не меньше 21113 и, 
как и в первой задаче, точки в каждой чет- 
верти отрезка лежат на одной параболе. До- 
казательство результатов а) н 6) мы проведем 
инже лишь для Я==30 (для других п оно при- 
мерно такое же). Тем самым мы получим ре- 
шение цикла задач №388 из «Задачника «Кван- 


та» О: 

значим данные числа через у-—14, 
уз... Так. что %—1. Для задачи 
а} получить нужную оценку нетрудно: если 
мАч 55 для всех А-= —14,..., 15, 
то, суммируя оценки разностей, как н в за- 
даче 1. получим ик>!— Ша. Но сумма 
Хук равна нулю, поэтому 


0= Хул—>30—20-2+...-- Му ба= 
=30—15%, . 
откуда @-2/15. 
Перейдем к задаче 6). Заметим, что ве- 


Уля Е Уп 


личина р] 


— 4. которую мы 


должны оценнть, — это просто половина 
«второй разности» (Ул+ — Ил) — {Ук — Ик-1)- 

Нормировка н повторен Же. 
Попробуем действовать с помощью двукрат- 
ного применения` задачи а). 


Пусть Ул: — Ук = Их, тах [| = а**). 
Согласно а), © 2/15. К последовательностн 
2-9, < мы можем вновь — Применить 


а) (нетрудно убедиться, что сумма всех 30 чн- 

сел 2к равна иулю и что максимальное нз 2 

равно едннице); поэтому тах | 24+, — 2 | >> 
к 


>2/15, а следовательно, 
1ук+: — 2 — ЧА: | _ 
Е НЕЕ 


а 
= (</2) та 124 —2л.. | > 5)и>>2/225. 
Эта оценка примерно вдвое хуже 


требуемой (в общем И так же получится 
оценка 8/л2 вместо 16/п?). 

Идея более тонкой оценки проста: нуж. 
но, исходя из оценки |ук+, Зил 2 В 
для вторых разностей, точнее оценить пер- 
вые разности, затем оценить сами чнсла ул 
(пользуясь тем, что м= 1) и, наконец, из 
равенства Хиук=0О получить оценку снизу 
для В. 

Симметризация и комбн- 
иированная оценка. Прежде чем 
перейтн к осуществлению нашего плана, 
заметим, что можно ограничиться рассмотрени- 
ем лишь симметричных последовательностей: 
такнх, для которых ик=у_к. В самом деле, 
из любой послеловательности уд, удовлет- 
воряющей условиям у—!, Хук—0, уд, — 





*) См. «Квант», 1976, № 8. 

*®) Здесь и ниже А пробегает значе- 
ния —14< 415. Для #=15 мы полагаем 
Ува 1а, — ведь соседнее с ув число 
на окружности — это У—1а- 
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—2и^-Нук—: 5528, мы можем получить снм- 
метричную — последовательность 2к = 


и \ь ‚ удовлетворяющую, как нетруд- 


но проверить, всем этим условиям. (В наших 
обозначениях ж=У_в—=Ув-—У— 18 = |.) 
Теперь нмеем: 


6—1 (2у0—у1-5— 1/23 В, м Ул иль В. 
у1— уз Зр, 5 уз УЗВ, 
уз—95В, Ул Ур, 


и 138, ии, уе 1ЗВ, 
Из первых семи неравенств находнм 
ук->1-—А?В при = ; 


из остальных 

ук 1— (1 --81)В-- (15—А)?В при 7 < 15. 
Суммируя все ук (напомиим, что иду), 
найдем 0-—30—15(7--82)В, откуда В->2/113. 

В заключение — несколько задач, в том 
или ином отношении связанных с рассмотрен- 
нымн выше. 

}. В последовательности @ц, @з, ..., @в 
числа а, на» равны нулю, а модуль раз- 
ности между каждым числом и средним ариф- 
метическим двух его соседей не превосходит 
единицы. Докажите, что ал й(п-— А). 

2. Известно, что а, @;, ... — нату- 
ральные числа, а, >05, н ал+,-= Зал — 2ал—1 
прн всех &>1. Докажите, что ал > 289. 

3. Даны числа а}, ..., @2. Известно, 
что их сумма равиа нулю н что наибольшее 
из них по абсолютной величине а:=2. Оце- 
инте максимум абсолютной величины вторых 
разностей. 

4. Дан некоторый набор чисел а:, . 
.... аля. Известно, что 


аа 2а1, 
О=ааз ав, 


ит д. Докажите, что в сумме $= Ра, -Наз-+... 
...45ал можно выбрать знаки так, чтобы вы. 
полиялось неравенство: 0<5$=<ал. 

5. а) Пусть ж, ха, -.., Хто И Ш У, ==. 
.... Уп — две последовательности такне, что 
нх «вторые разности» постоянны: хк+:— 2х - 
Ч хА-=а, Ук: Зук-РУк и = 61 йчт— 1). 
Докажите, что точки — (хонуе), (хи; Ут.) --. 
.... п; Ул) лежат на одной прямой или на 
одной параболе в плоскостн Оху- 

6) Докажите, что точки (х/), где 
х=а,й-РЫ Ес, уаз с, лежат на 
одной прямой или из одной параболе. 

6. Пусть } определена на отрезке [0, л}, 
КО)= Кп)-=0. Какого наибольшего значения 
может достигать [| если а) (о) |=М,, 
6) |{’(>) Е5М.? (Производные непрерывны 
всюду. креме конечиого числа точек; } не- 
прерывна на [0, п].) 

7. Пусть функция / пернодична с перн- 
одом Г, имеет первую (а в задаче 6) —в 
вторую) проноводнуи непрерывную при 


всех х. Пусть И {х) 4х==0, тах х| | (х) |= Ме. 
К] к 


а) Докажите, что если тах | {" (х) |= М,, 
х 


то Мо—(М,Г)/4. 
6) Докажите, что если тах | [" (х) |= М,, 
х 


то Ме=(МаТ®/б. 
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Лаборатория «Кванта» 


Явление дифракции света изучается в 10 клас- 
22 <е, поэтому понять до хонца все теоретиче- 
. ские рассуждення, проведенные в этой статье, 
смогут, наверное, лишь десятиклассникн. 
А проделать опыт, очень простой н краси- 
вый, мы советуем всем желающим. 





А. Бондарь Как известно, один из самых точных 


методов определения спектрального 

Грамп ластинка состава исследуемого излучения ос- 

нован на явленин дифракцин. Хо- 

рошим спектральным аппаратом яв- 

И дифракция ляется дифракционная решетка. Ока- 

зывается, обычную  грампластинку 

света тоже можно использовать для на- 

у блюдения дифракции и, в частности, 

для измерения длины волны видимо- 
го света. 

Во время звукозаписн на поверхно- 
сть пластинки на равных расстояниях 
другот друга наносятся бороздки. Эти 
бороздки рассеивают свет, а промежут- 
ки между ними отражают его. Таким 
образом, грампластинка подобна от- 
ражательной дифракционной решет- 
ке. Если ширина отражающих полос 
равна а, а ширина рассеивающих бо- 
роздок — В, то величина 4 =а+ В 
является периодом решеткн. 

Пусть на отражательную  решет- 
ку с пернодом 4 падает плоская моно- 
хроматическая волна длины А под 
углом @ к решетке (рис. 1). (Случай 
нормального падення лучей подроб- 
но рассмотрен в учебном пособии для 
10 класса (см. $ 110).) Согласно прин- 
ципу Гюйгенса — Френеля, каждая 
точка отражающей поверхиости ре- 
шетки становится самостоятельным 
точечным источником, посылающим 
свет по всевозможным направлениям. 
Рассмотрим волны, распространяю- 
щиеся под углом ф к решетке 
(см. рис. 1). С помощью собирающей 
линзы (например, хрусталика глаза) 
эти волны можно собрать в одну точку. 
Найдем условие, когда при сложении 
волны будут усиливать друг друга. 

Разность хода лучей [м 2, иду- 
щих от соответствующих точек А и В 
двух соседних отражающих участков 
решетки (рис. 2), равна 
АК } — МВ | = 4зт ф— 4510 = 

= 4 (тф — эт 0) 
(КВ — фронт отраженной волны в 
направлении под углом ф, АМ — 
фронт падающей волны). Если раз- 
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Рис. 1. 


ность хода кратна длине волны, фа- 
зы колебаний, пришедших из точек 
АнВ, будут одинаковыми, и поэтому 
колебания будут усиливать друг дру- 
га. Аналогично ведут себя и все ос- 
тальные отражающие участки решет- 
ки. Следовательно, условие образо- 
вания главных максимумов можно 
записать так: 

4| яп 9—5т 90| = АА, (*) 
где & = 0, 1,2, ... Отсюда можно оп- 
ределить длину волны А. Для этого 
надо знать период решетки 4, угол 60 
падения волны на решетку и направ- 
ление на соответствующий макси- 
мум — угол ф. Обычно пернод ре- 
шетки много болыше длины волны 
(4 ^), поэтому углы ф малы. Это 
означает, что главные максимумы 
располагаются очень близко друг к 
другу, и дифракционная картина по- 
лучается очень нечеткой. Однако 
чем больше угол падения лучей на ре- 
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Рис. 3. 
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Рис. 2. 


шетку (угол 9), тем больше углы $ 
н, следовательно, тем удобнее произ- 
водить необходимые измерения. Вот 
почему лучше использовать не нпор- 
мальное, а наклонное падение лучей 
на решетку. 

До сих пор мы говорили о моно- 
хроматическом свете. А если на ре- 
шетку падает белый свет, сложный но 
своему спектральному составу? Из 
уравнения (5) непосредственно сле- 
дует, что положение каждого глав- 
ного максимума зависит от длнны 
волны. Чем меньше длина волны, тем 
меньшему значению угла ф соответ- 
ствует максимум. Таким образом, все 
максимумы (кроме нулевого) рас- 
тягиваются в спектр, фиолетовый ко- 
нец которого обращен к центру диф- 
ракцнонной картины, а красный — 
наружу. По обе стороны от централь- 
ного (нулевого) максимума располо- 
жены два спектра первого порядка, 





затем два спектра второго порядка 
ит. д. По мере увеличения порядка 
спектра расстояние между соответ- 
ствующими линиями спектров увели- 


чивается, так что спектры могут на-. 


кладываться друг на друга. Напри- 
мер, для солнечного света спектры 
второго и третьего порядков уже ча- 
стично перекрываются. 

Теперь перейдем непосредственно 
к опыту. Чтобы измерить длину вол- 
ны, соответствующую — определенно- 
му цвету, надо определить период 
решетки (4), синус угла падения све- 
та на решетку (пт 0) и синус угла, 
определяющего направление на ка- 
кой-нибудь максимум, например, на 
максимум первого порядка ($т фи). 
Период решетки легко найти, проиг. 
рывая пластинку: 

а АК 


= пАР * 


Здесь АЮ — абсолютная величина 
перемещения иглы вдоль радиуса пла- 
стинки за время АЁ, п — число обо- 
ротов в единицу времени. Обычно 
4 ^ 0,01 см. 

В качестве источника света можно 
использовать обычную настольную 
лампу. Чтобы свет от иее не мешал 
наблюдению дифракционной карти- 
ны, сделайте из картона экран со 
щелью и прикройте им лампу. При 
этом нить накала лампы должна быть 
видна через щель. Установите лампу 
около одной стены комнаты, пластин- 
ку положите горизонтально около 
противоположной стены и найдите 
изображение щели (рис. 3). Одно- 
временно вы увидите размытые цвет- 
ные полосы. Это и есть спектр перво- 
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го порядка (А = 1). Легко проверить, 
что действительно, чем больше угол 
9, тем шире получается цветное изо- 
бражение щели н тем точнее можно 
измерить угол, под которым дифраги- 
рует свет интересующей нас длины 
волны. 

Для определения эп ф, надо по- 
просить товарища подержать каран- 
даш (или какой-нибудь другой пред- 
мет) над щелью так, чтобы его изо- 
бражение в отраженном от решетки 
(как от плоского зеркала) свете сов- 
пало с выбранным участком спектра 
(см. рис. 3). Измерив линейкой а, 6 
и А, найдем эм ф, и эт 6: 

Ни рее НЫ 

Ф: Уезть КЕ: ’ 

НЕЕ БВ 
Ув 

Этн выражения можно несколько 
упростить. Поскольку 6 %аий«а, 
а 1 1 5 


узы угря“! т 


т 0 = 


и 
Е ВИ ЕНСКО ВВНИИТ ЗЗВ . 
Уи ^ УЕ“ 2. 
Тогда окончательно 
В й Е. 
л=4| п, — п 60| = 4—5 |. 


Измерив длины волн света раз- 
личных цветов, интересно сравнить 
их с табличными значениями. В на- 
ших опытах при  тщательных 
измерениях ошибка была порядка 
10-8 м. Для длин воля видимого 
света (^ —10-Т м) такая точность 
вполне допустима. 





Во втором номере журнала 
за этот год мы предложили 
нашнм читателям несколько 
задач, связанных с пентамя- 
#0. Лвум читателям (Л. Му- 
талупу из Андижанской об- 
ласти и Ю. Стасевичу из 
Ворошиловградской области) 
удалось решить одну из них— 
сложить из полного набора 
пентамино одновременно два 
прямоугольннка 4%5 н 4х 
Хх. Их решения совпадают 
для маленького прямоуголь- 
ника и различны для боль- 
шого Вот они: 


Ч АЕЕИ 
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Геометрия круга 


В. Ваеилов 


«Все мои произведения — это игры. 
Серьезные цгры». 
Мориц Эшер 


На этом занятни мы расскажем об одном пре- 
образованин плоскости — ннверсни, а за- 
тем, как обычно. сформулируем задание н 
приложим образец для его выполнения. 


1. 

Определение. Инверсией 1 
относительно окружности ‘у называ- 
ется преобразование плоскости, кото- 
рое каждой точке М плоскости, от- 
личной от центра О окружности, 
ставит ‘в соответствие точку М на 
луче ОМ такую, что 


[ОМ' |- ЮМ|1 = 
здесь г — радиус окружности $. 
Окружность у называется — ок- 


ружностью инверсии, а точка О — 
центром инверсии. 
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Если М лежит на окружности ин- 
версии (М = $}, тоесть, если |ОМ | = 
— г, то тогда ОМ’ | = 12] ОМ | =г 
и М'’=ф. Ноточки М и М’ лежат на 
одном луче; следовательно, они сов- 
падают. Значит, все точки окружно- 
сти у являются неподвижными точ- 
ками преобразования Г: / (М) = 
МЕу. 


Заметим, что для центра О иет соответ. 
ствующей точки. Дело в том, что величина 
ОМ Г [0% | стремнтся к бесконечно- 
сти, когда |ОМ| стремится к нулю. то есть 
когда М -»О. Для того, чтобы иметь взаимно 
однозначное соответствие для всех без иск. 
лючения точек плоскости, мы дополиим плос- 
кость ОДНОЙ НОВОЙ точкой Ох (бесконечно 
удаленной») н будем считать, что точке 0 
при инверсин {/ соответствует точка Ох, 
а точке Оз» — точка 0. 

Кроме того, будем считать, что все пря: 
мые содержат Ох. 


Пусть М, = 7 (М), М, = КМ). 
Все три точки М, М, и М, лежат на 


одном луче и 

ЮМ, | ЮМ1=тм, 

ЮМ, |. ЮМ. | = г. 
Отсюда’ получаем, что 
ЮМ. | = 10М |. 

Таким образом, если М — произволь- 
ная точка плоскости, то дважды вы- 
полненная инверсия / переводит точ- 
ку М снова в эту же точку. Следова- 
тельно, «квадрат» инверсии является 
тождественным преобразованием 
плоскости. 

Подобным же свойством обладает 
симметрия относительно прямой; по- 
этому иногда  инверсию называют 


«симметрией относительно  окруж- 
ности». 
Возьмем точку М, лежащую 


внутри круга с границей ф и от- 
личную от О,`и построим точку 
Г (М) = М'. Пусть № — один из кон- 
цов хорды окружности инверсии т, 
проходящей через точку М перпен- 
дикулярно [ОМ) (см. рис. 1). Тогда 
искомая точка /(” — это точка пере- 
сечения луча ОМ и касательной к 
окружности уу в точке М. В самом де- 
ле, так как прямоугольные треуголь- 
ники ОММ и ОММ’ подобны и 


ЮМ | =г то ЮМШ = иЮМ'Ь 
то есть ОМ’|. ЮМ| = п. Ког- 
да же иужно построить точку 


(М) для точки М, лежащей вне 
круга с границей у, то из этого же рн- 
сунка видно, что если М —. одна из 
точек пересечения окружности у с 
окружностью, построенной на [ОМ] 
как на диаметре, то искомая точка 
М’ — основание перпендикуляра, 
опущенного из точки М№ на {10М]}. 
Вот еще один прием геометриче- 
ского построения точки / (М) — при 
помощи одного только циркуля. Рас- 
смотрим случай, когда точка М лежит 
в`не круга с границей у. Радиусом 
ЮМ| опишем дугу с центром М, 
пересекающую ф в точках Ги М 
(рис. 2). Затем из этих точек как из 
центров опишем дуги радиусом г 
(равным радиусу окружности +); эти 
дуги пересекаются с прямой ОМ в 
двух точках — точке О и в некоторой 
точке М’. В равнобедренных тре- 
угольниках ОЁМ' и ОЁМ углы при 
основаниях конгруэнтны: 


д д дл 
-ОЁМ = МОГ = ОМт., 
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так что эти треугольники подобны. 
Поэтому 
ЮМ И ОЕ | = ОЕ ЮМ'’ Ъ то есть 


ЮМ1- ЮМ’1= м, 


и мы получаем, что М’ — искомая 
точка. 


Для точкн М, лежащей внутри 
круга с границей }. построение точки (М) 
остается прежним, если окружиость радиуса 
1ЮМ | с центром М пересекается с окруж- 
ностью 7 в двух точках. Если же пересечений 
нет, то иеобходимы дополиительиые построе- 


‚ иия. Сделайте этн построения. 


Преобразование симметрии отно- 
сительно прямой переводит прямые 
в прямые и углы в коигрузитные им 
углы. Преобразование инверсии пере- 
водит углы также в конгруэнтные 
углы, но некоторые прямые преобра- 
зует в окружности. Более точно, 
инверсия 1 с центром О переводит: 


1’. Прямую, проходящую — через 
точку О, саму в себя. 
2. Прямую, не проходящую че- 


рез точку О, в окружность, проходя- 
щую через точку О (рис. 3). 





Рис. 1. 


СА 


Рис. 2. 





Рис. 3. 


37. Окружность, проходящую че- 
рез точку О, в прямую, не проходящую 
через точку О (рис. 3). 

4”. Окружность, не проходящую 
через точку О, в окружность, также 
не проходящую через точку О (рис. 4). 

Доказательство этих свойств мы не 
приводим. Докажите их самостоятельно или 
прочитайте в статье А. П. Савина «Инверсия 
и окружность Аполлония» («Квант», 1971, 
№ 8). 

Из свойств [’—4` видно, что ок- 
ружности и прямые равноправны. 
Если условиться считать прямую ли- 
нию окружностью «бесконечно боль- 
шого радиуса», то перечисленные 
свойства означают, что при инверсии 
окружность всегда переходит в ок- 
ружность. Инверсия же отнсситель- 
но окружности «бесконечно большо- 
го радиуса» (то есть относительно 
прямой линии) совпадает с обычной 
симметрией относительно прямой (по- 
чему?). 

Определение. — Величиной 
угла между двумя пересекающимися 
окружностями (в том числе и прямы- 
ми линиями) называется величина на- 
именыиего угла, который образуют 


Рис. 4. 
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касательные в точке их пересечения. 

Две окружности называются ор- 
тогональными, если они пересекают- 
ся под прямым углом. 

Отметим еще два свойства инвер- 
сии: 

5°. Инверсия переводит окруж- 
ность, ортогональную к окружности 
инверсии $, саму в себя. 

6°. Инверсия не изменяет величи- 
ны углов между пересекающимися ок- 
ружностями. 

Свойство 5” означает, что окруж- 
ность, ортогональная к окружности 
инверсии у, неподвижна (но не то - 
чечно неподвижна: у делит эту 
окружность на две части, которые при 
инверсии переходят одна в другую — 
см. рисунок 5). 

Задача 1. Постройте образ изобра- 
женного на рисунке 6 слова при инверсии от- 
носнтельно окружности ‘у. Результат срав- 
ните с рисунком иа с. 

Задача 2. Докажите, что точка М= 
==(х; у) при ниверсии относительно окруж- 
ности с центром в начале кооординат н радиу- 
сом г переходит в точку М“=(х’; у’), коор- 
дииаты которой определяются по формулам 

р хг я уг 
хи. Уи: 


Решите эти уравнения отиосительно хи и. 
Задача 3. Основываясь иа задаче 2, 
докажите свойства {°—4° аналитическн. 
Задача 4. Во что перейдут два се- 
мейства прямых х=соп${ и у=соПз, парал- 
лельиых координатиым осям, при ииверсин 
отиосительно еднничной окружности с цент- 
ром в иачале? Дайте ответ сиачала без фор- 
мул задачи 2, а затем — с помощью этих 


формул. 


г. 


Многие из вас слышали (или читали) 
о геометрии „Лобачевского, отличаю- 
щейся от обычной (евклидовой) гео- 
метрии на плоскости тем, что в ней 
не выполняется аксиома о парал- 
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лельных линиях. Прекрасную модель 
для геометрии Лобачевского предло- 
жил французский математик Анри 
Пуанкаре. В этой модели «точ- 
ками» являются только точки, лежа- 
щие внутри некоторого круга с гра- 
ницей у (точки окружности у не рас- 
сматриваются), а «прямые» определя- 
ются как ортогональные к уф дуги 
окружностей (или части прямых). так- 
же расположенные внутри рассмат- 
Рис. 5. риваемого круга *). 

Задача 5. Нарисуйте несколько «пря- 
мых» в модели Пуанкаре и проверьте аксному 
© параллельных. 

В геометрии Лобачевского, в от- 
личие от евклидовой геометрии, су- 
ществует «бесконечный» треугольник 
с нулевыми угламн — он изображен 
на ‘рисунке 7. Обозначим этот тре- 
угольник через ^. 

Теперь почти все готово для того, 
чтобы сформулировать задание 
нашего практикума. 

Построим три новых треугольни- 
ка, получающихся из треугольника А 
прн симметрии относительно его сто- 
рон фу, у.о. Тз (они являются образа- 
ми треугольника А после трех соот- 
ветствующих преобразований инвер- 
сии). Треугольник, симметричный с 
треугольником А относительно лю- 
бой его стороны, будет по-прежнему 
иметь нулевые углы, и его вершнны 
будут лежать на окружности у (рис. 
8). Действительно, преобразование 
инверсии величин углов не изменяет; 
а окружность % при данных инверсиях 
перейдет в себя, поскольку она орто- 
гональна сторонам 1., }., уз тре- 
угольника А. На рисунке 8 пока- 
зан способ построения: при помощи 
циркуля находим точку М’, сим- 
метричную точке М относительно сто- 
роны уз (точка М принадлежит ок- 
ружности с центром О„, дуга фи ко- 
торой является стороной треугольни- 
ка А). Тогда центр (точка О;) иско- 
‚ мой окружности является серединой 
отрезка /{’М№ (№ — пеподвижная точ- 
ка пересечения окружности } со сто- 


роной у). 











Рис. 7. Зи 





*) Подробно о геометрни Лобачевского и 
ее моделях можно прочитать в «Квантс?, 
№2 и №3 за 1976 год. 
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Рис. 11. 


Затем каждый из трех вновь полу- 
ченных треугольников симметрично 
отобразим относительно тех двух его 
сторон, которые не являются сторо- 
нами треугольника А (рис. 9); 
получим шесть треугольников «вто- 
рого поколения». 

Сделав четыре шага аналогичных 
построений, мы получим часть мо- 
дулярной фигуры, показанную на ри- 
сунке 10 
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Рис. 12. 
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Заданне 


Постройте часть модулярной фигу- 
ры, порождаемую прямоугольным кру- 
говым треугольником с вершиной в на- 
нале координат и углом = при 
этой вершине; п —>3 — целое число 
(рис. 11). 

За образец для выполнения работы 
можно принять рисунки 10 и 12; 
фигура на рисунке 12 соответствует 
случаю п = 7. 

Задача 6. Пронзведите ииверсию фи- 
гуры, изображенной на рисунке 10, приняв 
за центр инверсии отмеченную на рисуике 
точку О (радиус окружности ниверсии иесу- 
ществеи — почему?). Сравните езультат 


с обложкой 3-го номера журнала «Квант» за 
прошлый’ год. 


В заключение мы предлагаем вам 
несколько задач исследовательского 
характера. 


Задача 7. При какнх величинах уг- 
лов исходного треугольника (уже не обяза- 
тельно прямоугольного) можно симметриями 
относительно его сторон «замостить» без на- 
ложений весь исходный круг с границей 1? 

Задача 8. Какие круговые мно- 
гоугольные области годятся для 
того, чтобы получилось указанное в задаче 
7 замощение? 


Об инверсии и ее применениях 
можно прочитать в следующих кни- 
гах: 


1. Д. Гильберт н Кон-Фос- 
сем, Наглядная геометрия, М.—-Л., Гос- 
техиздат, 1976. 

2. Г.С. М. Кокстер, 
геометрию, М., «Наука», 1966. 

3. М. Гарднер, Математические 
новеллы, М., «Мир», 1974. 


Введение в 
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Овалы Декарта 


Термни «овал» происходит 
от латинского «оуит» (яйцо). 
Овалами (в широком смысле 
слова) иазывают плоские крн- 
вые яйцеобразиой формы. 

Овалы Декарта — это 
множества точек иа плоско- 
сти, расстояиия г:, г» каж- 
дой нз которых от двух фикси- 
роваиных точек Р,, РГ, той 
же плоскости удовлетворяют 
одному нз уравнеиий 

тт лиза, ии 

тпи— лиза (2) 
(т, п, а — фиксироваиные 
положительные констаиты). 
Обычио пару овалов. Декар- 
та, удовлетворяющих урав- 
нениям (1), (2) (разумеется, 
при одиих и тех же парамет- 
рах т, л, а), рассматривают 
совместно (иа рисуике 1 М,— 
точка графика уравнеиня (1), 
М,— графнка уравнения (2)). 
Прин л=0 уравнення (1), (2) 
задают окружность. Эта ок- 
ружиость изображена штри- 
ховой линией на второй стра- 
ннце обложки. 

Точки Р,, Ра называют 
фокусами. Как показал Шаль 
{1793 — 1880), помимо фоку- 
сов Р., ЕЁ. овалы Декарта 
нмеют еще итретий фо- 
кус Р., равиоправный — от- 
носительно основного свой- 
ства овалов с ‘каждым из 
фокусов Р,, Ра. т. е. для 
некоторых констаит. т’, п’, а’ 
нт”, п”, а графиком урав- 
нений 

т МР [+п | МЕ, |= а, 

т’ МЕ, |’ [МР. |= а', 

т” ме. Ел” МР. —=а” 
является одно н то же мно- 
жество точек. Фокус Ру по- 
мещается в пересеченин пря- 
мой Р.Р. с окружностью, 
проходящей через точки Ро. 
М, иМ з (рис. 2). Доказатель- 
ство и исследование этого 
нитересного факта предостав- 


м. 


Рис. 1. 








Рис. 3. 


ляется читателю (в этом вам 
может помочь подобие тре- 
угольинков}. 

Вот еще одна задача, по- 
легче. И. Ньютои показал, 
что миожество точек, отио- 
шение расстояний каждой нз 
которых от двух задаиных 
окружностей есть величниа 
постоянная, является одной 
нз кривых, составляющих 
пару овалов Декарта. Какой 
именно? 

Овалы Декарта пред- 
ставляют из себя две замкну- 


тые линии, одиа из которых 


объемлет другую 
страница обложки). 


{вторая 





Какие значения могут 
прииимать г1, гх для точек 
овалов Декарта? ИЗА Е.МР. 
(с учетом того, что точка 
М может лежать на прямой 
Е.Е) га-Егореси ага |5. 
Решеннем снстемы этнх не- 
равеиств является полупо- 
лоса, изображенная на ри- 
сунке 3. Для овалов Декар- 
та, заданных. уравиениями 
(1), (@) при фиксированиых 
т, пиа, допустимые пары 
«Гл, Гз> Подучаются на ри- 
сунке 3 прн’ ‘пересечеини 
построениой полуполосы с 
прямыми м’ Ёлг=а к 
тга——пг.=а. Из рисунка внд- 
но, что овалы Декарта пере- 
секаются только в том случае, 


а 
когда точка и 0) пе 


ресечення этих прямых сов- 
падает с точкой <с, 0>, т. е. 


прн == — . Этому соот- 


ношению параметров  соот- 
ветствует улитка Паскаля. 
Рассмотрим сиова точкн 
Му и М., лежащие ина одной 
прямой с ЕР, (рис. 2). При 
помощи’ теоремы косинусов 
и уравнений (1). (2) легко 
получить квадратное урав- 
нение вида ь ая 
а? — пс 
ри со т = 0, 


корнями которого являются 
М.Е, | м М.Е, |. Следо- 
вательно, произведеине этих 
расстояний постоянио для 
данного овала. Поэтому кри- 
вые (М:} и { М»! получаются 
друг из друга Инверсней от- 
носнтельно некоторой окруж- 
ности с центром в Р,. 
Декарт построил свои 
овалы в связи с нсследова- 
ниямн по оптике. При усо- 
вершенствовании оптических 
инструмеитов,  употребляе- 
мых В навнгацин, возникла 
задача ©б определении такой 
кривой, которая преломляла 
бы лучи, выходящие из за- 
данной точки Р,, так, чтобы 
преломлеииые лучи прохо- 
дили через другую заданиую 
точку Р,. Овалы Декарта 
как раз н обладают нужиым 
свойством. 
В. Березин. 
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Этот раздел ведется у нас из 
иомера в номер с момента 
основания журнала. Публи- 
куемые в нем задачи не 
стандартны, но для их ре- 
шения ме требуется знаний, 
выходящих за рамки ны- 
мешней школьной програм- 
мы. Нанболее трудные зада- 
чи отмечены звездочкой. Пос- 
ле формулировкн задачи мы 
обычно указываем, кто пред- 
ложил нам эту задачу. Ра- 
зумеется. не все эти задачи 
публикуются впервые. 
Решеиня задач из этого ио- 
мера можно присылать ие 
позднее 15 сентября 1977 го- 
да по адресу: 113035, Москва, 
М-35, Б. Ордынка, 21/16, 
редакция журнала «Квант», 
«Задачинк «Кванта», Пос- 
ле адреса на конверте напн- 
шите номера задач, решення 
которых вы посылаете, ма- 
пример: «М446, М447» нли 
«...Ф458». Решення задач 
по каждому из предметов 
(математике и физике), а 
также новые задачи просьба 
присылать в отдельных кон- 
вертах. Задачи из разных 
номеров журналаприс ылайте 
также в разиых конвертах. 
В письмо вложнте конверт 
< написанным на нем вашим 
адресом (в этом конверте 
вы получите результаты про- 
веркн решений). Условия 
орнгинальных задач, пред- 
лагаемых для публикации, 
присылайте в двух экземпля- 
рах вместе с вашимн реше- 
ниями этнх задач (на кон- 
верте пометьте: «Задачник 
«Кванта», иовая задача по 
физике» илн ‹...новая за- 
дача по математнке»). В 
мачале каждого письма про- 
сим указывать ваше имя, 
фамилию, комер школы н 
класс, в котором вы учн- 
тесь. 
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Задачи 
М446 — М450; $458 — Ф462 


№446. Окружность радиуса | катится снаружи по 
окружности радиуса У. В начальный момент вре- 
мени точка касания окружностей отмечена лип- 
кой красной краской. При качении покрашенные 
точки той и другой окружности вновь красят точ- 
ки, с которыми они соприкасаются (рис. 1). Сколь- 
ко различиых точек неподвижной окружности бу- 
дет запачкано к тому моменту, когда подвижная 
окружность сделает 100 оборотов вокруг непод- 
вижной? 

Д. Бернщтейн 


М447*. В остроугольном треугольнике АВС отрез- 
ки ВО и СО (где О — центр описанной окружиости) 
продолжены до пересечения в точках Д и Е состо- 
ронами АС и ВС треугольника. Оказалось, что 


ВБЕ- 50°, а СЕр=30°. Найдите величины углов 
треугольника АВС и докажите равенства |АЁ|= 
=|В, СЕ=|СВ| |СВ|==[С0]. 


Я. Суконник 


М448*. Докажите, что центры всех эллипсов, впи- 
санных в данный четырехугольник, лежат на пря- 
мой, проходящей через середины диагоналей этого 
четырехугольника. 

Исаак Ныютон 


М449. а) По одной прямой двигаются п одина- 
ковых шариков. Какое максимальное число соуда- 
рений между ними может произойти? 

6)* Тот же вопрос для трех шариков масс т, 
по и ть. 

в) * Попробуйте доказать, что если по одной 
прямой двигаются п различных шариков, то 
общее число столкновений между ними конечно. 

(В этих задачах шарики рассматриваются как 
материальные точки, сталкиваюшиеся друг с дру- 
гом абсолютно упруго, т. е. с сохранением 
суммарных импульса и энергии, причем прелпола- 
гается, что все пронсходящие столкновения — 
только парные: по три н более шариков в од- 
ной точке одновременно не оказываются.) 
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Рис. 1. Рис. 2. 


Задача М449 — сс можно было бы отнести также и к 
физическим задачам — потребует, возможно, длительных 
размышлений, и срок присылки ее решений — 15 ноября. 

А. Земляков, Я. Синай 
М450. Система прямоугольников из п этажей 
{(рис. 2) построена следующим образом. Начиная 
с нижнего прямоугольника, образующего первый 
этаж, верхняя сторона каждого прямоугольника 
делится в отношении 1:2: 3; на трех полученных 
отрезках как на основаниях строятся прямоуголь- 
ники той же высоты, что и первоначальный, и так — 
до самого верхнего этажа. Из полученного множе- 
ства прямоугольников выбрано некоторое полмно- 
жество, состоящее из попарно неконгруэитных нря- 
моугользиков (одно такое подмножество на ри- 
сунке — красное}. Докажите, что найдется вер- 
тикальная прямая, пересекающая не более двух 
из выбранных прямоугольников, 
А. Клепцык 


Ф458. Мальчик плывет со скоростью, в два раза 
меньшей скорости течения реки. В каком направ- 
ленни он должен плыть к другому берегу, чтобы 
его снесло течением как можно меньше? 

О. Савченко 


Ф459. Электроплитка содержит три спирали с со- 
противленнем Ю-=120 ом каждая, соединенные 
параллельно друг © другом. Плитка включается 
в сеть последовательно © резистором г=50 ом. 
Как изменится время, необходимое для нагрега- 
ния на этой плитке чайцика с ролой до кипения, пру 
перегорании одной из спиралей? 

И. Слободецкий 


В=10% м $460. В схеме, изображенной на рисунке 3, перс- 
ключатель все время переключается из верхнео 
положения в нижнее и обратно. В верхнем положе- 
нин он задерживается на время т,=2.1073 сек, 
в нижнем — на время т,=1Ю-* сек. Найти мощ- 
ность, потребляемую от источника через очець 
большой промежуток времени после иачала работы 
переключателя. 

Емкость конденсатора такова, что за время т. 
он не успевает разрядиться сколь-нибудь сущест- 
венно. 

Рис. 3. А. Зильберман 
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Ф461. Каждый квадратный метр поверхности тела, 
нагретого до температуры Т, излучает за единицу 
времени энергию Е=5,67 . 10-*. Т3 вт. Нак аком рас- 
стоянин от Солнца железные пылинки превратят- 
ся в капли. если плотность потока солнечного из- 
лучения (энергия, проходящая за единицу време- 
ни через единицу площади} на орбите Земли = 
=1400 вт/м“? Температуру плавления железа при- 
нять равной 1535 °К, расстояние от Земли до Солн- 
ца 150.108 м. 


А. Стасенко 


Ф462. Если терморегулятор электрического утю- 
га поставлен в положение ‹капрон», то утюг перио- 
дическн включается на 10 сек и выключается на 
40 сек. Поверхность утюга при этом нагревается 
до температуры 100°С. Если терморегулятор по- 
ставить в положение «хлопок», то утюг периоди- 
чески включается на 20 сек и выключается на 
30 сек. Определить установившуюся температуру 
поверхности утюга в этом положении терморегуля- 
тора. Найти, до какой температуры иагреется вклю- 
ченный утюг, если терморегулятор выйдет из 
строя. 

Считать, что теплоотдача пропорциональна раз- 
ности температур утюга и окружающего воздуха. 
Температура в комнате 20°С. 

В. Скороваров 


Решения задач 
№403, №405 — М409; Ф413 — $415, $417 — Ф422 


М403. Докажите, что если Нетрудно убедиться, что наш многогранник можно раскра- 
в выпуклом многограннике из сить в два цвета — скажем белый н красный — так, чтобы 
каждой вершины выходит чет- — любые двс соседние (граничащие по ребру) грани нмели разные 
ное число ребер, то в любом цвета. В самом деле, расположим многограиник так, чтобы 
сечении его плоскостью, не все его вершииы находились на разной высоте (т. е. чтобы 
проходящей ни через одну из  иикзкое ребро н иикакая днагональ не были параллельиы 
его вершин, получится мно-  горизоитали — см. рис. 1. Проведем через самую верхнюю 
гоугольник с четным числом вершину горизоитальиую плоскость. Постепенно опуская 
сторон. эту плоскость, мы раскрасим многогранник требусмым обра- 

зом: поскольку в каждой вершине сходится четное число гра- 

ией, около верхией вершины мы можем выбрать цвет граией 


Рис. 1. 
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№405. *) На шахматной доске 
размером 99. 99 отмечена 
фигура Ф (эта фигура будет 
рваной в пунктах а), 6) и 
6в)). В каждой клетке фигуры 
Ф сидит жук. В какой-то 
момент жуки взлетели и 
сели снова в клетки той же 
фигуры Ф; при этом в одну 
клетку могло сесть несколько 
жиков. После перелета любые 
ва жука, занимавшие со- 
седние клетки, оказались сно- 
ва в соседних клетках или 
попали на одну клетку. (Со- 
седними называются клетки, 
имеющие общую сторону или 
общую вершину.) 

а) Пусть фигура Ф — 
9то «центральный крест» 
{см. рис. 2). Докажите, что 
8 этом случае какой-то жук 
вернулся на место либо пере- 
летел в соседнюю клетку. 

6) Верно ли это утвер- 
ждение, если фигура Ф — это 
«оконная рама» (см. рис. 3)? 

в) Верно ли это утверж- 
Ф%ение, если фигура Ф — это 
вся доска? 





*) Задача М404 решена в 
статье А. Савина «От школь- 
ной задачи — к проблеме», 
«Кваит», 1976, № 12 
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одним из двух возможиых способов, а при прохождении 
каждой следующей вершины раскраска прилежащнх к ией 
граией однозначно определяется. 

После того как миогогранник раскрашен в два цвета, 
утверждение задачи становится очевидным: в каждом сече- 
нии, не проходящем через вершниу, белые» и «красные 
стороны чередуются. 

Н. Васильев 


х* 


а) Посмотрим. ва какую из сторон креста перелетел жук 
из цеитральной клетки О. Если он остался иа месте. то зада- 
ча решена. Пусть, например, он перелетел вправо. на сто- 
рону ОА (остальные случаи разбираются так же). Выберем 
среди жуков, которые сидели иа стороне ОА и перелетели 
вправо. жука Х — самого далекого от клетки О. Еслн ои от- 
летел па одну клетку. то задача решена: Если же ои отлетел 
больше чем на одну клетку. то его правый сосед не может 
перелететь влево (иначе они перестанут быть . соседями). 
Перелететь вправо ои также не может, так как Х — самый 
правый жук, перелетевший вправо. Следовательно, правый 
сосед жука А остался на месте. 

6) В этом случае утверждение неверно. Чтобы показать это. 
организуем полет в два этапа. На первом этапе соберем всех 
жуков на границе правого верхнего’ квадратика А (см. рис. 2); 
каждый жук перелетает в ближайшую к иему клетку этого 
квадратика. При этом соседние жукн не раздетаются и все 
жуки. сидевшие на границе квадратика А, остаются на ме- 
сте. На втором этапе заставим каждого жука перелететь в 
противоположную клетку квадратика А (симметричную от- 
иосительно его центра). Ясно. что при этом соседние жуки 
также ие разлетятся. Докажем, что в результате этих двух 
перелетов никакой жук ие останется на месте и ие перелетит 
в соседнюю клетку: Пусть на первом этапе некоторый жук 
из клетки А йерелетел к клетку 8, а иа втором этапе — в 
клетку С. Так как С лежит на границе А’, то жук из клетки С 
после первого этапа останется иа месте. Если бы А н С оказа- 
лись соседними клетками. то жуки, сидевшие в них, переле- 
тели бы после первого этапа в соседние клетки В и С. Но 
В и С — противоположные клетки границы квадратика К, 
и соседями быть ие могут. Следовательно, Ан С также 
не являются соседями. 

в) В этом случае утверждение верно. При доказательстве 
будем пользоваться «шахматным» расстоянием между клет- 
ками доски: расстоянием между клетками А и В назовем наи- 
менышее число ходов. которое потребуется шахматному ко- 
ролю. чтобы пройти из А в В. Из условия задачи вытекает, 
что расстояния между жуками после перелета не увеличи- 
ваются- 

Прямоугольннк. составленный из клеток доски, будем 
чазывать инвариантным, если любой жук, из этого прямо- 
угольника перелетает в клетку этого же прямоугольника. 
Например, вся доска является инвариантным прямоугольни- 
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Рис. 5. 


№М406. Окружность радиуса 
Ю разделена точками Ау, 
Аз. Аз, А; на четыре равные 
дуги. Докажите, что сумма 
четвертых степеней расстоя- 
ний от произвольной точки 
окружности М 90 точек Ар 
не зависит от положения 
точки М, причем 


мм 
++ Изм |+ м Ноа. 
А, М 





А; 


Рис. 6. 


№407. Даны два натуральных 
чисяа ли т. п>т. Докажи- 
те, что п можно представить 
в виде суммы двух натураль- 
ных чисел. одно из которых — 
делитель числа т, а другое 
не имеет с п ни одного общего 
делителя, кроме единицы. 
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ком. Рассмотрим ииварйантный прямоугольник с наимень- 
шим числом клеток и докажем, что его размеры, как верти- 
кальный, таки горизонтальный, не нревышают двух. Тогда 
ясно, что любой жук из этого прямоугольннка либо останется 
на месте, либо перелетит в соседнюю клетку. 

Предположим противное: наименыний инварнантный 
прямоугольник Л имеет размеры ах 6, где а н а>:2. До- 
кажем. что в этом случае внутри него можно выбрать еще 
меныший инвариантный прямоугольннк. 

Разберем сначала случай а>>5. Назовем границей прямо- 
угольника две крайние полоски длины 6, а оставшуюся часть 
назовем внитренностью (см. рис. 4). Заметим, что расстояние 
от любой внутренней клетки до любой другой клетки прямо- 
угольника П меньше, чем а. Если жуки из всех внутренних 
клеток перелетели во внутренние клетки, то прямоугольник, 
составленный из внутренннх клеток, будет инварнантным, 
что и требовалось. Пусть теперь жук из иекоторой внутрен- 
ней клетки А перелетел в граничную клетку В. Рассмотрим 
прямоугольник М. составленный из тех клеток прямоутоль- 
ника /, расстояние от которых до клетки В меньше. чем а. 
Поскольку все жуки прямоугольника П находились на рас- 
стоянии меньшем чем а от клетки А, то все оци перелетели в 
прямоугольник М. Поэтому прямоугольник М является ин- 
вариантным прямоугольником. Так как он содержит мень- 
ше клеток. чем П, то и в этом случае все доказамо. 

Осталось разобрать случай а = &>2. В этом случае гра- 
иицей назовем край этого квадрата, а внутренностью все ос- 
тальные клетки кзадрата (рис. 5}. Дальше проходят те же рас- 
суждения, что и выше. 


Д. Бернштейн 


+ ; 


Обозначим через Фф угол между раднусами 
{рис. 6). Тогда по теореме косинусов находим 


1 А. МР = 28* — 2К? соз ф, 


ОА и ОМ 


| АМ [2 = 283 — 28*с05 [3 --ф ) } 


+ 


[А.М = 28: — 28? с0$ (п —$}, 
Ам В = 28= — 282 соз(5 3% | | 


Возводя обе части каждого равеиства в квадрат и складывая 
новые равенства. получаем: 


Мм + АМ АЗМ Е А МВ = 4% 11 — 
—2 с0$ ф-{ со5*Ф) + (1 — 2 яп ф-Р т? 9) 
+- (1 - 2565 Ф-- с032ф} -- ( 4- 2 япф -- ялр} = 2448, 


что и требовалось. 

Аналогично можно доказать. что если окружность ради- 
уса В разделена на шесть равных дуг. то сумма шестых сте- 
пеней расстояинй от произвельной точки окружности до то- 
чек деления не зависнт от положецкя этой точки и равна 


120 №5. 

Ю. Бабенка 
® 
Пусть 4 — изибольший общий делитель чисел п и т, 


а т, — наибольший общий делитель @ н т. Представим чис- 
ло т в виде произведения т == тат, где т. уже взаимно 
просто с 4. Но 4 = Н. О. Д. (т, п), а потому т» взаимно про- 
сто и с п. Записав теперь л в виде п = (л — т») -- т», полу- 
чим нужное представление: т, — делитель т. а пл — М» 
уже не имеет с т ни одного общего делнтеля, кроме еднницы. 


С. Конягин 


№408. Из 30 конгруэнтных 
прямоугольников — составлен 
прямоугольник, подобный ис- 
ходным. Каким может быть 
отношение длин сторон этого 
прямоугольника? 





Рис. 7. 


М№М409. В строчку подряд на- 
лисано 1000 чисел. Под ней 
лишется вторая строчка чи- 
сел по следующему правилу: 
плод каждыж числом А пер- 
вой строчки выписывается на- 
туральмое число. указываю- 
щее, сколько раз А встречает- 
ся в первой строчке. Иэвторой 
строчки таким же образом 
получается третья: под каж- 
дым числом В второй строчки 
выписывается — натуральное 
число, указывающее, сколько 
раз В встречается во второй 
строчке. Затем из третьей 
строчки так же строится 
четвертая, из четвертой пя- 
тая и так далее. 


а} Докажите. что не- 
которая строчка совпадает сс 
следующей. 

6) Более того, докажите, 
что 1-я строчка совпадает с 
12-ц. 

в) Приведите пример 
такой первоначальной строч- 
ки, для которой 10-я строчка 
не совпадает с И-й. 
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Примем длину меньшей стороны исходного (маленького) 
прямоугольника за единицу, а длину его большей стороны 
обозначим через а (а>>1). Пусть А — длина большей стороны 
«составиого» прямоугольника, а В — длина его меньшей 
стороны. Поскольку большой прямоугольник составлен из 
маленьких, длины сторон которых равны } н а. найдутся 
такие натуральные числах. м. 2и {. что А = х-Р ау, 
В = г- аё. При этом площадь большого прямоугольника 
в 30 раз болыше площади маленького. Значит. большой пря- 
моугольник А Х В подобен маленькому ах! с коэффнця- 
еитом У30. Поэтому 


ен 





2+ шё = У 30. 
Отсюда = 
х м 7 3б— г 
ы Уб—у — г г 


уг | 30 — х! = (и 2) УЗ0. (*) 


Поскольку И 36 — число иррациональное, последнее ра- 
венство возможно только, если у — —2. В свою очередь равен- 
ство у = —2 возможно только ири и = 2 = 0 (ведьуи 2 — 
также натуральные числа!). Таким образом. А =х-1, В = 
= #9. 

Это означает, что из тридцати маленьких прямоугольнн- 
кон можно сложить подобный им большой, располагая эти 
прямоугольники только так, как показано на рисунке 7: 
исходные прямоугольники лежат как бы поперек большого — 
из меньших сторон составляется большая. 

Подставляя у == 2== 0 в соотношение  (*). получаем 
х{ = 30. так чтохн { — какие-то делители чнела 30. И, на- 


конец, искомое отношеине а —= и, пе т иекоторый 


делитель 30: 1{=1,2. 3, 5. 
П. Панков 


а 


а) Очевидно, что. начиная со второй строчки, все числа 
в таблице ие больше 1000. Кроме того, каждое число не боль- 
ше написанного под ним. Поэтому сумма чисел в третьей стро- 
ке не меньше, чем во второй, и Т. д.; и Каждая из этих сумм 
не больше миллиона, Следовательно. поскольку все время 
суммы возрастать не могут. в каких-То сосединх строчках 
суммы совпадут, а тогда совпадут и сами строчки. 

6) Докажем, что если в т-й строчке. при т>2. число от- 
лично от написанного над ним. то оно нё меньше чем 27-2. 
Действительно, для т-=2 это очевидио, так как все числа вто- 
рой строчки натуральные. Пусть это уже проверено для всех 
строк с номерами, меньшими 77. Пусть в т —1-й строчке иа- 
писано число а, а под ним написано число $, большее и. Тог- 
да в т — 1-Й строчке написано 5 чисел, равных а. Ясно, 
что в т — 2-й строчке будет несколько групп одинаковых 
чисел. по а чисел в каждой группе. причем числа из разных 
групп различны. Отсюда вытекает, что В делится на а, то есть 
>2а. Кроме того. по крайней мере одно из чисел в этих 
группах стличается от а.а значит, по предположению индукции 
а» -и-1, Итак. р>2аз2”-*. Наше утверждение доказа- 
но по индукции для всех т22. Еслн предположить. что 11-я 
строчка отлична от 12-й, то какое-то число в 12-й строчке бу- 
дет больше чем 212-2— 1024>>1000. что невозможно. 

в) Предыдущее рассуждения подсказывают пример: 


0, 1, 2. 2. 4. 4, 4, 4,,.... 255, .... 256, 488, ..., 488; 
1, 1, 2, 2, 4, 4. 4. 4.,..., 256, .... 256, 488, ..., 488; 
2, 2, 2, 2. 4.4.4.4..... 256. .... 256. 488. .... 488; 
4, 4, 4, 4. 4.4.4.4,..., 256,.... 256, 488, .... 488; 
а --е з 256. 488. ..., 488; 
Л сете инийнь а 512. 488, ..., 488 
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$413. Имеется идеальный за- 
ры слой с р-—-п-пере- 
хобом. Толщина этого слоя 
Я, диэлектрическая — прони- 
цаемость =. Нарисуйте гра- 
фик напряженности и по- 
тенциола электрического по- 
ля в слое, полагая распределе- 
ние — плотности заряда в 
слое таким, как покалано на 
рисунке 9. 


| 
ср. & 
т Е 


- 


— 


а: > 





Рис. 9. 
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(в первой строчке 0 н | встречаются ло одному разу, 2 — два 
раза, 4 — четыре раза, 8 — восемь раз. ..., 256—256 раз. 488 
встречается 488 раз; в 11-Й строчке встречается 512 раз чис- 
ло 512 и 488 раз число 488). 

С вашей задачей связано интересное наблюдение. Возь- . 
мем какой-нибудь осмысленный текст, записанный буквамн 
русского (можно и любого другого} алфавита. Рядом с 
каждой буквой напишем, сколько раз она повторяется в 
этом тексте, а дальше будем составлять»таблицу так, как 
мы это делали раньше. В примере, приведенном на рисун- 
ке 8. пятый столбец уже совпадает с предыдушим: пос- 
ледянм оказался четвертый числовой столбец. Оказывается, 
для различных по содержанию н ло длиие осмысленных тек- 
стов количество неповторяющнхся числовых столбцов ие бы- 
вает меньше двух ин больше четырех — примеры с одним или 
пятью или большим числом стоябцов иеизвестны. Примеры 
текстов © четырьмя неповторяющимнся столбцами (наш 
пример) очень редки. Разумеется, можно иайтн такой набор 
повторяющнхся букв. чтобы последним числовым столбцом 
в таблице оказался, скажем, десятый. Из этого набора бука 
можно даже составить слова, использовав все буквы; но со- 
ставить осмысленный текст пока не удавалось. Почему это 
так. мы не знаем. Пока это только любопытное наблюдение. 
Попробуйте найти или составить такой осмысленный текст, 
чтобы в соответствующей таблице последянм числовым столб- 
цом оказался первый или пятый. Наверное, первая задача 
легче: ведь требование очень просто — различиые буквы 
должны встречаться в тексте различное чнсло раз. 


М. Серо 


х 


Рассмотрим точку А, находящуюся на расстоянии х от сере- 
дины запирающего слоя (рис. 10}, и кайдем напряженность 
электрического поля в этой точке. Разобьем весь слой на очень 
тонкие участки толщиной А{ и возьмем два такнх участка, 
расположенных симметрично относительно середины слоя. 
Выбранные участки образуют плоский конденсатор с плот- 
чостью заряда Ао = р.АЁ. Напряженность электрнческого 
поля. созданного этим конденсатором, между его обкладками 
равна 


28 Ав ром 
[АЕ |= ерЕ ^^ 208 , 


а вие конденсатора равна нулю. 
Согласно принципу суперпозиции, напряженность поля 


2 
Е в точке А равна сумме напряженностей таких конденсато- 
ров. При этом в созданни электрического поля участвуют 
только те конденсаторы, обкладки которых находятся на рас- 
стоянин, большем |х| от середины слоя: 


робЁ _ ро _ ро [4 
208 к - 202 Ум= 208 (5- а 


Аналогично для точек с координатамн 0 2 х > —4/2 


Ее (+=). 


[Е]1 = 


Ф 








о, а* 
бы 820 
——.._—_.-[Щщ 
Де РГР: 
те аа" 
825 
Рис. И. Рис. 12. | 


$414. Коэффициент жест 
кости резинового жгута дли- 
кы [Ги массы т равен В. 
Кольцо, изготовленное из это- 
20 жгута, вращается с уг- 
ловой скоростью в горизон- 
тольной — плоскости вокруг 
вертикальной оси, проходя- 
щг@ через центр кольца. Оп- 
ределить радиус ЕЮ вращаю- 
щегося кольца. 





Рис. 13. 


Ф415. Улрощенно атом ге- 
лия можно представлять как 
систему, в которой два элек- 
трона совершают колебания 
около общего центра — нелод- 
вижкого ядра. Используя эту 
модель. попробуйте оценить 
приближенно — диэлектриче- 
скую проницаемость жидкого 
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График напряженности электрического поля в запнрающем 
слое приведен на рнсунке 11. 

Теперь найдем. как меняется потенциал поля. Выберем 
за нуль потеициал точек с координатой х = 0, то есть сере- 
днну слоя. Тогда потеициал точки А равен работе электриче- 
ского поля по перемещенню единичного положительного за- 
ряда из этой точки к середине слоя. Сила, действующая на 
заряд при таком перемещении, направлена противоположно 
перемещению. поэтому работа, а значит, и потенциал поля 
в точке А отрицательны. Абсолютную величину потеициала 
Фа проще всего найтн графическн: 

Е: 


(Выражение для потенциала точек с координатоя Ох 
> —4/2 получите самостоятельно.) График изменения по- 
тенциала показан на рисунке 12. 


Ф 


Обозначнм через [. длину вращающегося кольца (=). 
Рассмотрим небольшой участок кольца длиной АФ. Его мас- 
са 


т 
Ат=- АС. 


На выделенный участок на его концах действуют две силы на- 
тяжения Т, направленные по касательным к кольцу {рис. 13). 


Их равнодействуюшая Р направлена по раднусу к центру 
кольца и сообщает рассматриваемому участку центростре- 


мительное ускорение |4] = ®?А.- Мз рисунка 13 


|8] = 27| яп ©/2. 
Запишем уравнение движения выделейного участка: 


| Е = и Ат, 


тАГ. 
Г * 


или 





2| т т < — в&2Е 
Поскольку к 
ТЕ — 2, 
1. = 21 


в при малых углах 


ие _ 46 
$1 = =ор, 
получаем : 
А. вт 
#2 —Пф =-л 4. 
Отсюда ь 
мо В: 
=2л от ° 
— 4лав 
И. Слободецкий 
® 


Эта задача, несомненно, отиоснтся к трудным задачам н даже 
несколько выходит за рамки школьной программы. 

По условию задачи гелий сильно поглощает излученнс 
с длиной волны А=0,06 мкм. Это означает, что таксе излу- 
чение вызывает колебания электронов в атоме гелия с боль- 
шой амплитудой (это и приводит к сильному поглощению), 
то есть наступает резонанс. Любое вещество способио сильно 
поглощать излучение, частота которого совпадает с резонанс- 
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гелия в постоянном злект- 
рическом поле, принимая во 
внимание, что гелий сильно 
поглощает ультрафиолетовое 
излучение на длине волны 
^-=0,06 мкм. Плотность жид- 
кого гелия р==0,14 г/см?. 


$ 


Куапетесите.ги 


ной частотой его атомов. Следовательно, 
с 
\рез = х. =5.100 гц. 


Будем считать. что электроны в атоме гелня связаны с 
ядром упругими связями («пружинками»). Зная резонансную 
частоту. можно вычислить коэффициент «жесткостн» # такой 


«пружинки»: 
® 
ре = у =. 


Е = 4л2у5,, тя 9-10% ке/сека 
(здесь т = 9,1.10-3 хг — масса электрона). 


Если такой атом поместить в постоякное электрическое 


- 
поле с напряженностью Е, то каждый электрон сместится 


С 
ге || 

нз положения равновесия на расстоянне Ах =—_, где 

е = 1,6. 10-1 к — заряд электрона. Теперь атом можно рас- 


сматривать как электрический диполь. Его поведение в 
злектрическом поле принято характеризовать дилольным 
моментом 


4 
ра 2елх — ЗЕ. 


Единица объема вещества приобретает дипольный 
момент 


222 - 
р: 


Здесь № — концентрация атомов, которую можно опреде- 
лить, зная плотность р жидкого гелия и его моляриую 
массу р: 


М = МА и =2-10% м-, 


где Ма = 6,02.10:3 моль“! — число Авогадро. 

Явление возникновения электрическнх диполей в ве- 
ществе в электрическом поле носнт название поляризации 
диэлектрика. Способность вещества поляризоваться колн- 
чественно характернзуется с помощью коэффициента поля- 
ризации &, который в единицах СИ определяется из соот- 
ношения 


Р = Ес 1:1. 


тде в, — 8,85. 10-12 х?Дн. м?) — электрическая постоянная. 
В нашем случае 
Р 2е2 № 
> = ей 
Ес || 
Диэлектрическая проннцаемость вещества Е связана с 
коэффициентом поляризацин @ соотношением 
1 +а=1 =иы 
е=1{а=1-- вок - 








& — 


Подставляя сюда числовые значення соответствующих ве- 
личин, найдем 


2(1,6.10—19)22. 1038 
с 8.85 О-Н-9- т 21.1. 


Полученный результат достаточно хорошо согласуется с 
экспериментальным значеннем диэлектрической проницаемо- 
сти жидкого гелия. 

С. Козел 


$417*).В теплоизолированном 
баллоне находится 5 г в000- 
рода и 12 г кислорода. Смесь 
поджигают. Определить дав- 
ление и температуру в с0- 
суде, если известно, что при 
образовании ] моля воды вы- 
деляется количество теплоты 
0,—2,4.108 дж. Объем сосу- 
да 1600 литров. Начальная 
температура смеси кислоро- 
да п водорода 1, =20°С. Удель- 
ная теплоемкость водорода 
лри постоянном объеме рав- 
на св==14,3 кдж/(кг.град), 
а водяных паров — сп= 
=2,{ кдж/(кг.град). 


Ф418. Сложенные вместе смо- 
ченные оконныг стекла прак- 
тически невозможно отде- 


лить друг от друга, пытаясь 
оторвать сдно стекло от 
Почему? 


Эругого- 





Рис. М. 





*) Решенне задачи Ф416 
будет опубликовано в одном 
из ближайших номеров 
журнала. 


Куап.тссте.ги 


При горенин смеси происходит химическая реакция 
2н. -- о, —2 2н.о. 
в результате которой образуется вода (точнее, водяные пары). 
При этом 2 моля (или 4 г) водорода соединяются с | молем 
{или 32 г) кислорода. Так как в сосуде нмеется только 12 г 
4.12 


кислорода, в реакцню вступят —55_ = 1.5 а водорода, и об- 


разуется т, =13,5 г водяных наров. Остальные т, —3,5 г 
водорода не прореагируют и будут присутствовать в сосуде 
вместе с водяными парами. 

Поскольку моляриая масса воды равна 18 г/моль, 13,5 г 


воды составляют й — — 5 моля н при сгорании смеси выделя- 
ется количество теплоты @ == пО%, = 1,8.10° дж. Эта энергия 
идет иа увеличение внутренней энергии водяных паров и во- 
дорода: 

9 — (сит, - свт») АТ. 
где АТ = Т — Т, — изменение температуры газов. Отсюда 
найдем Т: 


9 


сити + Свт» 


Т =То- АТ =Т,- 572800 град. 


По закону Дальтона давление в сосуде равно сумме лар- 
циальных давлений водяных паров и водорода: 


Р— Ри-Т Рв. 

Согласно уравнению газового состояния, 

ие ИИ 

ри = ны У н рь |. ив И 
Следовательно. 
аи. т, \ ЕТ 5 > 
И. Слободецкий 

® 


Пусть края пластин — прямые линия. толщина слоя воды 
между пластинами — 4. Так как вода смачивает стекло. сво- 
бодная поверхность воды по краям пластин будет искривлена. 
Будем считать. что вода полностью смачивает стекло. Тогда 
ее свободиая поверхность — это часть поверхности цилиндра 
с радиусом поперечного сечения г = 4/2 (рис. 14). Искривле- 
име поверхности жидкости приводит к тому, что давление 
внутри жидкости (в воле между пластинами) и давление сна- 
ружн ие одинаковы. Посмотрим, какова разность этих дав- 
леннй. 

На товкий слой жидкости, прилегающий к её свободной 
поверхности. действуют сназ внешнего давлення. сила дав- 
ления со стороны воды и сила поверхностного натяжения. 
Если длина границы свободной поверхности равна { (лнней- 
ный размер пластины), то сила поверхностного натяжения 
равна 20Г, где в — коэффициент поверхностного натяжения 
жидкости. Занишем условие равиовесия жидкости: 


ра = 201 р’. 


где р — внешнее давление, а р’— давление внутри жидкостн. 
Отсюда разность давлений 


А А. 
р=р—р >- и! - 

Итак. давленне внутри жндкости между нластинами мень- 
ше внешиего давления на величину 0/7. Под действием нзбы- 
точного давления (и, разумеется, под действием силы тяже- 
стя) верхняя пластниа прижимается к вижней. 

Поверхность стекла обычно не ндеально гладкая, а имее- 
неровности. бугорки. В состоянии равновесия пластины се 
нрикасаются друг с другом в вершинах бугорков (рис. 15) 
Возникающие при этом силы реакции, действующие со сте 


$3 





Рис. 15. 


$419"). В некоторой Галакти- 
ке обнаружена система пла- 
нет, аналогичная нашей Сол- 
нечной системё.С редниеплот- 
ности планет и Солнца в 
этой системе в п1=й раза 
меньше средних плотностей 
планет и Солнца в нашей 
системе, а все линейные раз- 
меры^— в п.=3 раза меньше 
соответствующих размеров в 
нашей системе. Сколько зем- 
ных суток длится год на 
Жо аналоге Зем- 
ли 





*) В опубликованном ра- 
нее условии этой задачн (см. 
«Квант», 1976, № 10) была 
допущена неточность. 
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роны нижней пластины на верхиюю, таковы, что в сумме 
с силой давления. действующей на пластину со стороны жид- 
кости, оин уравновешивают силу тяжести и силу внешнего 
давления. Когда мы пытаемся оторвать верхнюю пластину, 
мы в первый момент разъединяем стекла, так что онн уже не 
соприкасаются. И в дальнейшем, для того чтобы просто удер- 
живать пластину неподвижной, нам надо прикладывать сн- 
лу, равную по абсолютной величиие сумме снлы тяжести пла- 
стины и силы избыточного внешнего давления. 

Оценим, каково дополнительное усилие, необходимое для 
отрыва мокрой пластины от стекла (ие будем учитывать дей- 
ствня силы тяжести). Еслн высота бугорков на ловерхностн 
стекол 4--10-® м, то 


25 2.70-10-3 м/м 
Ар тв ни. —=1,4-108 н/м?. 
При площади пластины —10-8 м3 удерживающая сила долж- 
на быть порядка 1,4-103 м (1). 
Т. Петрова 


х 


Запншем уравненне движения планеты массы т (аналога 
Земли) вокруг своего Солнца массы Л: 





тм 
т = тот, 
где [, — радиус чоты планеты, © — угловая скорость вра- 
щения планеты. Отсюда 
/ М 
о-и Тв 


Выразим массу Солица через ето радиус В и плотиость р. 
Получим 


4 4 №3 
М = 5 пВЗр, н =} — т: 


Аналогичное выражение можно записать для угловой 
скорости ®, вращения Земли вокруг Солица в нашей сн- 
стеме: 





Я 4 Г 
о = | т ба” 
о 


Найдем отношение угловых скоростей обращення ана- 
лога Земли и самой Земли: 
в. ле ЗА ТВ. (А 
9 — } 4Зулро (Во } Ро ‘Ко Е 


1713 и. 
-ИТИТеья-ут. 


® = И ты -УЕ 


— угловая скорость движения аналога Земли в У 2 раза мень- 
ше угловой скорости движения самой Земли. Поэтому на ана- 


Следовательно, 


логе Земли год длится у 260 земиых суток. 
и 


И. Слободецкий 


$420. На кронштейне 
АСВОЕ из 6 невесомых жест- 
ких стержней одинаковой дли- 
ны, соединенных шарнирно 
(рис. 16), в точке С подве- 
щен груз массы т. Растянут 
или сжат стержень АВ? 
Найти силу упругости в 
этом стержне. 








т 
-Рис. 16. 
РАС Ра 


Рис. 17. 





Рис. 18. 


$421. Тонкостенный цилиндр 
радиусе В раскрутили до 
угловой скорости © и поста- 
вили в Угол (рис. 19). Коэф- 
фициент трения скольже- 
ния между стенками угла и 
цилиндром равен д. Опреде- 
дит, сколько оборотов сде- 
лает цилиндр до остановки. 
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Выяснить, растянут нли сжат тот или иной стержень в шар- 
нирной системе, проще всего следующим образом. Удалим 
мысленно из системы интересующий нас стержень и посмот- 
рим, как будет вестн себя оставшаяся часть системы. Если 
шарниры, которые раньше находились на концах рассматри- 
ваемого стержия, после его (мысленного) удаления начнут 
сближаться, значит, стержень был сжат и препятствовал 
сближению. И наоборот, если эти два шариира будут расхо- 
диться, значит, мы убрали растянутый стержень. 

Применяя этот метод. легко установнть, что в кронштей- 
не АСВОЕЁ стержни СВ, ВО н ОА растянуты, а стержни АС, 
АЕ и интересующий нас стержень АВ сжаты. 

Теперь найдем численное зиачение силы упругости в 
стержне АВ. Прежде всего. заметим. что любой стержень мо- 
жет действовать на шаринр, находящийся на его конце, лишь 
с силой, направленной вдоль самого стержня. Действительно, 
если бы это было не так, то по третьему закону Ньютона шар- 
иир также действовал бы на стержень с силой, направленной 
не вдоль стержня Такая сила создала бы момент относитель- 
но оси, проходящей через шарнир на другом коице стержия. 
В результате стержень вращался бы вокруг второго шарнин- 
ра, а не находился в равновесин. 

Рассмотрим шарнир С (рис. 17). Так как стержень АС 
сжат. а ВС растянут. на шариир С действуют три силы, со- 
ставляющие друг с другом углы по 120°. Поскольку шарнир 
покоится, все три силы должиы быть равны по модулю. Од- 

Г 


на из них — сила упругости Рупр нити, на которой непод- 
вижно висит груз массы т. Поэтому 


Рупр| = 78, н |Рдс| = вс] = т 18]. 
На шаринр В также действуют три силы, составляющие 
друг с другом углы по 120° (рис. 18}. Одна из сил известна. 


- - 
Это сила упругости растянутого стержня ВС: |Ё вс] = т 14|. 
Следовательно, н остальные силы. приложенные к шарнир 

В, а именно — снла упругости растянутого стержня В 

и искомая сила упругости сжатого стержня АВ. равны то- 
му же. Иначе гогоря, 


> > 

[Рав] = т ||. 
Эту задачу можно решить и энергетически. Предположнм, 
что нам удалось удлинить стержень АВ на кичтожно малую 
величину Ах. Для этого пришлось совершить работу против 


искомой силы упругости Рдв. Эта работа АА = |РАвАх 
пойдет на увеличение потенциальной энергии системы, так 
как груз массы 2 поднимется. Причем подинмется на столь- 
ко же. на сколько поднимется шарнир С. Величину переме- 
щения шарнира С можно найти из таких соображений. Дна- 
гональ (воображаемая) ОС ромба ОАСВ. проходящая через 
середину стержня АВ, до удлинения стержня АВ была гори- 
зонтальна. После удлинения стержня на малую величниу 
Ах середнна стержня АВ поднялась иа Ах/2. Следовательно, 
поднялась на Ах/2 и середина воображаемой днагонали ром- 
ба. Конец же этой днагомали (то есть точка С) поднялся на 


АВ = 24х/2 = Ах. Отсюда 1РА|Ах = тИАВ, и следова- 
тельно, 


Рав! = м |9. 
Б. Буховцев 


х 


Поскольку между цилиндром н стенками угла есть трение. 
угловая скорость вращения цилиидра со временем уменьша- 
ется. Согласно теореме о кннетнческой энергни, нзмененне кн- 
иетнческой энергин цилиндра равно работе действующих 
на него сил. Очевидно, что в нашем случае речь идет о рабо- 


те сил трения Рлру и `Ртрз (см. рис. 19). Поэтому прежде 
всего найдем эти силы. 
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Ф422. Половина сферическо- 
го конденсатора заподнена 
диздектриком с дизяектри- 


ческой проницаемостью в 
(рис. 20). Найти отноше- 
ние плотностей зарядоа на 
верхней и нижней половинах 
конденситора и сго емкость. 





Рис. 20. 
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Цилиндр поступательно ие перемещается. Это означает, 


что раЕиолестой ющая силы жа тк. сил реакцин стенок 


> 


угла М им Мои сил трения в и в равна нулю. Спроек- 
тнруем снлы на вертнкальную и горизоитальную осн и запи- 
шем СрОТЕВИСТВУИиие УбарЕия рАВвОРеЕМИ:, 


1! и-+ тра] == и = 0, А = | ра = = 0. 
Кроме того, 


три = = М н ря =н ИМ. 


Отсюда 
т[Е| ы изт |2 | 
Ут = я тр = ПУ ыЕ”" 


Пусть цилиндр до остановки сделал л оборотов. Это со- 
ответствует смещению точек приложения сил трения на рас- 
стояние 2лЮл. Работа сил трения ири этом равна 


я 5 Ч 2а®пн (1-Нн)т| 
— Сера + Пир Ода = — | 


Прнравияв эту работу изменению кинетической энергин 
цилиндра 





то? 
Е, 
найдем п: 
_ _©38а 02) 
4лв [#1 -- в) 
Ф 


В диэлектрике изпряжениость электрического поля ослабля- 
ется в = раз. Поэтому при одной и той же плотности зарядов 
напряженность Поля в нижней половине конденсатора была 
бы в = раз меньше, чем в верхней. 

В то же время обкладки сферического конденсатора эк- 
випотенциальны, поскольку они представляют собой проводя- 
щне поверхности. Следовательно, между любыми двумя точ- 
ками, принадлежащими разным сферам, разность потенциа- 
лов должна быть одна и та же. Для этого, очевидно. необхо- 
димо, чтобы плотность зарядов на инжней половине конден- 
сатора была в Е раз больше. чем на верхней. При этом электри- 
ческое поле во всем конденсаторе будет таким же. как в кон- 
денсаторе без диэлектрика, но с одинаковой илотностью заря- 
да на верхней и нижией половинах. 

Теперь майдем емкость конденсатора. Для этого надо 
знать заряд конденсатора и разность потениналов между его 
обкладкамн. Обозначим через < плотиость заряда на верх- 
ней половине конденсатора, а через 5$ — площадь поверх. 
ности внутренней сферы. Гогда заряд конденсатора 

9 = 95/2 + во $. 

Как мы уже говорили, электрическое поле виутрн данно. 
го конденсатора такое же, как в конденсаторе без диэлектри- 
ка. но с одниаковой плотностью заряда 9, то есть с равномер- 
но распределенным зарядом 


$ = 05. 
Следовательно, разность потенциалов между обкладками 
а 
41’  4ле,Ю 412, ГЮ ° 


Разделив 9 на Аф, найдем емкость конденсатора С: 
4 (1 -- =) 05/2 ле. (1 + &) г К 


вр 068 в = В-—г Е 


41,  гЮ 











И. Слободецкий 
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А. Лодкин 


Функциональное 
уравнение 
на сфере 


В этой заметке мы решнм задачу, предлагав- 
шуюся десятнклассникам на втором (нссле- 
довательском) туре Х Всесоюзной олнмпиады 
по математике. Эта задача была помещена 
в «Задачнике «Кванта» («Квант», 1976, 
№ 10, М410). Напомним ее формулировку. 


На сфере радиуса 1! проведена ок- 
ружность большого круга, которую 
мы будем называть экватором. Нам 
будет удобно использовать и другие 
географические термины: полюс, ме- 
ридиан, параллель. 

а) Зададим на этой сфере функ- 
цию }, ставящую в соответствие каж- 
дой точке сферы квадрат расстояния 
от этой точки до плоскости экватора. 
Проверьте, чтоэта функция облада- 
ет следующим свойством: 

если М., М., М, — концы трех 

взаимно перпендикулярных радиу- 

сов сферы, то } (М!) + [(М.) + 

АМ) = 1. @) 

Во всех следующих пунктах }— 
произвольная неотрицательная функ- 
ция на сфере, которая обращается в 0 
в0 всех точках экватора и обладает 
свойством (*). 

6) Пусть М и М — точки одного 
меридиана, расположенные между се- 
верным полюсом и экватором. Дока- 
жите, что если точка М дальше от 
плоскости экватора, чем точка №, то 
КМУ>КМ). 

в) Пусть М и М — произвольные 
точки сферы. Докажите, что если 
точка М дальше от плоскости эква- 
тора, чем №, то (М) = (М). 


г) Докажите, что функция } сов- 
падает с функцией, описанной в пунк- 
те а). 


Решение задачи а) 


Задача а) на самом деле есть в 
школьном учебнике «Геометрия 10» 
($ 43, задача 14). Вот ее решение. 
Пусть нам задан прямоугольный ба- 


знс (репер) ом м ом», ом. Рассмот- 


рим вектор ОР, где Р — полюс сфе- 
ры. Обозначим через Р (М) квадрат 


скалярного произведения вектора ОМ 
‹ 


на ОР: Е (М) = ОМ.ОР}?. Ясно, что 
Е — это та самая функция, о которой 
говорится в пункте а). Координаты 


вектора ОР в базисе ом,, Омь, 


ОМ., очевидно, равны расстояниям 
от точек М,, М», М. до плоскости 
экватора. Но скалярный квадрат век- 


тора ОР равен единице. Это и дает 
нам соотношение Р (М,) + Е (М.) 
+ А(Мэ =1 для функции Р. 
Всюду дальше у нас } — произ- 
вольная неотрицательная функция на 
сфере, равная нулю во всех точках 
экватора и обладающая свойством 


(*). 
Решение задач 6) ив) 


Очевидно, что пункт 6) задачи сле- 
дует из в); поэтому сразу докажем 
утверждение пункта в). 





Рис. 1. 
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Из условия (*} следует, что функ- 
ция } принимает одинаковые значения 


в диаметрально противоположных 
точках сферы. Поэтому нам достаточ- 
но рассмотреть значения функции 
только для точек северного полу- 
шария. 

Итак, лусть М-и № — две точки 
северного полушария. Докажем, что 
если М дальше от плоскости зквато- 
ра, чем №, то | (М) = РМ). 

Доказательство. Рас- 
смотрим окружность. большого круга, 
самой северной точкой которой явля- 
ется М. Пусть Гу — часть этой ок- 
ружности, лежащая в северном по- 
лушарни. 

Предположим вначале, что № также 
лежит на Ги. Обозначим через №” та- 
кую точку дуги Гы, что [ОМ] [ОМ], 
через М’ — одну из двух точек пе- 
ресечения дуги Г» с экватором. 
Тогда из (*) следует равенство (м 
(м) = (М)+{ (М’, поскольку 
[0М} ЮМ“, и точки М, М’, №, 
№’ лежат в одной плоскостн, — так 
что для точек М, М' и М, №’ втреть- 
ей» точкой будет одна н та же: ко- 
нец радиуса, перпендикулярного пло- 
скости окружностн Гм. Так как 
РМ’) = 0, то Мм. 

Пусть теперь точка № находится 
в области северного полушария, ле- 
жащей к югу от Гы. Тогда найдется 
такая точка О на Ги, что дуга боль- 
шого круга Го проходит через М№ 
(рис. 2). Применяя. предыдущее рас- 
суждение к парам точек М и 0, О 
н М№, получаем неравенства [{(М)>= 


= (РМ. 


Если же М лежит к северу`от Гу, 
то для «спуска» из М в М№ может 
понадобиться уже более двух шагов. 
Разделим угол А между плоскостями 
меридианов 71 и п, проходящих через 
точки М и М соответствеино, на № 
равных частей плоскостями меридиа- 
нов т,, ...-, Ин: (рис. 3). Выйлем 
из М по дуге Гы и в точке М, пе-. 
ресечения этой дуги с меридианом 
т, свернем на дугу Гм,. Дойдя по 
точки М, пересечения Гы с ле, по- 
вернем на Гм, и т. д. Последней точ- 
кой нашего путешествия будет точ- 
ка М, на п. Вы, очевидно, заметили, 
что чем больше №, тем «положе» тра- 
ектория спуска. Нетрудно доказать, 
что широта ф (М,) точки М, может 
сколь угодно приближаться к ф (М) 
(заметьте, что 4#$(М,) = 


о (М, 1) > = ие = 


Ел 
—={Ф (М) со$ Е 2 8 $(М)), и 
следовательно, М, при достаточно 
большом Ё окажется севернее М. 
На спуск из М, в М понадобится уже 
не более двух шагов. 


Функция Г(М) зависит только 
от широты 
Обозначим 
щуюся 
скости 


параллель, — находя- 
на расстоянии Ух от пло- 
экватора, через Л,. Чтобы 


-решить задачу г), нам понадобится 


такая 
Лемма. Еслн хфу[2=1, то 
можно построить прямоугольный ба- 





зис с концами на этих параллелях 
И и- ИЕ 

“Доказательство. —Возь- 
мем раднус ОХ с концами в какой-то 
точке Х параллели П,. Построим 
перпендикулярный к нему радиус ОУ 
с концами на параллели /1,. Для этого 
возьмем большой круг, ПЛОСКОСТЬ ко- 
торого перпендикулярна раднусу ОХ 
(рис. 4). Если и=1-—х, то три радиу- 
са с концами в точке Х, в одной из 
точек пересечения окружности этого 
большого круга с экватором и в са- 
мой северной точке окружности этого 
круга, дадут нам нужный ортого- 
нальный репер. Если же у<1—х, то, 
взяв любую из двух точек пересече- 
ния окружности этого большого круга 
с параллелью П,, получим раднус 
ОТ, перпендикулярный ОХ. 

Провелем теперь раднус, ортого- 
иальный к ОХ ин ОУ; пусть его конец 
оказался в точке У параллели Л. 
Из задачи а) следует, что Р (Хт 
-Е (У)-Е (У) =х-у-и=1 (напом- 
ннм, что функция Е каждой точке 
сферы ставит в соответствие квад- 
рат расстояния от этой точки до пло- 
скости экватора). Но, с другой сто- 
роны, и х|иу--г=1; значит, 2=0, 
т, е. параллели П, и П, совпадают. 
Лемма доказана. 

Докажем теперь, что фуикцня { 


постоянна на каждой параллели, то 


есть что она действительно зависит 
только от широты. 

Будем говорить, что функция | 
на параллели //„ претерпевает раз- 
рыв, не меньший е (е>>0), если на П. 


найдутся такие точки Х и Х’,, что 
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$ (Х)-—{ (Х'’) |-=е. Возьмем парал- 
лель ,, на которой у }{ разрыв, не 
меньший ге, и пусть две параллели 
Пу и П, таковы, что концы трех вза- 
имно перпендикулярных раднусов (ре- 
пера) соответственно находятся на 
параллелях П,, П, и П,. Как мы 
уже доказали, Е (ХЕ (У)-+Е (2) = 
=х+у+2=1 для всех Х ЕП, У Е 
ЕЛ,, Е ЕП, (Е — это функция из 
пункта а) ). 

Начнем вращать этот ортогональ- 
ный репер вокруг оси сферы, прохо- 
дящей через полюсы; при этом кон- 
цы наших радиусов будут переме- 
щаться —каждый по своей парал- 
лели. Покажем, что либо на парал- 
лели П,, либо на параллелн Пу, 
функция {} претерпевает разрыв, не 
меньший -5. то есть докажем, что 
либо на Л, найдутся две точки У, 
У’ такие, что И(У)— (У 5, ли- 
бо на П, найдутся точки 1, 7’ та- 
кие, что [/(2)—/(2’) = --- Допу- 


стим, что это-ие так; тогда для всех 
У, ВЕН, и м 2. ЕП, будет 


(У) — КУ <Ь-, Иа-Иа) < 
<5. Но мы знаем, что в соответ- 
ствующих тройках точек Х, У, Си 
К. у’, й 

ИХКУ)+КА)= 


= (ХНУ) +1. 
Отсюда 


в = /(Х)—1(Х’ = (У)—РУ) + 
+ИР)-КЕ =) К + 
+И(Р—1 < +=, 
т. е. её— противоречие. Тем са- 
мым либо на параллели П., либо на 


П, будет разрыв не меньше чем =. 


Из леммы следует, что если у-- 
+2=1—х, то либо на П,, либо на 
П, функция { терпит разрыв, не 
меньший >. Выберем №5 и рас- 
смотрим 2М№ параллелей 


Пу, У ыо вос И ПН ... Пак, 
соответствующих числам 
<<... к жы "21 >>... 


... >22к, 2.=1—хр— 4, (параллель 


П»х.т. е. число х,у нас фиксирована). 
По доказанному либо на Пу; ‚ либо на 
П„ у {разрыв не меньше чем >. 
так что, пройдя через эти 2М№ парал- 
лелей с юга на север, мы получим, 
что ыы! (поскольку {неот- 
рицательна), что невозможно. Значит, 
предположение, что [ не постоянна 
хотя бы на одной параллели, неверно. 
Таким образом, { фактически за- 
висит только от х, где 0=х=1, и мы 
можем от функции [. заданной на 
сфере, перейти к функции д, опре- 
деленной на отрезке [0, 1]: & (х) = 
={(Х). где Х ЕП,. Выше мы до- 
казалн, что если х+у-+2=1, то д (х)-+ 
+8 (+8 ()=1 Но легко сообра- 
зить, что & (хе (1-х) =[; следо- 
вательно, 1—д [1— (хи) |==в (ху). 
Отсюда получаем, что 
ЕФ ТЕ ЕЕ (*) 
для всех хи у, таких, что ху, 
х—0, у-0. 


Решение задачи г) 


Решая задачу в), мы доказали, что 
8 (хр (у), если х<у. Кроме того, 
р (1)=1. Докажем, что монотонная 
{неубывающая) и ограниченная функ- 
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ция &, определенная на отрезке 10, 1] 
и обладающая свойством (ж*), — 
обязательно линейная функция, а 
именно, р (х)=х. 

Действительно, из соотношения 


(+*) моментально следует, что 
в (ха) в (хо)... Не (х,) = а 

х,+...-х„), откуда &(п)= 
==пв (х), если  пх<1. Отсюда 


пя („= =("-=)= & (1) = 1, следо- 


те ) С 5 

вательно,  &|—|=-—--- оэтому 
2 (+= при п<л, то есть 
в ()=х при всех  рациональ- 


ных х. Пусть теперь х иррационально, 
гл И г. — рациональные числа и г.< 


<«х<г.. Тогда п. =а (гв (х) < 
< (г.)-г.. Сравнивая эти два не- 
равенства, получаем | (х)—х |< 


= ,—г, |. Так как разность г,—гу 
может быть сколь угодно малой (мож- 
но в качестве г, и г. брать десятичные 
приближения х), левая часть неравен- 
ства обязана быть нулем. Следова- 
тельно, #(х)=х теперь уже для 
произвольного х. Вспоминая, что 
& (х)=Р(Х), где Х ЕП,, получа- 
ем, что }(Х)-=х для всех Х 6П,, 
то есть функция / (М) совпадает с 
функцией, о которой говорится в 
задаче а). 





Пять 
мкогогранников 


На этом рисунке вы видите 
пять многогранников, — йсе 
их гранн — правильные мно- 
гоугольннки. Многогран- 
ники, расположевмые в уг- 
лах рисунка, получены из 
гексаэдра (куба) с пемощью 
одной и той же операцин, 
только примекяется оца в 
разных случаях по-разному 
Как вы думаете, что 
это за операция?. ^ 
Вычислите длины ребер 
всех многогранников, еслн 
длинна ребра гексаэдра рав- 
на 1. 
В. Тихонов 








«Квант» для младших школьников 








Задачи 


1. В действиях на рисунке каж- 
дая цифра зашифрована некоторой 
буквой. Расшифруйте эту запись, а 
затем запишите буквы по номерам в 
порядке возрастания (с 0 до 9). Ка- 
кое слово у вас получияось? 

2. Как без помощи линейки уз- 
нать, является ли данный лист бума- 
ги с прямолинейными границами квад- 
ратом? 

3. Вчера число учеников, присут- 
ствующих в классе, было в восемь 
раз больше числа отсутствующих. Се- 
годня не пришли еще два ученика, и 
оказалось, что отсутствуют 20% от 
числа учеников, присутствующих в 
классе. 

Сколько всего учеников в классе? 

4. «Бьют часы двенадцать раз...» 
поется в популярной песне. А сколь- 
ко всего ударов в сутки делают часы, 
если в двенадцать часов (дня илн 
ночи) они бьют двеналцать раз, в два 
часа — два раза н т. д., да еще в 
промежутках бьют один раз, отмечая 
середину каждого часа? 

5. Найтн двузначное число, пер- 
вая цифра которого равна разности 
между этим числом и числом, запи- 
санным темн же цифрами, но в 0б- 
ратном порядке. 
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Пришел я домой и сразу взялся за 
дело. Такая решимость меня одолела, 
что я даже сам удивился. Сначала я 
задумал сделать самые трудные уро- 
ки, как Ольга Николаевна нас учн- 
ла, а потом взяться за то, что полегче, 
Как раз в этот день была задана за- 
дача по арифметике. Недолго думая я 
раскрыл задачник и принялся читать 
задачу: 

«В магазине было 8 пил, а топоров 
в три раз больше. Одной бригаде 
плотников продали половину топоров 
н три пилы за 84 рубля. Оставшие- 
ся топоры и пилы продали другой 
бригаде плотников за 100 рублей. 
Сколько стоит один топор н одна 
пила?» 

Сиачала я совсем ничего не понял 
и начал читать задачу во второй раз, 
потом в третий... Постепенно я по- 
нял, что тот, кто составляет задачи, 
нарочно запутывает их, чтоб ученики 
не могли сразу решить. Написано: 
«В магазине было 8 пил, а топоров 
в три раза больше». Ну и написали 
бы просто, что топоров было 24 шту- 
ки. Ведь если пил было 8, а топоров 
было в три раз болыше, то каждому 
ясно, что топоров было 24. Нечего 
тут и огород городить! И еще: «Од- 
ной бригаде плотников продали по- 
ловину топоров и 3 пилы за 84 руб- 
ля». Сказали бы просто: «Продали 
12 топоров». Будто не ясно, раз то- 
поров было 24, то половина будет 12. 
И вот все это продали, значит, за 
84 рубля. Далыше опять говорится, 





*) Отрывок из книгн Н. Носова «Вигя 
а в школе и дома», Москва, «Детзиг», 
1959. 
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что оставшиеся пилы и топоры про- 
дали другой бригаде плотников за 
100 рублей. Какие это оставшиеся? 
Будто нельзя сказать по-человечески? 
Если всего было 24 топора, а прода- 
ли 12, то и осталось, значит, 12. А пил 
было всего-навсего 8; 3 продали од- 
ной бригаде, значит, другой бригаде 
продали 5. Так бы и написали, а то 
запутают, запутают, а потом небось 
говорят, что ребята бестолковые — 
не умеют задачи решать! 

Я переписал задачу по-своему, 
чтоб она выглядела попроще, и вот 
что у меня получилось: 

«В магазине было 8 пил и 24 то- 
пора. Одной бригаде плотников про- 
дали 12 топоров и 3 пилы за 84 рубля. 
Другой бригаде плотников продали 
12 топоров н 5 пил за 100 рублей. 
Сколько стоит одна пила и один то- 
пор?» 

Переписавши задачу, я снова про- 
читал ее и увидел, что она стала 
немножко короче, но все-таки я не 
мог додуматься, как ее сделать, по- 
тому что цифры путались у меня в 
голове н мешали мне думать. Я ре- 
шил как-нибудь подсократить задачу, 
чтоб в ней было меныше цифр. Ведь 
совершенно не важно, сколько было 
в магазине этих самых пил и топоров, 
если в конце концов их все продали. 
Я сократил задачу, и она получи- 
лась вот какая: 

«Одиой бригаде продали 12 то- 
поров и 3 пилы за 84 рубля. Другой 
бригаде продали 12 топоров и 5 пил 
за 100 рублей. Сколько стоит одия 
топор и одна пила?» 

Задача стала короче, и я стал ду- 
мать, как бы ее еще сократить. Ведь 
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не важно, кому продали эти пилы 
и топоры. Важно только, за сколько 
продалн. Я подумал, подумал — и 
задача получилась такая: 

«12 топоров и 3 пилы стоят 84 руб- 
ЛЯ. 

12 топоров и 5 пил стоят 100 руб- 
лей. 

Сколько стоит один топор и од- 
на пила?» 

Сокращать болыше было нельзя, 
и я стал думать, как решить задачу. 
Сначала я подумал, что если 12 то- 
поров и 3 пилы стоят 84 рубля, то 
надо сложить все топоры и пилы вме- 
сте и 84 поделить на то, что получи- 
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мать топоры от денег и то, что оста- 
лось, делить на пилы, и чего я толь- 
ко ни делал, никакого толку не вы- 
ходило. Тогда я взял задачу и пошел 
к Ване Пахомову. 

— Слушай, — говорю, Ваня, 
12 топоров и 3 пилы вместе стоят 
84 рубля, а 12 топоров н 5 пил стоят 
100 рублей. Сколько стоит один то- 
пор и одна пила? Как, по-твоему, 
нужно сделать эту задачу? 

— А как ты думаешь? — спра- 
шивает он. 

— Я думаю, нужно сложить 12 
топоров и 3 пилы и 84 поделить 
на 15. 


ПОСрудее 
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лось. Я сложил 12 топоров и 3 пилы, 
получилось 15. Тогда я ‘стал делить 
84 на 15, но у меня не поделилось, 
потому что получился остаток. Я по- 
нял, что произошла какая-то ошиб- 
ка и стал искать другой выход. Дру- 
гой выход нашелся такой: я сложил 
12 топоров и 5 пил, получилось 17, 
и тогда я стал делить 100 на 17, но 
у меня опять получился остаток. 
Тогда я сложил все 24 топора между 
собой и прибавил к ним 8 пил, а руб- 
ли тоже сложил между собой и стал 
делить рубли на топоры с пиламн, 
но деление все равно не вышло. Тог- 
да я стал отнимать пилы от топоров, 
а деньги делить на то, что получи- 
лось, но все равно у меня ничего не 
получилось. Потом я еще пробовал 
складывать между собой пилы н то- 
поры по отдельности, а потом отни- 
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— Постой! Зачем тебе складывать 
пилы и топоры?. 

— Ну, я узнаю, сколько было 
всего, потом 84 разделю на сколько 
всего и узнаю, сколько стоила одна. 

— Что «одна»? Одна пила или 
один топор? 

— Пила, — говорю, — или топор. 

— Тогда у тебя получится, что 
они стоили одинаково. 

— А они разве не одинаково? 

— Конечно, не одинаково. Ведь 
в задаче не говорится, что они стон- 
ли поровну. Наоборот, спрашивает- 
ся, сколько стоит топор и сколько 
пила отдельно. Значит, мы не имеем 
права мх складывать. 

— Даих, — говорю, — хоть скла- 
дывай, хоть не складывай, все равно 
ничего не выходит! 

— Вот —_ н не выходит. 


се БАРА а 
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— Что же делать? — 
ваю я. 

— А ты подумай. 

— Да я уже два часа думал! 

— Ну, присмотрись к задаче, — 
говорит Ваня. — Что ты видишь? 

— Вижу, — говорю, — что 12 то- 
поров и 3 пилы стоят 84 рубля, а 
12 топоров и 5 пил стоят 100 рублей. 

— Ну, ты замечаешь, что в пер- 
вый раз ни во второй топоров куплено 
одинаковое количество, а пил на 
две больше? 

— Замечаю, — говорю я. 

— А замечаешь, что во второй 
раз уплатили на 16 рублей дороже? 

— Тоже замечаю. В первые раз 
уплатили 84 рубля, а во второй раз — 
100 рублей. 100 минус 84, будет 16. 

— А как ты думаешь, почему во 
второй раз уплатили на 16 рублей 
больше? 

— Это каждому ясно, — ответил 
я, — купили 2 лишиие пилы, вот и 
пришлось уплатить лишних 16 руб- 
лей. 

— Значит, 16 рублей заплатили 
за 2 пилы? 


спраши- 


— Да, — говорю, — за 2. 

— Сколько же стоит одна пила? 

— Раз две 16, то одна, — гово- 
рю, — 8. 


— Вотты и узнал, сколько стоит 
одна пила. 

— Тьфу! — говорю. — Совсем 
простая задача! Как это я сам не 
догадался?! 

— Постой, тебе еще надо узнать, 
сколько стонт топор. 

— Ну, это уж пустяк, — говорю 
я. — 12 топоров и 3 пилы стоят 84 руб- 
ля. 3 пилы стоят 24 рубля. 84 минус 
24, будет 60. Значит, 12 топоров 
стоят 60 рублей, а один топор — 
60 поделить на 12, будет 5 рублей. 

Я пошел домой, и очень мне было 
досадно, что я не сделал эту задачу 


ты 
Орчелее 
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сам. Но я решил в следующий раз 
обязательно сам сделать задачу. Хоть 
пять часов буду сидеть, а сделаю. 

На следующий день нам по ариф- 
метнке ничего не было задано, и я 
был рад, потому что это не такое уж 
большое удовольствие задачи решать. 

«Ничего, — думаю, — хоть один 
день отдохну от арифметики». 

Но все вышло совсем не так, как 
я думал. Только я сел за уроки, вдруг 
Лика говорит: 

— Витя, нам тут задачу задали, 
я никак не могу решить. Помоги мне. 

Я только поглядел на задачу н 
думаю: 

«Вот будет история, если я не 
смогу решить! Сразу весь авторитет 
пропадет». 

Я говорю ей: 

— Мне сейчас очень некогда. У 
меня тут своих уроков полно. Ты 
поди погуляй часика два, а потом 
придешь, я помогу тебе. 

Думаю: «Пока она будет гулять, 
я тут над задачей подумаю, а потом 
объясню ей». 

— Ну, я пойду к подруге, — го- 
ворит Лика. 

— Иди, иди, — говорю, — Толь- 
ко не приходи слишком скоро. Ча- 
са два можешь гулять или три. В 
общем, гуляй сколько хочешь. 

Она ушла, а я взял задачник и 
стал читать задачу: 

«Мальчик и девочка рвали в лесу 
орехи. Они сорвали всего 120 штук. 
Девочка сорвала в два раза меньше 
мальчика. Сколько орехов было у 
мальчика и девочки? 

Прочитал я задачу, и даже смех 
меня разобрал. «Вот так задача! — 
думаю. — Чего тут не понимать? Яс- 
но, 120 надо поделить на 2, получится 
60. Значит, девочка сорвала 60 оре- 
хов. Теперь нужно узнать, сколько 
мальчик: 120 отнять 60, тоже будет 
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60... Только как же это так? Получа- 
ется, что они сорвали поровну, а 
в задаче сказано, что девочка сорва- 
ла в два раза меньше орехов. Ага! — 
думаю. — Значит, 60 надо поделить 
на 2, получится 30. Значит, мальчик 
сорвал 60, а девочка 30 орехов». По- 
смотрел в ответ, а там: мальчик 80, 
а девочка 40. 


— Позвольте! — говорю. — Как 
же это? У меня получается 30 и 60, 
а тут 40 и 80. 


Стал проверять — всего сорвали 
120 орехов. Если мальчик сорвал 60, 
а девочка 30, то всего получается 90. 
Значит, неправильно! Снова стал де- 
лать задачу. Опять у меня получа- 
ется 30 и 60! Откуда же в ответе бе- 
рутся 40 и 80? Прямо заколдованный 
круг получается ! 


Вот тут-то я и задумался. Читал 
задачу раз десять подряд и никак 
не мог найти, в чем здесь загвоздка. 

«Ну, — думаю, — это третьеклас- 
сникам задают такие задачи, что и 
четвероклассник не может решить! 
Как же они учатся, бедные?» 


Стал я думать над этой задачей. 
Стыдно мне было не решить ее. Вот, 
скажет Лика, в четвертом классе, 
а для третьего класса задачу не.смог 
решить! Стал я думать еще усиленнее. 
Ничего не выходит. Прямо затмение 
на меня нашло! Сижу н не знаю, что 
делать. В задаче говорится, что всего 
орехов было 120, и вот надо разделить 
их так, чтоб у одного было в два раза 
больше, чем у другого. Если б тут 
были какие-нибудь другие цифры, 
то еше можно было бы что-нибудь 
придумать, а тут сколько ни дели 
120 на 2, сколько ни отнимай 2 от 120, 
сколько ни умножай 120 на 2, все 
равно 40 и 80 не получится. 


С отчаяния я нарисовал в тетрад- 
ке ореховое дерево, а под деревом 
мальчика и девочку, а на дереве 
120 орехов. И вот я рисовал эти оре- 
хи, рисовал, а сам все думал и ду- 
мал. Только мысли мои куда-то не 
тула шли, куда надо. Сначала я ду- 
мал, почему мальчик нарвал вдвое 
больше, а потом догадался, что маль- 
чик, наверно, на дерево влез, а де- 
вочка снизу рвала, вот у нее и по- 
лучилось меньше. Потом я стал рвать 
орехи, то есть просто стирал их ре- 
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зинкой с дерева и отдавал мальчику 
и девочке, то есть пририсовывать оре- 
хи у них над головой. Потом я стал 
думать, что они складывали орехи в 
карманы. Мальчик был в курточке, я 
нарисовал ему по бокам два кармана, 
а девочка была в передничке. Я на 
этом передничке нарисовал один кар- 
ман. Тогда я стал думать, что может 
быть, девочка нарвала орехов мень- 
ше потому, что у нее был только один - 
карман. И вот я сидел и смотрел на 
них: у мальчика два кармана, у де- 
вочки один карман, и у меня в голо- 
ве стали появляться какие-то про- 
блески. Я стер орехи у них над го- 
ловами и нарисовал им карманы, от- 
топыренные, будто в них лежали оре- 
хи. Все 120 орехов теперь лежали у 
них в трех карманах: в двух карма- 
нах у мальчика и в одном кармане 
у девочки, а всего, значит, в трех. 
И вдруг у меня в голове, будто мол- 
ния, блеснула мысль: «Все 120 оре- 
хов надо делить на три части! Девоч- 
ка возьмет себе одну часть, а две ча- 
сти останутся мальчику, вот и будет 
у него вдвое болыне!» Я быстро по- 
делил 120 на 3, получилось 40. Зна- 
чит, одна часть 40. Это у девочки бы- 
ло 40 орехов, а у мальчика две ча- 
сти. Значит, 40 помножить на 2, бу- 
дет 80! Точно, как в ответе. Я чуть 
не подпрыгнул от радости и скорей 
побежал к Ване Пахомову, расска- 
зать ему, как я сам додумался решить 
задачу. 

Выбегаю на улицу, смотрю — идет 
Шишкин. 

— Слушай, — говорю, — Костя, 
мальчик и девочка рвали в лесу оре- 
хи, нарвали 120 штук, мальчик взял 
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себе вдвое болыпе, чем девочка. Что 
делать, по-твоему? 

— Надавать, — говорит, — ему 
по шее, чтоб не обижал девочек! 

— Да я не про то спрашиваю! 
Как им разделить, чтоб у него бы- 
ло вдвое? ы 

— Пусть делят, как сами хотят. 
Чего ты ко мне пристал! Пусть по- 
ровну делят. 

— Да нельзя поровну. Это зада- 
ча такая. 

— Какая еще задача? 

— Ну, задача ло арифметике. 

— Тьфу! — говорит Шишкии. — 
У меня морская свинка подохла, я 
ее только позавчера купил, а он тут 
с задачами лезет! 


Послесловие 


С тех пор. как Николаем Носовым была 
вапнсана замечательная повесть «Внтя Ма- 
леев в школе н дома». преподавание мате- 
матики в школе сильно изменилось. Теперь 
предмет стал называться математикой, а не 
арифметикой. изменилось и его содержание. 

ынешний третьеклассянк или четвероклас- 
сник уже не станет мучительно раздумывать 
над задачей об орехах. Он обоаначит число 
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орехов у девочки через «х»,-а тогда у маль- 
чика будет «2х» орехов. Таким образом, 
всего орехов было %3л». а известно, что их 
было 120. Значит, Зх == 120. отсюда х = 
—= 40, 2х = 80. Задача решена. 

Что же касается задачн о «пилах и топо- 
рах». то и здесь может прийти ина помощь 
всемогущий «х». Вспомним окончательную 
форму задачи, которую она ириняла после 
упрощений: 

«12 топоров и 3 пилы стоят 84 рубля. 

12 топоров и 5 пил стоят 100 рублей». 
Обозначим стоимость пилы через «хз, тогла 
из первого условия 12 топоров стоят 84 — 
— Зх рублей, а один топор (84 — 3х) : 12 руб- 
лей. Занншем теперь второе условие: | 


12-(84 — 3х) : 12-Е 5х = 00 


84 — Зх - 5х = 100. 


откуда х-— 8 (рублей). Снова иа помощь 
пришел стандартный метод. который при- 
водит к цели без долгих раздумий. 

Однако не кажется ли вам, что решение 
Вани Пахомова горазло красивее. Оно по- 
коряет нас простотой и изуществом логиче- 
ского рассуждения, приводящего к решению 
задачи. Попробуйте и вы решать задачи 
не только стандартным способом (с помощью 
уравиеннй}, но и просто логическим рассуж- 
дением. Напишите нам. какне задачн нз 
учебинков 3—5 классов проще решать логи- 
чески. чем с помощью уравнений. 


или 


А. Савин 





К статье В. Вавилова «Геометрия круга» (см. с. 40). 
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И. Константинов 


Насыщенный 
пар 


Давление газа зависит как от его 
температуры, так и от плотности газа 
(то есть от массы газа и занимаемого 
им объема). В то же время давление 
насыщенного пара зависит только от 
температуры и при данной  тем- 
пературе — вполне определенная ве- 
личина, характеризующая вещество 
жидкости. С чем связано это рии 
между паром и газом? 

Для того чтобы ответить на этот 
вопрос, выясним, прежде всего, по- 
чему жидкость испаряется. 

На молекулы поверхности жидко- 
сти действуют силы притяжения, на- 
правленные внутрь жидкости. Поче- 
му же молекулы вылетают наружу? 
Все объясняется тем, что молекулы 
в жидкости движутся хаотически. 
Поэтому вблизи поверхности всегда 
найдутся молекулы, скорости кото- 
рых направлены наружу, и если аб- 
солютные значения скоростей таких 
молекул достаточно велики, то они 
«прорвутся» через поверхность жид- 
кости, то есть испарятся. Для испа- 
рения каждой молекулы силы при- 
тяжения должны совершить вполне 
определенную работу А. Назовем ее 
работой испарения молекулы. Очевил- 
но, что эта работа отрицательна, так 
как силы притяжения направлены 
против перемещения молекулы. Сле- 


довательно, при испаренин молеку- 
2 


2 
уменьшается. Значит, через поверх- 
ность жидкости могут прорваться 
только те молекулы, кинетическая 


лы ее кинетическая энергия 


3- 


ти? 
энергия которых —- больше ра- 


боты испарения А. Именно такие 
быстрые молекулы вылетают из жил- 
кости и образуют над ее поверхно- 
стью пар. 

Так как при испарении жидкости 
из нее вылетают наиболее быстрые 
молекулы, то средняя кинетическая 
энергия молекул в оставшейся жид- 
кости уменьшается; значит, жидкость 
при испарении должна охладиться. 
Опыт подтверждает, что это действн- 
тельно так. (Вспомните, например, 
как охлаждается поверхность нашей 
кожи, когда она смочена быстроис- 
паряющимся спиртом или эфиром.) 
Чтобы испаряющаяся жидкость не 
охлаждалась, к ней необходимо под- 
водить определенное количество теп- 
лоты от какого-нибудь источника. 
Например, при испарении воды с по- 
верхности морей и океанов таким 
источником служит Солнце. Напом- 
ним, что количество теплоты, ко- 
торое необходимо подвести к жидко- 
сти, чтобы при испарении одного ки- 
лограмма жидкости ее температура 
не изменялась, называется удельной 
теплотой испарения. 

Нало помнить, что молекулы пара 
над жидкостью тоже движутся хаоти- 
чески, и часть их достигает поверх- 
ности жидкости. Эти молекулы снова 
возвращаются в жидкость. Одновре- 
менно с испарением жидкости про- 
исходит обратный процесс возвраще- 
ния молекул пара в жидкость, или 
конденсация пара. От этого процесс 
превращения жидкости в пар замед- 
ляется. Но если непрерывно удалять 
образующийся пар, например, сдувая 
его, испарение жидкости ускорится. 
Ясно, что при этом жидкость быстрее 
охлаждается. Вот почему дуют на 
горячий суп или чай. Едва ли нуж- 
но пояснять, что при конденсации па- 
ра выделяется столько же тепло- 
ты, сколько поглощается при испа- 
ренни. 

Выше мы рассмотрели процесс ис- 
парения жидкости с открытой ее по- 
верхности в сосуде, из которого жид- 
кость может постепенно испариться 
целиком. Иное дело, когда жидкость 
находится в закрытом сосуде и не 
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заполняет его. В таком случае об- 
разующийся пар не удаляется из со- 
суда. 

В герметически закрытом сосуде, 
температура которого поддерживается 
неизменной, жидкость может сохра- 
няться сколь угодно долго, не изменяя 
своего объема. Значит ли это, что 
испарение прекратилось? — Конечно, 
нет. По-прежнему «быстрые» модекулы 
покидают поверхность жидкости, но 
одновременно происходит конденса- 
ция образовавшегося над жидкостью 
пара. И когда число молекул, выле- 
тающих за данное время из жидкости, 
станет равиым числу молекул, воз- 
вращающихся обратно за то же время, 
тогда массы как жидкости, так и иа- 
ра будут оставаться неизменными. На- 
ступает равновесие между жидкостью 
и паром. Пар, находящийся в равно- 
весии со своей жидкостью, называют 
насыменным паром. 


Находящиеся в равновесии жид- 
кость и соприкасающийся с нею пар 
непрерывно обмениваются своими мо- 
лекуламн. Каково же число обменн- 
ваемых за данное время молекул? 
Сколько молекул вылетает нз жид- 
кости и возвращается обратно за 
данное время? 


Пусть через единицу площади по- 
верхностн за единицу времени выле- 
тает в средвем одно и то же число 
молекул 2., а попадает в нее г мо- 
лекул. Между жидкостью и паром 
наступает равиовесие, когда 2. —2. 


Вычислить значение 2. трудно хо- 
тя бы потому, что мы не знаем точ- 
ного значения снл притяжения меж- 
ду молекулами пара н жидкости. 
Зато рассчитать значение 2 доволь- 
но просто. Действительно, внутрь 
жидкости проникает каждая молеку- 
ла пара, попавшая на поверхность 
жидкости; следовательно, г равно чн- 
слу молекул, попадающих за единн- 
цу времени на единицу площади по- 
верхности жидкости. Нандем это чи- 
сло. 


Направим ось Х перпендикулярно 
свободной поверхности жидкости в 
сосуде (рис. 1. Будем считать, что 
проекции скоростей всех молекул па- 
ра на ось Х одинаковы по абсолютной 
величине. Тогда у половины всех 
молекул проекция скорости на ось Х 
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Рис. 1. 


положительна и равна |: |, ау по- 
ловины — отрицательна и равна 
= |2 |. 

За единицу времени на единицу 
площади поверхности попадут те мо- 
лекулы пара, которые находятся от 
нее на расстоянии / = |, | н имеют 
проекцию скорости на ось Х, равную 
— |в. |. Иными словами, за единицу 
времени на единнцу площади поверх- 
ности жидкости попадет половина 
молекул пара, находящихся в объ- 
еме У, =|и, |, примыкающем к по- 
верхности. Если объем, занимаемый 
в сосуде паром, равен У и в этом объ- 
еме находится № молекул пара, то 
в объеме У, число молекул пара рав- 
Мо | 

и 

Таким образом, число молекул 
нара, попадающих за единицу вре- 
мени на единицу площади поверхно- 
сти жидкости, равно 


= 
2 


м Ра 
НО М, = И =. 


№ 
& = та [х|. 

Мы считали, что проекции ско- 
ростей молекул на ось Х одинаковы 
по абсолютной величине. Однако это 
не так, и точнее было бы пользовать- 
ся не значением |9. |, а средним зна- 
ченнем этой величины. Поэтому 


Е. 1 м => 
2 = — У | ох Е 

Если число 2. молекул, покндаю- 
щих жидкость через единицу площади 
поверхности за единицу времени, рав- 
но этому значению 2, то между жид- 
костью и паром устанавливается рав- 
новесие. 

Итак, чнсло молекул, возвращаю- 
щихся из пара в жидкость, зависит 


не только от температуры (т Го» |), 
но и отплотностн пара (© м Сле- 


довательно, пар над жидкостью ста- 
нет насыщенным, когда в заннмаемом 
им объеме У накопится как раз столь- 
ко молекул №, чтобы выполнялось 
условие 


Ам = 
= и 9х == 2%. (1) 


А 
что отношение -- 


ляет давление р пара при данной тем- 
пературе: 


Напомним, опреде- 


` 








р=- Г. (2) 

Если пар насыщенный, то, согласно 

(1), га = не ‚ н‹ давление пара равно 
22ЁТ 

рн== =. (3) 


ох: | 
Таким образом, мы приходим к вы- 
воду, что давление насыщенного пара 
действительно не зависит от заннмае- 
мого им объема и при данной темпера- 
туре вполне определенная величина, 
характерная для данной жндкости. 

Может показаться, что независи- 
мость давления насыщенного пара от 
объема противоречит уравнЕнню газо- 
вого состояняя (2),из которого следует, 
что прн постоянной температуре Т 
давление газа обратно пропорцнональ- 
но занимаемому им объему У. Может 
быть, для насыщенного пара непри- 
менимо уравнение состояния газа? 
В действительности никакого про- 
тиворечия нет, и уравнение (2) впол- 
не применимо. 

Из уравнения (2) следует, что 
давление р газа обратно пропорцио- 
нально его объему при условнн, что 
№ постоянно, то есть когда масса 
газа не изменяется. А для насыщенно- 
го пара это условие не выполняется. 
При изменении объема насыщенного 
пара его масса тоже изменяется. Дей- 
ствительно, если сжать насыщенный 
пар Так, что его объем уменьшится 
от значения У до какого-нибудь зна- 
чения И,, немедленно увеличится от- 
ношение Л/У,. Тогда, как видно 
из формулы (1), увеличится число 2 
молекул, возвращающихся из пара 
в жидкость, и оно превысит число 2о 
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Рис. 2. 
«испаряющихся» молекул. Вследст- 


вие этого число № молекул пара нач- 
нет уменьшаться. Когда оно умень- 
шится до такого значения №,, при 
котором 

№. 

у . 

равновесие восстановится. Но тогда, 
в соответствие с уравнением (2), вос- 
становится и давление р пара. Так 
это и происходит на опыте. 

При уменьшенни объема насыщен- 
ного пара часть его конденсируется и 
масса пара уменьшается во столь- 
ко раз, во сколько раз уменьшается 
его объем. Поэтому давление насыщен- 
ного пара не зависит от его объема. 
{Нетрудно догадаться, что при увелни- 
чении объема, занимаемого насыщен- 
ным паром, от значения У до зкаче- 
ния У, все произойдет в обратном 
порядке: число «конденсирующихся» 
молекул станет меньше чем число 
испаряющихся, вследствие этого чи- 
сло молекул в паре увеличится до 


ты 
ие — 


такого значения №,, при котором 
м 

у = у, И давление пара останется 
+ 

прежним.) 


Итак, мы выяснили, что давление 
насыщенного пара при задаиной тем- 
пературе имеет вполне определенное 
значение, характерное для данного 
вещества. Мы подчеркнули «при за- 
данной температуре», так как опыт 
показывает, что давление насыщен- 
ного гара НАД жидкостью зависит от 
температуры. 


Получить из опыта эту зависимость 
нетрудно. Для этого нужно снаб- 
женный манометром закрытый сосуд 
с жидкостью поместить в нагреватель 
и измерять давление пара прн разных 
температурах. На рисунке 2 приве- 
ден типичный график зависимости 
давления насыщенного пара от тем- 
пературы для воды. Эта зависимость 
совсем не похожа на знакомую нам 
линейную зависимость давления га- 
за или ненасыщенного пара от тем- 
пературы, которая показана на том 
же графнке пунктиром. Из графика, 
например, видно, что при повыше- 
нии температуры от 373°К (109 °С) 
до 473 °К (200 °С) давление насыщен- 
ного пара воды возрастает в 16 раз, 
от одной атмосферы до 16 атмосфер. 
Давление же газа нли ненасыщенно- 
го пара возрастает всего лишь на 27 %, 
как это и следует из уравнения со- 
стояния газа. 

Чем же объясняется такое риль- 
ное различие? 

Обратимся еще раз к уравнению 
состояния газа 


Из этого уравнения видно, что когда 


№ 
плотность молекул та не изменяется 


с изменением температуры, то дав- 
ление пара пропорционально темпе- 
ратуре Т. Наблюдаемую на опыте 
более «крутую» зависимость давле- 
ния р насыщенного пара от темпера- 
туры можно объяснить только тем, 
что с повышением температуры рас- 


тет и отношение та ‘то есть растет 


плотиость пара. 

Почему повышение температуры 
вызывает увеличение плотности на- 
сыщенного пара? Потому что с повы- 
шением температуры жидкости резко 
возрастает доля ее молекул, у кото- 
рых кинетическая энергия больше 
работы испарения. Значит, при по- 
вышении температуры резко увелячя- 
вается число 2, молекул, испаряю- 
щихся из жидкости. А это, в свою 
очередь, приводит к увеличению плот- 


М 
ности молекул пара —- и его давле- 


у 
ния р. 
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Правда, с увеличением температу- 
ры растет и скорость молекул пара, 


то есть растет значение [©,‚|, но этот 
рост мал по сравнению с ростом плот- 
г 


НОСТИ 


у": 
Давление насыщенного пара растет 
при повышении температуры глав- 
ным образом за счет увеличения коли- 
чества жндкости, переходящей в пар. 
Ясно, что если вся жидкость в 
закрытом сосуде яспарится целиком, 
пар станет ненасыщенным и при даль- 
нейшем нагреванин его давление р 
растет пропорционально температуре 
Т. Ненасыщенный пар можно пре- 
вратить в насыщенный. Для этого его 
надо охладить. По мере понижения 
температуры давление пара будет па- 
дать пропорционально температуре до 
тех пор, пока не начнется его кон- 
денсация — на стенках сосуда поя- 
вятся мелкие капельки жидкости в 
виде росы. Это значит, что пар стал 
насыщенным. Температура, при ко- 
торой пар становится насыщенным, 
получила название точки росы. 


Упражнення 


1. Вычислить давление ненасыщенного 
водяного пара в сосуде при температуре 17 °С, 
еслн точка росы оказалась равной 5 °С. 

2. За сколько времени испарится | кг 
воды в сосуде, если пространство над его по- 
верхностью откачивается насосом, а темпера- 
тура воды поддерживается постоянной, рав- 
ной 100 °С? 

Площадь поверхности воды равна 0,01 м?. 
Давление насыщенного пара воды при 100°С 

ы ГЫ 
равно 1 бар. Считать. что «= | —`. 
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Н. Розов 


Читатели 
советуют 


В обширной редакционной почте «Кванта» 
есть довольно много писем, в которых со- 
держатся разнообразные предложения, за- 
мечания, наблюдения, близкие к тематике 
«Практикума абитуриента». На пнсьма, 
посвященные частным вопросам, редакция 
отвечает лично их авторам. Но с содержа- 
нием некоторых писем, на наш взгляд, по- 
лезно познакомиться всем читателям «Кван- 
та». Хотя приводнмые в этих письмах сооб- 
ражения не всегда новы и оригинальны, онн 
могут представить ннтерес для поступающих. 
Не считая возможным публиковать такие 
пнсыма целиком, редакция решила подгото- 
внть подборку матерналов, составленную по 
предложениям чнтателей, с необходимыми 
дополнительными  комментариямн. 


В ряде писем читателн  рекоменду- 
ют познакомить абитурнентов с од- 
ним любопытным приемом решения 
уравнений с параметром. 

Прежде чем пояснить сущность 
этого приема. рассмотрим такую за- 
дачу. 

Пример 1. 
множители многочлен 


Р = 44 — у 209, — № 
+ 2ху — 2х —1. 
На первый взгляд многочлен ка- 
жется довольно сложным. Но если 
заметить, что старшая степень у 
равна двум, и корни квадратного 
относительно у уравнения 


еду + 
++ (4 — № — 2—1 -=0 


легко находятся: 


Разложить на 


— ох) + 253  х-+1 


71,2 = я 5 2х, 





х 


получаем 
Р = — (у — и1)(у — у») = 
= (2% + х +1 — ху) (2х2 — х— 
— 1+ хи). 
Пусть теперь надо решить урав- 
нение относительно х с параметром а: 
Р(х, а) = 0, (1) 
причем }(х, а) — некоторый много- 
член от переменных х и а. Предполо- 
жим, что непосредственное решение 
уравнения (1} относительно х затруд- 
нительно (скажем, уравнение (1} — 
кубнческое относительно х и т. п.). 
Еслн в то же время левая часть урав- 
нения (1) представляет собой квад- 
ратный трехчлен относительно а, то, 
найдя корни этого трехчлена 


а, = В(х), а, = В, 
перепишем уравнение в виде 


(а — Во)(а — 20) = 0. 

Тем самым уравнение (1) распадается 
на два уравнения: 
ро а, о) = а. 

Наш читатель М.Л. Крайзман 
(Львов) приводит в своем письме не- 
сколько уравнений, которые удает- 
ся решить указанным приемом. 

Пример 2. Решить уравнение 
Хх — 103 — 2 а— пе 

+ 2 (5а + 6) х - 2а + а? -= 0. 

Заметив, что левая часть этого 
уравнения (четвертой степени) пред- 
ставляет собой квадратный трехчлен 
относительно а: 

а? — 2а (^^ —5х— + 
+ (х* — 103 + 222 + 12х) — 0, 
и вычислив корни написанного квад- 
ратного трехчлена, получим два квал- 
ратных относительно х уравнения 
х? — бл — а =`0, 

х? —4х—а—2=0. 
Отсюда без особого труда получается 
окончательный ответ: 

при аЕ|—о; 9[ корней нет; 

при а=—9 один корень: х=3; 

при а 6 ]-—9; —6[ два корня: 


ж.2=3 У 9-а; 

при а= —6 три корня: хи. = 
= 3 ИЗ, Хз = 2; 

при а Е 1—6; —5[{) 1—5; оо [ че- 
тыре корня: х1, 2 =3 Е И 9-+а, хз.4 = 
=2- У б-а; 

при а= —5 три корня: х,==1, х.= 
==3, Хз=0. 
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Изложенный прием можно при- 
менять и в случае, когда рассматри- 
ваемое уравнение приводится к виду 
{1} после ряда преобразований. При 
этом, конечно, нужно следить за тем, 
чтобы не потерять корни и не при- 
обрести посторонние решения, что 
требует особой аккуратности в свя- 
зи с наличием в уравнении парамет- 
ра. | 
Пример 3. Решить уравчение 


х3—Уа-х=а. 
Переписав данное уравнение в ви- 
де х* —а=УуУа-—х, немедленно за- 


ключаем *), что мы должны ре- 
шить уравнение 


(х? — а) =а—х (2) 
и отобрать те его корни, которые удов- 
летворяют неравенству 
х — а > 0. (3) 
Уравнение (2) можно рассматривать 
как квадратное относительно а: 
а — а (2% + Ах =0, 
откуда а = х* + хили а = —х- 1. 
Уравнение 


№ -+х—а=0 (4) 
имеет корни при а Е [—1/4; оо[: 
ру Е. 

— 1+ УТ 4а 
а ис банда 
причем х, =х. при а-=—1/4. Посколь- 


ку для корней х,,„ в силу равенства 
(4) имеем 
х —а = —, 


то проверка неравенства (3) сводится 

к проверке неравенства — х>>0, ко- 

торое для х, справедливо для всех 

а Е [—-1/4; со [, а для х, выполнено 

лишь при а 6 [-—1/4; 0}. 
Уравнение 


е—х+!—а=0 (5) 


имеет корни при а 6[3/4; оо [: 
1— У4а —3 
ву. 
— 1+ У4а —3 
=, 


*) См., например. Г. В. Дорофеев, 
М. К. Потапов, Н.Х. Розов, «По- 
собие по математике для поступающих в ву- 
зы» (М., «Наука», 1976, с. 176—177). 
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причем х.=х. при а=3/4. Поскольку 
для корней х.з В силу равенства (5) 
имеем 
№ —а=х—\, 
то проверка неравенства (3) сводится 
к проверке неравенства х — 1 -=0, ко- 
торое для х. неверно при любых а, 
а для х. выполнено при а Е 11; о]. 
Подведя итог, запишем ответ: 
при а Е |-—<о; —1/4[ корней нет; 
при а=—1/4 один корень: х= 
=— 1/2; | 
при 
х =х,, 


а Е]|-—1/4; 0} два корня: 
Хх = Хо, 


при а Е 10; 1[ один корень: х== 
при а ЕП, °®[ два корня: х= 
=х), Хх—=Х.. 


В следующей задачетот же прнем 
с успехом применяется для решения 
системы уравнений. 


Пример 4. Решить систему 
уравнений 
ах® -- 26у =а, 
62+ 2ах-=6. 


Ясно, что если а=6—0, то лю- 
бая пара чисел (х, у) удовлетворяет 
системе. Если Б = 0, ноа 52 О или если 
а =0, но &5=0, то система решений 
не имеет. Пусть, наконец, аэ>=0 ни 
2-20. Тогда, выразив у из первого 
уравнения системы и подставив во 
второе, получаем уравнение четвер- 
той степени относительно х с двумя 
параметрами а и 6, которое можно 
рассматривать как квадратное от- 
носительно 6: 

45° — 26 - 4ах — а?(1 — х?)* = 0. 
Отсюда находим два уравнения: 


_ а + х) _ #@-—х) 
=, =. 
Поучительную задачу  присла- 


ли в своем письме наши читатели 
А. М. Авоян и В. М. Анумян (Ере- 
ван}. Оказывается, что рассматривае- 
мым приемом иногда удается решать 
и такие уравнения, в которых ни- 
какого параметра нет. 

Пример 5. Решить уравнение 


х+И3+ Ух=З. (6) 


Последовательное возведение обе- 
их частей уравнения в квадрат при- 
водит к уравнению четвертой степени, 
решить которое очень трудно. Поэто- 
му поступим следующим образом. 


Нетрудно сообразить, что корня- 
ми уравнения (6) будут те и только 
те корни уравнения 


3+ их -= (3—х)', 


которые удовлетворяют неравенству 
0=х=3, то есть х6[0; 3]. Рас- 
смотрим вместо уравнения (7) более 
общее уравнение с параметром 


(7) 


арих= (а—х), 


(8) 


совпадающее с уравнением (7) при 
а=3. Запнсав уравнение (8) как 
квадратное относительно а: 


а—а(2х +1) -+(*— ИХ) =0, 
легко получим два уравнения: 
Хх ИХ -а=0, хо ых— а=0, 
или, полагая а = 3, 

х+ МХ 2-=0, х— ИУх—3=0. 


Решив эти уравнения и отобрав 
те их корни, которые удовлетворяют 
условию хе[0; 3], найдем корень 
уравнения (6): х= 1. 


Упражнения 

1. Разложить на множителн следующие 
многочлены: 

а) (1 х2) у 2(х— ИЕ 

6) (х* — ПЕ (У- Их —у—1). 

2. Решить уравнения 

а) хб-| (52 — 62) х2 — 6? =0; 


6) хФжарИа+ Ух; 
в) хз +2 УЗ л? -+- 3х -- ИУЗ—1=0; 
ре Их--5=5. 
3. Решить систему уравиеиий 
Г жи = ох су а, 
| У 22 = ву -| $2 —сх, 
г х?==сг + ах — фу. 


Наш читатель Г. Ф. Пискарев (с. 
Прозорово Ярославской области) при- 
слал в редакцию неравенство, для 
доказательства которого необходимо 
':спомнить изучаемое в школе соот- 
ношенне между тангенсом и его ар- 
гументом. 


4. Доказать, что прин 0< хх л/2 


хз 
Чех тх> —. 
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* + 
* 


Свое письмо в редакцию наш чн- 
татель Б. Я. Старобин (г. Северо- 
донецк Ворошиловградской области) 
посвятил подробному анализу одной 
геометрической задачи, предложен- 
ной Заочной физико-технической шко- 
лой при МФТИ (задание № 5 для уча- 
щихся девятых классов). 

Пример 6. Стороны АВ и 
СР выпуклого плоского четырехуголь- 
ника АВСО взаимно перпендикуляр- 
ны и являются диаметрами двух кон- 
груэнтных касающихся друг друга 
внешним образом окружностей ра- 
диуса г. Найти площадь четырех- 
угольника АВС, если известно, что 
ВС1: ПАБ |=1:3. 

Казалось бы, в этой задаче нет 
ничего особенчого, каждый решал 
много таких задач. Познакомимся с 
решением, которое предлагают ав- 
торы задания ЗФТШ. 

Используя обозначения, очевид- 
ные из чертежа (см. рис. 1}, и учи- 
тывая, что (АО) | (ОБ), можем на- 
нисать 


$ ВС = Злор— 5 вос ый 
1 1 
= (27+ х)(2г + у) ——5 жму = 


=г (ху) +27. 
Запишем теорему Пифагора для пря- 


моугольных треугольников ВОС, 
0,00,, АОБ: 
эти =г, (9) 


СРО АР, (0) 
(27 + хе - (гу =. (1) 


Из соотношений (9) и (10) следует 
равенство 
гу =" —- 2. (12) 


С учетом условия 2: { = |: Зи равен- 
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ства (12) из соотношений (9) и (11} 
легко исключить 2 и 


х+у=-= г. (13) 


Поэтому окончательно Злвср =. 

Отвег получен, в вычислениях 
ошибки нет. Но — любознательный 
абитуриент, захотевший найти хи у, 
будет немало удивлен. Ведь из ра- 
венств (9), (12) и (13) получается, что 


ГВ 2, 
5 
а это уравнение с учетом уравнения 


(13) дает для величин х и у значения 


1+ун 
——5 _", Так что одна из длин х или 


у отрицательна! 

В чем же причина столь парадок- 
сального результата? Дело в том, что 
изображенная на чертеже геометри- 
ческая картина несовместима с ука- 
занными в условии числовыми дан- 
ными. Авторы задачи не заметили, 
что в ней речь идет о «невозможном 
объекте». 

Чтобы убедиться в этом, найдем 
возможные значения величины и= 
=2/1, совместимые с остальными гео- 
метрическими данными, ухазанными в 
условии задачи. 

Поскольку О есть точка пересече- 
ния взаимно перпендикулярных пря- 
мых АВ и СО, она лежит на полу- 
окружности, имеющей отрезок 0,0. 
своим днаметром. Введем параметр 


^^ 
&а = ВО! О%. Тогдах = |00:| — ПВО, |-= 
р 0$ @— г, и-= 2 таг, 2°- 
=? у?=6 —4 ($т @ - с0$ @); анало- 
гично Ё==6 -+- 4 ($та -т с0$ @), откуда 
7 в 3 — 2(5та -| соза) — 
3+ 2(59па -- с05@а] 
3—2 2 (а 1- = 





Е НУ (а Е = 
прнчем © 6 [л/б; л/З|1, так как че- 
тырехугольник АВС — выпуклый. 
Легко видеть, что функция м (@) при- 
нимает наименьшее значение при &- 
—2/4, а наибольшие — при а= 
5/3 и а-—л!/6, причем и(л/4) = 


Ц (л/б) = Уна’ то 
+ 


| 
а: 22 
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есть  приближеннои Е 10,171;0,217[. 
Таким образом, при сформулиро- 
ванных в условии задачи геометри- 


ческих предположениях отношение 
ВС 

25. не может принимать значе- 
ния 1/3. 


Конечно, от поступающих в ву- 
зы не требуется (если не оговорено 
противное) проводить анализ усло- 
вий существования предложенной в 
задаче геометрической конфигурации. 
Однако надо иметь в виду, что раз- 
личные данные задачи могут быть 
тесно связаны между собой, зависимы, 
и тогда произвольно выбирать эти 
данные уже нельзя. 

Упражнеяиня 

В следующих задачах проведите «реше- 
ние». исходя из «естественного» чертежа, а 
затем покажите, что описанные геометриче- 
ские конфигурации невозможны. 

5. Стороны параллелограмма равны | см 
и 0,5 см. а угол между диатоналями 60°. 
Найтн площадь параллелограмма. 

$. Сторона треугольника равна 12 см, 
а высота, проведенная к этой стороке, 10 см. 
Найти расстояние от центра окружности, 
вписанной в треугольник, до вершины, про- 
тиволежащей данной стороне, если радиус 
вписанной окружности равен 4 см (см. «Сбор- 
ник задач по математике для конкурсных эк- 
заменов во втузы» под ред. М. И. Скзнави, 
М.. «Высшая школа», 1972, задача 10.260). 

7. Дан круг с центром О. Через точку 
внутри круга проведены диаметр АВ и хор- 
да СО. Из точкн О опущен перпендикуляр 
ОЕ на хорду АС (точка Е лежит между точ- 
ками А и С), а из точки Е опущен перпенди- 
куляр ЕН на диаметр АВ. Точка М — сере- 
дина хорды СО. Известно, что | АМ |==2 |МО |, 


АН]-=5|АВ]. Найти АМО. 


* * 
* 


Задача ученика 8 класса Р. Ази- 
зяна (пос. Разина Азербайджанской 
ССР) не сложная. Поэтому не торо- 
питесь составлять уравнение — сна- 
чала попытайтесь найти ответ без 
вычислений. Если ничего не полу- 
чится — решите задачу и подумай- 
те, привлекая физические представ- 
ления, почему ответ действительно 
очевиден. Объясните также, почему 
ответ не зависит ог того, какая из 
двух величин и, и ©, больше. 

8. Два велосипедиста одновременно при- 
няли старт в пункте Ан пОолжЖны финиширо- 
вать в пункте В. Первый велосипедист пер- 
вую половину времени двнжения до фиинша 


едет равномерно со скоростью ча, а вторую 
половину своего времени движения до фи- 


ниша — равномерно со скоростью у». Второй 
велоснпедист первую половину пути до фи- 
ниша едет равномерно со скоростью Ио. а 
вторую половину пути до финиша — равно- 
мерно со скоростью 2;,. Кто финиширует 
раньше? 


* 


Введение понятия производной в 
школьный курс математики дает уча- 
щимся возможность проводить под- 
робный анализ широкого класса функ- 
ций, в частности, довольно быстро и 
единообразно решать задачи «на нан- 
большее или нанменышее значение», 
даже геометрические. Один пример 
такой задачи прислал в редакцию 
наш читатель Э. Г. Готман (г. Арза- 
мас Горьковской области). 

Пример 7. Основанием пира- 
миды служит ромб, длина стороны 
которого равна а. Известно, что дли- 
ны высот, опущенных из вершины 
пирамиды на две противоположные 
стороны основания, равны №. Ка- 
кой наибольший объем может иметь 
такая пирамида? 

Пусть МАВСО — данная пирами- 
да, [№] и [ММ] — высоты граней 
АВМ и СОМ, [МО] — высота равно- 
бедренного треугольника /,ММ (рис. 
2). Тогда (АВ) 1 (МГ. и (АВ) | (ММ), 
следовательно, (АВ) | (Е М) и (АВ) | 


(№0). Поэтому [1М|] — высота 
ромба ЛВСО, а [МО] — высота пи- 
рамилы. 

Согласно ууежокию [АВ =а, |МЦ= 

= [ММ = Положим  |ЁМ|= 
саша =. тогда $авсь==ах, |МО]== 

=у=- т, а объем У пирамиды 
равен 

Ух) ==жам (4—2) хе. 


Таким Вы задача свелась 
к нахождению наибольшего значения 
на отрезке [0; а] функции И, кото- 


рого она достигает одновременно с 
функцией 

7) = фе - 4х. 
Так как [(х)= — 4х3 ВА?х, то, 


приравняв производную нулю, 
чим уравнение 


х(х"— 212) =0 
для критических точек, 


нолу- 


из которых 
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Рис. 2. 


нас может интересовать только х = 
уе. 


Точка у 2 принадлежит проме- 
жутку |0; а] в том и только в том 
случае, когда ай у. Будем сна- 
чала считать, что это условие вы- 
полиено. Сравнивая значенне функ- 
ции /(х) в найденной точке и в кон- 
цах промежутка [0; а]. заключаем, 
что функция /(х) принимает наи- 
большее значение при хейу5. 


Следовательно, если а>- #2, то 


| 2 
Ух = т ай?. 


Пусть теперь а<ВуУ2, так что 
точка х=йЙу2 лежит вне проме- 
жутка [0; а]. Поскольку на отрезке 
10; Ви 2] функция }(х) — возрастаю- 
щая, то свое наибольшее значение 
она принимает в конце промежут- 
ка—при х=а. Следовательно, если 


а<ву2. то 


Интах = 0? и 4 —а?. 


Окончательный ответ выглядит 
так: 


Те: > 


тах 


ай?, еслна=й И 2; 


| 
Е 
= а? ]/ 41? — 0, еслниа< ВИ2. 


Упражнения 

9 (МГУ. мехмат, 1966). Нужно изгото- 
вить коробку в форме прямоугольного парал- 
лелдепипеда с нлощадью основания, равной 
| см?. Сумма длин всех ребер параллелепи- 
педа лолжна равняться 20 см. Пои какнх раз- 
мерах коробки ее полиая поверхность будет 
наибольшей? 
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10 (МГУ, физфак. 19710. Из прямоуголь- 
инка, длина большей стороны которого 
равна [. вырезаются два полукруга, диамет- 
рамн которых служат менышие стороны пря- 
моугольника. При каком значении длины 
меньшей сторопы прямоугольника площадь 


оставшейся части будет максимальной? 
* * 


* 


Вниманию читателей журнала бы- 

ло предложено уравнение 

4 В 
ХЕ -— 5х == 0 

(см. «Квант», 1976, № 4, с. 43). Опуб- 
ликованное решение этого уравнения 
(см. «Квант», 1976. № 5, с. 79) ис- 
пользовало некоторую специальную 
замену неизвестного. 

В своем письме в редакцию школь- 
ница Я. Кириллова (г. Чкаловск Тад- 
жикской ССР) указывает иной путь 
решения. Переписав уравнение в виде 

я 4—5 - Юх = 0, 
она после удачной группировки чле- 
нов раскладывает левую часть на 
множители: 
(х — 4х2 -- 4) 5 4х? — 
— 5х (* — 2) =0, 
(х? — 2) — Хх — + 
+ 4% — 4х (2—2) =0, 
0—2) — 2-х 
4 4х (х— № + 2) =0, 

(% — х— 20° — 4—2 =0. 

В результате находятся корни урав- 
нения: 





у 1, Ха = №, Хуа =2 =И6. 


* * 
ыы 


Некоторые геометрические фак- 
ты, прямо не формулируемые в школь- 
ных учебниках как теоремы, оказы- 
ваются иногда очень полезными при 
решении конкурсных задач. Конеч- 
но, любую задачу для поступающих 
можно решить’и без всяких «допол- 
нительных» фактов. Однако’ такого 
рода факты часто позволяют быстрее 
«увидеть» решение и прийти к цели 
‚ наиболее простым путем, поэтому их 
стоит запомнить. На один ‘из таких 
фактов обращает внимание  абиту- 
риентов наш читатель Л. И. Горн- 
штейн (Киев). Рассмотрим следую- 
щую задачу (см. «Геометрия 7», .1975, 
с. 155). 

Пример 8. Днагонали четырех- 
угольника взаимно перпендикулярны. 
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Докажите, что суммы квадратов длин 
двух его противоположных сторон рав- 
ны. 

Эта задача довольно проста — ее 
решение легко получается с помощью 
теоремы Пифагора. Мы сейчас уви- 
дим, что знание этого свойства четы- 
рехугольника с взаимно перпендику- 
лярными днагоналями позволяет весь- 
ма экономно решить целый ряд задач, 
предлагавшихся на’конкурсных эк- 
заменах. 

Пример 9. (МГУ, мехмат, 
1971). В четырехугольник АВСО мож- 
но вписать и вокруг него можно опи- 
сать окружность. Диагонали этого 
чепихрехугольника взаимно перпенди- 
кулярны. Найти его площадь, если 
радиус описанной оркружности ра- 
вен В и |АВ|-=2 |ВС |. 

Пусть |ВС]|=х, |СО |-==у (рис. 3); 
тогда |АВ |-=2х. Так как в четырех- 
угольник АВСО можно вписать ок- 
ружность, то [АВ |+ [СР |= 1ВС [-- 
--1АБТ, откуда [АР | =х-+у. Го 
свойству четырехугольника с взаим- 
но перпендикулярными диагоналями 
можем записать: х? -}- (х + и)? = 4х2 
- у?, откудах = у. Теперь можно по- 
казать, что диагональ АС является 
днаметром круга, описанного около 
четырехугольника АВСО (убедитесь 
в этом!), поэтому из прямоугольного 
треугольника АВС имеем жж + 


-4- 4х2 =4А2, х? — - №, а тогда 


Злвсо = 25 двс == 2х = 8К*,5. 

Удачно воспользовавшись  свой- 
ством четырехугольника с взаимно 
перпенднкулярными диагоналями, мы 
очень быстро получили ответ. Цопых- 





Рис. 


2—4 м 


ка решить эту задачу примененнем 
тригонометрин приводит к сложным 
и громоздким вычислениям. 

Пример 10. (МГУ, биофак, 
1973). — Около четырехугольника 
АВСО можно описать и в него можно 
вписать окружность. Диагонали это- 
го четырехугольника взаимно перпен- 
дикулярны, [АВ | = [СО |, радиус впи- 
санной окружности разен 1. Чему 
равна площадь четырехугольника? 

Пусть |МВ|- СБ |=х, ВС |= 
==у: тогда |АД]=2х—у (почему?). 
По свойству четырехугольника с вза- 
имно перпендикулярными лнагона- 
лями х2--х2 = у? +(2х—у)?, откуда х 
=у. Теперь легко доказать, что 
АВСР — квадрат, Завер 4. 

Упражнения 

11 (МГУ, мехмат, 1973). В транеции 
АВСО точки К и М являются соответствен- 
но серединами оснований АВ и СО. Извест- 
но, что [АМ] 1[РК|. [СК] 1 [ВМ }. СКО 
-=60”. Найтн площадь трапеции, если ее 
высота равна 1. 

12. Найти отношения длин сторон вы- 
пуклого четырехугольника, имеющего угол 
л/3. если этот четырехугольинк описан 
около окружностн ин имеет конгруэнтные н 
взанмно перпендикулярные днагонали. 

13 (НГУ). В круге взяты две периенди- 
кулярные хорды. Доказать. что квадрат диз- 
метра круга равен сумме квадратов длин 
четырех отрезков. на которые данные хорды 
делятся точкой нх пересечения. 

* * 


* 


Ученик 10 класса Г. Нанаитов 
(с. Конгаз Молдавской ССР) нред- 
лагает читателям журнала решить 
следующую придуманную им задачу. 

14. Высота четырехугольной инрамнды 
$ АВС проходит через точку нересечения 
взанмно перпендикулярных диагоналей ос- 
новання АВСО. Найти объем нирамиды, ес- 
ли площадь сечения А5С равна 300 см, 
а |ВО|-=10 см. 

* * 
Е 


Обратимся в заключение к одной 
хорошо известной задаче, предлагав- 
шейся и на вступительных экзаменах 
в вузы. 

Пример 1. 
меньший 


Дан угол ХАУ, 
развернутого, и точка О 


внутри него. Через эту точку про- 
ведена прямая {, пересекающая сто- 
роны угла в точках В и С. Найти та- 
кое положение прямой [, при котором 
треугольник АВС 
шую площадь. 


имеет  нанмень- 





ООО уинннння, 


Куаптссте.ги 





Рис. 4. 


Решение этой задачи, основанное 
на вычислении площадн треугольни- 
ка АВС, приводится, например, в 
книге В. Б. Лидского и др. 
«Задачи по элементарной математике» 
(М., «Наука», 1967, с. 67, 293). В сво- 
ем письме в редакцию Б. В. Ванин 
(Москва) указывает два чисто гео- 
метрических решения задачи, не ис- 
пользующих йикаких вычислений. 
Познакомим читателей журнала с од- 
ним из этих решений. 

Пусть { — некоторое положение се- 
кущей. Отразим отсекаемый треуголь- 
ник АВС относительно точки О, по- 
лучим треугольник А’В”С”. Если се- 
кущая {, такова, что ее отрезок В ‚Со 
делится точкой О пополам (рис. 4}, 
то объединение треугольников АВ,С, 
и А’В.С, образует параллелограмм 


АВ.А’С, площадь которого вдвое 
больше площадн треугольника АВоС.. 
Для любой другой секущей / объ- 
единение треугольников АВС, и 
и А’В,С, образует многоугольник, 


площадь которого также вдвое боль- 
ше площади треугольника АВ,С\, но 
упомянутый параллелограмм содер- 
жится в этом многоугольнике (до- 
кажите!), а потому его площадь мень- 
ше. Следовательно, площадь тре- 
угольннка АВС наименьшая, когда 


ГА’ВИИАУ), ПА’СТ АХ). 


тр 
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Варианты 
вступительных 
экзаменов в вузы 
в 1976 году 





Ленинградский 
государственный университет 
им. А. А. Жданова 


О Ленинградском государственном  универ- 
ситете подробно было рассказано в «Кваите» 
№ 6за 1975 год и № 4 за 1976 год. В этом 
номере мы приводим варианты письменного 
вступнтельного экзамена по математике 
на различных факультетах ЛГУ а 1976 году. 


Математико-механический факультет н фа- 
культет прикладной — математикн - процес- 
сов управлення 


1. В кибернетическое устройство снача- 
ла вводится р бит некоторой информации 
(бит — единица количества информацин}, за- 
тем эта информация перерабатывается кибер- 
нетическим устройством По заданной про- 
трамме. а потом полученная новая янформа- 
ция выдается иа печатающее устройство. 
Определить наименьшую из возможных про- 
должительностей работы  кибернетического 
устройства по приему, переработке и выдаче 
информации, если известно. что скорость 
переработки информации равна с бит/сек 
н в 3 раза меньше суммы скоростей ввода 
и выдачи информации, а количества нифор- 
мации на входе и выходе одинаковы. 

2. Решить неравенство 


т С х а 
У 2(х— реа )> ЕВЕ 
5фх—а 
прн всех зизченнях параметра а. 


3. Решить уравнение 


зтх + Рзшх-|- зт 2х—<0$Х == с05Х. 

4. Дан  равносторонний треугольник 
АВС со сторонами длины а. На сторонах АВ, 
ВС и СА отложены равной длины отрезки 
АА’, ВВ’н СС’ по направлениям АВ, ВС 
и СА так, что площадь треугольника А’В"С” 
в А раз меньше площади треугольника АВС. 
Найти длины указанных отрезков. 

5. Дана окружность радиуса А с цеи- 
тром в точке О иее диаметр АВ. Через точ- 
ку Р, лежашую между О и А. ироведена 
хорда СО, перпендикулярная диаметру АВ. 
Известно, что сумма площадей поверхности, 
полученной вращением радиуса ОС вокруг 
днаметра, и шарового сегмеита, полученного 
вращеннем дуги АС, равиа площади шаро- 
вого сегмента, полученного вращением дуги 
СВ. Найтн |ОР|. 
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Физический факультет 


1. Лунная тележка приближается к об- 
рыву. причем в начальный момент време ни 
ее скорость равна у, ур а @>0, 
расстояние до обрыва $ {считая по прямой, 
по которой движется тележка). Через какое 
время, считая от начального момента, надо 
подать команду с Земли на включение тор- 
мозов (при этом ускорение тележки становит- 
ся равным а;). чтобы тележка остановилась 
на краю обрыва? Расстояние от Земли до 
Луны равно 2. скорость распространения 
радносигнала с. 

2. В правильной четырехугольной пира- 
миде АВСОН, длина стороны основания 
которой равна а, бокового ребра 6, проведена 
плоскость Параллельно диагонали осиова- 
ния АС и ребру РН. Найти макснмальную 
из возможиых площадей фигуры, получаю- 
щейся в сечении пирамиды этой плоскостью. 

3. Найти корни уравнения 


2(3тх — 05+ 0х 


х ы $шх.Шх— ')+ 


= 


+ $15. 08-2 =0, 


лежащне в интервале |х]| < 10. 
4. Решнть неравенство 

Тоха (х° — хр 

прн всех значеннях параметра р. 


5. Решнть снстему уравнений 


Химический, психологический и экономнче- 
ский факультеты 


1. В начальный момент использования 
гальваннческого элемента однн из внутрен- 
инх электродов содержал 202г чистой ртути. 
В результате восстановления в Течение пер- 
вых суток увеличение чистой ртути было 
на 5% меныше по сравнению с процентным 
увеличением в течение вторых суток. Опре- 
делить процентное увеличение чистой ртути 
в течение первых суток. есяи известно, что 
в течение вторых суток количество чистой 
рзхути увеличилось на 1,6482. 

2. Решить неравенство 

Юва (х — | - 108: х> 2. 

3. Решить уравненне 


2х Зи х- 35053 х 


2 — эмх--3 008 х * 


4. Дан треугольник АВС со сторонами 
18] == а |АС] =5, |АВ] =с. Через 
точку О. лежащую на стороне АВ, прове- 
дены прямые, параллельные сторонам ВС 
и АС; Ен Е — точки пересечения этих пря- 
мых со сторонами АС и ВС. Известно, что 
ОЕ] = ЮЕ|. Найти |А0[. 


5. Даны шар радиуса К и секущая пло- 
скость. Известны, что площадь полной по- 
верхности меньшей частн шара. отсекаемой 
данной плоскостью, в # раз меньше площади 
поверхности шара. Определить расстоянне 
от центра шара до данной секущей пло- 
<кости- 


Геологический факультет н отделение по- 
литэкономии экономического факультета 


1. Желая попасть в пункт В в нужное 
время, автомобилист выехал из пункта А 
со скоростью 64 км/час. В течение трех ча- 
сов он ехал с этой скоростью. Затем «пробка» 
на дороге заставила его остановиться. Про- 
стояв 50 минут. автомобилист решил проехать 
в пункт В объездным путем, поэтому его путь 
увеличился на 31| км. В результате он при- 
ехал в пункт В с опозданием на! час 5 мин, 
хотя н ехал вторую часть пути со скоростью 
на 6 км/час большей, чем сначала. Найти 
кратчайшее расстояние между пунктамн А 
н В по той дороге, по которой автомобилист 
хотел попасть в пункт В. 

2. Решить Ур ИИе 

16585 х — 6-4 2919 | 1. 

3. Решить неравенство 


Зх-- 5х — 1 < 1. 
4. Решить уравнеине 
Ех 1) (1 —- 3х) : —1-. 
ыы — 2х — 3х2 
1х (1 2х — 3х"). 


5. В прямоугольном треугольннке один 
острый угол вдвое больше другого острого 
угла, а сумма длин катетов равна Г. Найти 
площадь треугольиика. 


Биолого-почвенный и 
культеты 


географический фа- 


1. Бригада выполнила план работы на 
98%. Увеличение производнтельности труда 
каждого рабочего на 1720 планового объема 
работы всей бригады позволило, освободив 
трех человек для выполнения другнх зада- 
ний, выполнить работу иа 132%. Сколько 
человек было в бригаде? 

2. Решить неравенство 


6 
(10а х— 1) Юр а у 


За (Только для бнолого-почвенкого фа- 
культета). Решить уравнение 


Юбс х> } 


л 
20$ Зх. 53 ( - 5) к 


: л 1 
— $ Зх. с059 ( - = —=. 


36 (Только для географического факуль- 
тета}. Решить уравнеине 


2 (5053 х — со$ 3х) 


Зе 1-!- 5 0$ 2х. 


4. В равиобедренный треугольник АВС, 
— 
у которого |АВ | = |АСЬ А == а, а площадь 
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равна $, вписан квадрат так, что одна из 
его сторон лежит на основании треугольнн- 
ка. Найти наименьшее из расстояний от 
вершины А до вершин квадрата. 

5. Основанием призмы является квад- 
рат со стороной длины а, а боковые ребра на- 
клоиены к плоскости основания под острым 
углом @, причем проекция одного из ннх со- 
держит диагональ квадрата. Из вершины 
квадрата. для которой проходящее через 
нее ребро и диагональ квздрата образуют 
острый угол, параллельно другой диагонали 
проведена секущая плоскость под углом В 
к плоскости основания. Найти площадь сече- 
ния в предположении, что сечение не пересе- 
кает верхнее основание. 


В. Осипов, А. Шепелявый 


Уральский 
государственный университет 
им. А. М. Горького 


В «Кванте», 1973, № 7мы рассказывалн об 
Уральском ордена Трудового КрасногоЗнамени 
государственном уннверснтете нм. А. М. Горь- 
кого. В этом номере мы приводим образцы 
варнвнтов пнсьменного экзамена по матема- 
тике и задач устного экзамена по физике на 
математико-механическом и физнческом фа- 
культетах в 1976 году. 


Математика 


Математнко-мехаинческий факультет 


1. При каком значении параметра т 
корни х,.х, уравнення тх? + х+ т= 0 


вещественны, различны и удовлетворяют 
неравенству [9 — ха бр м 
4 х, = 0? 


2. У параллелепнпеда все грани — ром- 
бы со сторонами а и острым углом а. Найтн 
объем этого параллелепипеда. 

3. Найти все зиачения х, удовлетворяю- 
щие одновремеиио следующим условиям: 
60$ х — 605 Их = 0, с0$ 2х | мт 3х = 1, 
[хр < 3. 

4. Решить уравнение 
(Пожах с0$ х-- 2) 10#4ухсо5 Хх = 

=2 — Юйс4их с0$ Х. 


Физический факультет 


1. К звезде Х послан с Земли космиче- 
ский аппарат А, а через 12 лет — аппарат В. 
Оба аппарата достигли цели и. неё останавли- 
ваясь, направнлнсь к Земле, Аппарат В 
вернулся на 8 лет раньше А. Черел сколько 
лет после запуска А эти аппараты встретн- 
лись, еслн в момент, когда А лостиг Х. В про- 
шел 9/10 своего пути к Х? Скорости аппара- 
тов н расстояние до звезды есчнтать постоян- 
ными. 

2. Основанне прямоугольного паралле- 
лепнпеда вписано в круг радиуса Ю. Одна 
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из сторои основаиия стягивает дугу окруж- 
ности величины 2а. Найти объем этого па- 
раллелепнпеда, зная его боковую поверх- 
ность $. 

3. Решить неравенство 


1; (2—* — 2х) — 10в, (1 — 2+1 --- 4*)<2. 


4. Решить уравненне 


3 (с0$ 2х св 2х) ре . И 
ах 52 — 2 {п 2х- 1) =0. 
Фнзика 


Математнко-механический — факультет 


1. За какое время / тяжелое тело спу- 
стится с вершины наклонной плоскости вы- 
сотой В = ам и углом прн основанин & = 
= 45°, еслн предельмый угол, при котором 
тело может покоиться на этой плоскостн, 
В = 307? 

2. Первичная обмотка  поннжающего 
трансформатора с коэффнцнентом трансфор- 
мации # == 0,1 включена в сеть с напряже- 
нием (/, = 120 в. Сопротивление вторичной 
обмотки `гз = 1.2 ом. Определнть напряже- 
ние на вторичной обмотке при токе нагрузки 
н =5а. Потерямн в первичной обмотке 
А пренебречь. 

3. К батарее через переменное сопротнв- 
ление К подключен вольтметр. Если сопро- 
тивление Ю уменьшить втрое, то показанне 
вольтметра возрастет вдвое. Во сколько раз 
нзменится показанне вольтметра, если Ю 
уменьшнть до нуля? Внутренним сопротив- 
леннем батареи пренебречь. 

4. Точечный источник света находится 
на оси вогнутого сферического зеркала. 
Расстояние между нсточником н оптическим 
центром зеркала равно 4, а между всточни- 
ком и его нзображеннем С. Определить ра- 
диус кривизны зеркала. 


Физический факультет 


1. Планета представляет собой однород- 
ный шар плотностью р. Каков пернод обра- 
щения искусственного спутника. движущего- 
ся вблизи ее поверхности? 

2. При нзотермнческом сжатни газа 
уменьшенне объема на |} л сопровождается 
увелнчением давлення на 20%. На сколько 
процентов увеличнтся давление этого же 
количества газа, еслн объем уменьшить 
на 24? 

3. Чему равен диаметр 4 нзображення 
Солнца в зеркальном шарике днаметром 
а = 0,4 см? Диаметр Солнца О = 1,4.10% м, 
а расстояние до него Ё = 1.5.101 м. 

4. Столб вертнкально вбит в дно реки 
тлубнной Я, = 2 м. Часть столба высотой 
в) — |1 м возвышается над водой. Найти 
длнну тени столба на дне рекн, если высота 
Солица над горнзонтом 45°, Принять приблн- 


женно Яводы= И. 
Э. Голубов 
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Московский институт 
инженеров геодезии, 
аэрофотосъемки 
и картографии 


Хозяйственная деятельность человека тес- 
нейшнм образом связана с природными 0со- 
бенностямн Земли, поэтому всем нужны хо- 
рошие карты. По карте можно в короткое 
время ознакомиться © интересующим нас 
районом, с его лаидшафтом, размещением 
природных месторожденнй и промышлен- 
ных объектов. Велнка роль карт вн в 06б0- 
роне страны. 

Но создать хорошую карту нелегко. 
Создание карт тесно связано с рядом спе- 
циальных наук, в первую очередь с геоде- 
зней, аэрофотосъемкой и картографией. Ны- 
не этн науки немыслимы без современных 
приборов. Исследовання космического про- 
странства и Глубин океана выполняются 
приборамк. осиовной частью которых яв- 
ляются оптические средства обработки нн- 

рмацни, работающие как в вндимой для 
глаза области спектра, так н в невнднмой. 
В связн с этим зажную роль нграет оптиче- 
ское приборостроение, в задачу которого 
входит разработка, проектнрованне и нз- 
готовление высокоточных оптических при- 
боров. аэрофотоаппаратов, оптическнх и ла- 
зерных дальномеров, гнроскопнческнх прни- 
боров для определения направлення истин- 
ного мериднана н др- 

Специалистов для нужд картографии 
готовит один из старейших вузов страны — 
Московский институт инженеров геодезни, 
аэрофотосъемки н картографни. Он был 
основан 14 мая 1779 года, когда прн Москов“ 
ской межевой канцелярнн была основана 
Землемерная школа.  перенменоваиная в 
1819 году в Константиновское землемерное 
училище. В 1835 году училнще было пере- 
именовано в Конставтнновский межевой ин- 
стнтут, Первым днректором которого был 
русский пнсатель Сергей Тнмофеевич Ак- 
саков. 

В настоящее время в составе инстятута 
нмеются следующие факультеты: геодезиче- 
ский по специальностям астрономо-геодезня 
{специализацня: морская геодезня), при- 
кладная геодезия, космнческая геодезия; 
аэрофотогеодезический со специальностью 
аэрофотогеодезия; картографнческий со спе- 
циальностью  картографня (спецналнзацин: 
проектнрованне и составленне карт, нзданне 
карт); оптико-механнческий, готовящий спе- 
циалнстов широкого профиля по оптическим 
и оптико-электронным приборам; заочный 
факультет со специальностями прнкладная 
теодезня, аэрофотогеодезия, картография; ве- 
черннй оптнко-механнческнй . факультет. 

Учебный процесс в ннстнтуте предусмат- 
ривает наряду с лекциями большое число 
лабораторных, практнческих и семинарских 
занятий; значнтельное место отведено учеб- 


ной н пронзводственной практнке на геополн- 
гонах института. 

Окончнвшие институт получают квалн- 
фнкацию инженеров соответствующей спе- 
циальности н работают на предприятнях 
ГУГК, на картографических фабриках, в про- 
ектных н научно-исследовательских орга- 
низациях- 

В ннстнтуте действует подготовнтельное 
отделение. очные н заочные подготовитель- 
ные курсы. Кроме этого. для всех абиту- 
риентов ежегодно с 1 июля по 1 августа орга- 
ннзуются бесплатные — подготовнтельные 
курсы. 

Ннже приведены варианты письменного 
экзамена по математике и задачи устного 
экзамена по физике в МИИГАиКе в 
1976 году. 


Математнка 
Варнант 1 
1. Решнть уравнение 
чих -|- Яп 2х -- яп Зх = 
= 1-+ с05х-- с0$ 2х. 
2. Решнть уравнение 
91% 6х + 2.41 /Х. 
3. Решить неравенство 
А (Эк - 51 > —2. 


4. Отношенне площадн боковой поверх- 
ности правьльной треугольной пирамиды 
к площади ее основания равно А. Найти 
величину угла между боковым ребром и вы- 
сотой пнрамнды. 


Варнант 2 
1. Решить уравнение 


х 
с0$ 2х —3с03х = 4 605" 5. 


2. Решить уравиение 
Ех д 58 х+1 — 3.516 х—} ИЕ 13.78 х—!. 


3. Решить иеравенство 


1 Ух 
3 


4. Найтя отношение площади  поверх- 
ности и объема шара соответственно к пло- 
щади полной поверхности и объему описан- 
ного вокруг него конуса с равносторонвим 
треугольником в осевом сечении. 


=37®. 


Вариант 3 
1. Решить уравиение 


х 
205? 2 + с0$ 2х = 1. 


2. Решить уравненне 
21612 х = 16 (3 — 216 х). 
3- Решить неравенство 
32х+ < 317? + 2. 


4. В правильной усеченной четырех- 
угольной пнрамиде даны: длина 4 днагонали, 
величина © двугранного угла при нижнем 
основании и длинна Н высоты. Найтн объем 
усеченной пнрамнды. 


куапетесте.ги 


Ф нзика 


1. Мотоциклист проехал 0.4 пути меж- 
ду двумя городамн со скоростью 72 км/час, 
а оставшуюся часть путн — со скоростью 
54 км/час. Определить среднюю скорость мо- 
тоциклиста. 

?. Свободно падающее тело прошло по- 
следние 10 м за 0,25 сек. Определить вы- 
соту падения н скорость в последний момент 
падення. 

3. Определить натяжение троса прн рав- 
ноускоренном опусканин кабины лифта мас- 
сой 400 кг, если за 10 сек она прошла рас- 
стоянне 30 м. 

4. В море плавает льднна, часть которой 
объемом 195 м3 находится над водой. Опре- 
делить объем всей льдины н её подводной 
части. Плотность Льда 0,9 2/см®, плотность 
морской воды 1.03 2/см3. 

5. Пуля массой 9г, летящая горизон- 
тально со скоростью 400 м/сек, пробивает 
бревно толщиной ЗО см н вылетает низ него 
со скоростью 100 мЛек. Какова средняя 
сила сопротивления движению пули в бревнер? 

8. Какова плотность азота при темпе- 
ратуре 0 °С и давлении 10° н/м2? 

7. Определить скорссть электрона. про- 
шедшего ускоряющую разность потенциа- 
лов 3008. Начальную скорость электрона 
принять равной нулю Масса электрона т= 
== 9,1.10-31 хг, заряд е=- 1,6. Ю-1® х. 

8. На столбе высотой 8 м подвешена 
электрическая лампочка, дающая полный 
световой поток 3768 лм. Определить осве- 
щенность новерхностн земли у основания 
столба и на расстоянии 4 м от основання 
столба- 

9. Предмет высотой # — 5 см находнтся 
на расстоянии 4 = 12см от вогнутого зер- 
кала с фокусным расстоянием 10см. Где 
и какого размера получится изображение? 

- 10. С какой скоростью вылетают элек- 
троны из поверхностного слоя цезня прн 
освещении желтым светом с длиной волны 
А = 5,9.10-7 м, еслн работа выхода А = 
= 30,2 -10-29 дж? Постоянная Планка # = 
== 6,62-10-\ дж-сек, масса электрона т == 
= 9,1. 10-21 кг, скорость света в вакууме 
с = 3.108 м/сек. 

М. Хорошев 


Московский институт 
стали и сплавов 


Московский институт стали н сплавов начал 
свое существование как металлургический 
факультет Московской горной академии. со- 
зданной по прямому указанию В. И. Леннна 
декретом Совета Народных Комиссаров от 
4 сентября 1918 года. Сейчас Московскнй 
ордена Трудового Красного Знаменв ннсти- 
тут стали и сплавов является ведущим ме- 
таллургнческнм и металловедческим вузом 
страны. В нем готовят инженерные и на- 
учные кадры для черной и цветной метал- 


лургии, а также для ряда новых отраслей 
наукн н техвикн. 


В нашем инстнтуте найдут себе специаль- 
ность по душе все увлеченные математнкой, 
физикой, химией, ибо металлургия сегодия 
самым тесным образом связана с этнмн фун- 
даментальнымн науками. У нас готовят 
специалистов в областн металлургии черных. 
цветных, редких. радиоактивных металлов, 
высокотемпературных матерналов. алмазов 
и сверхтвердых сплавов. фнзикн металлов, 
физико-хнмическнх методов нсследований, 
полупроводииковой техникн. экономикн и 
кнбернетнки металлургнческих процессов. 

Наибольший иитерес у иаших читателей 
вызывает физико-химический факультет. Рас- 
скажем о нем несколько подробнее. 


Развитие техинки предъявляет все более 
высокие и разнообразные требовання к ме- 
таллическим матерналам. Напрнмер. необ- 
ходнмы сплавы, работающие при температу- 
рах, близких к абсолютному нулю и превы- 
шающих тысячн градусов. нлн магнитные 
сплавы, снльно намагничивающнеся или лег- 
ко размагничивающнеся. В последнее время 
особую важность приобрелн сверхпроводя- 
щие сплавы, уже сейчас применяемые для 
создания сильных магнитных полей, а в бу- 
дущем — для передачн электрической энер- 
тни ина далекие расстояния. 


Для решения различных проблем, свя- 
занных с созданием и изученнем новых ма- 
териалов. нужны специалисты, обладающие 
знаннями как технологин, так и физики и 
математикн на уровне выпускников физиче- 
ских факультетов университетов. Таких спе- 
циалнстов и готовит физико-хнмический фа- 
культет Московского ннститута стали и спла- 
вов (МИСнО). 


Девять кафедр факультета руководят 
подготовкой инженеров по трем специаль- 
ностям: 


1) физика металлов (специализации: из- 
учение электронной и атомной структуры 
металлов,  металлофизика высокопрочных 
сплавов. прецизионные сплавы, сверхпрово- 
дящие матерналы): 


2) физнко-химическне нсследования ме- 
таллургическнх процессов {специализации: 
кибернетика металлургического  производ- 
ства. высокотемпературные материалы, кор- 
розня и защнта металлов. металлургия чер- 
ных металлов, пронзводство искусственных 
алмазов н сверхтвердых матерналов); 

3) металловедение. оборудование и тех- 
нологня термической обработки  металлон. 

В подготовке специалистов по физике 
металлов участвует Институт физики твер- 
дого тела АН (СССР, где студенты ведут 
научно-исследовательскую работу н где им 
читается ряд специальных курсов. 

Исследовательская работа студентов на 
кафедрах начинается с первых курсов, а с 
1\У курса для участия в научно- иселедова- 
тельской работе отводится снециальное вре- 
мя в учебном расписанин. Прн выполненин 
этой работы студенты овладевают методами 
современного эксперимента (ядерная спект- 
роскопия, электроиный парамагнитный ре- 
зонаис, рентгеновский н электронно-оптиче- 
ский анализы, виутреннее трение, нзучение 
механнческих, термодннамических и других 


$2 
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свойств материалов в широком интервале 
температур н т. д.). 

Выпускиики  физико-химического  фа- 
культета направляются на работу в научно- 
исследоваТельские и проектиые организации 
и в заводские лабораторин. 

О высоком уровне математической под- 
тотовки наших студентов говорит их убеди- 
тельная победа на \1 Московской городской 
олнмпнаде «Студент н научно-технический 
прогресс» (1-е место в подгрупие ведущих 
технических вузов г. Москвы). 

Требования к поступающим ма различ- 
ные факультеты и специальности института 
различны. На технологических факультетах 
курс математнки нанболее простой. На тео- 
ретических факультетах предъявляются повы- 
шенные требования по математике и физике- 
Уровень этих требований виден по приведен- 
иым ниже варнантам вступительных пись- 
менных экзаменов ПО математнке на различ- 
ных факультетах МИСиС и задачам из би- 
летов устиого экзамена по физике на физико- 
химнческом факультете МИСнС 1976 года. 
В 1977 году примерно такие же варнанты 
будут предложены абитурнентам. изучав- 
шим математику по старой школьной про- 
грамме. Задачи по новой школьной про- 
грамме опубликованы в «Кванте» № 3 за 
1977 год. а примерные варнанты по повой 
программе публикуются ниже. 


1976 г. 


Фнизико-химический факультет 
1. Решить неравенство 


2х2 —7х--3 
08. [х— 1 | 


Математнка, 


>0. 


2. При каком иррациональном значении 
х три числа 
0.2727...; х; 0.7272... 
могут составить прогрессию (арнфметическую 
или геометрическую)? Найтн х н сумму 
четырех” членов этой прогрессни. 
3. Решнть уравнение 
605 3х1 5х == т 7Х. 
4. Решить систему уравнений 


ЮЗ (х -- 5) = 1-- ЮЕ2 х— 83 у, 


Юз (х - и) = 108, х- 108 и. 


5. Шарнк лежит на основании правиль- 
ной треугольной пирамиды. касаясь основа- 
ния в его центре. Плоскость, проведенная 
через вершину пирамиды и середнны двух 
сторон основания. касается этого шарнка. 
Найтн радиус шарика, если высота пнрами- 
ды равиа Н. сторона основания  пирамн- 
ды а. 


Факультет металлургнн 
н сплавов 


черных метадлов 


1. Два тела движутся навстречу одно 
другому из двух мест, находящихся на рас- 
стоянии 153 м. Первое проходит по Юм 
в секуиду, а второе в первую секунду про- 
шло Зм, а в каждую следующую секунду 
на 5м больше, чем в предыдущую. Через 
сколько секунд тела встретятся? 


2. Решнть систему уравнений 
у 


1 
х-у 3, 


ух = 55242. 


3. Решнть неравенство 
108 „‚, Пювз (х? — 5)) > 0. 
4. Решить уравнение 
5тх — 5тх-с0$ 6х = 2. 
5. Образующая конуса наклонена к пло- 
скостн основання под углом &. Определить 


объем конуса, если его полная поверхность 
равна $. 


Факультет металлургин 
металлов и сплавов 


цветных, редких 


1. Решить неравенство 


7х — 32-1 4 2.3х 
Их пр 


2. Решнть уравиенне 
| РЕНН 
-5 № (х— 30) + в-Ух-+ 30 =1--212. 


3. Найти сумму бесконечно убывающей 
геометрической прогрессни, если сумма всех 
её членов, стоящих на четных местах, в три 
раза меныше суммы всех ее членов, стоящнх 
на нечетных местах. и сумма первых пяти 
членов этой прогрессин равна 484. 

4. Решить уравнеине 


У3 -- зп 2х ++ 305 х _ 
от 


5. В правильной четырехугольной пирз- 
миде через сторону осиования под углом В 
к плоскостн основания проведена плоскость. 
Определить площадь полученного сечения, 
еслн апофема пирамнды равна /, а боковая 
грань наклонена к плоскости основания 
под углом &@. 


Факультет полупроводнинковых — матерналов 
н приборов 
1. Решить уравнение 
5 И 


[= хз. 


2. Три числа образуют арифметическую 
прогрессню. Сумма этих чисел равна 3, 
а сумма их кубов равна 4. Найти эти чнсла. 

3. Решить неравенство 


да кз х Е (+ 2) 106: х + 2х + 42 


2+2 юр? х-- ха х- 227. 
4. Решнть уравненне 


бл ‹ 
Чех — св (+5) =>|. 


5. В шар радиуса К вписан правильный 
тетраэдр. Поворотом его на угол л/З вокруг 
высоты получается иовый тетраэдр, вписан- 
ный в шар. Найтн объем части шара, внешней 
по отношению к обонм тетраздрам. 


"мыми у=0, х= > ( б=х= 5): 
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Математнка, 1977г. 


Варнант А предназначается абнтуриентам 
физико-хнмического факультета и факультета 
полупроводниковых материалов нм приборов, 
варианты Б, В — абитурнентам всех ос- 
тальных факультетов. 


Варнант А 
1. Найти область определення функцин 


у(х) = Ух — 3 4—1. 


ы: 
2. На отрезке о; + | найтн все 


решения уравнения 


ле = 
2 т 5х. 5т -5- х = 605 —°. 


3. Коэффициенты второго. третьего и 
четвертого членов разложения бинома (а-|- 5)” 
составляют арифметическую прогрессию. Най- 
ти эти коэффициенты. 

4. Равносторонний треугольник со сто- 
роной а вращается около внешней оси, варал- 
лельной стороне треугольннка и отстоящей 
от нее на расстоянин, равном половине высоты 
треугольннка. Найти объем тела вращения. 

5. Криволинейная трапеция ограннчена 
графиком функцни } {х)-=х? и прямыми у=0, 
х-=1, х=2. В какой точке графика функинн 
Их)-=х® следует провестн к нему касатель- 
ную. чтобы она отсекла от криволинейиой 
трапецин обычную трапецню наибольшей 
площади? 


Вариант Б 

1. Найтн 

х* — 6х —27 
х3-|- 3х7 |-х--3 ° 


2. Решить уравнение 


т 
х-+-—-3 
1 
18 (3х —2)—2 = — 19 (х + 2) — 1650. 


3. Решить графическн систему  нера- 


венств 
х -- 2—0, 
х— у= 0, 
х— ду 6> 0. 


4. Пустьх. В. у — ввутреннне углы тре- 
угольника, причем справедливо равенство 


[#2 
ям а -- зп р Е 5пу— 251 2 т-®. == 


№ 
—= 25 5. 


Доказать. что один из углов треуголь- 
ннка равен 1202. 

5. Криволинейный треугольник — огра- 
ничен графиком функции и (х)=5тох ин пря- 


Под 


каким углом к оси Ох нужно провести 
прямую через точку О (0; 0), чтобы эта пря- 
мая разбивала криволинейный треугольник 
на две равиовеликне частн? 
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Варнант В 
1. Дана функция 


1—х 
К) = в Тх. 


Найтн ее область определения н показать, что 


Ноты = (РЕ). 


2. Найти наибольшее и наименьшее зна- 
чение функцин и (х) = зт 2х — х на отрезке 
0; л[. 


5 ма 4 
3. Найти п, если А7=18 А/_., 


из п элементов 


где 


АЁ — число размещений 
по #. 

4. Даны три последовательные верши- 
ны параллелограмма: А (—3; —2; 0}, 
В (3; —3; 1) иС 65; 0: 2). Найти его 
четвертую вершину Р и угол между векто- 


рами АС и ВО. 

5. Основанием пирамнды служнт тре- 
угольннк. стороны которого равны 12, 10, 
10. Каждая боковая грань наклонена к ос- 
нованию под углом 45”. Найтн объем пнра- 
мнды. 


Фнизнка 


Физико-хнынческий — факультет 
1. Шарик массой т = 100 г подвешен 
на нерастяжимой ннтн длиной [= 1м. 
Определить энергию ЕЁ маятника и скорость 
- 


|| шарика при прохождении положения 
равновесня. если наибольший угол откло- 
нения маятннка от вертикального направле- 
ния @ == 45°. 

2. Озеро имеет глубину # = 18 м. На 
дне температура воды /, — 6°С, а на поверх- 
ности #{, = 19°С, атмосферное давленне ро = 
= 760 мм рт. ст. Пузырек воздуха, нмею- 
щий первоначально объем И, == [ мм3, мед- 
ленно поднимается со дна. Чему будет равен 
его объем У, у поверхности водыр 

3. Медный шар диаметром 4 = 1 см по- 
мещен в масло. Чему равен заряд $ шара, 
еслн в одиородном электрическом поле шар 
оказался взвешенным в масле? Напряжен- 
ность электрического поля направлена верти- 

о 


кально вверх и т 36 000 всем. Плот- 
иость масла р: = кг(смз, меди р; = 
— 8600 кг! м?. 

4. Тонкая стеклянная линза нмеег в 


воздухе оптическую силу О, = 5 дптр. По- 
казатель преломления стекла л! = 1,5. Если 
эту линзу погрузить в жидкость с показа- 
телем преломления п., она действует как 
рассеивающая с фокусным расстоянием Ё; = 
== —90 см. Определить п». 
Н. Квачева, 
0. Малючков, 


В. Треногин 


Московский институт 
электронного 


машиностроения 


Московскнй институт электронного маши- 
ностроения (МИЭМ) — однн нз самых моло- 
дых вузов Москвы. Его созданне — след- 
ствие бурного развитня радиоэлектроники, 
полупроводннкового н электровакуумного 
приборостроеиня. вычислительной техннкн 
и математического обеспечення современиых 
ЭВМ. потребовавшего большого числа спе- 
циалистов, сочетающих глубокие инженер- 
ные знання с отличной физико-математиче- 
ской  ПоДГОТовкой- 

МИЭМ имеет следующие факультеты: 
полупроводниковое и электровакуумное ма- 
шиностроение, автоматика и вычислительная 
техника, радиотехника, прикладная мате- 
матика, вечерний и два специальных фа- 
культета прикладной математики и автоматн- 
зированиых снстем управлення. 

МИЭМ имеет также подготовительное 
отделение, где занятия ведутся по дневной 
форме обучення. На подготовнтельном отде- 
лении учатся в течемие 8 месяцев передовые 
рабочие н демобилизованные нз рядов Со- 
ветской Армии. Все слушатели  подготови- 
тельного отделения получают такую же 
стипендию, как первокурсники, н прн успеш- 
ной сдаче выпускных экзаменов зачисляются 
иа 1-й курс ниститута без дополнительных 
экзаменов. 

Характерной особенностью подготовки 
инженеров в МИЭМ является сочетанне 
фундаментального н прикладного характера 
образовання, предусматривающего высокую 
физико-математическую подготовку. 

Естественно, это обстоятельство учнты- 
вается при отборе абитуриентов на вступн- 
тельных экзаменах. 

Ниже приводятся варнанты вступитель- 
ных письменных экзаменов по математике 
н задачи устного экзамена по физике в МИЭМ 
в 1976 году. 


Математнка 
Варнант 1 


1. ЭВМ должна решить две задачи. Пер- 
вая состоит нз 9 миллионов операций типа А 
н 16 мниллнонов операций тина В н требует 
11 минут 40 секунд машннного временн. Вто- 
рая задача содержит вдвое больше операций 
типа А и вдвое меньше операций тина В, 
на ее решение машина тратит 13 мниут 20 се- 
кунд. Сколько операций каждого типа может 
выполнить ЭВМ в секунду? 

2. Решить уравнение 


4 . __ Эзтх — 2 яп Зх — Эзт 7х 
а - с052 9х +- 4 с03 4х 
и найти сумму его корней, лежащих в про- 
межутке] — 12; 39 [(. 
3. Решить уравненне (@а> 0, &> 0}: 
1 & 


1—6 


1 —ах 
1 ах 
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4. Решить неравенство 
Тоба (х — 2) + Юва х >> 1. 

5. Основанием прямой призмы служит 
прямоугольный треугольннк, длина гипоте- 
музы которото равна с. а величнна острого 
угла а. Через гипотенузу нижнего основания 
и вершину прямого угла лерхиего основання 
проведена плоскость. образующая с пПло- 
скостью основания двугранный угол вели- 
чины В. Определнть объем треугольной пи- 
рамиды. отсеченной от призмы плоскостью. 


Варнант 2 


1. При одновременной работе два трак- 
тора марки А н одни трактор марки В могут 
вспахать поле площади 400 га за 10 суток. 
Однн трактор марки В может вспахать это 
поле на 8/5, суток быстрее, чем один трактор 
марки А. За какое время могут вспахать поле 
в 960 га четыре трактора марки А и три трак- 
тора маркн 8? 

2. Решить уравнение. 


Зап 4х 2 5т2х 
3 с0$ 4х + 260$ 2х + 3 


н найти сумму его`корней. лежащих в промс- 
жутке ]|-18; 53 [. р 
х 


и 
Ух Г 2 


2х =0 





3. Решить неравенство 





4. Решить уравнение 


Ут юв, И. Юя 0. 


5. В правильной четырехугольной пира- 
мнде, у которой высота длины Н составляет 
с боковыми ребрами угол величины &, через 
диагональ основания проведена плоскость 
под углом @ к основанию. Определить пло- 
щадь сечения. 

В. Тоняк 


Ф нзика 
1. Тело / бросают вертикально вверх 


с начальиой скоростью |1] -= 30 м/сек 
{рнс. 1). Тело 2, находящееся на высоте 
В = 40 м над поверхностью Землн, бро- 


сают горизонтально со скоростью  |и} == 
== 20 м/сек. С каким запаздыванием или опе- 
режением т нужно бросить второе тело, чтобы 
тела столкнулись в воздухе, если $ = 20м 


и |6| = 10 ^/се^®> Сопротнвленнем воздуха 
пренебречь. 

2. Два тела с массами ла, = 200г и 
т.= 300г, двнжущнеся со  скоростямн 


р 
191 | = 4 м/сек и ]5,} = 3 м/сек, направ- 
ленными перпендикулярно друг другу. ис- 
пытывают абсолютно неупругое соударение. 
После соударения они движутся как единое 
пелое. На сколько градусов повысится тем- 
пература этих тел, если их удельная тепло- 
емкость одиа и та же и равна с = 
= 0.03 кал/(г -град)? 

3. Два груза одинаковой массы, связан- 
ных невесомым стержнем, совершают коле- 
бания (рис. 2). Расстояние от точки подвеса О 
до одного нз грузов г = 10см, а до дру- 
гого — В = 30см. С какой угловой ско- 
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Рис. 1. 


ростью стержень проходит положение рав- 
повесия. если наибольший угол отклонення 


стержня от вертикалн @ = 60°? 

4. В звух частях цилиндра, разделен- 
ных поршнем А. находятся разные массы т, 
и т, воздуха при одной и той же темпера- 
туре (рис. 3). Правый конец цилиндра закрыт 
подвнжным поршнем В. На сколько сместит- 
ся поршень А, если поршень В передвинуть 
вправо на расстояние 6 =: 4 см? Прн равно- 


весин в цилиндре устанавливается перво- 
начальная температура. Отношенне масс 
тит: =3 


5. В вершины квадрата со стороной 
а = 25 см поместили 4 одноименных элек- 
трических заряда величнной @ = 7-10-®к 
каждый и отпустили. С какими скоростями 
будут двигаться эти заряды. когда расстоя- 
нне между ними удвонтся? Массы всех заря- 
дов одинаковы и равны м == 5.41 г. 

6. Определить напряженне на конден- 
саторах емкостью С; == 1 млф и С, == 3 мкф 
(рис. 4). ели $, =48, &.-= 108, К, = 
—= 100 ом и В, = 300 ом. Внутренним сопро- 
тивленнем источников можио пренебречь. 

7. Электрон, движущийся со скоростью 


19| -= 10? м/сек, влетает в однородное маг- 
5 


нитное поле |В| = 2 тл под углом а = 60° 
к линиям магнитной индукции. Определить 
шаг вннтовой траектории электрона. Масса 
злектрона м: = 9,1 -10—3' ке, его заряд в = 
= 1.61019 к 

8. При лобовом стоакновенни 
водорода.  двигавшегося со 


атома 
скоростью 


р 
17° | = 7-10% м/сек. с покоившимся атомом 
водорода был испущен световой квант с длн- 
ной волны А -= 0,122 мкм. Пренебрегая им- 
пульсом фотона, определить скорости ато- 
мов после столкновения. Масса атома водо- 
рода т = 1,66.10-27 хе, постоянная План- 
ка В = 6,62 - 10-31 дж -сек, 

Г. Ефашкин 


Московский 
государственный 
педагогический 

институт им. В. И. Ленина 


Московский ордена Ленина и орлена Трудово- 
го Красного Знамени государственный педа- 
гогнческий институт имени В.И. Ленииа 
(МГПИ) является старейшим высшим педа- 
гогическим учебным заведением страны. Ин- 
ститут был создаи на базе Высших женских 
курсов, организованных в Москве в 1872 го- 
ду, и ныне является крупнейшим учебно- 
педагогическим н научно-исследовательским 
центром в системе народного образования. 

На математическом факультете МГПИ 
имеется 7 кафедр: математического анализа, 
алгебры, геометрин, теории чисел, вычис- 
лнтельной математики и программировання. 
методики преподавания математики. физики. 
В течение пяти лет студеиты изучают мате- 
матнческий ‘аналнз, алгебру ин теорию чнсел, 
геометрию, вычислительную математику н 
программированне, теорню  зналитнческнх 
функций, уравнення математической физн- 
ки, теорию вероятностей, математическую 
логику, общую физнку н теоретнческую ме- 
ханику, астрономию, методику преподава- 
ния математнкн. педагогику. пенхологию 
н целый ряд других слецнальных общеобра- 
зовательных и общественно-экономических 
дисциплин. Кроме того, студенты по своему 
выбору слушают специальные курсы по са- 
мым различным вопросам современной мате- 
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матики и участвуют в работе специальных 
математическнх и методических семинаров. 

Мастерством преподавания математики 
в средней школе, уменнем передавать осно- 
вы этой наукн, свою любовь н увлечениость 
математикой следующему поколению сту- 
денты овладевают на занятиях по методике 
преподавання математнки и на педагогиче- 
ской практнке у лучших учителей москов- 
ских ШКОЛ. 

В вычислительном центре математиче- 
ского факультета МГИПИ студенты знакомят- 
ся < современиой вычислительной техникой, 
приобретают навыки работы на самых со- 
вершенных электронно-вычислительных ма- 
шинах. Большне возможности предоставляет 
факультет и для научной деятельности сту- 
дентов. Научное студенческое общество прн- 
влекает студентов к научно-исследователь- 
ской работе по математике, ло вопросам 
преподавання математикн и программиро- 
вания в средней школе. Лучшие работы 
студентов отмечаются на общеннститутских, 
городских и всесоюзных смотрах студенче 
ских научных работ. 

Физический факультет МГПИ готовит 
учителей физики для средней школы по спе- 
цкальиости: физика н астрономия. 

В составе факультета 6 кафедр: общей 
и экспериментальной физики, теоретической 
фнзикн, физики твердого тела, методики пре- 
подаваиия физики, математической физики 
и общетехннческих днециплин. 

Кроме осиовных курсов на всех кафед- 
рах читаются разнообразные спецкурсы, ор- 
ганизована работа в спецпрактикумах, на- 
учных кружках н проблемных  лаборато- 
риях.- 

На факультете работает студенческое 
научное общество. 

Ниже приводятся варнанты письменного 
экзамена по математике н задачи устного 
экзамена по физнке на математическом н 
физическом факультетах МГПИ им. 
В. И. Ленина в 1976 году. 


Математика 
Математический — факультет 


Варнаит 1 

1 Две бригады колхозников должиы 
были закончить уборку урожая за 12 дней. 
После 8 дней совместной работы первая бри- 
гада получила другое задание, а потому 
вторая закончила оставшуюся часть работы 
за 7 дней. За сколько дней могла бы убрать 
урожай каждая бригада, работая отдельно? 

2. Решить уравнение 

яп 4х.605 х = зп Зх .с0$ 2х. 
3. Решить уравнение 
5х = 12,5х. 

4. В кубе АВСРА 8 :С:Д у; через верши- 
ну В и середины М и М ребер АБ и СС, 
проведена плоскость. Найти угол наклона 
этой плоскостн к плоскости грани АВСО. 

5. В четырехугольннке АВСО, вписан: 


| 
ном в окружность, |АВ] = | АБ\, 


1 
ВС] =—`|СВ|. Зная, что |АВ|=а, 


ГАС | = 6, вычислить |ВС|. 


Вариаит 2 


1. Из города А в город В, расстояние 
между которымн 120 км, на мопеде отпра- 
вился курьер. Через час после этого нз А 
на мотоцикле выехал второй курьер, кото- 
рый. нагнав первого и передав ему поруче- 
чение, немедленно с той же скоростью дви- 
нулся обратно и возвратнлся в А в тот мо- 
мент, в который первый курьер достиг В. 
Какова скорость первого курьера, если ско- 
рость второго равна 50 км/час? 

2. Решнть уравнение 


5тх. 1 Зх —= == 2 с0$ 2х. 


3. Решить уравнение 


я 


4. Длина каждого ребра правнльной 
шестиугольной призмы равна 10м. Найти 
площадь сечения, проходящего через сто- 
рону основания и большую — диагональ 
призмы. 

5. В полуокружности раднуса Ю с диа- 
метром АВ проведены две хорды АС и АБ. 
Длина первой равна длине стороны квадрата, 
а второй — длине стороны правильного тре- 
угольннка, вписанных в данную окружность. 
Определить длину хорды СО. 


Физический факультет 


В арнант 3 


1. Основаннем пнрамиды ЗАВСО слу- 
жнт ромб АВСО, длнна стороны которого 
авиа а, величина острого угла АВС равна @. 
ут боковые гранн $АВ н $ВС перпендику- 
лярны основанию. а две другие наклонены 
к нему под углом ф. Опрелелнть боковую 
поверхность этой пирамнды. 

2. Найти изименьшее значение функции 


у (х) = 1 — 3х - 6х3. 


Построить график этой функцин. 
3. Решить равиение 
ес 


х — 164 х= 7. 
4. Решнть уравненне 
08 „а 
у 
я + юваха. и о. 
Варнант 4 


1. Диагональ прямоугольного паралле- 
лепнпеда наклонена к плоскостн основания 
под углом ф, её длнна равна [, острый угол 
между днагоналямн основання В. Опреде- 
лнть объем параллелепипеда. 

2. Решить неравенство 


Зх < 22 |. 1. 


Построить графнки функций иу= 3х 
в и—= 2х2--1, использовать эти графики 
для проверки решения. 

3. Решить уравнение 


зпх- т 2х. мп Зх == + эт 4х. 
4. Решнть систему уравнений 
1овьх -- 398" —=7, 
ху = 5\2. 
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Физика 

1. Радиус планеты Марс составляет 
0,53 раднуса Земли, а ее масса равна 0,11 
массы Земли. Определить, во сколько раз 
сила притяження на поверхности Марса 
меньше снлы притяжения на Земле. 

2. Льдниа постоянной толщины плавает 
в воде, выдаваясь над поверхностью на 

= 2 см. Какова масса льдины, если ее 
площадь $ = 150 см?? Плотность льда 
фр = 0,92 г/смз. 

3. Шарик массой т = 200г, подвешен- 
ный на нитн длиной {= 20см, отклонен от 
положення равновесия так, что нить состав- 
ляет угол с = 60° с вертикалью. Шарику 


сообщнли скорость |] = 2 м/сек в направ- 
ленин,  перпенднкулярном  нитн. Какова 
должна быть прочность нити. чтобы шарнк 
при двнженин не оборвал ее? 

4. Пуля массой т = 10г попадает в де- 
ревянный брусок массы / = 9902г, подве- 
шенный на длинной ннти, и застревает в нем. 
Определить скорость бруска сразу после 
попадания в него пули, если скорость пули 


19° | = 500 м/сек. Какая часть кннетнческой 
энергин пули перешла в тепло? 

5. Закрытый цилиндр объемом У = 1л 
разделен на две части подвижным невесо- 
мым поршнем. В одной части цилиндра на- 
ходится газ при температуре {; = 0°С, в дру- 
гой — такая же масса даиного газа при 
температуре {, = 100 °С. Опрелелнть объемы 
У: и И, частей ивлиндра при равновеснн 
поршня. Поршень и стеики сосуда тепло- 
непронинаемы- 

6. Два заряда, находясь в воздухе на 
расстоянии г; = 10 см, действуют друг на 


друга с силой |Ё, | = 56 дин, а в некоторой 
непроводящей жидкости на расстоянии гз = 


= $ см —с силой |Ё,|= 4 дин. Какова 
диэлектрическая проннцаемость = жидкостн? 
7. Найти внутреннее сопротивление ге- 
нератора, если нзвестно, что мощность, 
выделяемая во внешней цепн, одинакова при 
двух значеннях внешнего сопротивления: 

К, =50м и А,=0,2 ом. 
8. В однородном магнитном поле, нн- 

- 


дукция которого |В|]= |1 тл, находится 
плоский виток площадью $ == 107% м1, рас- 
положенный перпендикулярно к магнитным 
линням. Сопротнвление внтка В == 0.2 ом. 
Какой заряд протечет по внтку, если поле 
исчезиет? 

9. Расстояния от предмета до лннзы ни 
от линзы до изображення одннаковы и рав- 
иы а= 0,4 м. Как изменится положение 
и величина нзображення, если предмет сме- 
стить на расстояние {= 20 см по направле- 
нию от линзы? 

10. Определить длину волны А света, 
которым освещается поверхность металличе- 
ского сплава, еслн кннетическая энергня 
фотоэлектронов == 0,35 -10-1? дж, а рабо- 
та выхода электронов нз сплава А == 4,15 Х 
\Х 109 дж. остоянная Планка й= 
— 6,6.10-3* дж -сек. 


В. Бестаева, О. Овчинников, Г. Шадрин 
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Всесоюзный заочный 
финансово-экономический 
институт 


Всесоюзный заочный фниаисово-экономнче- 
скнй институт (ВЗФЭИ) был органнзован 
в 1930 году. В настоящее время это однн из 
крупнейших вузов страны, базовый инсти- 
тут заочного экономического образования 
в нашей стране. В ием обучаются более 
30 тысяч студентов. 

Ивститут готовнт экономнстов высшей 
квалификации следующих специальностей: 
финансы и кредит (специализации: финан- 
сы, кредит, НАНСИ ОваНЕЕ н кредитование 
капнтальных вложеннй. фннаисы промыш- 
ленностн), бухгалтерский учет (специализа- 
цин: учет в промышленности, учет в стро- 
ительстве, учет в сельском хозяйстве), пла- 
ннрованне промышленности, экономнка тру- 
да, статнстика, планнрованне народного хо- 
зяйства, экономика и планированне матерн- 
ально-техннческого снабження. 

Учебно-методическая и  научно-исследо- 
вательская работа в институте осуществляет- 
ся двадцатью кафедрамн, в составе которых 
имеются видные советскне ученые-экономисты. 

Студенты ВЗФЭИ нзучают высшую ма- 
тематику на трех курсах: на первом — об- 
щий курс (аналитическая геометрия, диф- 
фереициальное и интегральиое нсчисления, 
теория рядов), на втором — теорня вероят- 
ностей н математическая статистика, на 
третьем — математическое программирование. 

Основиой формой обучення студентов во 
ВЗФЭИ является нх самостоятельная ра- 
бота. Однако студенты обязаны посещать 
установленные учебным планом очные заня- 
тия. 

Учебный процесс макснмально прнблн- 
жен к месту жнтельства студеитов. Он осу- 
ществляется в 24 территорнальных подраз- 
делениях инстнтута (филиалы, факультеты, 
учебно-консультационные пункты), располо- 
женных в Архангельске, Барнауле, Белго- 
роде, Брянске, Владнмире, Волгограде, Во- 
ронеже, Горьком, Калуге, Кемерове, Кн- 
рове, Курске, Липецке, Москве, Омске, 
Орле. Оренбурге, Пензе, Смоленске, Туле, 
Уфе, Хабаровске, Челябииске, Ярославле. 
Студентам, живущим в этих городах, регу- 
лярно (два-три раза в неделю) в теченне все- 
го учебного года читаются лекции, проводят- 
ся практнческне занятия, консультацнин. 
Студенты, проживающие в других местах 
(«периферия») в начале учебного года вызы- 
ваются на «установочные» лекцни. Экзамены 
для всех студентов проводятся два раза в 
год (зимой и летом). 

Поступающие во ВЗФЭИ сдают вступи- 
тельные экзамены по математике (письменно), 
русскому языку и литературе (письменно), 
нстории СССР (устно) н географии СССР 
(устно). 

На основе конкурсного отбора в первую 
очередь зачисляются лица, характер работы 
которых соответствует нзбранной в вузе 
специальности (если онн работают по этой 
специальности не менее шести месяцев), 
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выпускникн средних слецнальных н средних 
профессионально-техническнх учебных за- 
ведений, поступающие на родственные спе- 
циальности, а также уволенные в запас 
военнослужащне срочной службы (если с 
момента увольнения в запас прошло не бо- 
лее трех лет). 

Ниже приведены два варианта заданнй 
на вступнтельном пнсьменном экзамене по 
математике во ВЗФЭИ в 1976 году. 


Варкант 1 


1. Однотипные детали обрабатываются на 
двух станках. Производительность первого 
станка на 40% больше производительностн 
второго. Сколько деталей было обработано 
за смену каждым станком, еслн первый ра- 
ботал в эту смену 6 часов, а второй — 7 ча- 
сов, причем вместе они обработали 616 де- 
талейр 

2. Решнть снстему уравнений 


Г 379% = 81, 
2+ —вх=23. 
2 | 
3. Решить неравенство —— > =. 


4. Решить уравиение 


И —1+И Уаз. 


5- Около круга описан равнобедренный 
треугольник, длина боковой стороны кото- 
рого равна 10 см, основания 12 см. Опреде- 
лить раднус круга. 


Вариант 2 


1. Две организацни приобрели некоторое 
количество разных турнстнческих путевок, 
первая — на 300 рублей, вторая — на 
270 рублей. Вторая органнзацня купила 
на 5 путевок меньше, но заплатила за каж- 
дую путевку на 3 рубля больше. Сколько 
путевок купнла каждая органнзация? 

2. Решнть уравнение 


2 \3-—2х 5 
(5) =15-8. 


3. Решить неравенство 
х--4 
ре 2 <2. 
4. Решить снстему уравнений 
5х к 2у = 100, 
о ву= 1,6. 
5. Упростить выражение (1--с0$ 2430, 


1--с05 950) 





яп 24 с05 & 
1- со52а 1-05 


А. Карасев 
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Примерные варианты 
вступительных 
письменных экзаменов 
по математике 

в вузы в 1977 году 


В этом номере мы продолжаем публиковать 
примерные варианты вступительных пнсь- 
менных экзаменов по математнке в вузы 
в 1977 году, проводимых по новой программе 
(сы. «Квант» № 2). 


Варианты 1 уровня соответствуют физнко- 
математическим факультетам уннверситетов 
н факультетам прикладной математики вту- 
зов, 11 уровня — факультетам техинческих 
вузов. 


1 уровень 
Вариаит 1 
1. Решить неравенство 
Ю8:«(Зх-- > 2. 
2. Найти множество значений фуикции 
Ко= т х-с05 9х. 

3. Доказать, что плоскости, заданные 
уравнениями ах--В:у--с12-=0. ах оу 
Нс=0. (арахиса) 2==0, 
содержат общую прямую. 

4. В треугольнике АВС на сторонах ВС 
н АС соответственно выбраны точки Ди Е 
так, что |ВО |= |СО|. |АЕ|]=2]СЕ|. Найти 
18С| 


ГАВ| ‚если известно, что прямые АД и 


^^ 
ВЕ взаимно перпендикулярны, а АВС=60°. 
5. При каком положительном а площадь 
криволниейной трапеции, ограничеииой ли- 


х 1 
ннями у —=-5 Ра ,.9=0, ха, х= 24, 


прнинмает наименьшее зиачение? 
Варнант 2 
1. Решить уравиение 


ХЗ (х— 2 хх =2. 


2. Доказать, что если |х|<2, то 3х — 
—5х3—30х< 40. 
г. 


3. При каком значении вое 6; = 


касательные к графику функции ДКх= 
=зт х-- т 2х в точках с абсциссами хо 


л 
и хо +5 параллельны? 


4. Разиосторониий треугольник разре- 
зан иа два треугольника. Доказать, что ра- 
днусы окружностей, описанных около этих 
двух треугольников, различны. 

5. Дан куб АВСОА,В.С!О1, точка К — 
середнна ребра АД/, Г.— центр грани СС.0:0- 
Найти угол между плоскостями ВА! 
и АД. С. 


|! уровень 
Вариаит 3 
1. Решить неравенство 


| ов (6х3 —х) 
(>) >? 


2. Найти наименьший член последова- 
тельности 
хп=0*—би3— 33. 
3. Решить _ уравнение 
60$ х с05 Зх == 251 х “п 3х. 

4. Найти площадь фигуры. ограннчен- 
ной параболой у=х?, касательной к ней в 
точке с абсциссой 2 и осью абсцисс. 

5. Дан куб АВСРА,В.С!О 1. точка К — 
середина ребра АА,. Г. — середина ребра 
АБ. м грани СС,2.0. Доказать, 
что прямые КМ н В.Г. взаимио перпеидику- 


лярны. же 
. Яонин 


Завод-втуз при Московском 
автомобильном заводе 
им. И. А. Лихачева, 1977 


Вариант 1 
1. Исследовать функцию 
хз хз 
ве 


и Е схематически ее график. 

2. Сколько четных чисел можно составить 
из ыы 0, 1,2, 3, 4? 

3. Решить уравиеине 


т 2х = с05* = — 51 > ; 
4. Решить уравнение 
Е - И = 281 (24—1. 
5. В кубе, длина ребра которого равна а, 
проведены плоскости через его центр и 


каждое ребро. Определить объем и поверх- 
ность каждой из образовавшихся пирамид. 


Вариант 2 

1. Найти площадь фигуры, ограничениой 
параболой у= — + 2х8 и осью 
абсцисс. 


2. Упростить выражение 
аУауьув „—\ (УажуБ\? 
[“узруз - у 5) (+=) | 
3. Даны коордииаты точек: А (0; 1; —2), 
ВИ: —1; —4), С (2:7; 1). Найти ВАС. 
4. Решить уравнеине 
171—511 3х = (т 5—5 >} | 


5. В треугольной пнрамнде боковые ребра 
взаимно перпендикулярны, их длины 


У 70 см. У99 см. У 126 см. Найти объем н 
площадь основания пирамиды. 


В. Ляховский 


Рецеизмы, библиография 
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Новые книгя 


В этом номере мы публикуем 
аннотации иа доступные 
школьннкам книигн по мате- 
нматике и физике, вышедшие 
во И квартале 1977 года. 
Большниство нз них можно 
приобрести через специалн- 
зироваиные магазнны «Кни- 
га — почтой». 


Математнка 
Издательство «Наука» 


1. Ежов И. И., Ско- 
рохол А. В., Ядрен- 
ко М. И,, Элементы комби- 
наторики. Перевод с укр- 
Объем 6 л., тираж100 000 экз., 
цена 20 к. 

Комбииаторнка — один 
из разделов дискретной ма- 
тематики, который прнобрел 
важиое значение в связн с 
использованием его в теории 
вероятностей, — математиче- 
ской логике, теории чисел, 
вычислительной технике, ки- 
бериетике. Зиание комбииа- 
торвки необходимо предста- 
вителям самых разных спе- 
циальностей -— физикам, Хи- 
микам, бнологам, лЛингвис- 
там, специалистам по теории 
кодов. 

В этой книге излагаются 
основные понятия комбина- 
торнкн и методы решения 
комбинаторных задач. Прн 
этом систематически исполь- 
зуются понятие множества и 
операции над множествами, 
поскольку большинство ком- 
бинаторных задач можно 
сформулировать как задачи 
теорнн конечных множеств. 
Особо нужно отметить метод 
производящих функций и ме- 
тод траекторий. Эти методы 
важиы сами по себе, так как 
находят применение не толь- 
ко в комбииаторике, но и в 
других разделах современной 
математики. 


Книга предназначена 
школьиикам старших  клас- 
сов. В основу кннги положе- 
ны лекции, прочитанные уча- 
зиимся Украниской заочной 
физико-математической шко- 
лы. 


Издательство «Мир» 


2. Линдгрен Г. За- 
нимательные задачи на раз- 
резание. Перевод с англ. 
Объем 12 л.,тираж 50 000 экз., 
цена 85 к. 


Среди «математических 
развлечений» задачи ма раз- 
резание и складывание фигур 
традиционно занимают почет- 
ное место. Автор настоящей 
кинги, Гарри Лнидгрен, — 
ие профессиональный мате- 
матик, он всего лишь скром- 
ный служащий патентного 
бюро в Каиберре (Австра- 
лия); а геометрические раз- 
резания — это его хобби. Со- 
браниые и придумаиные Лии- 
дгреном залачи на первый 
взгляд могут показаться бес- 
конечно многообразными. 
Однако в большинстве из 
них используются всего лишь 
иесколько типов разрезаний 
(как правило, это те, с по- 
мощью которых из одного 
параллелограмма можно по- 
лучить другой). М оказы- 
вается, существуют более или 
менее стандартные — приемы, 
позволяющие найти нужное 
решение. Вот этим-то прие- 
мам и посвящеиз книга Линд- 
грена. 


В основе кннги лежит 
известная еще с аитичных 
времен задача о равновелн- 
ких и равиоставленных фи- 
гурах. Ясио, что если две 
фигуры равносоставлены, то 
они равиовелики; так что 
равновеликость фигур явля- 
епия необходимым условием 
их равносоставленности. Для 
плоских — миогоугольинков 
равновеликость является так- 
же и достаточным условнем 
их  равиосоставлениости — 
этот факт был установлен 
еще в 1832 году’ венгром 
Фаркашем Бойяи и год спу- 
стя — немецким офицером 
Гервином. Однако в случае, 
простраиственных много- 
гранников это уже не так: 
в 1900 году ученик знамени- 
того Давида Гильберта Макс 
Денн показал, что равно- 
великость многограиников 


не является достаточным ус- 
ловием их равносоставлен- 
ности, и указал некоторые 
дополнительные условия, 
необходимые для равносо- 
ставленности двух равнове- 
ликих многограиннков. {В 
1974 году ученнк Хадвигера 
Жан-Пьер Сидлер доказал, 
что сформулированные М. Де- 
ном необходимые условня яв- 
ляются также и достаточны- 
ми.) 

Проблематнка,  связан- 
ная с задачами иа разреза- 
нне, до сих пор привлекает 
к себе внимание крупных 
математиков; многие примы- 
кающие к ней задачи еще не 
решены. Однако в даиной 
книге все построения осуще- 
ствляются, в основном, для 
Плоских многоугольников н 
укладываются, тем самым, в 
рамки сформулированиой 
выше теоремы Бойян — Гер- 
вина. Предмет кииги состав- 
ляет, по существу, одна проб- 
лема: требуется разрезать 
заданиую плоскую фигуру на 
наименьшее возможное чис- 
ло частей, из которых можно 
сложить другую плоскую фи- 
гуру, равновеликую первой. 
Требование  минимальности 
числа частей здесь су- 
щественно — во всех  слу- 
чаях ищется самое лучшее 
разбиение фигуры на мень- 
шие части. 

Геометрические задачи 
на разрезание еще далеко 
не исчерпаны. Техинка, опи- 
сываемая Лиидгреиом, вовсе 
не является обязательной. 
Тот, кто достаточио сообра- 
зителен н не пожалеет време- 
ни, всегда найдет достойное 
открытия разрезаиме. Так 
что эта киига предоставляет 
читателю широкие возмож- 
иости для личного творчест- 
ва. «Испытайте себя в обла- 
сти разрезаний, — пишет 
Линдгрен. — «Я надеюсь, что 
эта киига убедит вас, что та- 
кое времяпрепровождение не 
слишком утомительно и от- 
июдь не тривиально». 


Физика 
Издательство «Наука» 

1. Кнтайгород - 
ский ЛА. И. Порядок ци 
беспорядок в мире атомов.` 


Издаиме 5-е, испр. и доп. 
Объем Ш л, тираж 
50 000 экз., цена 33 к. 


Книга представляет со- 
бой популярное изложение 
учения © строении вещест- 
ва — от простейших молекул 
до сложнейших биологиче- 
ских систем. Автор избрал 
оригниальный своеобразный 
подход к этой большой теме. 
Вопросы атомной структуры 
рассмотрены как проявле- 
иня порядка н беспорядка в 
мире атомов. Такой подход 
очень плодотворен, посколь- 
ку иарялу с телами. для 
которых слова ‹порядок» или 
«беспорядок» являются точ- 
ной характеристикой рас- 
положення в них частиц, 
часто встречаются тела. в 
которых порядок и беспоря- 
док иеотделимы друг от дру- 
га. Проблема строения био- 
логических веществ — му- 
скулов. тканей, клетки, не 
говоря уже о молекулах бел- 
ков и нуклеиновых кислот, 
является иитереснейшей ил- 
люстрацией своеобразной 
борьбы порядка и беспорялд- 
ка в живой материи. 


Киига написана очень 
жнво, читается с большим 
интрресом н рассчитана на 
самый широкий круг читате- 
лей, знакомых лишь с осно- 
вами физики. 


2. Капица П. Л. 
Эксперимент, теория, прак- 
тика. Объем 19 л., тираж 
30 000 экз., цена 89 к. 


В этой кииге собраны 
доклады академика П. Л. Ка- 
пицы, сделанные им в раз- 
личные годы перед широкой 
аулиторнией. 

_ Часть из этих выступле- 
ний содержит популярное из- 
ложение проводимых им экс- 
периментов, другая часть по- 
священа изложению деятель- 
ности выдающихся ученых, 
дается анализ их научного 
творчества. 


Большая часть выступ- 
лений, публикуемых в кин- 
ге, посвящена вопросам твор- 
ческого воспитания молоде- 
жн, подготовке и отбору 
иаучных кадров. 

книгу вошли также 
выступления и статьи, по- 
священные вопросам органи- 
зации изуки, укреплению ее 
связи с практикой, перспек- 
тнвам развития науки, проб- 
лемам отношения человека и 
природы, борьбе за мир и 
прогресс. 

Книга будет интересна 
самым широким кругам чи- 
тателей. 


Издательство 
«Высшая школа» 


3. Милковская 
Л. Б. Повторим физику. 
Изданне 3-е. перераб. и доп. 
Объем л., тираж 
150 000 экз., цена Гр. 09 к. 

Это пособие предназна- 
чено для абитуриентов. Оио 
составлено в полном соот- 
ветствии с программой по 
физнке для поступающих в 
вузы. Каждая глава посвя- 
щена одной из тем програм- 
мы. В ней нарялу с освеще- 
нием данной темы приведены 
примеры решения задач, за- 
дачи для самостоятельных 
решений и вопросы для по- 
вторення. 

Книга будет полезна для 
всех лиц, самостоятельно го- 
товящихся к поступлению в 
вузы. 


Издательство 
«Просвещеине» 


4. Левитаи Е. И. 


Астрофизика — школьникам. 
Объем 8 л., тираж 80 000 
экз., цена 25 к. 


В интересной и- вполие 
доступной для учащихся фор- 
ме автор рассказывает о сов- 
ременных проблемах дстро- 
физики. В книге затраги- 
вается широкий круг астро- 
номических явлений и объек- 
тов: Солице, звезды, галак- 
тнки, квазары, планеты. 

Книгу чрезвычайно ожив- 
ляет большое количество за- 
дач и вопросов, предназна- 
ченных для самостоятельных 


решеннйя. 
5. ИШ/кольный — астроно- 
мический календарь на 


1977178 учебный год. Соста- 
витель М. М. Дагаев. 
Объем 6 л., тираж 200 000 
экз.. цена 20 к. 

Календарь содержит ос- 
новные сведения о Солнце, 
Луне, планетах, звездах и 
других иебесных объектах, а 
также справочные данные, 
иеобходимые для наблюде- 


ния астрономических яв- 
лений в 1977/78 учебном 
году. 


Книга предназначена в 
первую очередь для астро- 
номических кружков. 


«Атомнздат» 
$. Погодии С. Л., 
Либман Э. П. Лак 


добыли советский радий. НИз- 
дание 2-е, доп. Объем 18 л., 
зираж 50000 экз., цена 
80 к. 


В книге живо и занима- 
тельно на основе богатейших 
архивных матерналов изла- 
гается история создания оте- 
чествениой радиевой промыш- 
ленности. 

Кннга рассчитана на ши- 
рокий круг читателей. 


7. БлохинцевД. П. 
Рождение мирного атома. 
Объем 5 л., тираж 50 000 
экз.. цена 20 к. 

Автор книги — крупный 
ученый в области ядериой 
физикн, Герой Социалистн- 
ческого Труда Дмитрий Ива- 
нович Блохинцев — с момен- 
та создаиня занимал пост 
директора Объединеиного 
института ядерных исследо- 
ваний в г. Дубне (с 1956 по 
1965 г.}. Ныне он руководит 
лабораторней теоретической 
физики в этом нистнтуте. 
Имя Д. И. Блохинцева свя- 
замо с созданием первой в 
мире атомисй электростанции. 
В 50-х годах, будучи директо- 
ром Физико-энергетического 
инстнтута, автор книги руко- 
волил работами по проекти- 
рованию и сооружению пер- 
вой в мире АЭС. С позиций 
непосредственного участника 
он рассказывает об этом ве- 
лнком событин, о первых 
попытках мирного примеие- 
ния ядерной энергии, о пер- 
вой мирной атомной стройке. 

Книга налисана живым 
языком и переносит читателя 
в трудиое и увлекательное 
время, в общество иитерес- 
нейшнх людей и захватываю- 
щих иаучиых проблем. Чн- 
татель сам ощутит атмосфе- 
ру иазпряжениого творческо- 
го поиска, испытает радость 
победителя. 

Кинга рассчитана на са- 
мый широкнй круг читателей 
и будет нитересна как спе- 
цизлистам, так и школьии- 
кам. 


И Климова, М. Смолянский 
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Куапетесите.ги 


Ответы, указания, решения 


Куапетесите.ги 





у, 
® 


К статье «Читатели 


1. а) ду иу-- Пу 2х —у+ 1; 
6) (2-4 2х — у) — 2х у- 2). 


2. а) Указание. Рассмотреть дан- 
ное уравнение как квадратисе относительно 6. 

в) Указание. [Рассмотреть урав- 
ненне х3-- 2ах? -- а?х | а—1=0. 


3. Указание. Решить систему от- 
носительно параметров а, $, с. 
Указание. Применить выраже- 
ння для 1х н $ х через 4#(х!2) и заметить, 
что 184(х!2) © 10; 1{ при хб]Ю; л/2[. Далее 
воспользоваться известным  неравенством 
1ву> у прн 5610: л!2[. : 


ЗА 
5. «Ответ»: $ —= -5 УЗ см. Далее 


воспользоваться тем, что площадь паралле- 
лограмма со сторонами а и 6 не превосходит 
площади прямоугольника с такнмн же сто- 
ронами. 


6. «Ответь: 5 см. Пусть ВН — высота 
треугольника АВС, о которой идет речь в 
условии задачи. О — центр вписанного кру- 
га, А — точка касания этого круга со сто- 
Зы АС треугольника, |АС| = 12 см. 

вметнть, что |ВН |< |ВО|-+ 1ОК |. 


7. «Ответ: 2гссо$ 55 # 


советуют» 


Пусть диа- 


метр АВ н хорда СО пересекаются в точке Т. 
Доказать, что из данных задачн следует 
неравенство |ОТ |> А, где А — раднус круга. 

8. Первый  велоснпедист финиширует 
раньше. Получить ответ, нспользуя понятие 
средией скоростн движения нли привлекая 
трафики движения. 


9. Ребра коробки 5/2 см, 2 см, 1/2 си. 
10. 2Их. 


11. 4УЗл. 
121: :ИУ2-— Уз: И2— УЗ. 


14. 1000 смз. Указанне. Рассмот- 
реть пнрамнду ЗАВСР как объединение пи- 
рамид ВА$С ин ДА5С (с высотами, лежащими 
на прямой ВО). 


К статье «Ленниградский государственный 
университет им. А. А. Жданова» 


Математнко-механнческий факультет н фа- 
культет прикладной математикн-процессов 
управления 


1. 7р/3с сек. Указание. Если х 
(бит/сек) — скорость ввода информации, то 
время работы кнбернетического устройства 
равно 


р р р р Зер 
= о Че НЕ. 





2. Если а =0, то решеннй нет; 
24—55 
п 


если а > 0, то а<х< 
24-5 5 
ве 
815 У5 
если а< 0, то |] х< РИ [в|. 


Указание. У 2(х—.УИй—@?) = 


= Мя-а— Ух— а. у 
2 
3. х= —- + 2гс60$ —4— + 225 
(#67). Указание. Для Г—=005х— 


—пх получаем уравиение ИЕН ЕЕ 
откуда 2 --#2—}=0, #-= }/2 или = —4. 
Корень # = — 1 является постороиннм. 


ЗЕ - 12 — ЗЕ? 


Г ап0<#=4). 


5. Ю/ИТТ. 


Физический факультет 





1. Указанне. Пусть ЕЁ — искомое 
время, Т = {-- Ё/с, т— время торможения, 
тогда 


Та 2 
5-7 + ат) ++“, 
о-наё-- ат = 0. 


Исключая <, получим для Т уравнение 
а(а— в;) т? 20 (а—а)Т + 
+ (02 24,5) =9. 


Находя из иего Т и учнтывая ограинчение 
{>0, получаем ответ: 


ГА 
если а=би > [= за). то 
ИС 


то 
Е РЕГ 
а а. —а с 
остальных случаях решення нет, 


в 
2. |/2 аь/3. Указаине. Еслн секу- 

щая плоскость пересекает сторону ОС в 

точке Ён [РЁ] =х, то площадь сечения 


ь 
$ = —-х а 
275 (4—3), 

поэтому 5 (х) достигает ианбольшего значе- 
ния прин х = 3 

3. х=0, +2л. Указание. Для # = 
= зтх— 0$ х получаем уравиение #— 
— 8{—9=—0, откуда #= — 1 или #=9. 
Корень # =9 посторонняй. 


4. Если р=-—8, то решений нет; 
если — 8 хр — 3, то (р-—4)/6 = х <иЬ- 


—УТ—Р; если —3З«р< —2, то 





(р— 4/6 =х<— В; если р-= — 2, то р- 
шений нет; еслк р> —2, 10 —1<х=— 
= (р —4)/6. Указание Если О<х-- 


+2 < 1, то уравяеине принимает вид р= 
< 6х -+ 4, а если х-- 2 > 1, то р бх - 4. 


Учтите, что х? — 2х гр» 0. 
—1+ 5 3+ У5 
5. = рае ЗБ 
т И 3—5 
2 
са+и8. 
ее 
= 


Химический, психологический и экономиче- 
ский факультеты 


уз —= 


1. 3%. 2. Если а>Ё 10 х> 
1 Е 4а2 
УЕ, или охаь ют < 
| 1+ 4а? 
<х< <. 3. х = л/а + ил, 


х. = + я/3 -- Ёп (#2). Указ ание. При- 
вести уравиенне к виду ($112х — 3 с05? х} х 
х (0$ х— пх) = 4. &Ка +6). Укз- 
зание. [СР) — биссектриса угла АСВ. 
5. В (2 У — Е—В)/ (> 4/3). 
Геологический факультет н отделение по- 
литэкономин экономического факультета 

1. 336 км. 2. х= жлю- Ал (С 2). 


3. 15=х<2. 4. х=- 23. 
5. (2 3—3) РМ. 


Биолого-почвенный н географический фа- 


культеты 
1. 14 человек. 2. Еслн а > 1, то х>а3; 
если О0«%а<1, то 0<х<а? Указа- 


ине. Обозначить 08, х через #. За. х, == 


ЕЕ Ая, = ая . 36. 


х: = > Ч Ал, х, = Ал—агс18 > 
р р 
Иша? (2 5та/2 | с0$ 6/2) 
У © 
зт(а— В)“ 


о Е). 


5. 


К статье «Уральский государственный 
иверснтет нм. А. М. Горького» 
зтематика 

Математнко-механический факультет 

1. 61 2/5; 12 [- 2. При @ 616; 2/3 | 
о Е Е 
И, = 243 т | Ут 5-1 -5-, при 


&е] л!/3; л/2 [У=иИ, или У == 24? х 


. / За 
х со5- ] — с0$-5- с05 75.3. х=0. 


Куапитесите.ги 


5—1 
4. х, =- агссо$ и х.= 


5— 
У + 2ёл (67). 


== аго$т 
Физический факультет 

1. 31,2 года. 2. Ю5 5т 22 зта — 
++ 20059). 3. | — Е 01|. 4.х 
= (-- "12 4 пд! (а Е2). 
Физика 
Математико-механическнй факультет 


28 
} [2] (та В со59) $т < 
5 1,4 сек. 


2. И. -= ли, = 6 в. 


3. Показание вольтметра 


увеличигся 
в 4 раза. 


1—4 
4. = 24 24 


Физический факультет 
Зя. 
о | р ° 
2. Зр/р. = 50%. 


р 
3. 4==> хр! м = 10-2 м 


м2 


К статье р ниститут инженеров 
геодезии, аэрофотосъемки ин картографии» 
Математика 


$. [= А. + И, 12 | Гагсзт = 





Варнант 1 
1. х, = + 21/3 + Ал, хх. = -Ел, 
Хз == (—1)* л/6 + Ал(Е2). Указаине. 


Привести уравнение к виду соз х (2с05х-- )х 
Х(2зтх— 1) = 0. 2. х-—= ю8, 3—1 Ука 


зание. Привести  уравнеиие к внду 
(З/2у» -= (3/2) 4-2. 3. хе —4;—310 
1] 5; 6[. 4. мес (У 1/2). 

Варнант 2 

|. х-= + 27/3 + 2#п (#62). 2. х-=100. 
Указаиие. Привести уравиение к виду 
(57 = (5/78. 3. хе -—2; 2]. 4. 4,9. 
4/9. 

Вариаит 3 

тм =л-г 2, х, == 4 д/3 | 2Ал = 
==(#Е2). 2. х= 10. 3. хе] — 00; — 2]. 
4. Н (42 — НН] + Н: с1в? а.3). 
Физика 


> ча (9. | 
1. [9ер| = | ь > = 
0,4 [о 0.6 | 
== 16,7 мдек яз 60 км/час. 


2. Неы 86,4 м; | 41,2 м/оек. 


93 


25 


3. ЕН=т (“—=) == 3680 м. 


РвИ 


4. Ул = ба = 1545 м3; Ип = 
= 1350 м3. 

ие т -= 2950 н. 

6. = рт =1,23 ка/мз. 

1: +9] 2е/ 1,02.107 мкек 


Ф 
8. Е, = а-уЕ = 4,68 дк; 


дла сы 
ФВ 
о 3,33 ак. 

41 (Ру 
ЕЧ 

9. [= ар=6 си: НВ 25см. 

в ‚ис 2А © 7! 10° Ч 

10. | = м те, 5. м/сек. 


К статье «Московский 
сплавов» 


ниститут стали н 


Математнка, 1976 г. 
Физнко-химический факультет 

1. хе10; 1/2] 2; 3 [- 2. х= 
=+2 Убит; $-=1+2 /б/3. 3. ж=Ёл,х, = 
= п/20-- 1/10 (#62). 4. х--(—Й1 + У)/4, 
у=1/2. 5. а(48Н? + а — ала8Н). 
Факультет металлургнн черных металлов 
н сплавов 

1. 6 секунд. 2. х, „г = 1/2, уз = + И 
Указание. Разделить первое уравиеиие 
на ху, второе на х?у?. 3. хе| —3; —Уби 
и 6: 3[. 4. х=л + 28л (#67). 
Указанне. Из условия следует система 
п х-1, со$ 6х = -—1. 5. 5 У5еоза х 


х 2 / (3 У2л-с0з -= |. 


Факультет металлургин цветных, редких 
металлов и сплавов 
1. хе] — 1; 9] 0 [1083 2; 1[. 2. х= 


=: 50, 3. 486. 4. х= — 1/2 -- 2#л (СР). 
5. 12512 25 с05 Вуз? (а -Е В}. 
Факультет полупроводниковых 
н приборов 

1. хе! — 1:2}. 2. (6+ Убд, 1, 
(6 = Уб. 3. хе; 21014; оо [. 4. 
х1 = 1:4 + &л, х. = л/2 -Е Ёл (ВЕР). 5. 
Вз (41:3 —32 3/8). 
1977 г. 


матерналов 


Математнка, 


Варизнт А 
1. ]-—с°; —21\/]1; 2]. 2. х,=л/4, х.= 
=п/9. 


Куапетесите.ги 


Указание. Уравнение приводится к 


7х 
виду 605 —5` (1—2 с0$3х) = 0. 3. По 


условию СЗ+С1-=2С?, откуда 
п(п— 1—2) (8—1) 
В св 


— 9" -{ 14) —0. п, =0, п, - 2, из =7, Пер- 
вые Два значения п не подходят (нет четвер- 
того члена разложения}, при л=7 получаем 
коэффициенты 7.21,35. 4. И= 5ла3/8. Ука- 
заиие. Пусть треугольник АВС вращает- 
ся вокруг оси Г, параллельной стороне АС. 
Тогда цилиндр с образующей [АС] и осью # 
дополняет тело вращения до двух усеченных 
конусов с осью {[ и образующими [ВС] н 
[ЛВ]. 5. Касательную надо провести в точ- 
ке М (3/2: 9:4). Указание. Уравиение 
касательной к графику функции Кх) = х? 
в точке с абсциссой & и ординатой Ё имеет 
виду = 21х — # (по формуле у= ухо (х — 
— хи}, поскольку хо -= Ё, [(хо) = Р(1) = 24. 
Подставляя сюда х = | и х=2. находим ос- 
иоваиия трапеции, а затем ее площадь 5()= 
== 3{ — @. Далее уравнение 5’(} = 0 дает 
3—21—0, # =3/2 (критическая точка). 5(3/2)= 
= 9/4. что больше $5{1) -= $(2) = 2; значит, в 
точке # == 3,2 функция $(1 принимает наи- 
большее значение. 


Вариаит Б 

И х* — бл: — 27 — 
кз 9-3 хх 4-3 => 

(х -|- 3) (53 — 3х2 + Зх— 9) 


== [1 : 
НЕА из 
Сокращая ина (х--3) и подставляя х == —3, 
получаем ответ: в 2. х=2. 3. Ука- 


заине. Каждое неравенство системы зада- 
ет на плоскости хОу полуплоскость, а вся 
снстема — пересечение этих полуплоскостей, 
в данном случае — треугольник с вершинами 
А (0;0), В (—2; 0, 2: 2). 43. Указа- 

| 
ние. Получить равенство 90$ т. = =>". 


4 
5. ага. Указание. Площадь 


криволииейного треугольника равиа 1. 
Варнаит В 
1. =] -—1;1|. 2. Наибольшее зиаче- 
373 —п 
=. 
—33 — 54 
и. 


име у(л/б) = нанменьшее 


(57/6) = 


Производная м`(х) = 2 с0$ 2х — 1 (определена 
всюду)- Из уравнения # — 0 находнм крн- 
тические точки х; == д, х; == 5л/6 и сравнива- 
ем значения функции в точках 0, л/6, 5л/6, 
л. 3. пп =9, п.= 0. Указание. Из 
условия задачн получаем уравнеине л(л — 
—1)(п—2)(п—3)(я— 4) = 181 — 2)" —ЗЭ"— 
—4)(п — 5), откуда (я — 2)("— ив — 4)(п* — 
—191--90)= 0, но п>5. 4. 0—0; 


Указание. 


(АС ВО)= 12°. Указанне. АВ=(6; 


—1: 1), АВ=БС, АС: 2; 2). ВО (4; 


> > - 
4; 0). соз (АС, ВБ) = —М.. 5. 48. Ука- 
зание. Высота пирамиды проходит через 


центр окружности, вписанной в основание 
пирамиды. 


Физика 


Физико-хнмический факультет 


1. гы т [21 1(1 — с0за) == 0,3 аж, 


ю1 = у 2} 1141 — с0$ а), 4 м/сек. 


У, (ро Ре ®) Т. 


2. „ == 
у. РоТ1 


222,9 мм. 


2) = 
3. а о ВОК ед. заряда 





61| 
СГСЭ. 
4. п. т 21,7 
НР В 


К статье «Московский институт электрон- 
ного машиностроения» 


Математика 
Варнант 1 


1. Пусть в секунду ЭВМ выполняет х 
операций твпа А и у операций типа В. 
Тогда 








9.108 16.10% 
Е = =: 700, 
18-105 8. 10° 
т = 800, 
откуда х = 3.10%, у== 4.10%. 


2. Упростив данное уравнеинне, получим 
4 4 53т Зх (9 с0$ 4х -- 1) 
ыы 1-- 9 со$ 4х 

илН 


З ат Зх -- зпх-0, 


откуда зтх = 0, х= д или Утх= 

=== 576, но тогда с0$ 2х== — > 3 с0$ 4х = 
1 

= ——5, а эти значеиня х не входят 


в ОДЗ. Найдем требуемую сумму корней. 
Имеем — 12 < #л < 39, откуда —3= 


= 12 и —3Зл—20-—-... + Па 1 = 
= 72л. 
1 х 
3. Из условия следует, что 1 > 0 


1—2 1 
н Ги а > о, откуда ие ни < -. 
Возводя данное уравнение в квадрат ин упро- 
щая, получнм 2х (ах? -- В — 2а) =: 0, откуда 
Х ==: 0 (это — решение уравнения при лю- 


бых значениях аи 5} или № = а 


Куапетесите.ги 


Учитывая еще найденные выше необходи - 
мыс условия, получаем ответ: 


х = 0 при а>6 > 0 или 8 = 2а> 0: 

х = 0, х..= = У@а—8)Аа?6) при 
О<ха<хв< 2, 

4. ОДЗ: а>0, и#1. 
а>1. Тогда, потенцируя, получаем х?— 
—2х-—а>0. откуда с учетом ОДЗ х>1-- 
+ УТ-Ра. Пусть 0<а<1. тогда №— 
— 2—а<0, 2<х<!+ УГ а. 

Ответ: х Е] 2: 1+ УИ а 
аЕ10;1 | 

хе 1+ ИТ а: > [ приа@}] 1; >! 

5. 23 5112 25 в В/24. 


х>2 Пусть 


[при 


Варнант 2 


1. 10 суток. 2. х-= Вл (227), сумма 
равна 12] л. 3. хЕ] 1; 3/5]. 4. х=а? 


при а] 0; ТЦЛ 1; > [; прв остальных а 
решений нет. 5. Я $ие о. [50$ @ с0$ (В--@]]. 


Физика 


+. Второе тело надо бросить с запаз- 


[2 $ 
дыванием . 1, = =—— == 
12] Ш] 
На) Е 
== и НЫ и —2 г окончательно 


| а 14 
1, ==3,4 сек и 1.25 0,6 сек. 


_ путь (ар-Е 15) 
2. АЕ = 2е(т, + т. 250.024 град. 


3. 0 = У 2 ЕН — 058) 2 
— 4,45 раддек. 


тт Ь 


Нат, 


—=3.-10- м. 


5. © | =2,1.10-2 м/сек. 


во боб бв 
еб: ЮР. ЕЕ. 
= 5,25 в, 


сб (ба, 


Ис: +0. ЮВ, 


= 1,75 в. 


ы 
2лт |5] ©0959 


г [В 


7.-й = = 9. 10-8 м. 


- Ас 
8. ар ро (И = ити 
тво А 


№. [== 5.10% м/сек и | я=2.10% м/сек. 


95 


К статье «Московский государственный пе- 
дагогнческий институт им. В. И. Ленина» 


Математнка 
Математический факультет 

Варнант 1 

1. 28 дней, 21 день. 2. х.=л, х. = 
— 7/4 -- &л/2 (СР). 3. х= 1. 


4. эгск (5/4). 5. Убе — в 8. 


Вариант 2 

1. 30 км/час. 2. х= + л/6 -- Ал (ЕЕ Р.). 
3. х=2. 4. 3 ди:. 5. К (3З— Гу. 
Физнческий факультет 

Варнант 3 

1. аазта (Е - зп $)/с0$ Ф. 2. х= 14, 
у= 518. 3. х= + 1/3 ёл (С2). 4. При 
а] — с; 0] \ П/У, 1| корней нет; при 
26; ИУ? 1] МИНЫ оо [ х=а?. 


Варнант 4 


1 
1. — В п ф с05? фл В. 2. хе | —=°; 
ИИ Е; © [. 3. ж = Ал/2, х, = 18 + 
+ Ал (#62). 4. м = 125, ‘и =4, х, = 
= 625, у, =3. 


Физика 
| МЗ (Ам \? 
: (3%) 272,55. 
| ы 
ррва5 
2. == 
т ет 3,45 кг. 


3. Ра! = т || (3—2 с0$ @ + 
+ МА) = 8н. 











- ти 
3. 4 и -= 5 м/сек; < = 0,99 
у 
1 
5 ИЕР г: =0,42 4; У, =У— 
— И, == 0.58 я 
[Е 72 
6. == — = 56 
[Е г 
7. г=. УВВ, =! ом 
518 


8. 9=-р `=0,05 к. 


9. Уменьшенное в 2 раза изображение 
переместится па 0,1 м блнже к лнизе. 


Вс 
0. А ЗУТА — 4,4.10-? м. 


Куапетесите.ги 


К статье «Всесоюзный заочный Ффнивисово- 
экономический нистнтут» 

Варнаинт | 

1. 336 н 280. 2.х= у=2.3.0<х<4. 
4. х= 8. 5. 3 см. 

Варнант 2 

1. н 15. 2. х=3. 3. х>0, хх —2. 


4. х=16, у=10. 5. №5. 


К головолонкам «Пять многогранииков» 

(см. с. 60) 

Искомая операция состонт в отсечении 
плоскостями углов гексаэдра. Если отсечь 
пирамидки с длниой а бокового ребра, рав- 
ной (2— |/2)/2, то получится кногогран- 
ннк, который назывзют усеченным гексаэздром 
(на рисунке в задаче сверху слева); еслн 
0-№,. то получится кубооктаэздр (сверху 
справа); если а=/;, то получится усеченный 
октаздр (внизу справа); если а=1, то полу- 
чается октаэдр (виизу слева). 


К задачам 
школьников» 
(см. «Квант» № 5) 

1. 64 х 14 = 896 


«Квант» для младших 


о : 
21 — 13 = 8 
85 -- 27 = 112. 


2. Останется яйцо № 73; нет, ие может— 
шестое яйцо окажется и простым, и золотым. 

3. Х—1Х=1, Х= ЦЕРУП, ХХУ—ХИ= 
=хХИ, ХХХУ= ХУ-|- ХХ. 

4. 241 950:3==80 650. 


К статье «Семнклассникам о вероятности» 
(см. «Квант» № 5) 


2: 6/14 = 3/7. Указаине. В этом 
опыте 14 исходов (извлечение любого шара; 
шары удобно занумеровать), из которых 
6 благоприятствуют рассматриваемому со- 
бытию. 

3. 1.8. 

4. 8/28. 

5. 2/10 = 15; ва» (с вероятностью 3/10). 

6. 3/18; 5/27; 3/18 < 5/27. 
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—— = — щи 1 —— 


РАССТАВЬТЕ ЧИСЛА 


В кружки фнгуры, изображенной на рисун- 
ке, надо расставить числа от 1 до 24 так, 
чтобы сумма чисел в двух снинх кружках 
на каждой синей прямой равиялась 25, сум- 
ма чисел. стоящих на каждой красной пря- 
мой, равиялась 50, а сумма чисел, стоящих 
в вершииах каждого из одиннадцати квад- 
ратов, отмеченных зеленой звездочкой, так- 
же равиялась 50. 

Попробуйте найтн хотя бы одну такую рас- 
становку чисел. 






Я. Алексеев 


——- 


Куап. тссте.ги 
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Индекс 70465 
Цена 30 коп. 


На этом рисунке вы видьте вне окружности 
шахматиую доску 7Ж7 иа оранжевой пло- 
скости, а внутри окружности — ту же доску 
н плоскость. но уже после инверсин. О том, 
что такое инверсня, вы можете прочитать 
на с.38. 
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кривых — циссоид. Название  «циссоида»  ривался Диоклессом. Похожий на нее уча- 
происходит от греческого хьстог\б-ЦС (плю- сток комтура листа плюща также обведен 
щеподобная). Жирной красной линией пока- красной линией. (см. с. #6). 


Главный редактор 
академик И. К. Киконн 
Первый заместитель 
главного редактора 
акодемик А. Н_ Колмогоров 


Редакционная коллегия: 


М. И. Башмаков 
С. Т. Беляев 

В. Г. Болтянскнй 
Н. 6. Васильев 
Ю.Н. Ефремов 
В. Г. Зубов 

П. Л. Капица 

В. А. Кириллин 
А. И. Климанов 
{главный художник } 
С. М. Козел 

В. А. Лешковцев 
{лом. главного редактора ) 


Л. Г. Макар-Лиманов 
А. И. Маркущевич 
Н. А. Патрикеева 

И. С. Петраков 

Н. Х. Розов 

А. П. Савин 

И. Ш. Слободецкий 
М. Л. Смолянский 
(зам. главного редактора 


Я. А. Смородинский 
В. А. Фабрикант 

А. Т. Цветков 

М. П. Шаскольская 
С. И. Шварцбурд 
А. И. Ширшов 


На первой 
странние обложки 
изображен рисунок 

доктора физико- 
математических наук 
А. Г. Фоменко 
Подробнее об этом 
толологическом 
объекте можно 
прочитать из <. 22 


Куапетесите.ги 


Основан в 1970 году 


ввант: :. 


Научно-популярный 
физико-математический 
журнал 

Академии нацк СССР 

и Академии педагогических 
наук СССР 





Издательство „Наука- 
Главная редакция 
физико- математической 
литературы 





В НОМЕРЕ: 





2 А. Кириллов. О правильных многоугольииках, фуикцин 
Эйлера и числах Ферма 


10 А. Митрофанов. Качающаяся скала 

14 А. Футер. Сигналы, графы и короли на торе 

20 — Я. Смородинский. Масса атома и число Авогадро 
Лаборатория «Кванта» 

23 В. Майер, Р. Э. Шафир. Звук и струя 
Математический кружок 

26 Ю. Нонин, А. Плоткин. Среднее зиачеине функции 
Задачимк «Кванта» 

32 Задачи №М451—М455; Ф463—Ф467 

34 [Решения задач М411, №412, М!4, М415; Ф423—Ф427 
По страинцам школьных учебников 


41 Н. Виленкин. Как возиикло н развивалось понятие функ- 
ции 


«Каант» для младших школьннков 
47 Задачи 
48 Г. Розова. Случай с пятиклассником 


Практикум абнтурнемта 
Варнанты вступительных экзаменов в вузы в 1976 году 


49 Л. Беркович. А. Тетерев, С. Фоминых. Куйбышевский го- 
сударственный университет 


50 0. ИМилхненков. Московский институт управления им. 
С. Орджоникидзе 


52 А. Беликов, Г. Гиязбуре. Московский ниститут инженеров 
землеустройства 


53 А. Боцу. В. Зрайченко, Е. Коваленок. Курский политех- 
нический институт 


55 И. Калашникова, А. Веденеев. Мсмного об экзаменах 
56 В. Френкель. Из творческого паследия Козьмы Пруткова 
63  Отаеты, указания, решения 


Смесь (<. 9, 13, 22, 3, 45, 46) 


© Глэвная редакция филико-математической литературы изда. 
тельства «Наука», «Квант». 1977 


А. Кириллов 






1. Пролог 
Задачи па геометрические построе- 
ння — одни нз самых популярных | 


школьной математике. Почти в каж- 
дом математическом кружке разби- 
раются- такие задачи. Это, конечно, 
не случайно. История геометрических 
построений насчитывает несколько 
тысяч лет, и уже древиие греки до- 
стигли здесь большого искусства. В 
качестве примера можно привести 
залачу Аполлония: построить ок- 
рижность, касающуюся трех данных 
окружностей *). 

Многим, вероятно, известны три 
знаменитые задачн древности, ока- 
завшиеся неразрешимыми: о квадра- 
пре круга, трисекции уела и удвое- 
нии куба **). 

Но, ножалуй. самой красивой яв- 
ляется задача о построении правиль- 
вых многоугольников. Собственно го- 
воря, это не одна задача, а целая 
серня задач: для каждого напираль- 
ного числа п 2 3 требуется с по- 


мощью циркуля ил инепки нп огтроить 


правильный п-угольник. 





*) См. статью «Инверсия и задача Апол- 
лония» («Квант». 1971. № 3}. 

**) По поводу последних лвух задач см. 
статью «Циркулем и линейкой» («Кванг». 
1975. № 6). 
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0 правильных 
многоугольниках, 
функции Эйлера 


’и числах Ферма 


Р- <“ 


Для 
залача совсем простая (например, для 
п - 3, 4. 6, 8. 12); для других — но- 


некоторых значений ин эта 


сложнее (п — 5, 10, 15; ниже мы рас- 
скажем, как ностроить десятиуголь- 
ник и пятиугольлик); для третьих — 
очень сложная (п = 17 или 257 )*). 
Наконец, существуют такие значения 
п, для которых эта задача вообще 
перазрешима (например, л = 7, 9, 
1). 

Выпишем подряд несколько нату- 
ральных чисел, начиная с л-- 3, 
н отмегим красным цветом те числа л, 
для которых можно построить ира- 
вильный д-угольник ниркулем н ли- 
нейкой: 3, 4, 5, 6, 7, 8. 9, 10, И, 12, 
13, 14. 15, 25, М, 18,13, № 2, 
22, 23, 24. 25, 26, эго 2 23, ШТ 
31, 39, 33, ЗА, 35, 36, 37, 38, 39, 
40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, ... 

Есть ли какая-нибудь закономер- 
ность в распределении «красных» и 
«черных» чисел? Оказывается, есть; 
но найтн ес довольно трудно. Эга за- 
кономериость имеет арифметическую 
природу; чтобы ее онисать, нам 
прилется временно оставить геомет- 


*) Сногоб построения циркулем ин ли. 
нейкой правильного  семнарцатиутольника 
впервые был открыт К. Ф. Гауссом в 1801 го- 
лу. Этот снасоб описывается в статье «Дебют 
Гаусса» («Квант», 1971. № 1). 


рию и заняться элементами теории 
чисел — высшего раздела арифме- 
тТикН. 


2. Функция Эйлера 


Важной арифметической характери- 
стикой числа л является количество 
чисел, меньших п и взанмно простых 
с л. Одним из первых это заметил 
знаменитый математик ХУПЕ века 
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Ф (п) уже легко угадывается? Мы 
видим, что если правильный п-уголь- 
ник можно построить с помощью 
циркуля и линейки, то соответствую- 
шее значение функции ф (л} являет- 
ся степенью двойки. Оказывается, это 
условие является необходимым и до- 
статочным для возможности построе- 
ния правильного п-угольника. 

В настоящей статье мы не сможем 
строго доказать это. Однако мы 


Таблица Та 


л| 123456789 01 12 13 14 1516 1 181920 | 


| 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 
Ф (п) | 12 1022 820 12 24 1228 830 16 20 16 24 12 36 18 24 164012 


Леонард Эйлер. Он предложил для 
этого количества обозначение ф(п}, 
н с тех пор фувкция л— (п) из- 
вестна под именем «функции Эйле- 
ра» *). Например, для л = 10 имеет- 
ся четыре числа, меныних десяти и 
взаимно простых с ним: 1. 3, Ги 9: 
так что ф (10) = 4. 

Функция ф обладает многими ин- 
лересными свойствами. Одно из них 
было открыто еще самим Эйлером: 
для любых двух взаимно простых чи- 
сел т и п справедливо равенство: 


{и бт) = фтфО). {1} 

Кроме того, легко проверить, что 
если р — простое число, то Ф {р} = 
=р— 1. $ (р?) = р? — р, и вообще 

Ф (р"} зы р” (р-— |. (2) 
Эти свойства позволяют легко вычис- 
лять функцию Эйлера для неболь- 
них значений л. Например, 

4 (10) =ф (2) -4 (5) = 1.4 =4. 

Ф (100) = $ (4)-$ (25) =2.20=40. 

Мы приводим здесь значения 
функини Эйлера для п от 1 до 42 
{см. таблицы 1, аи 6). 

Сравните эти таблицы с приведен- 
ным выше рядом «красных» и зчер- 
ных» чисел. Не правда ли, связь 
между «цветом» чнсел п и значением 


*) На страницах «Кванта» функиня Эйле- 
ра упомнналась неоднократно Подробно о 
ней рассказано н статье «Малая георема Фер- 
ма» («Квант». 1972. № 10} искоторые ее 
свойства перечнелены также в статье «Близ- 
кис дробн» («Кваит», 1975. № 3). 
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Таблица 


ы 


НРА 


приведем достаточно простые и \бе- 
дительные соображения в польз» это- 
го факта. Аналогичные соображения 
применимы и ко многим другим зада- 
чам ва построение — например, к за- 
даче о трисекнции угла. 


3. Что значит «построить»? 


Вопрос о точной постановке задач 
на построение пиркулем н лннейкой 
\ же обсуждался на страницах «Кван- 
та». Мы не будем здесь еще раз пред- 
остерегать читателей от иеправиль- 
ного употребления математических 
нистру ментов. Скажем лань, что 


окончательное решение задачи на по- 
строение 


должно быть (хотя бы в 








@, 


Рис. 2. 


принциле' записываемо в виде цепоч- 
кн элементарных операций, напомн- 
нающей систему команд. отдаваемых 
электронной вычислительной машии- 
не. 

Например, задача о @остроенни 
середины отрезка АВ решается сле- 
дующей «программой» (см. рнс. |: 

1. Циркилем построить окружность ®1 
© центром А и радиком ПАВ]. 

2. Циркилем построить окружность ®ь 
с центром В и раднусом |ВА]|. 

3. Отметить точки пересечения Му и 
М» окрижностей фу и ®.. 

4. По линейке провести прямню Му М.. 


5. Отметить точки Х пересечения пря- 
. мых М, М, и АВ. 


Еще один пример: ностроенне бис- 


сектрисы заданного \угла  АОВ 
(рис. 2). Соответствующая система 
команд имеет вид: 


1. Циркулем построить окружность ©); 
с центром О и любым радиусом ВЮ. 

2. 3. Отмспинть тоники пересечения этой 
окружности: А. — с прямой ОЛ. В.— с пря- 
люй ОВ. 


4. 5. Циркилем построить окружности 
0.2. 3 с централи А. В, и радиусом В. 

6. Отлиетить точки пересечения С ок- 
рижностей ши в. 


7. По провести 


Однако в этом случае в нунктах 2 
н 3 программа сформулирована не- 
точно. В самом деле, окружность ©, 
имеет с прямыми ОЛ и ОВ по две 
точки пересечения, и неясно, какие 
из этих точек нужно обозначить че- 
рез А; и В,. Вы можете возразить, 
что речь идето лучах ОЛ и ОВ, 
которые пересекаются с окружностью 
в единственной точке, но понятие 


анненке прямию ОС. 
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Рис. 3. 


«луч» выходит за рамки понимания 
нашей «математической мапнины». СИ 
доступно только понятие «прямая». 

Посмотрим, что получится, если 
понимать выражение «точка нересече- 
ння» как «какая-нибудь точка нере- 
сечения». Тогда наней программе бу- 
дет соответствовать рисунок 3: вме- 
сто точек А; н В, мы берем по две 
точки: Л, Ат н В, н В,. И теперь 
одной точке С соответствует че- 
тыре разных точки С’, С”. С” 
и СК. Эло, однако, ирниводит всего 
лишь к двум . разным ответам: 
прямые ОС’ и ОС’’ совпвалают, так 
же, как н прямые ОС “и ОСХ. 

К скольким же разным ответам 
может привести одна н та же про- 
грамма, решающая задачу на построе- 
ние? Любая такая программа состоит 
из элементарных операций. Их все- 
го пять: проведенне нрямой через 
две данные точки: проведение окруж- 
ности с данным центром в данным 
радиусом: пересечение двух данных 
прямых; прямой н окружности: двух 
данных окружностей. Первые три опе- 
рации однозначны. две последине со- 


держат  двузначную — неопределен- 
НОСТЬ *). 
Ёсли в программу входят лишь 


однозначные операцин, то мы полу- 
чаем только один ответ. Если в ней 





*) Окружность н прямая. так же как и 
две окружности. могут совсем не пересс- 
каться или касаться друг друга. Эти случан 
также могут быть включены в общую схему, 
но сейчас мы предпочитаем не говорить об 
этом. 


есть одна двузначная операция, то 
выполнение этой операции приводнт 
к двум реализациям {как в разобран- 
ном вые примере). Вообще, если 
в программе есть Ё двузначных оие- 
раций, то эту программу можно ре- 
ализовать 2“ способами. 

Мы видели, что некоторые неоп- 
ределенности могут в коние коннов 
«сокращаться» и не влиять на окон- 
чательный ответ. Оказывается (это 
кюжно строго доказать, но не в этом 
цель настоящей статьи), такие сокра- 
щення всегда происходят согласован- 
ным образом. так что неопределен- 
ность в окончательном ответе всегда 
нмеет вид 2' (/ < А). Этот факт имеет 
не геометрическую, а алгебранческую 
природу (соответствующая часть ал- 
гебры называется теорией Галуа). 
Очень поучительно проверить само- 
стоятельно справедливость этого ут- 
верждения на примере какой-нибудь 
конкретной задачи. на построение. 
Мы рекомендуем вам разобрать с этой 


точки зрения задачу о построении 
общей касательной к двум окруж- 
ностям. 


Для решения этой задачи можно восполь- 
зоваться. например, следующей программой 
{мы для краткости указываем общую схему 
и ве разбиваем «команды на элемептарные 
операцин).- 

1. Но линейке провести прямую ОО... 
соединяющиую центры Оу и О. данных окруж- 
ностей ©; и ©, и найти точки Аги А 
пересечения окружностей © 
прямой (рис. 4). 

2. Из точки А’ циркулем построить 
окрижность ®з радицса |О,Аз| и отметить 
точку В пересечения окружности ®у с пря- 
мой О.О.. 


и ®» с этой’ 
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3. Циркулем построить окружность ® + 
с центром О; и радиусом |О0.В |- 

4. Циркулем на отрезке ОО» как на 
диаметре построить окружность ®ь. 

5. Отметить точку С пересечения ок- 
ружностей ю; и ®, и по линейке соединить 
точку С с точкой 0). 

6. Найти точку ЮО пересечения прямой 
О.С с окружностью ®\ и через полученную 
точки О провести перпендикуляр к О.С. 

Этот перпендикуляр н есть искомая 
касательная. 


Вернемся к задаче о построении 
биссектрисы. Наша программа, кроме 
биссектрисы угла АОВ, дает также 
и биссектрису внешнего угла 
АОВ, (рис. 3}. Это решение ие надо 
рассматривать как  «ностороннее». 
С точки зрения циркуля и линейки, 
«понимающих» угол только как пару 
пересекающихся прямых, этот угол 


‘ничем не хуже исхолного угла АОВ. 


Попробовав определить понятие бис- 
сектрисы в терминах. «доступных» 
циркулю н линейке, мы увидим, что 
биссектриса внешнего угла будет удо- 
влетворять этому определенню так 
же, как и биссектриса внугреннего 
угла. 

Это обстоятельство имеет общий 
характер: все 2’ решений, доставля- 
емых программой, содержашей не- 
определенности, являются «настоя- 
щимин», а не посторонними решения- 
ми, если только правильно 
сформул нровать зада - 
Ч № 


Например, задача: вписать окружность 
6 данный трецгольник — решается програм- 
мой с иеопределенностью 16 (нужно постро- 
ить биссектрисы двух углов), н приводит 
к четырем 


разиым ответам (одна ваи- 





Рис. 4. 


санная н три вневлисанные окружности), 
причем все эти ответы равноправны. если 
сформулировать задачу так: построить ок- 
ружность. касающуюся трех данных прямых. 
Отличие вписанной окружности от виевин- 
санных основано на понятии «между» (илн 
«виутри») н недоступно пониманию нашей 
машины. 

Разобранные примеры показывают 
также, что если задаца на ностроецие 
имеет несколько решений, то програм- 
ма построения дает все этн решения. 
Это утверждение также справедливо 
в общем случае. 

Йоучетельный пример: теометрическое 
построение одного из корней квадратного 
уравнения автоматически приводит к построе- 
нню и эторого корня- 


Таким образом, мы приходим к 
следующему принципу. 

Всякая задача на построение, раз- 
решимая с помощью циркуля и линей- 
ки, имест 9% решений. 

Строгое доказательство этого ут- 
перждения дается леормей Галуа и 
не может быть изложено в этой 
статье. Однако само утверждение вы- 
глядит очень просто и вполне могло 
бы быть открыто математиками древ- 
ности. Возникает вопрос, почему же 
это открытие было сделано линь в 
прошлом веке, хотя многие подтверж- 
дающие нримеры извесгиы уже не- 
сколько тысячелетий? (Например, 
упоминавшаяся выне задача Аполло- 
ння имеет 8 решенин.) 

Одна из возможных причин — от- 
сутствие современной, «машинной» по- 
становки задачи. Другая причийа — 
рассмотрение каждой задачи в от- 
дельности вместо целых серий одно- 
типных задач (вроде задач на по- 
строение правнльного л-угольника 
для каждого п). 

Возможно, эта лема привлечет вви- 
мание исторнков математики, и они 
полнее объяснят нам причину этой 
купущенной возможности». 


4. Правильные — многоугольники 


Вернемся к нашей основной задаче. 


Мы хотим знать, когда с помовихю , 


ниркуля и линейки можно ностроить 
правильный л-угольник. Рассуждение 
прелылущего параграфа наводят на 
мысль — носмотрегь, сколько реше- 
ний имеет эта задача. Чтобы. полу- 
чить разумный ответ, нужно уточинть 
постановку задачн. А именно, нужно 
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фикснровать размер и положение пра- 
внльного и-угольника (иначе, разу- 
меется. число решений будет беско- 
нечно, при услОВнИ, что есть хотя бы 
одно решение). Итак, будем считать, 
что наш я-угозьник вписан в данную 
окружность ® с центром О, и фикси- 
ровано положенне Ау одной его вер- 
шины. Требуется определить положе- 
ния А, А. .... А„_: остальных вер- 
шин, Разумеется, достаточно найги 
положение точки А, — откладывая 
носледовательно дугу А „Ла, мы полу- 
чим точки А, Аз, Ад ит.д. 

Проще всего эта задача решается 
нрн л —= 6. Известно, что сторона 
правильного виисанного шестиуголь- 
ника равна радиусу данной окруж- 
ности. Поэтому нужная «программа» 
выглядит так (рис. 5}: 


1. Царкулем построить из точки Аз 
окружность ®, радиусе |ОАЙъ|. 
2. Отметить точку Ау; пересечения ок- 


. рожностей ® и @\- 


Мы видим, что эта 
приводит к лвум разным ответам, 
но соответствующие шестнугольники 
Ао4, 4.4. А. А; и А.А, А.А, АГА, 
отличаются лишь порядком нумера- 
цин вершин. 

Такая же ситуация наблюдается 
в случаях л=3З и л=4. Более 
интересны случан л=5 и п = 0. 
Способ построения правильного пя- 
тнугольника описан в статье А. Са- 
вина «Как нарисовать нятиконечную 
звезду» («Квант», 1976, № И. Мы 
разберем здесь случай л = 10. 


программа 





Рис. 6. 


Если провести биссектрису А,В 
угла ОЛА, то образовавшиеся тре- 
угольники ОД,В, ВА, А. будут рав- 
нобедреннымн (рис. 6}, а треуголь- 
ники ОА Ави ВА, А, — подобными. 
Будем считать прямую ОЛ р числовой 
осью, на которой точка О соответ- 
ствует нулю, а точка Ао — едннние. 
Пусть точка В соответствует чнслу х. 
Тогла мы получаем о уравнение: 


х 
1—х 





1 
=- или РЕ = 0, 


Решив это уравнение, мы найдем 
точку В. Искомая точка А, найдется 
как точка пересечения данной окруж- 
ноети ® с окружностью с центром 
в точке Ас и раднусом длины х. 
Таких точек две— и мы получаем 
два решения: точки Ат и Ау (рис. 6). 


Но у нашего квадратного уравне- 


ния два корня: х = — + и 
их. = — 5 ">. Второй корень от- 


ринателен и по этой причине вроде 
бы не годится. Однако не будем спе- 
шить «отбрасывать» этот корень, а но- 
пробуем понять его геометрический 
смысл. 


Всестановим рисунок 6, считая, 
что точка В находится ие справа. 
а слева ог точки О. Мы получим 
рисунок 7. Это дает для искомой 
точкн Л, сще два возможных поло- 
жения: Ат и А. 

Итак, мы. пршили к четырем раз- 
личным возможностям для точки Ау. 
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Рис. 7. 


В результате получаются два разных 
десятиугольника: выпуклый н 36630- 
чатый. причем па каждом из них 
возможны две разные нумерацин вер-. 
шин (см. рисунки би 7). 

Заметим. что с чточки зрения» ниркуля 
н линейки звездчатый десятнугольник ничем 
ие хуже выпуклого. 

Возможно возражение: у выпуклого мио- 
тгоугольника несмежные стороны не перссе- 
каются, а у звездчатого — нересекаются. Но 
это возражение отиздает. если мы стороной 
будем иззывать не отрезок между двумя 
вершинами (понятия «между» у нас нст!). а 
всю прямую. Тогда правильный чертеж евы- 
пуклого» десятнугольника булет иметь вид, 
аншь размером отличающийся от «звездиа- 
того» {рис. 8). 

Аналогичная ситуация возникаег 
в случае пятнугольников. Здесь то- 
же имеется +4 решення, приводящих 
к двум различным нятиугольникам 
(рнс. 9, и, 6) с двумя различными 
нумерациями верии на каждом. 





Рис. 8. 


А} = А 





А; =А1 АА" 


Рис. 9. а) 


Теперь, не решая явно задачи 
на построенне произвольного пра- 
вильного л-угольника, попробуем ус- 
тановить, сколько у пее различных 
решений. (Напомним, что мы считаем 
заданными окружность с и точку Ао 
на ней.) Обозначим’ через х длину 
дуги АоА,. Точка А, является реше- 
ннем задачи {© точки зрения цирку- 
ля), если, откладывая дугу длины х 
от точки Ас последовательно п раз, 
мы вернемся в исходную точку Аь, 
а откладывая меньшее число раз — 
не вернемся. 


Последняя оговорка существенна. Ипа- 
че в случае, нанример. л=6 нам пришлось 
бы назвать «правильным впнсанным шести- 
угольником» Дважды пройденный треуголь- 
ник, или трижды пройденный днаметр, или 
даже шесть раз повторенную точку Ас. 


На языке арифметики, прикимая 
длину всей окружности за еднницу, 
наше условие можно сформулировать 
так: число пх — целое, а числа х, 
2х, Зх. ..., (п — № х— не целые. Если 
Н 10, ло в качестве х можно взять, 
например, 1/10. Но это не едниствен- 
ный возможный выбор. Можно взять 
х также равным 3/10, 7/10 или 9/10. 


Это ссответствует тем четырем реше- 


нням, которые мы раныше нашли 
геомегрическим  снособом. — Заме- 
тим, что если взять в качестве 


х число ТИЮ (или 1З/ИЮ, 17, ...), 
то новых геометрических решений 


МЫ не получим: положение 

точкн на окружности зависит ие 
к 

от самого числа Х = = а от 
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и 
ыа 
А = А 


А =А; А 


ГР Ур и 
АГА За АМАВЕИЬ 
6) 


остатка, который дает А при 
деленни на л. 
Ясио, что дроби 


т(т<п) и только они обладают 
п 


несократимые 


в. т 
тем свойством, что ^. — нонадаег 


в целое число (в начальную точку 
окружности) лишь при № м. Та- 
кнм образом, каждое число, мепынее 
н н взаимно простое с ним, ласт реше- 
пне задачи о правильном л-уголь- 
нике, и мы получаем, что число раз- 
личных решений этой задачи дается 
функцией Эйлера (см. п. 2)’ В част- 
ности, 
+ (3) -Ф (4) =} - 2. 
ф (5) — $ (10) = 4. 

что согласуется с результатами. ио- 
лученными выше геометрическим пу- 
тем. 

Вспомнив теперь. что всякая раз- 
решимая задача на ностроение с по- 
мощью цнркуля и линейки должна 
иметь 2' различных решений (см. и. 3), 
мы получим удобное необходи - 
мое условие для разрешимости 
задачи построения правильного 
п-угольннка. 

Правильный п-уеольник допускает 
построение циркулем и линейкой 
только тогда, когда $ (п) — % для 
некоторого целого {[. 

(Например, правильный — сехн- 
угольник иостронть невозможно. так 
как число Ф (7) б не является сте- 
пенью двойки.) 

Необходимость этого условия мы 
постарались объяснить. То, что оно 
является также ин достаточным. — от- 


дельный результат, и здесь мы им 
заниматься не будем. 


5. Числа Ферма 


Однако полученный результат не нсчерпы- 
вает полностью поставленную задачу. Оста- 
ется невыясненным вопрос — а много ли во- 
обще таких чисел л, для которых ф (п)= 21, 
то есть много ли вообще «краскых» чисел? 

Разумеется, про каждое отдельное число 
мы можем довольно быстро сказать. красное 
оно или черное — достаточна вычислить ф (л}. 
Но это не дает наглядного описания всей 
совокупности красных чисел. Оказывается, 
понск такого описання прниводнт к трудной 
н до снх пор не решенной проблеме нз теорин 
чисел. Расскажем кратко, в чем суть этой 
проблемы. 

Разложим п на простые множители: 


парт рт... "ри, 
гле р......рРа— различные простые числа, н 


посчитаем ф {п}. Из свойств функции Эйлера 
(Кн (2) (см. п. 2) мы получаем: 


$ (пФ (т)-9 т... -Ф (рт) 
= . р” г. В 1! 
р" 1 рт: а рт х 

х{ф:—1} Ф.— 0... 1. 
Чтобы правая часть последнего выражения 
была степенью двойкн. нужно, чтсбы каж- 
дый нечетный простой множнтель р; 
входнл в него с показателем т: | прн этом 
само число р; обязано нметь вид р: 94-1. 
С другой стороны, выражение 21+] межет 
быть простым лишь тогда. когга { — степень 


«Квадратное 
уравнение» 


Предложите своему товарищу 
написать два члена полного 
квадратного уравнения. До- 
пустим, что ваше предложе- 
нне ирниято и на листе бу. 
маги появилось; 


97х:—-217х...=0. 


Тогла вы моментально 
допнсываете третий член н 
сообщаете корни уравнення: 

97х2.—217х-:-120-—0, 

ж— 1. Хх. 129/%;. 

Еслн же ваш товарнщ иа- 
пишет другие два члена: 


8395"... — 391 0, 
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двойки (если / делится на нечетиое число 
т> 1, то 241 делится на 2Ит--1). Итак, 
каждый нечетный множитель р;=22“ 41. 

Числа внда ра получнлн название чисел 
Ферма. Первые пять чисел Ферма (при А=0, 
1, 2, 3. 4): 3. 5. 17. 257, 65537 — действн- 
тельно оказались простыми. Как обнаружил 
Эйлер. шестое число Ферма 22841 делится 
на 641. 

Со времен Эйлера числами Ферма иите- 
ресовалнсь математики разных стран. В ча- 
стностия, почти ровно сто лет тому назад, 
в 1878 году. на заседаннн Петербургской 
академнн наук слушалось сообщенне Е. И. Зо- 
лотарева о работе. представленной в акаде- 
мню священником Моанном Первушнным. 
В этой работе устанавливалось, что число 
27234-1] делится ва 167 722 161=5.28°--1. 

В последнее время многие чнсла Ферма 
исследованы иа быстродействующнх вычнс- 
лительных машннах. Средн них обнаружены 
как простые. так н составные. Однако ло 
снх пор не известно, конечно илн бесконечно 
количество простых чисел Ферма. Поэтому 
мы вынуждены сформулнровать ответ на на- 
шу задачу в следующей. еще не окончатель- 
ной форме: 

Правильный п-угольник допускает пост- 
роение циркулем и линейкой тогда и только 
тогда, когдо п= 2. руро-... *рь. 20 р 


попарно различные простые числа Ферма. 

Возможно. кто-инбудь из читателей этой 
статьи внесет свой вклад в окончательное 
решенне этой очень интересной н трудной 
задачи. 


то вы немедленно «решаете» 
Такое уравнение: 


839х2—448х—391=0 

и. пишете его кории: 
ХЕ, х,==.-39 839. 
Ну а если вам напишут 


‚.. — 978х-| 39== 0, 
то вы бьыютро дописываете 
первый член и сообщаете 


корнн уравнения: 


939х=—978х-: 39 0, 
ХеЕЬ хот 13/313. 


Внимательно рассмотрев 
корни написанных здесь урав- 
нений, найдите теорему, на 
которой основан этот фокус, 
и научитесь показывать его 
самн. 

А. Пресман 
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А. Митрофанов ‹...Надо сказать, что в этих местах 
не редкость встретить так называе- 
мую «качающуюся скалу» — весьма 
любопытное явление, суть которого 

Качающаяся в том, что отдельный кусок скалы 
в незапамятные времена получает ус- 

скала . тойчивость равновесия. Он обыкно- 
венно стоит на каменной площадке 

и, если его раскачивать, он, подобно 

ваньке-встаньке, принимает первона- 

чальное положение. Такие скалы ве- 
сят иногда тысячи тонн, но послушны 
авижению руки человека средней сн- 
лы. Такая скала упасть не может, 
если, конечно, ее не взорвут ...» 

Это — строки из рассказа Алек- 
сандра Грина «Качающаяся скала» — 
грустной истории о бедном охотнике, 
которому предложили за три мил- 
лиона опрокинуть огромный столб, 
качающийся около положения рав- 
повесия. Охотник, несмотря на все 
свои усилия, не справился с задачей 

и сонел с ума (но так и не оставил 

своей затеи и все пытался столкнуть 

камень). 

Попробуем понять, ночему же ус- 
тойчива «качающаяся скала». 

Мы знаем. что для того чтобы тело 
находилось в положении равновесия, 
должны выполняться два условия: 


векторная сумма всех сил, 


лействующих на чело, 
равна нулю; (*) 
алгебраическая сумма 
моментов всех сил 
относительно произвольной точки 
равна нулю. (**) 


Не всякое положение равновесия яв- 
ляется устойчивым. Например, игол- 
ка, на которую действует только 
сила тяжести н реакиия опоры, не 
стонт свободно на гладком столе, 
хотя. если иголку поставить строго 
вертикально, условня (*) и (**) будут 
выполняться. Но при малейшем от- 
клонении иголки от вертикали воз- 
никают моменты сил, опрокидываю- 
щие иголку. В то же время кирпич 
стонт устойчиво на любой грани. 
И как бы мы ни уменынали кириич, 
сохраняя его форму, он по-прежне- 
му будет устойчиво стоять на столе. 
Но тот же кириич очень трулно 
«уравновесить», например. на ф\ут- 
большом мяче (мяч при этом будем 
удерживать неподвижным). 
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Из сказанного можно сдёлать вы- 
вод, что от формы тела (точиее, его 
основання) и поверхности опоры за- 
виснт устойчивость равновесня тела. 
Чтобы вывести критерий устойчиво- 
стн, обратимся снова к качающейся 
скале н рассмотрим случай, когда 
камень и опора в области соприкос- 
новения имеют сферическую форму. 
Будем нредполагать, что камень и 
глыба, на которой ов стоит, сточились 
нли обветрились н стали гладкими, 
без сколов и выступов, так что об- 
ласть контакта камня с опорой мала 
ни может быть нринята за точку. 
На рисунке 1 показано сечение камня 
и опоры вертикальной плоскостью, 
проходящей через точку их соприкос- 
новения (точка С). Он О’ — центры 
сферическнх поверхностей камня и 
опоры в области контакта, ги В — 
соответствующие раднусы. 

Для равновесия камня необходи- 
мою прежде всего, чтобы центр тяже- 
сти (точка Р) лежал на вертикали 
- 00’. При этом условня (+) и (жж) 
выполняются. Посмотрим, к чему при- 
ведег неболыное отклонение камня 
от первоначального положения. 

Пусть в результате отклонения 
положение камня на опоре стало 
таким, как на рисунке 2. Если при 
этом центр тяжести камня окажется 
правее вертнкали АА’, то момент 
силы тяжести относнтельно точки 


опоры А будет способствовать даль- 
нейшему отклонению, ни камень уже 
не вернется в первоначальное ноло- 
Р окажется 


жение. Если же точка 
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левее вертикали АЛ’, то момент силы 
тяжести относительно точки А будет 
возвращать камень в первоначальное 
положение. А это значит, что равно- 
вссие камня устойчиво. 

Итак, ссли СР < С@ (см. рис. 2), 
то равиовесие устойчиво. Посмотрим, 
как ири этом связаны между собой 


СР ЕВ нг. В треугольнике ОА@ 
СА  С'А 
[_ОА9=а, 09 =В=“А СА = 


Г 


=а- (так как @ мало). По тео- 


реме сннусов имеем: 





Па ТО. ыы 
па чл —(&-+вВ)] ^^ 
аа Г 
+= г Ю` " 
У (е+=-,) (1) 
р г 
Нас интересуют малые отклонения 


камня от положения равновесия. Го- 
воря «малое отклонение», мы имеем 
в виду, что расстояние, «проходимое» 
точкой контакта на поверхности опо- 


ры. т. е. дуга С’А (и, следовательно, 
. р в“ ы 

дуга СА = С’А), мало но сравнению 
с радиусами г н Ю новерхноетей 
камня и опоры. А это и означает, что 


углы @ и В малы, т.е. о хЗТи 
Ю 
В = " «Г. 


Для малых углов, как известно. 
сннус угла с хорошей точностью ра- 
вен самому углу. Поэтому выражение 





Рис. 2. 


{1) можно записать так: 





09 И 
кВ. 
15 > 
г? 
Отсюда 99=т-;. Так как С@ = 
ОО ‚- 
=/— 00 = кг; 10 Условие ус 


тойчивого равновесия камня (т. е. ус- 
ловие СР < СО} записывается в виде 
неравенства 


Ча 
СР< т. (2) 


Если поверхность имеет вогнутую 
форму с раднусом К (форму внутрен- 
ней поверхности сферы раднуса А), 
то условие устойчивого равновесия 
камня на опоре выглядит так: 

Ве 

СР< т. 
(СР — по-прежнему расстояние от 
точки контакта до центра тяжести в 
положенни равновесия). Попробуйте 
вывести эту формулу самостоятельно. 

Отметим теперь следующее важ- 
ное обстоятельство. Допустим, что 
равновесие камня на опоре устойчи- 
вое. При отклонении камня от поло- 
ження равновесня возникает момент 
силы, препятствующий этому откло- 
нению: у снлы тяжести относительно 
новой точки опоры появляется плечо 
(см. рис. 2). Чтобы удержать камень 
в новом положении неподвижным, 
требуется приложить внешнюю силу 
такую, чтобы ее момент относительно 
новой точки опоры был равен по ве- 
личине и противоположен по направ- 
лению моменту силы тяжести. (Вели- 
чина и направление этой силы опре- 
деляются условием (»).) Значит, даже 
для небольшого отклонения тела от 
положення устойчивого равновесия 
необходимо совершить работу против 
снлы тяжести. Эта работа идет на 
увеличение потенциальной энергии 
тела. А это означает, что в положении 
устойчивого равновесия потенциаль- 
ная энергия тела имеет минимальное 
значение, или, что то же самое, центр 
тяжести тела занимает наинизшее по- 
ложение. Поэтому условие (2) можно 
вывести иначе, посмотрев, что про- 
исходит с центром тяжести камня 
прн его небольшом отклонении (см. 
упражнение 1). Такие два различ- 
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ных подхода к решению проблемы 
устойчивости по существу полностью 
эквивалентны. 

Если камень слегка отклонить от 
положения устойчивого равновесия 
и не удерживать его в новом положе- 
нии, то он начнет возвращаться на- 
зад, «проскочит» (по инерции) поло- 
жение равновесия, снова вернется 
к нему и т. д. То есть камень будет 
совершать колебания около положе- 
ния устойчивого равновесия. 

Если небольшое отклонение тела 
от положения равновесия приводит 
к тому, что центр тяжести его опус- 
кается, то равновесие тела неустой- 
чиво. При малейшем отклонении воз- 
никает момент силы тяжести, направ- 
ленный в сторону отклонения и стре- 
мящийся его увеличить, и тело «оп- 
рокидывается». 

Бывают случаи, когда отклонение 
тела от положения равновесия не из- 
меняет высоту центра тяжести тела 
над точкой опоры. Такое положение 
называют безразличным равновеснем. 
В безразличном равновесии находит- 
ся, например, однородный шарик на 
горизонтальной плоскости. 

Теперь нам понятно, что такое 
«качающаяся скала»: это вертикаль- 
но стоящий камень с низко распо- 
ложенным центром тяжести или боль- 
шим радиусом кривизны — основа- 
ння. Отклонение камня (правда, в не- 
которых пределах: см. упражнение 2) 
приводит к его колебаниям около 
положения равновесия. Качающаяся 
скала — это камень-маятник. 

Конечно, нелегко рукой «средней 
силы» расшатать огромный камен- 
ный столб. Дело не только в том, 
что у качающейся скалы большая 
масса и для того, чтобы сообщить 
ей ускорение, нужно приложить 
очень большую силу. Из-за деформа- 
цни опоры под действием веса камия 
могут возникать силы реакции, пре- 
пятствующие отклонению скалы от 
вертикали. И тем не менее, качаю- 
щиеся скалы существуют в природе. 
Может быть, и вы среди каменных 
валунов встречали нечто подобное? 

В заключение рассмотрим приме- 
ры, которые не требуют путешествия 
в горы, их можно изучить и на столе, 
но ио своей природе они такие же, 
как качающаяся скала. 


Пример 1. У однородного 
шара центр тяжести совнадает с гео- 
метрическим центром. Поэтому шар 
неустойчив на выпуклой новерхно- 
сти. Однако, если у шара срезана 
«верхушка», то он может стоять устой- 
чиво на вершине выпуклой иповерх- 
ности (см. упражнение 3). 


Пример 2. Забавная детская 
нгрушка «ванька-встанька» напоми- 
нает пример 1. Кусок свиниа или 
стали, спрятанный у шарообразного 
основания ваньки-встаньки, прида- 
ет игрушке удивительную устойчи- 
ВОСТЬ. 

А все ли знают, что у ваньки- 
встаньки были (а может быть, 
есть кое-где и сейчас) родственники? 
Послушайте. 


«Было когда-то на свете двадцать 
пять оловянных солдатиков. Все онн 
были сыновьями ОДНОЙ матерн —ета- 
рой оловянной ложки — и, значит, 
приходнлись друг другу родными 
братьями. Они были очень красивы: 
ружье на плече, грудь колесом, мун- 
дир красный с синим. Чудо, что за 
солдатики...» Это стойкие оловянные 
солдатики из сказки Андерсена. По- 
чему их называли стойкими? Навер- 
ное, потому, что, как бы них ни на- 
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в вертикальное положение. Когда от- 
крывали коробку, в которой были 
уложены такие солдатики, все они 
вскакивали, словно по команде. Каж- 
лый солдатнк крепился на гладком 
срезе свинцовой полусферы и стоял 
удивительно устойчиво. 

Пример 3. Существует леген- 
да, что Королевскнй совет, проверяя 
находчивость и хитроумне Колумба, 
предложил ему поставить яйцо ост- 
рым концом на стол. Колумб решил 
задачу в два счета; он надбил его 
н установил на столе. При этом он 
не только изменил форму поверхности 
в месте контакта, сделав ее похожей 
на плоскость, но и понизил центр 
тяжести яйца. 


Упражнения 

}. Выведите условие (2), используя тот 
факт, что в положении устойчивого равно- 
весия потенциальная эисргия тела мини- 
мальна. 

2. Ванька-встаиька стоит на кеподвиж- 
ном шаре. Радиусы шара н основания вань- 
кн-встанькн одинаковы и равны А. Макси- 
мальный угол, на который можно отклонить 
от вертикали игрушку так, чтобы она не упа- 
ли с шара, равен @& 5 (проскальзывания нет). 
Найдите, где расположен центр тяжести 
ваньки-встаньки. 

3. Полушарие радиуса г стоит устойчи- 
во на меподвижиом шаре радиуса А. если 
выполняется условие г < 0.6®_ Где распо- 





клоняли, онн всегда возвращались — ложен центр тяжести полушария? 
[4 Теперь записываем получен- Весьма интересные квад- 
Необычное ные числа один за другнм: раты, не правда ли? Стоит 
237 169 немного исследовать свой- 
в обычном и ства этнх чисел. И тогда вы, 
Это и есть 487 в квадрате. наверное, возводя 46 в квад- 
Неожнданно? Красиво? М ` рат, ие станете перемножать 
жет быть. случайно? — П0- 4646 и не станете расписы- 
смотрим предыдущее чнсло: вать (40-6): как квадрат 
Вдумчивый — полход к лю- 496 —250-- 936, суммы, а сразу папншете 
бым явлениям раскрывает в ответ: 
неожиданные и красивые их (500 не 196, 
стороны. Вот олни пример. 486*= 236196. 2100--16=216. 


Надо возвестн число 487 в 
квадрат? Пожалуйста, 
шем: 


487—250=237, 
(500—487): = 169. 


Опять верно. Слелующее чи- 

сло 488, для него 
488--250— 238, 
{500—488}? 144, 
488"- 238144. 


Не так лн? 


В. Зеварин 
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Сигналы, графы 
и короли на торе 


РЗС Й 


Наутро телефон как зазвонит! Я 
вскочил неодетый, схватил трибку и 
кричу: 
— Слушаю 
А ил трубки в ответ: 
— Ты чего хрюкаешь? 

Как это — хрюкаю? Я не хрю- 
лаю, говорю я- 
— Брось хрюкаты Говори 
вечески! — кричит Мишка. 


по-чело- 


— Я и говорю по-человечески. Зачем 
хрюкать? 
-- Ну, довольно тебе баловаться! 


Все равно я не поверю, что ты поросен- 
ка в комнату притащил. 
Н. Носов. Телефон 


Когда два человека ведут неторопзивую бе- 
седу, слова каждого из них обычно вполне 
понятиы собеседннку. Переспрашивать, уточ- 
нять непонятные слова прнходится редно. 
Еслн тот же самый разговор вестн по телефо- 
ну. то, в зависимости от качества связи, 
неясно расслышанные слова встречаются 
чаще, иногда сильно затрудняя понимание. 
Если же мы попробуем передавать по теле- 
фону ие осмыслениые слова, а просто пос- 
ледовательность букв, что-нибудь вроде 
ритфффскалаааам..., 
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что некоторые буквы часто 
нанример хф» и «с» «бь 


то окажется, 
перепутываются, 
н ян т. д. 

Искажает сигналы практически каждый спо- 
соб связи, будь то телефон. радно, бинокль. 
С этим явлением существуют разные спо- 
собы борьбы, но все онн снижают эффектив- 
ность связн. Например, по телефону можно 
передавать ие отдельные буквы, а связные 
слова: «б» как «Борис», «г» как «Григорий» 
нт. в., — но тогда вместо одной буквы нам 
придется передавать 5—8. Можно повторять 
каждый сигнал много раз, как нередавались, 
например, на Землю первые фотографин об- 
ратной стороны Луны в 1959 году, но это 
займет во столько же раз больше времени. 
В этой заметке исследуется один экономный 
способ борьбы с искажением сигналов при 
передаче“). Идея этого способа проста: если 
уж мы знаем, какие сигналы с какими можно 
спутать, то будем передавать лишь один 
сигиал из каждой такой группы, а от осталь- 
ных откажемся. Например, по телефону 
из звуков «ф», «сз, «ш» — только звук «с». 


*) Впервые эти вопросы исследовал аме- 
риканский кибернетик (француз по происхож- 
дению) Клод Шеннон. 


Графы ошибок 


Каждое сообщение обычно состоит низ 
отдельных «элементариых» сигиалов: 
слов (в разговоре по телефону). букв 
(в морской флажковой сигнализации 
«семафор») или других знаков (точка 
н тире на телеграфе). Пусть эги эле- 
ментарные сигналы образуюг. мно- 
жество $ — входной алфавит. Изо- 
бразим каждый сигнал из $ кружоч- 
ком и соединим пару кружочков от- 
резком («ребром»), если соотвегствую- 
щие им енгналы при передаче можно 
снутать друг с другом. Получится 
граф *) с множеством вершин 5. 
Назовем его графом ошибок нашего 
нередающего апнарата. 

Приведем  нример. — Минутная 
стрелка электрических часов меняет 
свое положение скачком: как толь- 
ко кончается очередная минута, стрел: 
ка прыгает к следующей. Если эти 
часы находятся далеко от нас, то мы 
не можем точно определить положение 
минутной стрелки. Но пусть мы оиш- 
баемся каждый раз не очень сильно — 
не более, чем на минуту. Тогда вход- 
ной алфавит будет содержать 60 эле- 
ментов — 60 возможных ноложений 
минутной стрелки (каждому ‘из них 
соответствует точка на окружности — 
гранние циферблата), а графом он- 
бок Г будет правильный 60-уголь- 
ник — каждая точка соединена отрез- 
ками с двумя’ соседями. 

А теперь понытаемся выяснить, 
что надо сделать, чтобы можно было 
безошибочно распознать наибольшее 
чнсло показаний минутной стрелки. 
Переделаем часы так, чтобы минутная 
стрелка прыгала через каждые 2 ми- 
нуты, то есть чтобы часы показывали 
лишь четное число минут. Тогда уже 
никакое видимое нам ноказание ни с 
каким другим снутать нельзя — ведь 
ошибок в 2 минуты или больше мы не 
допускаем. Таким образом, если до- 
говориться, что множество передавас- 
мых сигналов — это только 30 четных 


*) Напомним, что графом называется со- 
‚вокупность точек (вершин графа). некоторые 
пары которых соединены отрезками (ребра- 
мн). Если вершины ии зы в графе соединены 
ребром. онн называются соседнияи пли смеж- 
ными, обозначается это так: ии. 


Куап?.тссте.ги 





Рнс. 1. 


чисел от 0 до 58, то все они будут без- 
ошибочно онределены. С другой сто- 
роны, очевидно, что 30 — максималь- 
ное значение: если в графе Г взять 31 
вершнну или болыше. то какие-ни- 
будь две низ них обязательно будут 
соединены (докажите!). 

В этом примере мы построили мно- 
жество М вершин графа, обладающее 
следующим свойством: любые дзе 
вершины из М не соединены ребром. 
Такое множество М называется не- 
зависимым множеством (н. м.). В на- 
щем примере независимы любые на- 
боры чегных показаний минутной 
стрелки, например: {2, 8, 34, 52, 
56}, — нлн набор показаний, деля- 
щихся на 5: {0, 5, №, ..., 55}. 

Если н. м. М вершин некоторого 
графа @ содержит наибольшее число 
вершин среди всех его н. м., то оно 
называется нанболыьцим независи- 
мым множеством (н. н. м.}, а число 
а (0) верни в нем — числом незави- 
симости (ч.н.) графа С. 


В расемотренном выше графе Г 
много различных н. м., а н. н. м. — 
всего два (совокупность четных чисел 
от 0 до 58 и совокунность нечетных 
чисел от | до 59), на (Г)-=30. 


Еслн граф С явяяегся графом оши- 
бок некоторого передающего апларата 
А, то «а (С) — это наибольшее число 
различных сигналов, которые можно 
нередать через этот аппарат без пере- 
путывания. Поэтому @ (С) называют 
еще пропускной способностью аппа- 
рата Л. 


$5 


Задача 1. Определить н. н. м. и 


ч. н. для графов. изображенных на рисуи - 
} 


ке |. 
Задача 2. На окружности располо- 
жены пл точек. Каждая из них соединена 
с 2Ё точками — по А ближайших точек в 
хаждую сторону. Определить ч. н. получен: 
ного графа. 


Квадрат алфавита 


С каждым передающим аппаратом А 
мы связали входной алфавит $, граф 
ошибок С и число иезависимости гра- 
фа @ (пропускная способность аппа- 
рата А) с (@). А как быть, если аппа- 
рат А задан раз и навсегда, а его про- 
пускная способность для нас недоста- 
точна? Скажем, если А — телеграф- 
ный аппарат, передающий только точ- 
ки н тире, а мы хотим передавать по 
телеграфу буквы? Выход известен — 
это азбука Морзе: надо нередавать че- 
рез А пачки из нескольких знаков 
(точек — тнре) и считать каждую та- 
кую пачку одним сигналом. 

Сначала попробуем передавать че- 
рез тот же апнарат А по два носледо- 
вательных сигнала из 5. Посмотрим, 
сколь сильно возрастут тенерь наши 
возможности. 

Можно считать, что у нас появился 
новый передающий анпарат А?, вход- 
ной алфавит которого $? состоит из 
двухбуквенных сигналов (0,; 95), где 
и, Е 5, 9, Е 5 (в дальнейшем мы для 
удобства элементы любого алфавита 
будем называть буквами). 

Попробуем онределнть пропуск- 
ную способность ‘аппарата А*. Для 
этого прежде всего надо построить 
граф его ошибок, обозначаемый через 
(?. Посмотрим, при каких условиях 
сигнал (0; и») можно спутать с сиг- 
налем (&,; 5'.}. Очевидно, для этого 
должно выполняться одно ИЗ следую- 
ших трех условнй: 


а) и =иш, ет; 
би -и, и =. 
а-и, -%.. 


Таким образом, вершины (и9,; из} 
и (&',: &.) графа С* ссединены ребром, 
еслн в графе С ссть ребра и, — 
(нло и, =) и и. — 5. (илн о, = 
= 5.1. Например, если граф С со- 
держит всего две вершины, ссединен- 
ные ребром, то С” — это квадрат с 
лиагсналямиы (рнс. 2). 
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Рнс. 2. 
| 1 1 
эз 
С 2 С, 2 С. 2 
1 3 4 З 
+ 59 
2 3 0 1 п п 
С. С5 
Рис. 3 
Задача 3. Построить граф С* для 


каждого нз графов 0, изображенных на ри- 
сунке 3. 


Таким образом, можно’ считать, 
что (* — это «слоеный» граф: каждый 
его вертикальный или горизонталь - 
ный слой совпадает с С, а каждому 
ребру а— 6 графа С соответствует 
квадрат с днагоналями в графе С*. 

Попробуем найти какое-нибуль не- 
зависимое множество в графе (°. 

Пусть в графе С множество М 
независимо. Это означает, что эле- 
менты из ЛМ при передаче анпаратом 
А друг с другом не путаются. Тогда 
при передаче пар букв из М ни одна 
из этих букв не исказнтся, поэтому 
в алфавите 5? не путаются друг с дру- 
гом элементы вила (а; 6), геа ЕМ, 
В ЕМ. Множество пар (а: 5), где 
а ЕМ, ВБ ЕМ, обозначается симво- 
лом М. Легко видеть, что если р — 
число элементов в М, то чнело эле- 
ментов в множестве М? равно р?. 
Таким образом, пропускная способ- 
ность аппарата А? является как ми- 
нимум квадратом пропускной сно- 
собности аппарата А, то есть на язы- 
ке графов 

54С?).> (&(()}°. 

Заметим, однако. что такое уве- 
личение пропускной способности дает- 
ся не даром — вдвое падает скорость 
передачи сигналов. 

На сямом деле буквы по телеграфу переда- 
ются несколько иначе. В принципе для всех 
33 букв алфавита необходимы наборы из 


б знаков (нятизнаковых пе хватиг), но по 
гелеграфу можно передавать не голько точ- 





1и;А-1) \л; п} 


(2.1) 


(1: п) 





(0;0) 0;л) 
(0:1} {0:2} {0;п-1} 





Рис. 4. 
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ки и тире, но и «пробел» (как увеличенный 
интерьал между сигналами). Поэтому не обя- 
зательно использовать для всех букв наборы 
из 6 знаков — рациональное за часто исполь 
зуемымн буквами закрепить короткне набо- 
ры (точка — за буквой г. тире — тм, точка- 
тире — а). а редко встречающимся буквам 
оставить длинные ваборы (тнре-точка-тире- 
точка — и). Но даже наличие такого снецн- 
фического сигнала. как «иробел», позволяет 
наборамн не более чем из четырех знаков 
передавать ЗЕ букву алфавита {наборами из 
одного знака — две буквы, наборами ил двух 
знаков — еще четыре буквы и т. д.). Так 
вот. на телеграфе отождествили буквы ь и $ 
(тнре-точка-тозка-тире) не. & (точка). поэто- 
му для всех букв алфавита хватает паборов 
ие более чем из 4 знаков. а более длинные 
используются для цифр (точка-точка-точка- 
тире-тнре — 3) и знаков препинания (точка- 
тире-точка-тнре-точка-тнре — запятая). 


Короли на торе 


Усложним немного граф С, рисунка 3: 
скленм точкн 0 и п. Получится 
п-угольник 012... (1—1). Обозначим 
этот граф через Р„. Его квадрат Р? 
получится из квадрата отрезка, если 
склеить попарно две горизонтальные 
н две вертикальные его стороны. Но 
квадрат отрезка — настоящий квад- 
рат, а если еще скленть его противо- 
ноложные стороны, то получится тор! 
А точнее, сетка на торе, содержащая 
п квадратиков 1] с днагоналями 
(рис. 4). 

Если кершины этнх квадратиксв 
отождествить с клетками торической. 
шахматной доски размером пхл, то 
соседние в шахматном смысле поля 
доски окажутся сседнненными отрез- 
ками сетки, или, что то же самсе, реб- 
рами графа Р?, а задача М415 о мак- 


симальном числе несоседних королей 
на торе превратится в задачу опреде- 
ления числа независимости графа 22. 
Ее решение приведено в этом номере 
журнала (см. с. 37). 

Если вы хотите яснее представить 
себе структуру н. н. м. графа Р?, ре- 
шите следующие задачн. 

Задача 4. Пусть множество М — 


з 
и. и. м. графа Р» (или. что то же самое, 


торической шахматной доски пхл). Докажн - 
те. что 


ыы 
а) если 1525. со М1. сле М, — иекото- 


рое н. н. м. Р»д, является н. н. м., ия {р = 
2. 
== $*; 
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6) если л= 4$ 1, то ва каждой верти- 
кали и на каждой горизонталн доскн распо- 


лагаются ровно $ = + точек (королей) из 
М (здесь [а]-— целая часть числа а): 

в) если л=4$-3. то на каждой верти- 
калн н на каждой горнзонтали торической 
доски располагаются либо $. либо 5-Е! то- 
чек из М. 


Задача 5. Будем изображать граф 
р: {тор) квадратом, помня. что противопо- 
ложные стороны его склеены. Назовем цик- 
лическим сдвигом графа Р? отображение «па- 


раллельный перенос». при котором элемент 
(0: 0) переходит в ($: Й). 

Докажите. что любое и. н. м. М графа 
РЕ можно привестн к виду. изсбраженному 
на рисунке 5, если разрешить циклические 
сдвиги графа доскн и симметрии относитель- 
ис диагонали. вертнкали н горизонтали квад- 
рата. 

Примечанне. Симметрию относн- 
тельно диагонали (0; 0) (1—1; л—1) квадра- 
та можно записать формулой (х; и) —» (и;л). 
Циклический сдвиг можно было бы запи- 
сать так: (<, у)-» (х--5. 5-й. но в этой 
формуле будет одна неточность. Хотелось 
бы отождествить числа лин 0, ВЕ н| 
ит А Для этого  примемяюлея — знач- 
ки = и (то п). Говорят. что а сравнимо с 6 
по модулю п и пишут а2-5 (то4 л). если а 
н 6 прн деления на л дают равные остачки. 
Обозначим через а (то п} остаток от деле- 
ния а на л. Тогда можно сказать. что элемент 
(х: и) переходит при циклическом савиге 
графа в элемент ((х-Р; (тов п); (УР) 
(пю4 п)). а прин отражении относительно, 
скажем. прямой х=а — в элемент 


{2а—х) {тод п); и). 












01234 о 1! 
Рис. 6. 


отазя< 


Куап?.тссте.ги 


Все, что известно 


Попробуем дальше усложинть наш 
передающий аппарат; построим аяпа- 
рат А“, где А — некоторое натураль- 
ное число. Это значит, что с помощью 
аппарата А мы булем передавать пач- 
ки из А букв. каждая из которых 
берется из начального входного ал- 
фавита $. 

По аналогии с двухбуквенными 
сигналами несложно построить граф 
С* ошибок аппарата А*. Его множест- 
во вершин — это алфавит 5%, состоя- 
щий из всевозможных наборов букв 
АЛИНЫ А: (01; 9): ...; 9,). где все и, 
берутся из алфавита $. Несложно по- 
строить и ребра в графе (*, то есть 
понять, какие сигналы (9; 0,; ...; 
ик) и (ш,; №; ..., в) могут перепу- 
таться. Для этого должны  перепу- 
таться между собой буквы каждой из 
координат, то есть для каждого 
(1 =: =) должно выполняться 
одно из двух условий: либо и; = и, 
лнбо у; — в; (если в; = №; для каж- 
дого г, то данные наборы совпадают). 

Определять точное значение про- 
пускной способности аппарата А* 
в общем случае довольно сложно, но 
можно оценить ее снизу. 

Задача 6. Докажнте, что 

% (6% > (а (@)*. 

А далыше... Даже в одном из са- 
мых простых случаев, когда граф 
ошибок — это ин-угольник Р;. 

а (РЁ) известно мало. Все, что из- 
вестно низ литературы, сейчас и бу- 
дет рассказано. 

Торическую шахматную доску раз- 
мером л Х н называют еще двумер- 
ным тором. Аналогично А-ю степень 
п-угольника (граф Р*} можно назвать 
А-мерным тором со стороной п. Вер- 
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1517 22 ГЕ Ев 9 
Рис. 7. 


шины графа 2 можно отождествить 
с набором из А целых чисел: (ху; Хэ; ... 
...; Хи), где каждое число х; изменяет- 
ся от 0 ©. 

Задача 7. Определите число вершин 
в графе РА. 

Согласно определению, два набо- 
ра (2 жа: Са и 4: зе 
смежны в графе РА, если в п-угольня- 
ке каждая пара коордипат х;, у; — 
соседи, то есть для кажлого Е значе- 
ния Г той коорлииаты различаются 
не более, чем на единицу: |х; — у; | = 
== Й; (и1од п) 6 {0. 1 для всех г 
от 1 до А (например, на рисунке 6 для 
случая к = 3, п = 5 отмечены соседи 
набора {0; 1: 3)}- 

Задача 8. Определите число соседей 


каждой вершины #-мерного тора- 
Задача 9. Докажите, что 


нео) 
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Задача 10. Определите а (РА). ссли 
п — четное. 

Аля нечетных й справедлива оцен- 
ка 





гп ПЕ Е Гр \Ё 
[= <а1Р" < |(5) | 
# № 
а иногда известно н точное значение 
Г 
Теорема. 
на 3, то 


®\Ри} = 


Сели п--Ё делится 


п—1 
т 





ой 

Полное доказательство этой тео- 
ремы довольно длинно, поэтому по- 
кажем лишь, как определить незави- 
симое множество с таким числом эле- 
ментов. По каждому набору (ху: ха;... 
...1 ху) первых #—1 коордннат полу- 


у Зы 
ЧНМ х = ОЕ 





1 . . 
значений Ё-той коордн- 
наты: 


Хак == 21 4 (2-1 х, + 
2-х, +... + Их) (под п). 


Здесь { — любое целое число от 0 до 
г—|. 

Если для случая =? вы изобразите 
множество вершин. координаты которых за- 
даны последней формулой. то получится от- 
вет задачи М415 при л—|. делящемся на 4. 

Эти результаты позволяют постро- 
нть таблицу значений а (Р^) (рис. 7). 


В ней часть чисел получена теорети- 
чески, а остальные — при помощи 
вычислительной машины. Вы видите, 
что с ростом К и л доля незаполненных 
мест становится все -весомее. 

Может быть, кто-то из вас запол- 
нит пропуски в этой таблице и решит 
задачу 0б определении пропускнон 
способности передающих аппаратов? 
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Я. Смородинский 


Масса атома и число Авогадро 


Масса тела определяется взвешива- 
нием — сравзением с массой гирь. 
Масса гири определяется сравнением 
со специальным эталоном. Этот эта- 
лон сравнивается с другим, более 
точным. В конце концов цепочка срав- 
нений заканчивается сравнением с 
главным эталоном, массу которого 
весь мир условился считать равной 
одному килограмму. Когда-то дума- 
ли, что удобно определить килограмм 
как массу одного литра воды при 4"С. 
Казалось бы, при таком определении 
каждая лаборатория сможет иметь 
свой эталон. К сожалению, на прак- 
тике так не получилось. Ведь задача 
состоит в том, чтобы сделать точный 
эталон, а отмерить точно 1 литр воды 
не просто. Но даже если сделать это 
достаточно точно, все равно нельзя 
быть уверенным, что отмерен литр 
«эталонной» воды — ведь масса воды 
различна в зависимости от количе- 
ства растворенного в ней воздуха, 
примесей всяких солей. Наконец, и 
температуру 4“С точно выдержать 
нелегко. С таким «водяным» эталоном 
вряд ли можно задать массу в кг 
с относительной ошибкой меньшей, 
чем 0,1%, или, в лучшем случае, 
0,01%. Поэтому «водяной» эталон 
массы продержался сравнительно не- 
долго и был заменен. 
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В качестве эталона массы в [ кг 
была принята масса специально из- 
готовленного образца из сплава пла- 
тины и иридия. Копию этого эталона, 
хранящегося в Севре, можно изгото- 
вить из хорошего сплава с большой 
точностью. Массы современных ко- 
пий отличаются от эталонной не бо- 
лее чем на 10-8 кг, то есть с относи- 
тельной ошибкой, не превышающей 
10-8 %. Поэтому сейчас и определяют 
массу в 1 ке с помощью одного-един- 
ственного эталона, созданного рука- 
ми человека. 

Есть другой путь определения мас- 
сы — через единицу массы, которой 
пользуются в химии и молекулярной 
физике. Масса атома или молекулы 
определяется сравнением с 1/12 массы 
атома изотопа углерода !С. Отно- 
шение массы атома или молекулы 
к 1/12 массы атома 12С, как известно, 
называют относительной атомной или 
молекулярной массой. Преимущест- 
во такого определения очевидно: эта- 
лон массы можно создать в любой 
лаборатории, так как массы атомов 
12С абсолютно одинаковы. Отношение 
же масс разных атомов можно опре- 
делять с большой точностью.Это де- 
лают с помощью масс-спектрометра. 

1112 массы атома 12С называют 
атомной единицей массы (а. е. м.). 


Точность измерения в а. е. м. очень 
высока. Так, относительная масса 
водорода по современным измерениям 
равна 
Ви = 1,007825036 (11) а. е. м. 

Чнсло в скобках (1!) означает, что 
указанная величина известна с такой 
точностью, что В последних двух 
знаках возможна ошибка примерно 
в 11 единиц. Иначе говоря, послед- 
ние две цифры могут быть на самом 
деле и 47, и 25, и любым другим 
числом, ‚заключенным между ними. 

Таким образом, масса в а. е. м. 
определяется с большей точностью, 
чем масса в килограммах. Но вот 
беда: физики не умеют измерять мас- 
су макроскопического тела, напри- 
мер, металлической детали непосред- 
ственно в а.е. м. В килограммах 
умеют, а в а.е. м— нет. Деталь 
в масс-спектрометр не’ «запустить», 
а атом углерода нельзя положить 
на весы. Значит, надо найти какой-то 
путь, чтобы измерить массу атома 
углерода в килограммах, а тогда мы 
легко будем переводить массу, из- 
меренную в а. е. м., в килограммы 
и обратно — из килограмма в 
а.е. м. О том, как была измерена 
масса атома в килограммах, и притом 
с большой точностью, мы и рас- 
скажем. 

Но прежде объясним, как связано 
со всем сказанным выше число Аво- 
гадро. Дело в том, что число Аво- 
гадро и 1/12 массы атома 1?С связаны. 
Действительно, число Авогадро — 
Мл — это, по определению, число 
частиц в моле вещества. В 1 моле, 
т.е. в 12г углерода *2С, содержится 
№ атомов: 


Мл 


__ Т2г/моль 
:2с 2 


Но т: (2) = 12а.е. м., так что чис- 
ленное значение величины №) равно 


1 
М =. 


12 Тис 


Таким образом, число Авогадро есть 
просто обратная величина атомной 
единицы массы, выраженной в грам- 
мах. Можно было бы вообще не вво- 
дить №д, однако во многих форму- 
лах по привычке пишут №), а по- 
этому число Авогадро осталось вфни- 
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зике. как константа, равная числу 
частиц в моле вещества. 

Измернть №. — это то же самое, 
что измерить массу какого-либо ато- 
ма в граммах — «взвесить» атом. Зная 
же массу атома, уже нетрудно опре- 
делить значение атомной единицы 
массы в граммах (т.е. обратную ве- 
личину числа Авогадро). 

Трн года назад в Американском 
Бюро стандартов — ииституте, спе- 
циализирующемся на сверхточных из- 
мерениях,— группа физиков прове- 
ла очень точные измерения числа 
Авогадро. Эксперименты проводились 
по такому плану. Сначала измерялся 
объем У, (см*), который приходится 
на один атом в кристалле. Это де- 
лается очень точно при помощи рент- 
геноструктурного анализа образца. 
Затем измерялась плотность кристал- 
ла р (2/см?З). Затем, зная молярную 
массу и вещества кристалла и массу 
атома т = рУ., находим число Аво- 
гадро 


При помощи масс-спектрометра с 
очень высокой степенью точности оп- 
ределяли относительную атомную 
массу $1. Тем самым, с той же 
точностью находили молярную мас- 
су $1. Это оказалось необходимо в 
связи с тем, что она незначительно 
различалась у разных образцов прни- 
родного кремния. 

Далее необходимо было как мож- 
но точнее измерить плотность крем- 
ния. Для этого надо было очень точ- 
но определить массу образца и его 
объем. Массу определяют достаточно 
точно путем взвешивания. Чтобы оп- 
ределить объем, поступили примерно 
Так, как когда-то поступил Архимед 
с короной царя Гиерона. 

Образец опустили в тяжелую жид- 
кость (четырехфтористый углерод). 
Измерив массу вытесненной жидко- 
сти тк (это можно сделать с большой 
точностью} и поделив ее на плотность 
жидкости р», можно было бы найти 
объем вытесненной жидкости, 
т. е. объем образца У. Однако плот- 
ность жндкости известна с недоста- 
точно высокой точностью. Чтобы «из- 
бавиться» от нее в последующих вы- 
чнслениях, поступили так. В ту же 
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жидкость опустили стальной шарик, 
объем которого был измерен с очень 
высокой точностью (чего нельзя сде- 
лать с кристаллом кремния). Измерив 
массу вытесненной жидкости т» и 


поделив ее на объем шарика Уш, 
нашли рж- Итак, объем образца равен 
У = У. 
ж 

ца на его объем, 
кремния р. 

По результатам всех измерений 
было найдено число Авогадро. Оно 
оказалось равным 


№ д = 6,0220941 (53). 1023 моль-*. 


Относительная ошибка вычисленной 
величины меньше 10%. Пользуясь 
этим значеннем МА, можно получить 
с такой же точностью величину мас- 
сы протона в килограммах: обратная 
величина №). есть а.е. м. в кило- 


Поделив массу образ- 


нашли плотность 


конструкция 
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граммах 
Та. е. м. = 1,6726348 (15) - 10-27 кг; 


умножив это число на значение отно- 
сительной атомной массы протона, 
получим массу протона в килограм- 
мах: 


тр = 1,6326348 (15). 0-77 кг. 


Погрешность в определении МА 
относительно мала. Но она еще слиш- 
ком велика, чтобы можно было опре- 
делить массу протона в кнлограммах 
с точностью, которая позволила бы 
принять ее за эталон массы. Масса, 
определяемая эталоном килограмма, 
пока еще остается намного точнее. 
Надо уменьшить ошибку в числе Аво- 
гадро раз в 50—100 для того, чтобы 
можно было отказаться от эталона 


массы, сделанного человеком, и пе- 
рейти к естественному эталону — 
протону. 


«сцепленные сфера делнт пространство, 


Рогатая сфера 
Александера 


Каждый из вас прекрасно 
знает, что такое сфера. Пред- 
ставьте себе теперь, что сфс- 
ра нзготовлена из прочной 
пленки, которую можно рас- 
тягивать и сжимать, но за- 
прещается склеивать и рвать. 
Тогда из сферы можно полу- 
чить поверхности, снльно от 
нее отличающиеся, например, 
тетраэдр, куб или цилиндр 
с диищами. С точки зрения 
одного из разделов «высшей 
геометрии» — топологии — 
все этн поверхности одина- 
ковы. 

На обложке вы видите 
одну из таких «одинаковых 
со сферой»  иоверхностей 
(топологический образ сфе- 
ры) — рогатую сферу Алек- 
сандера. Из обычной сферы 
<е можно получить беско- 
нечной нтерацией процесса 
изображенного на рисунке 1. 
На первом шаге получается 
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пальцы». Затем эту конст- 
рукцию следует повторить 
на каждой паре зачерненных 
на рнсунке «дисков»,  сно- 
ва сцепнть «пальцы» (сле- 
дующего порядка) и т. д. 
Рогатая сфера Алек- 
сандера обладает одним уди- 
внтельным свойством. Если 
вы рассмотрите обычную 
сферу и любую окружность, 
целнком лежашую вне этой 
сферы или внутри ее. то эту 
окружность можно стяиуть 
в точку, не пересекая по- 
верхностн сферы. Иначе го- 
воря, области, на которые 


односвязны. Долгое время 
математики думали, что лю- 
бой топологический образ 
сферы делит пространство 
на две односвязные области 
(обобщение знаменитой лем- 
мы Жордана о том, что про- 
извольная замкнутая иеса- 
мопересекающаяся лнния де- 
лит сферу ма две одио- 
связные области). Однако в 
1924 году американскому ма- 
тематнку Дж. У. Александе- 
ру удалось построить «рога- 
тую сферу», которая, как и 
обычная сфера, разбивает 
пространство на две области 
А ин В («внутренность» и 
«внешность»), но внешияя 
область В не односвязна. 
Если вы хотите познако- 
миться с топологией поблн- 
же, рекомендуем вам про- 
читать статью В. Г. Болтян- 
ского н В. А. Ефремовнча в 
сборниках «Математическое 
просвешение» — №№ 2, 3, 4 
и 6 (Москва, 1957—1960 г.). 


Лаборатория «Квантаю 


у Па 57 
вЫ 


В Майер, Р-Э Шафир 
Звуки струя 


В первом номере нашего журнала за 
текущий год была напечатана статья 
этих же авторов «Струйный автогене- 
ратор звука». В ней рассказывалось 
о возможности получёення незатухаю- 
щнх звуковых колебаний с помощью 
водяной струн. Статья заканчивалась 
такнми вопросами: «Действительно лн 
звуковые волны воздействуют на 
струю? В чем выражается. это воздей- 
ствне? Каков его механизм?» Проще 
всего на эти вопросы ответить экспе- 
рнментально. О том, как это можно 
сделать, и рассказывается в предла- 
гаемой ниже статье. 
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Опнсанные в статье опыты известны 
уже более ста лет, однако время не 
наложило на них отпечатка старости. 
Мы не знаем, предвидели ли ученые, 
исследовавшие жидкие струи, воз- 
можность практического применения 
обнаруженных ими явлений. Скорее 
всего нет. Тем не менее, как это все- 
гда и бывает (так уж устроен мир!), 
восхищаясь красотой и постигая сущ- 
ность вещей, человек извлекает из 
этого далекого от повседневности за- 
нятия непосредственную пользу. Сей- 
час жидкие струи широко исполь- 
зуются на практике — струйные уси- 
лители, генераторы и т. п. 


Звуковой генератор 


Необходимый для опытов звуковой 
генератор в наши дни проще всего со- 
брать на транзисторах. Их и другие 
необходимые детали можно приобре- 
сти в любом радномагазине. 
Принципиальная схема звукового 
генератора приведена на рисунке |. 
Собственно генератор собран на тран- 
зисторах Т, и Т.. Такой генератор 
дает колебания, по форме близкие 
к прямоугольной, то есть состоящие 
из множества синусоидальных гармо- 
ник. Вот почему его называют муль- 
тивибратором (ти{ит — много, у- 
го — колебание). Частота колеба- 
ний, даваемых мультивибратором, оп- 
ределяется емкостями конденсаторов 
С., С, и сопротивлениями резисто- 
ров Ю.„, Юз, Ка. Переменный резистор 
Юз служит для плавного изменения 
частоты. На транзисторе Г. собран 
усилитель низкой частоты. Нагруз- 
кой транзистора Т. является первич- 
ная обмотка трансформатора Тр, ко 
вторичной обмотке которого подклю- 
чен динамик (громкоговоритель) Гр. 
Звуковой генератор может быть 
собран, например, так, как показано 
на рисунке 2. В налаживании этот 
прибор не нуждается, и, если детали 
исправны, а прибор собран в соответ- 
ствии со схемой, генсратор начинает 
работать сразу по включении питания. 


Влияние звука на водяную струю 


Анализируя работу струйного авто- 
генератора, мы уже говорили о том, 
что звук должен каким-то образом 
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влиять на струю. Предлагаем вам 
выяснить на опыте, так ли это на са- 
мом деле. 

Стеклянную трубку с отверстием 
днаметром около [| мм вденьте в конец 
резинового шланга, другой конец ко- 
торого опустите в сосуд с водой, рас- 
положенный на высоте 0,5—1 м пад 
поверхностью — стола. Стеклянную 
трубку укрените на столе под произ- 
вольным углом к ггорнзонту. Ртом вы- 
тяните из шланга воздух н получите 
струю. 

В опытах со струйным автогенера- 
тором мы рекомендовали шланг сое- 
динять непосрелственно с водопровод- 
ным краном. Здесь такой способ по- 
лучения струн нежелателен потому, 
что по железным трубам водопровода 
хорошо распространяются — различ- 
ные звуки и, если онн как-то влияют 
на струю, будут мешать наблюдениям. 

Выходящая из отверстия стеклян- 
ной трубки струя неоднородна. Вблн- 
зи отверстня она сплошная, затем 
мутнеет и уже в верхней части траек- 
торни разбивается на совершенно обо- 
собленные капли. которые падают 
настолько быстро, что создают ощу- 
щение целого снопа непрерывных 
струй (рис. 3, а). Теперь рядом со 
стеклянной трубкой поставьте на стол 
динамик н подключите его к звуково- 
му генератору. Включите питанне н 
постененно изменяйте переменным ре- 
знстором частоту звука. Вы заметите, 
что при определенной частоте сплошь 
ной (прозрачный) участок струи резко 
сокращается, а сноп струй слнпается, 
образуя одну внешне совершенно не- 
прерывную струю (рис. 3, 6)! Это на- 
столько удивительно, что все, кто 
видит описанное явление первый раз, 
приходят в изумление. Оказывается, 
водяная струя чрезвычайно — чув- 
ствительна к звуку. Можно располо- 
жить динамик в любом месте стола, 
отнести его на другой стол — все 
равно, если частота звука подобрана 
правильно, струя реагирует на звук. 
Меняя частоту звука, можно получите 
из снопа струй и две струн, примерно 
равные по толщине (рис. 3, 8), и три 
струн. и две струи, одна из которых 
значительно тоньше другой и бьет 
как-то в сторону (рис. 3, г), ит. д. 

Если для проведения опытов вы не 
решились собрать звуковой генера- 
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тор, его можно заменить любым дру- 
гим источником звука, частоту кото- 
рого можно изменять. Самый доступ- 
ный из них — это вази голос. Надо 
только иметь в виду, что звук, на ко- 
торый реагирует струя, должен быть 
достаточно низким. Лучше всего, ес- 
ли его частота лежит в пределах 200— 
500 гц. Громко кричать струе вовсе не 
обязательно: она довольно послушна, 
еслн вы умеете приказывать струе на 
понятном ей языке. Другим возмож- 
ным источником звука является, на- 
пример, гитара. Прникосиятесь ею к 
поверхностн стола н перебирайте 
струны. Вы без особого труда подбере- 
те звук такой частоты, при котором 
размазанная струя слипается. Взяв 
олновременно звуки слегка отличаю- 
щихся частот, можно получить звуко- 
вые биения, и тогла струя будет сли- 
паться в такт с измепениями звука. 

Попробуем объяснить, почему же 


` разбрызганная струя слипается под 


действием звука. Заметим еще раз. 
что как только струя начинает реаги- 





Рикс. 1. Принциииальиая схема генератора. 
Параметры схемы: транзисторы Г, — ТГ. типа 
МПа1; динамнк Гр тнпа 0,5ГД21; трансфор- 
матор Гр — выходной от карманного радио- 
прнемника; напряженне пнтания 4,5—9 в 
(одна илн две последовательно соедименные 
батарейкн для карманного фонаря}: К,=- 
=. 10 ком, Ю.=Ю .=47 ком, Юз—68 ком, 
С,=С:-=0,05 мкф. 





Рнс. 


2. ВБиешний вид генератора. 


ровать на звук (при определенной ча- 
стоте последнего). прозрачный учас- 
ток струи уменыншается. Это означает, 
что процесс образования канель те- 
перь начинается раныше. В чем при- 
чина? 

В отсутствие звука струя сама рас- 
падаегся на капли, причем капли ио- 
являются более или менее упорядо- 
ченным образом. Одиако в силу слу- 
чайных обстоятельств капли оказы- 
ваются немного различными. Каж- 


дая из них, обладая своей массой и 
скоростью. легит по соответствующей 











Рис. 3. Струн при различных частотах звука. 


Куап.тссте.ги 


траектории, а все движущиеся каилн 
вместе создают впечатление снопа 
струй. При совпаденин частоты звука 
с частотой естественного образования 
канель этот процесс образования на- 
чинается раньше (сплошная часть 
струн укорачивается}) и происходит 
почти со строгой пернодичностью. 
Звук как бы отрывает от струи через 
равные промежутки времени одинако- 
вые капли. Эти капли быстро движут- 
ся по одной траектории и производят 
впечатление одной слипшейся струи. 

Чтобы проверить правильность 
этого качественного объяснения, нз- 
готовьте простейший — стробоскои. 

К валу микроэлектродвигателя 
принаяйте жестяпую насадку дна- 
метром около 30 мм и толщиной 
0,5—1 мм. Двумя болтами с гайками 
закрепите на этой насадке картонный 
диск диаметром 150 мм с четырьмя 
симметрично расположенными проре- 
зями. Микроэлектродвигатель соеди- 
ните с одной (илн двумя) батарейка- 
ми через реостат, изготовленный из 
грифеля простого карандаша. Перед- 
вигая контакт по грифелю (или наобо- 
рот), можно менять сопротивление 
реостата и тем самым регулировать 
скорость вращения диска стробо- 
скопа. 

Полувите слипшуюся струю и по 
смотрите на нее через стробоскоп 
Правильно подобрав скорость вра- 





Риг. 4. 
скоп. 


Вид слиншейся струн через стробо- 


щения диска, вы заметите, что слви- 
шаяся струя па самом деле состоит из 
отдельных капель, следукицих друг 
за другом через равные промежутки 
времени (рис. 4). Для улучшения ус- 
ловий наблюдения струю можно сбоку 
осветить, а за ней расположить тем- 
ный фон, на который не понадает пря 
мой свет от осветительной лампы. 
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Математический кружок 
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Ю. Ионин, А. Плоткин 


Среднее 
значение 
функции 


В этой статье понятие среднего ариф- 
метического л писел обобщается иа 
функции, определенные на отрезке, 
окружности и сфере. Кроме того, в 
ней решается задача МЗ94 («Квант», 
1976, №7). 


1. На конечном множестаяе 


Выступая на классном собрании, Ма- 
кар Ливанов сказал: «Давайте бо- 
роться за то, чтобы успеваемость 
каждого ученика нашего класса бы- 
ла выше средней!». Видимо, Макар 


не очень хорошо знал математику. 
Давайте разберемся. 

Как известно, средним арифметн- 
ческим л чисел х., х,,...., Х„ Называ- 
ется число М = М(х,, х., -... и), 
задаваемое равенством 
М оч) = 

3 2-3 зе «В (1) 
Иа 


Следуя призыву Макара, мы должны 
были бы добиться одновременного вы- 
полнения неравенств х, > М, х, >> 
> М, .... х, > М. Сложнв эти я 
неравенств, мы получим протнворе- 
чие с (1). 

Отметим некоторые важные свой- 
ства среднего арифметического: 


1. Мои, х. фу., 


ее Хи + и) 5 М (х, хз, 2% х,} + 
м М(/, у>2, 9:9 Уи). 

И. М (@х, ах, ..-ъ сх») — 
— аеМ (х:, ла, ов Хи). 
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ПГ. шт (хт Хз, +. Х,) <= М (ха, 

.., Хл) < тах (ха, Хо, ..., Хи). 
Упражнение 1. Докажите свой- 
ства 1—1. 


У праж нение 2. Докажите для п>1 
2—1 
- „Это легко сде- 


&, 


неравенство Со; > 


лать методом математической индукции, но 
можно — при помощи свойства Ш. 

Свойство ПТ часто используется 
следующим образом: чтобы устано- 
вить, что среди чисел х;, хо, ..., Хх 
есть число, большее числа 4, доста- 
точно проверить, что М(хи. х., 
....Хи)> 4. Рассмотрим, например, за- 
дачу, предлагавшуюся на Х Всесоюз- 
ной математической олимпиаде. 


Задача 1. На круглом столе 
как-то лежат 50 правильно идущих 
круглых часов. Докажите, что в не- 
который момент сумма расстояний 
от центра стола д0 концов минутных 
стрелок окажется больше суммы рас- 
стояний от центра стола д0 центров 
часов. 


Решение. Обозначим через 
(0) сумму расстояний от центра 
стола О до концов минутных стрелок 
в момент времени 2 час, а через 4 — 
сумму расстояний от точки О до 
центров часов. Требуется доказать, 
что (1 >@4 в некоторый момент 2. 
Мы покажем, что существует {,, для 


которого М (6, { (+524 


Значит, один из моментов &, 


1 . 
в ^_^ искомый. 


Обозначим через О; центр {-х ча- 
сов, через А; — конец минутной 
стрелки этих часов в некоторый мо- 
мент [,- через В, — конец минутной 
стрелки тех же часов через полчаса, 


т. е. в момент Ё+ >. Поскольку 
по условию все часы «правильно идут», 
найдется такой момент #,, в который 
точки О, Аи В, не лежат на одной 
прямой. Рассмотрим треугольник 
ОА,В, и меднану ОО, в нем (рис. 1). 
Легко доказать, что в любом  тре- 
угольннке длина медианы меньше по- 
лусуммы длин сторон, между которы- 
ми она заключена (докажите!). По- 
этому в момент {[, мы имеем 
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Рис. 1. 


| ОО, |. Для остальных 


ОА ОВ; 
часов в этот момент о 


>|00;| (почему только >, а не 
>> ?). Сложив 50 неравенств, получим 


м[и о, 1 (+54 


2. На отрезке 


= 


В задаче | оказалось достаточным 
оценить среднее — арифметическое 
двух значений функцин. А нельзя 
ли рассмотреть среднее всех зна- 
чений? Чтобы подойти к определению 
этого понятия, придадим геометри- 
ческий смысл среднему п положи- 
тельных чисел х,, Х., ..., Хь- 


Разобьем какой-нибудь отрезок 
[а; 56| на п равных частей н иостро- 
нм ступенчатую фигуру, состоящую 
низ прямоугольников, основаниями ко- 
торых служат получившиеся отрезоч- 


—@ 
ки длины Ри а высоты равиы, соот- 


ветственно, х,, х.. 
Площадь этой ступенчатой фигуры 
равна М (х,. х., -.., х,)- (6 — ща). 
Таким образом, М (х., хь, .... Х,) — 
это высота прямоугольника с осно- 
ванием  [а; 51. равновеликого по- 
строенной ступенчатой фигуре. 
Пусть теперь } — функция, непре- 
рывная и неотрицательная на отре- 
зке [а; 61|. Давайте под средним 
значением М (Ф) функции } на отрез- 
ке [а; 6] ‘понимать высоту прямоу- 
гольника с основанием [а: Ь|, рав- 
новеликого соответствующей криво- 
линейной трапеции (рис. 3). Посколь- 
ку в рассматриваемом случае площадь 


>. (рие 2). 


Рис. 2. 


ь 
этой трапеции равиа ГЕ) ах («Ал- 


а 
гебра и начала анализа 10», п. 101), 
М( определяется формулой 


| 
$ —а 





ь 
М0= | ГО) ах. (2) 
а 

Определение (2) годится не только для 
непрерывной ин  неотрицательной 
функции, но и для любой функции, 
определенной на [а; &|, для которой 
правая часть равенства (2} имеет 
Смысл. 

Так определенное среднее значе- 
ние обладает свойствами, аналогич- 
ными свойствам 1—1: 

Г. Му =МмМ+м(. 

1*. Мед =@мМ ф. 

ИГ.” лип М (= тах |. 

[ю; 6] а: 6] 

Унражнение 3. Докажите сной- 
ства ГИР. 

Упражнение 4. Выведите из Г— 
ИГ свойство 

Г. Если Хоз я(х) для всех ха; 6]. 

то М М()- 

Со средним значением функции на 
отрезке вы уже сталкивались в за- 


метке А. Виленкина «Игла Бюффо- 
на» {(«Квант», 1977, № 5). Приведем 
еще один пример применения этого 
понятия. 


Задача 2. На плоскости даны 
векторы а. В, с, 4, сумма которых 
равна 0. Докажите неравенство 


ре Че ре ме 
аа! ++ а!+ е+а| (3) 


Наше решение этой задачи будет 
опираться на се одномерный вариант: 
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Рис. 3. 


Упражнение 5. Докажите, что ес- 
ли а. Ь, с. 4 — действительные числа, сумма 
которых равиа 0, то 


а Е ВНЕ > +4 НЕ 6+4 
<+а|. (4) 


Решение. Если в (3) векторы 


- -- 


а, 6, с. 4 заменить их проекциями на 
какую-нибудь ось («Геометрия %)}, 
получится (4). Возникаег идея: до- 
казать (3), рассматривая проекции 


= 


данных векторов а, 5, с, @ на все- 
возможные оси. Попробуем ее реали- 
зовать. 


% 

Пусть р— вектор. Введем вспо- 
могательную функцию.р следующим 
образом: фиксируем некоторую ось (5; 
обозначим через р(а) проекцию век- 


тора р на ось [, образующую с осью 
1 угол @ (рис. 4). Если ф— угол 


между вектором 


р (®) = [р] 03 (ф— а). 

Рассмотрим  средиее значение 
М ({2]} функции а — |р (@&)| на отрезке 
10; 2л|. Из АЗИИ (2) 


р и осью К, то 


1 
м (ру = эт | веде = 
и 
г 
= (\ р Роз (9 — — ©) 4% = 
[1 
- 2я 
= \ [с05 (ф— <) |4. — (5) 
0 
Покажем существование такого 
№ == 0, что для любого вектора р 
справедливо равенство 
М (|2) =Е[- (6) 
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В силу (5) достаточно доказать, что 
25 


интеграл | ]со$ (ф— <] 4 не зависит 
5 


> 


от вектора р, то есть пе зависит от 
угла ‹;. 
2к 2х 


[ [0$ (ф— “| а = | [с0$ (&—4}| 4“ = 
о 


5%. 


21 —Ф 21—Ф 
= |} Коза ах = ) с05е] 4 = 
0— —‹ 
о 25-х 
= \ [с05 а] да + } с05 ааа = 
о 
-- 
= \ 05 (а— 2) 4“- 
21—Ф 
31-— ; 2” 
+ | коааа= | [со$ ое 
р) 322— 
3я-ф 21-9 
+ | 16059 4х= | [созда + 
$ й 
2п 2л 
4 | [со$е4 4х = | [с0$ ©] се. (7) 
21—ф 5 


В этой выкладке использованы два 
свойства интегралов: 


ь ь 
Герах= М ах, 
р. а`-р 


= = 


Ро) ах = пе +| 7х) ах 


(«Алгебра и начала анализа 10», 
л. 106 и задача № 512). Централь- 
ным местом выкладки является ис- 
пользование того факта, что 2 — 
период функции @ — с05 

2х 


И [с0за] 4« легко вы- 
числить (он равен 4), но нам важно 
лишь то, что он не зависит от фи 
отличен от 0. 


г 


Если оО Еа — 0. то для любо- 
го а имеем а(@а) + В (а) +с(@) — 
+ 4(а) =0. В силу (4) 
|а (©) + [6 (| + << 14 (@) = 

= [в (©) +4 (а) + |6 {®) + а(@)- 

+Е@&«+4<@)|. (8) 
Поскольку (8) выполнено для любого 


а © [0: 2л]|, из свойств 1\У” и Г вы- 
текает 


Мю МЫ Мс) + 
+ м (а) = М(а+ + 
Мм +а +М(1с +4). 
Из (6) 


Ее ЕВ ЕЕ А | = 


м -+ Я-А +Ек+а|. 
Сократив на А, получаем (3). 


3. На окружности и сфере 
Задача 3. В пространстве даны 


= - > > 


векторы а, 6, с, 4, сумма которых 


равна 0. Докажите для них неравен- 
ство (3). 

Хотелось бы доказать (3) перене- 
сеннем «плоского рассуждения» (из 
задачи 2) в пространство. Для этого 
надо как-то определить среднее зна- 
чение модулей проекций вектора на 
всевозможные оси в пространстве. 
Чтобы пояснить, как это делается, 
рассмотрим сначала функцин, опре- 
деленные на окружности единичного 
радиуса. 

Пусть { — такая функция. Для 
произвольного & положим [(а) = 
—# (А). где А — конец дуги нашей ок- 
ружности с радианной мерой & 
(рис. 5). Таким образом, произволь- 
ной функции {, заданной на единич- 
ной окружности, мы поставили в со- 


ответствие некоторую функцию }, 
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определенную на всей прямой. Оче- 


видно, } — периодическая функция с 
периодом 2л. Определим теперь сред- 
нее значение М ([) фучкции | на ок- 
ружности как среднее значение функ- 


ции } на отрезке [0; 2 |. 

В приведенном решении задачи 2 
ключевую роль играла независимость 
среднего М ( |р|} от направления век- 


тора р. Эта независимость есть част- 
ный случай следующего общего свой- 
ства средних значений функции на 
окружности: 

У’. Пусть [и в — функции, опре- 
деленные на окружности, причем су- 
ществует такой угол &. что для лю- 
бой точки А окружности В (А) = 
= }(Ю<(А)) (здесь Ю® — поворот во- 
круг центра данной окружности на 
угол а). Тогда М (в) = М (р. 


Упражнение 6. Докажнте свой- 
ство \ 


Нереходя к задаче 3, рассмотрим 
в пространстве сферу единичного 
радиуса с центром в начале коорди- 
нат О. Для функций, заданных на 
этой сфере, можно так определить 
среднее значение, чтобы свойства | 
\У’ выполнялись. Мы не можем здесь 
объяснить, как это делается, так как 
для этого пришлось бы ввести инте- 
грирование по сфере. (Это можно сдс- 
лать с помощью интегральных сумм 
примерно так же, как определяется 
интеграл на прямой в п. 104 учебни- 
ка «Алгебра и начала анализа 10».) 

Допустим. что среднее значение 
М 0 функции [на сфере как-то опре- 
делено, причем свойства Г—\'’ вы- 
полняются. {Таким образом, мы как 
бы рассматриваем аксиоматнческое 
задание среднего значения функ- 


ции на сфере. Интересно отметить, 
что «аксиомами» [’—\У‘’ оно определя- 
ется однозначно.) 


Пусть р — вектор. Введем вспо- 
могательную функцию р следующим 
образом: для любой точки А нашей 
сферы обозначим через р (А) проек- 


цию вектора р на ось, определяемую 


=> 

вектором ОА. 
Рассмотрим среднее значение 
М (р |) функции А-— |р (А) | ва сфе- 
ре. Покажем существование такого 


- 


Е => 0, что для любого вектора р 
выполняется (6). Для этого, ввиду 
свойства И’, достаточно доказать, 


что |р|1= 19] влечет М(1р) = 
=м (14). 


Упражнение 7. Покажнте, что это- 
го достаточно. 


Пусть |р|= 191. Обозначим че- 
рез Ю какой-нибудь поворот про- 
странства вокруг оси, проходящей 
через точку О, который переводит 


луч с направляющим вектором 4 в 


луч с направляющим 
Тогда для любой 
9 (А) = р(К (А). 
М (19) = м. 

Дальнейшее решение задачи 3 до- 
словно повторяет решение задачи 2. 
(Упражнение 5 и задачи 2, 3 исчерпы- 
вают задачу МЗ94.) 


вектором р. 
точки А сферы 
Из У’ вытекает 


4. Длина через шириву 


Идею, на которой основано решение 
задач 2 и 3, можно использовать для 
вычисления длины плоской замкну- 
той выпуклой ломаной. 


Пусть Л —такая ломаная, а,, 
а., .... а, — ее звенья. Фиксируем 
некоторую ось [. Пусть Ё, — ось, 
образующая с осью {/., угол а. Обоз- 
начим через Иа) «ширину» нашей ло- 
маной в направлении оси {[х, т.е. 
длину ее проекции на ось [,. Оказы- 
вается, если знать «ширину» ломаной 
Л в произвольном направлении, т. е. 
уметь вычислять функцию ©— Ш (@), 
то можно найти ее длину [.. Покажем, 
как это сделать. 


Обозначим через а; (&) длину про- 
екции звена а; на ось [.. 
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Упражненне 8. Докажите, что 


[ 
Ш (а) = 5 а, (©) + а, (а) +... + а» (@). 


В решении задачи 2 было показа- 
но, что среднее значение функции 
а— а, (а) пропорционально |а;). Из 
(5) н (7) коэффициент пропорцнональ- 

2х 


ности равен 5х | |С05 а 4% =>. 


о 
Из упражнения 8 и свойств Г, №" 
среднее значение М (ШГ) функции Ш 
равно полусумме средних значений 
функций я-а; (а). Следовательно, 


Ми) = [1+ 


2 2 
+ [а +... + 14,1) = 


1 
= (&[+1а| +... +[а,)= 
Я 
д 
Отсюда и из (2) 
2л 
Е =л.М(Ш=л. эк | Ша 
2л 


= | Шааа (9) 
0 


Таким образом, зная функцию Ш, 
мы можем найти длину [, ломаной Г. 

Упражнение 9. Докажнте, что ес- 
ли длины всех сторон и днагоналей выпук- 
лого многоугольннка меньше 4, то его перн- 
метр меньше 4. 

Формула (9) справедлива для лю- 
бой плоской замкнутой выпуклой 
кривой. Изложенный метод определе- 
ния длины «через ширину» предло- 
жил в 1930 году нзвестный польский 
математик Г. Штейнгауз. 


5. Длина суммы 
Задача 4. На плоскости даны век- 


торы ал, а., ..., ав, сумма длин кото- 
рых равна 1. Докажите, что среди них 
можно выбрать несколько векторов, 


1 
длина суммы которых не меныше т 


Решите эту задачу, следуя пред- 
лагаемому ниже плану. Пусть 3 — 


подмножество множества {а1, @...:. 


& 
.. а} © наибольшей длиной 
суммы. 

Упражнение 10. Докажите, что 
все векторы из В «смотрят в одиу стороиу», 
т. е. образуют с некоторой осью острые углы. 

Назовем  лсевдопроекцией — век- 


тора р на ось { обычную проекцию, 


если угол между ри [ — острый, и 
число 0 — в противном случае. Фик- 
сируем некоторую ось /.. Пусть {[, — 
ось, образующая с осью [„, угол а. 
Положим 


#<)= [ с05х, если с0$х>>0, 
|0, если со$ х= 0. 


Упражнение 11. Проверьте. что 
2я 


{ Я(ф — <) 4а = 2 при любом $. 
0 


= 


Если ф — угол между вектором р 
и осью [,, то псевдопроекция этого 


вектора на ось [, равна \}р\б ($—а). 
Обозначим сумму псевдопроекций 


—- > 


векторов а;, а., ..., и, на ось /, че- 
рез { (©). 


Упражнение 12. Докажите. что 
среднее значение функции { на отрезке 


1 
[0; 21] равно =. 


У пражиение 13. Докажите, что 
ось {, можно выбрать так, что сумма псев- 


допроекций даниых векторов на эту ©сь бу- 
| 
дет не меньше =”. 


Упражнение 14. Докажите ут- 
верждение задачи 4. 


| 
Константу — в задаче 4 нельзя 
9 


заменить никакой болышей констан- 
той. В этом можно убедиться, взяв 
достаточно большое п и векторы, иду- 
щие по сторонам правильного 
п-угольника. 


| 
Если в задаче 4 заменить —1 на 


| 
—, соответствующее утверждение 


будет верно и для векторов в про- 
странстве. 


Арифметика 


с геометрией 


А+ 


а) Найдите длниы сто- 
рон квадрата и равносторон- 
него треугольннка, нзобра- 
женных на рисунке, если в 
формулах. выражающих дли- 
ны сторон. каждой буквой 
зашнфрована некоторая циф- 
ра. 

6} Решите ту же задачу 
для одного ромбз, нзображен- 
ного на следующем рисунке. 


В. Радинский 
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Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с момента 
основания журнала. Публн- 
хуемые в нем задачы не стан- 
дартны, но для их решения 
не требуется знаний, выхо- 
дящих за рамки нынешней 
школьной программы. На- 
нболее трудные задачн отме- 
чены звездочкой. 

Решення задач из этого но- 
мера можно прислать не позд- 
нее 1 октября 1977 года по 
адресу: 113035, Москва, М-35, 
Б. Ордынка, 21/16, редак- 
ция журнала «Квант». Пос- 
ле адреса на конверте напи- 
шите номера задач, решення 


которых вы посылаете, на- 
пример, «М451, М454» илн 
«Ф467». Решения задач по 


каждому из предметов (мате- 
матиже н физике), а также 
новые задачн просьба при- 
сылать в отдельных конвер- 
тах. Задачи из разных номе- 
ров журнала присылайте так- 
же в разных конвертах. В 
письмо вложите конверт с 
написанным на нем вашим 
адресом (в этом конверте 
вы получите результаты про- 


веркн решеннй). Условия 
оригинальных задач, пред- 
лагаемых для публикацин, 


присылайте в двух экземпля- 
рах вместе с вашими реше- 
ннями этих задач (на конвер- 
те пометьте: «Задачинк 
«Кванта», новая задача по 
физике» иян «...новая зада- 
ча по математике»). После 
формулировкн  задачн мы 
обычно указываем, кто пред- 
ложнл нам эту задачу. Ра- 
зумеется, ме все эти задачы 
публикуются впервые. В этом 
н следующих номерах 
«Задачинк «Кванта» состав- 
лен в основном из задач, 
предлагавинхся на последней 
Всесоюзной олимпиаде. 
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Задачи 


М451—М455; Ф463—Ф467 


М451. На плоскости отмечено несколько точек, не 
лежащих на одной прямой, н около каждой напи- 
сано число. Известно, что если прямая проходит 
через две или более отмеченных точек, то сумма 
всех чисел, написанных около этих точек, равна 
нулю. Докажите, что все числа равны нулю. 

Ф. Вайнштейн 


№М452. В окружность вписаны треугольники Т, 
и Т., причем вершины треугольника Г, являются 
серединами дуг, на которые окружность разбива- 
ется вершинами треугольника Т,. Докажите, что 
в шестиугольнике Т,Г\Т, диагонали, соединяю- 
щие противоположные вершины, параллельны сто- 
ронам треугольника Т, и пересекаются в одной 


точке. 
Н. Нецветаев 


№М453. Дано множество положительных чисел 
{а,; а»... а,}. Для каждого его подмножества 
выпишем сумму входящих в него чисел (рассмат- 
риваются суммы из одного, двух, ..., й слагаемых). 
Докажите, что все выписанные числа можно так 
разбить на л групп, чтобы в каждой группе отно- 
шение наибольшего числа к наименьшему не 
превосходило 2. 


М454. За круглым столом сидят 7 гномов. Перед 
каждым стоит кружка. В некоторые из этих кру- 
жек налито молоко. Один из гномов разливает все 
свое молоко в кружки остальных поровну. Затем 
его сосед справа делает то же самое. Затем то же 
самое делает следующий сосед справа и так далее. 
После того, как последний, седьмой гном разлил 
всем остальным свое молоко, в каждой кружке ока- 
залось столько же молока, сколько было в ней 
вначале. Во всех кружках вместе молока 3 литра. 
Сколько молока было первоначально в каждой 
кружке? 

В. Гиутенмахер 
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М455. Мы булем рассматривать многочлены Р, 
О, К, ... от одного переменного со старшим коэф- 
фициентом 1. Будем говорить, что два таких мно- 
гочлена Р н (О коммутируют, если многочлены 
Р (09 ()} и О(Р (х)) тождественно равны (то есть 
после раскрытия скобок и приведения к стандарт- 
ному виду все коэффициенты этих многочленов 
совпадают). 

а) Для каждого чнсла а найдите все многочле- 
ны степени не выше 3, коммутирующие с много- 
членом Р (х} = х? — а. 

6) Пусть Р — многочлен степени 2, Ё — на- 
туральное число. Докажите, что существует не 
более одного многочлена стенени №, коммутирую- 
щего с Р. 

в) Найдите все многочлены степеней 4 и 8, 
коммутирующие с данным многочленом Р степени 2. 

г) Многочлены О н К коммутируют с одним и 
тем же многочленом Р степени 2. Докажите, что 
они коммутируют между собой. 

д) Докажите, что существует бесконечная по- 
следовательность многочленов Р.,, Р.Р, ... 
.... Рь, -... где Р, — многочлен степени А, в ко- 
торой любые два многочдена коммутируют, н мно- 
гочлен Р, имеет вид Р, (х) = х — 2. 

И. Бернштейн, Э. Тиуркевич 


Ф463.-Две льдины движутся поступательно с оди- 
наковыми по абсолютному значению скоростями, 
олна — на север, другая — на залад. Оказалось, 
что в любой момент времени на обеих льдинах 
можно так расположить часы, что скорости концов 
секундных стрелок относительно Земли будут рав- 
ными, причем, для каждого момента времени такое 
расположение единственно. Определить, на какое 
расстояние перемещаются льдины за сутки, если 
длина каждой секуидиой стрелки равна | см. 


Циферблаты часов расположены горизонтально. 
(8 кл.) 


$4864. На рисунке 1 изображены два замкнутых 
цикла: АБВА и АВГА. Оба цикла нроведены с 
ндеальным одноатомным газом. 

1) Указать, на каких участках циклов газ по- 
лучает и на каких участках отдает тепло. 

2) У какого из циклов коэффициент полезного 
действия выше? Во сколько раз? (9 кл.) 





$465. В высоковольтном электростатическом гене- 
раторе заряды переносятся диэлектрической лен- 
той н заряжают высоковольтный сферический элект- 
род радиуса В = 1,5 м (рис. 2). Оценить макси- 
мальные значения напряжения и тока, которые 
можно получить от такого генератора, если 
скорость ленты 0’= 20 м/сек, а ее ширина 
{ = \ м. Пробой в воздухе возникает при на- 
° пряженности  электростатического поля Е’ = 
а = 30 кв/см. (9 кл.) 





источник 


нагрузка 


Рис. 





М411!. Гри отрезка с кон- 
цами на сторонах  трец- 
гольника. параллельные его 
сторонам, проходят через 
одну точку и имеют одина- 
ковую лини х. Найдите х, 
есзи длины сторон треугсль- 
ника равны а, 6. с. 





Куап тссте.ги 


$466. Рисунок 3 сделан с фотографии треков ча- 
стиц в камере Вильсона. Распады ядер газа, на- 
полняющего камеру Вильсона, вызваны в данном 
случае действием на них быстрых нейтронов. Ка- 
мера Вильсона была заполнена смесью водоро- 
да (Н.), паров спирта (С.Н.ОН) и воды (Н.О) и 
помещена в магнитное поле с индукцией 1,3 тл. 
Вектор магнитной индукции направлен перпенди- 
кулярно плоскости рисунка. 

1} Определить энергию протона, появившегося 
в точке А. Траектория этого протона — кри- 
вая АА’. Почему меняется кривизна траекторин 
протона? Определить энергию протона в точке С 
его траектории, 

Масса протона равна 1,67-10-?7 ке. 

2) Определить, ядро какого элемента распалось 
в точке А, если трекн частиц, начинающиеся в этой 
тодке, идентифицированы как следы двух протонов 
н двух а-частиц. (10 кл.) 


Ф467. Луна одновременно фотографируется с од- 
ной и той же стороны с Земли и со спутника Луны. 
Орбита спутника круговая. Диаметр изображения 
Луны на фотографии, полученной на Земле, равен 
4 мм, а на спутнике Луны — 250 мм. Найти перн- 
од обращения спутника Луны по его орбите, если 
оба снимка сделаны с помощью одинаковых обл,- 
ективов с фокусным расстоянием 500 мм. Принять, 
что ускорение свободного падения на Луне в 6 раз 
меныше чем на Земле и расстояние от Земли до 
Луны равно 380 000. км. (10 кл.) 


Решения задач 
МАИ, М412*), М414, М415: $423—Ф427 


На рисунке 1 заштрихованы трн треугольника, подобные АВС, 
у каждого из которых одна сторона нмеег длину х. 
Рассмотрим стороны трех заштрнхованных треугольни- 
ков, нараялельные стороне АС длины 6: обозначим длины этнх 
сторон через 6,;, 6. н 6з. Заметим, что сумма нх длин равна 


2 (6= [АС]: ФЕ в = 26. так что 5 + = 2— 


сумма коэффнинентов подобия этих трех. треугольников 
х х 
‚ а —- $ я) 
равна двум. Поэтому н ть с 2, откуда 
абс 


я — об ас-- в 
А. Ягубьянц 





*) Задача №413 решена в статье И. Яглома «О хордах не- 
прерывных кривых», «Квант», 1977, № 4. 


№412. В городе на кождую 
площадь выходит ме менее 
трех улиц. На всех улицах 
введено одностороннее дви- 
жение так, что с любой пло- 
щади можно проехать на 
любию другую. Докажите, 
что можно запретить дви- 
жение по одной из улиц (на 
участке между двумя пло- 
щадями) так, что по-преж- 
нему с любой паощади можно 
будет проехать на любую 
Эригую- 





Рис. 3. 


Рис. 4. 


МЗ М. а) Из пяти треуголь- 
ников, отсекаемых от дан- 
ного выпуклого пятиугольни- 
ка (рис. 5), площади четырех 
ралны $, площадь пятого — 
35/2. Нийдите площадь х 
пятиугольника. 

6) Докажите, что если 
5 $. 53. 5 55 — лд0- 
щади пяти этих треугодь- 
ников, а х— площадь пя- 
тиугольника, то 


х? — 
т 5.85315 2Е5у)х-Е 
НЕ (5 5-55 3- 535 Е 

$ «555$ )-=0. 


Куап.тссте.ги 


Докажем наше утверждение нндукцией по числу площадей. 
Если площадей две. то оставим две улнцы, соеднняющие 
первую площадь со второй и вторую с первой, а остальные 
закроем. 

Пусть площадей больше двух. Предположим, что нам уда- 
лось указать замкнутый маршрут по улицам города, начина- 
ющийся и кончающийся на площади А н проходящий не менее 
чем по трем площадям. (Как строятся кольцевые маршруты, 
показано на рисунке 2: мы берем маршрут. соединяющий 
площадь А с некоторой площадью В, затем маршрут. соедн- 
няющий В с А, и выделяем нужный нам маршрут — Красное 
«Кольцо» на рисунке.) Изменим план города: объявим весь 
этот кольцевой маршрут новой площадью. а улицами объ- 
явим все улицы, не входящие в наш кольцевой маршрут, со- 
хранив па них направление движения. При этом у нас. воз- 
можно, появятся улицы, начинающиеся н кончающнеся на 
новой илощадн. Проверим. что полученный «город» удовлет- 
воряет всем условиям задачи. Для этого нужно убедиться, 
что на новую площадь выходнт не меньше трех улиц. Это обе- 
спечивается нашим предположеннем. что в кольцевом мар- 
шруте не меньше трех площадей (см. рис. 3). Не мснее ясно, 
что по-прежнему с любой плошади можно проехать на любую 
другую. —` наша «перепланнровка» могла только сократнть 
соответствующие маршруты. Таким образом. мы получили го- 
род, удовлетворяющий условням задачн н имеющий меньшее 
число площадей. По предположению нидукцни в нем есть 
«лншняя» улнца. Ей соответствует некоторая улица старого 
города. Запретим по ией движение. Легко убедиться. что про- 
езд по-прежнему возможен. Действительно. рассмотрим пло- 
щади Пти Лои маршрут, соединяющий ПЛ; с По в новом городе 
и не проходящий через закрытую улицу. Перенесем этот мар- 
шрут в старый город. Еслн этот маршрут пе проходил через 
новую площадь, то он соединяет П, с По. В противном слу- 
чае он разобьется на две частн: до «кольца» н после «кольца». 
Добавив к нему соответствующую часть кольца. мы получим 
нужный маршрут. соединяющий ЛП; с Па в старом городе и 
не проходящий через закрытую улицу. 

Осталось рассмотреть города, в которых нет длинных коль- 
цевых маршрутов. Возьмем некоторую площадь А такого го- 
рода. Если с нее можно проехать на площадь В по одной улн- 
це, то н с площади В на цсе можно проехать по одной улице — 
нначе удалось бы указать большое кольцо. Поступим теперь 
следующим образом: рассмотрим площадь А и соседнюю с 
ней площадь В„. Площадь В, соединена с площадью А (см. 
рис. 4). Кроме этого, есть еще одна улнца, выходящая на А. 
Пусть она другнм концом выходнт на площадь Во. Но тогда 
есть еще одна улица, соединяющая Ан В. — с протнвопо- 
ложным направленнем двнження. Поэтому еслн мы объявим 
кольцо АВуА новой площадью. условня задачн будут вы- 
полиены; на новую площадь будет выходнть не меньше 
трех улиц. 

Л. Тиманов 


® 


Начнем сразу с задачи 6). Пусть $1, $2. $3. За. 55 — ПЛО- 
щади треугольников А:4.4.. А.А3А.. ААА ААА, 
Аз Аз А › соотвстствеино. Обозначим через а площадь треуголь- 
ника А,А,А., через $ — площадь треугольннка А.А.А. 


у и с — площадь треугольника А1АзА 5. Тогда (см. рис. 
ь Х == $2 а а-Е За: 

х = 5. - ь-- $; (1) 
х = 54 Е с- $3. 


Пусть величины углов А.А.4., А›А.А., А,А.Ав равны а, 
Вит соответсвенно. Тогда (рнс. 9): 

251 —. И 14|. А.А т а. 

254 = Раба: 14: А 55 (у — В), 

25: = 14,А2|- [А.А 55: у, 


Куап тссте.ги 





25 — | А.А. А.А. |3т В — “), 
2а = 1А.А>|- А.А. |9т В. 
26 = |АзА, | А, Аз (у —@&). 
откуда 
$:$:- 25$, = А [мпа эт (у — В) + туз (В — @)], 
ас = К зп В эт (у — <), (2} 
1 
где А = 4 | А, А» |-| А, А, || А. Аа|-| А, Аз[. Легко прове- 
рить тождество 
зита т (В — 5) - зв Вт (7 —а) - зп фт (а — В = 0. 
Поэтому, в силу (2). 
$:5:-- 255 — а= 0. (3) 
Подставляя в соотношение (3) вместо а. $ и с их выражения 
через х, 51. 52. 53. аи $ь, получаем: 
$154-- & — 5$, — 54)55 — 
Рнс. 8. —@-— 5, — 56—85, —$3) = 9, 
и, следовательно, 
№ (51 + $. -- $3 + о -- 55) -- ($152 = $.5$. -- 
-- $35. + 5,5 -|- $51 = 0. 





Подставляя в это уравнение $: = $, = $. = $, = $5, 55 = 
= 35/2. получим ответ задачи а): х = 48 (см. рис. 10). 

Приведенное нами решение задачи 6) предложил в 1824 го- 
ду однофамилец знаменнтого Гаусса — «придворный совет- 
ннк» Гаусс (Негг Ногайй ОСацз$). Оно онубликовано в жур- 
нале «АзгополизсНе ВегйсШе», 1824, т. 2. с. 343. В этом ре- 
щении существенно используется выпуклость нис- 
ходного цятнугольника. Одиако доказаиный результат сира- 
ведлий для произвольного пятнугольника — и не только не- . 
выпуклого, но и такого, стороны которого самопересекаются 
(например, как на рисунке 11). Подробно об этом рассказано 
в статье А. Лопшица «Задача Мёбиуса и ее продолжение», 
«Квант», 1977, № 3. 





А. Лопшиц 

А: 
А: 

А; 
Аз 4. 
75/77 

А, А, ^: 

Рнс. 10. Рис. 11. 
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№415. Какое наибольшее число 
^оролей можно расставить 
на торической шахматной 
доске пхп. чтобы они не би- 
ли друг други? Торическая 
шахматная доска получается 
из Обычной размером пхп, 
у которой верхняя и нижняя 
горизонтали. а также левая 
и правая вертикали счита- 
ются склегнными. На тори- 
ческой доске с каждого поля 
король может пойти на в0- 
семь соседних полей (рис. 18). 





Куап.тссте.ги 


Отметим на доске центры всех полей и образуем вокруг каж- 
доге короля квадрат со сторсной 2 (рис. 13). Поскольку то- 
рническая дсска не имеет края, квадраты эти всегда определе- 
ны, и для того. чтобы короли не били друг друга, необходимо 
н достаточно, чтобы такие квадраты не пересекались (сопрни- 
касаться нм разрешается). Для удобства сдвиием эти квадра- 
ты на полклеткн вверх н вираво, чтобы них края шлн по краям 
клетки (рис. 14). Тогда наша задача заменяется эквивалент- 
ной: какое наибольшее число М квадратов 2х2 можно распо- 
ложить на торической доске п Х п так, чтобы они не пере- 
секались? 


Еслн п = 2т, то ответ очевнден: 7? квадратов 2х2 пол- 
л2 
ностью закроют всю доску и № = т2= на Пусть теперь п 


= 2т -+ 1; тогда ясно, что в каждом ряде останется не мень- 
ше одной пустой клетки, т.е. в каждом ряду квадраты по- 


кроют не больше 2т клеток, а всего будет покрыто не больше 
Я т 2т (2т + |) 
2т (2т -- |) клеток, т. е. и < 


№ — число целое, можно 


т(2т 1) пп 
пе [ен] 


Оказывается, что эта сценка точна: 


№= . Поскольку 


написать также, что 


на торической 
у п? —пв 

доске п Хх п всегда можно разместить тыр квадратов 
2х2. 


Укажем простейший способ такого размещения. Пусть 
т 
сначала т четное, тогда п =4Е--1, № = т (2т -+- |). 


Оставнм пустыми клеткн, получающиеся друг из друга хо- 
дом коня в одном я том же направленин (см. рнс. 15). Тсг- 
да оставшиеся клеткн нетрудно закрыть квадратами. как 
на рисунке 16. Поставив короля в левый нижний угол каждо- 
го из квадратов, мы получим решенне задачи. 

Пусть теперь т нечетно, то есть п = 4 --'3. 


п? —п 
Не 


во квадратов можио следующим способом: вписать в нсход- 
ный квадрат со стороной 44 -|- 3 квадрат со стороной 4А-{- 1. 
оставив но краям рамочку. н заполнить его точно так, 
выше, а затем плотно заполнить и рамочку, 
на рнсунке 17. 


Тогда 


| =(А-|- 144 -- |). Разместить это колнчест- 


как 
как показано 


А. Толпыго 
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$423. Масса воздушного шара 
вместе с волочащимся за ним 
канатом равна М (рис. 18). 
Действующая на шар вы- 


= 


талкивоющея сила равна К, 
коэффициент трения коната 
© Землю и. Сила сопротив- 
ления воздуха, действующая 
на воздушный шар. пропор- 
циональна скорости шара от- 


в = 


—=—ао. Найти скорость шара 
относительно Земли, если ду- 
гт горизонтальный ветер со 


носительно воздуха: 
> 


скоростью и. 





Рне. 18. 


Ф424. Для того чтобы лам- 
почку, рассчитанную на 
капряжение сеты \10 в, вклю- 
чить в сеть с напряжением 
920 в. можно воспользоваться 
реостатом, который может 
быть включен ло схемам а) 
и 6} (рис. 19). Найти к. п. 9. 
каждой из схем. Сопротив- 
ление лампочки 1000 ом, @а 
реостата 2000 ом. 


Рис. 19. 
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Куап. тссте.ги 


— 


На Е. действуют пять сил м” рис. 18): снла тяжести Ех = 
= ме. выталкивающая ела Е. сила сопротивления возду- 
ха Ее. сила реакции Земли м и снла трения со стороны Зем- 


Зи ‚т 
Обозначим через г скорость шара относительно Земли. 


Тогда 


— — 
Ре = —& (и — и). 


Из условия. что возлушный шар движется равномерио в 
горизонтальном направленнн. следует 


Ес} — тр} = 
н 


ГРАН Мм — М вр = 0. 
Кроме того, 


Е тр = р М. 


что + 
с] = —= (|9 И «1. 


из последних трех уравнений получим 


[Е м] = |1. 


С учетом того, 


А. Триубачев 
Ф 


Прежде всего оценим, в каком из двух случаев К. п. д. выше. 
В обоих случаях напряжение на лампочке одно н то же, сле- 
довательно, одинаковы напряжения н на участке АВ (см. 
рис. 193). Ток. лекущий через лампу. тоже один н тот же в 
схемах а) н6). значит, ток на участке АВ п схеме а} больше, 
чем в схеме @). Поэтому н потери мощности на участке АВ в 
первом случае больше. чем во втором. Вдобавок в схеме а) 
бесполезно расходуется мощность на участке ресстата ВС. 

Итак, потери мощности в схеме а) больше, а к. п. д.. со- 
ответственно, меньше. 


Теперь иайдем конкретные значения К. 1. д. в схемах 











а) н 6). В первом случае мощность, выделяемая в лампоч- 
2 
ке, равна тя ‚ а мощность, потребляемая от источника, рав- 
л 
(12 
на 
Ю.В. (здесь А; — сопротивление участка фе- 
ВР. 
остата АВ, а В; — участка ВС). Тогда 
ь К.В л 
О К, -- Ю. — Кл 
ма ——— 
: и: Юл 


Для тога чтобы подечитать 1,. необходимо определить В, 
н К. 

При последовательном соёдииенни напряжения на от- 
дельных участках цепи пропорциональны  сопротивленням 


этих участков: 
и— я = К, 
ил К:Вл 
® Кл 





Кроме того, 
К: + Ю. = Вр = 2Ю п. 


Ф425. В пространство меж- 
ду пласткнами незаряженноео 
плоского конденсатора 8но- 
свепся металлическая пласти- 
на, имеющая заряд 9. Между 
пластиной и обкладками кон- 
денсатора при этож остаются 
зазоры {1 и {.. Площади 
всех пластин одинаковы и 
равны $. Определить раз- 
ность потенциалов между 
обкладками конденсатора. 





Рис. 26. 


$426. В дымовой завесе из 
непрозрачных частчц  ра- 
дицса  г`=5 мкм при со. 
держании массы вещества 
т,=0.04 г в лубометре воз- 
духа дальность видимости 
составляет [= 50 м. Сколько 
вещества в кубометре воздуха 
распыляется другим источни- 
ком лавегы. который создает 
частицы радиуса г. 19 мкм. 
если видимость сокращастся 
90 р 20 м? 
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С учетом того. что 9 = 2 д. из последних двух равенств по- 
лучаем 


В, = (2— У?) 103ом и р, = 7 2-1030м. 
Поэтому 
У? 
= ОО ^ 
Во втором случае (в схеме 6)) напряжение на верхнем участ- 
ке реостата равно 220 в — 1106 = 110 6. то есть равно напря- 


женню на лампочке. Это означает, что на этом участке выде- 
ляется такая же мощность, как и на лампочке. Следовательно, 


Ца = 0,5. 


0,3. 


Н. Соловейчик 


Ф 


Так как кондеисатор -не заряжен, его обкладки не участвуют 
в создании электрического поля. Поэтому поле виутрн кон- 
денсатора создается только внесенной заряженной пластиной. 

Будем счнтать. что линейные размеры пластины много 
больше ее толщины и толщин зазоров В; и №. Это означает. что 
электрическое поле — однородно. Его напряженнссть на- 
правлена от пластины, еслн © > 0 (рис. 20). и к ней при 9 < 


<.0: По абсолютной величине напряженности Ё; и Б.ь в за- 
зорах 1; м #» одинаковы: 


121-181-394. 


Разность потенциалов между обкладками конденсатора 
равна работе, совершаемой электрическим полем, по пере- 
мещению единичного положительного заряда с одной обкладки 
на друтую: 


191 
205 (1. —&). 





Мы = | + Е = 


И. Слободецкий 
Ф 


Рассмотрим слой воздуха с дымом на пути светового пучка 
(рис. 21). Выберем А! настолько малым. чтобы в пределах 
этого слоя практически не было затенення одних частиц дру- 
гими. Такой слой поглотит долю света. определяемую попе- 
речным сеченнем 55 всех частнц. паходящихся в этом слое 
В расчете на единицу поперечного сечения пучка получим 


тм 
*/згр’ 


где № — число частиц в единице объема, р — плотность рас- 
пыленного вещества. 

Запишем соотношение (»} для двух рассматриваемых слу- 
чаев и найдем отношение толщин слоев, в которых поглоща- 
ется одинаковая доля света: 


А$ = ММаг? Млг? = 


(+) 


— я! .пгЗр 


А т.м, 

А тм 
Аналогичиые соотношения можно записать для 2-х. 
3-х,..., п-х слоев. в пределах которых виовь можно пренеб- 


речь взаимным затенением частнц. Если в первом случае 
дальность видимости связана с выбранным 5: соотношением 
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Рикс. 21. 


$427. Две катушки с чис- 
лами витков п:=- 125 н 
п.=1000 намотаны на торо- 
идальный — ферромагнитный 
сердечник диаметром  4А= 
=5 см и ллощедью попереч- 
ного сечения $==1 см*(рис. 29). 
По первой катушке течет 
постоянный ток 14| а, 
вторая катушка подключена 
к гальванометруи. При раз- 
мыкании цепи первой ка- 
тушки через гальванометр 
проходит заряд д==19-3 к. 
Полное сопротивление цепи 


второй катушки Ю==100 ом. 
Определить магнитную про- 
ницаемость материала, из 
которого сделан сердечник. 
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й = ЛАД, то и во втором случае, очевидно, [, = пА4ь. Тогда 
можно записать 


1 ЛАЙ По Г, 
/ ПА т, Го 
Отсюда 
га | 
т. =т, Е: 1 == 0,2 2г/м3. 
© В. Бедонучкин 


При протекании по первой катушке электрического тока В 
сердечнике возникает магнитное поле. Индукция магнят- 
ного поля, созданиого пронодником с током, всегда пропор- 
циональна силе тока в проводнике. Она зависит также от 
конфигурации проводника и от магнитной проннцаемостн 
среды. 

Из соображений симметрии очевндио, что в тороиде ин- 
дукция магиитиого поля одинакова по абсолютной величине 
во всех точках окружности, центр которой совпадает с цент- 
ром торонда (см. рис. 22). Кроме того, поперечное сечение 
торомда мало. Таким образом, поле внутри тороида можно счи- 
тать однородным. Строгий расчет, проведенный для даиного 
случая, дает 


| В | п 
ы — Ной ла ' 
где Но = 4-10-7 гн/м — магнитная постоянная, и — магинт- 
ная проницаемость матернала сердечника. 

Поток магнитной нидукции через поперечное сечение то- 
роида площадью $ равен 


= [В ьы 18 5.. 


При размыкании цели первой катушки магиитный по- 
ток будет уменьшаться. Пусть за малый промежуток време- 
ни АЁ поток уменьшится на АФ. Во второй катушке воз- 
инкнет электродвижущая сила нидукцин 


АЯ 
16] = п р 
и пойдет ток 
г — М п [49] 
м ВА" 


За время АЁ через гальванометр пройдет заряд 
Аа = АЕ = = МФ. 


Весь заряд, прошедший по цепи второй катушки, опреде- 
ляется полиым измененнем потока магнитной индукции: 


= 249 = ЗАМ -ПФ= 


_ Пизано $, 
гаЮ 
Отсюда 


ря ппоной 


В. Светозаров 


По странмцам школьных учебников 


Н. Виленкин 


Как возникло 
и развивалось 
понятие функции 


У истоков 


В те далекие времена, когда люди 
еще не умелн считать, они уже знали, 
что чем больше оленей удастся убить 
на охоте, тем дольше племя будет из- 
бавлено от голода, чем дольше горит 
костер, тем теплее будет в пещере. 
Постепенно, с развитием скотоводст- 
ва и земледелия, количество извест- 
ных людям зависимостей увеличи- 
лось: например, люди узнали, что 
урожай увеличивается при увеличе- 
нии площади поля, настриг шерсти — 
при увеличенин стада овец, а ‘чем 
болыше людей занято в сооружении 
плотины, тем меньшая часть работы 
приходится на долю каждого из них. 


Взвешивание, нзмерение длин н 
объемов и другие аналогичные опе- 
рации поставнли каждой величине в 
соответствие число — меру этой ве- 
личины при данной единице измере- 
ния. Купцам Надо было знать зави- 
симость меры от выбранной единицы 
измерения. Они должны были твер- 
до помнить, например, что в одиом 
таланте содержится 60 мин, а потому 
3 таланта — это все равно, что 180 
мин — хоть меры разные, а величина 
одна и та же. 


В обыденной жизни редко прихо- 
дилось иметь дело с более сложными 
соотношениями. Но число разносб- 
разных зависимостей, с которыми 
приходилось сталкиваться писцам, 
все время увеличивалось — (пнсцы 
учитывали поступавшне налоги, опре- 
деляли запас пищн, потребной войску 
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для похода, количество кирпичей, 
необходимых для возведення двор- 
ца ит. д.). Чтобы обучать писцов, 
были написаны книги, содержащие 
решения типичных задач. 

Высокого уровня математические 
знания достигли в Древнем Вавилоне. 
Для облегчения вычислений вавнло- 
няне составнли таблицы обратных 
значений чисел, квадратов н кубов и 
даже таблицы для сумм квадратов и 
кубов числа. Говоря современным 
языком, это были таблицы функций 
у= „, ух, ум, ура. 
С помощью таких таблиц можно было 
решать н обратные задачи: извлекать 
квадратные н кубические корни, ре- 
шать квадратные уравнения и т. д. 
Комбинируя несколько таблиц, ва- 
вилоняне находнли длину гипотену- 
зы по заданным длинам катетов, то 
есть вычисляли значения функции 
2=И ху. И хотя путь от по- 
явления таблиц до создання общего 
понятия функции был еще очень ве- 
лик, первые шаги по этому пути ва- 
вилоняне сделали. 

Математики Древней Греции ста- 
рались не выражать величин чнсла- 
ми — они знали, что существуют не- 
соизмеримые отрезки. а понятия ир- 
рацнонального числа у них не было. 
Но все же многие их исследования 
оказались весьма полезными, когда 
через два тысячелетия стало формн- 
роваться общее понятие функции: 
они изучили много кривых (эллипс, 
гиперболу, параболу, различные спн- 
рали и улитки ит. д.}, исследовали не- 
которые задачн на наибольшее и наи- 
меньшее значения, открыли взаимо- 
отношения между длннами отрезков 
хорд и днаметров. Особенно важным 
были результаты греческих астроно- 
мов, заложивших основы новой об- 
ласти математики — тригонометрин. 
Они составили таблицы зависимости 
между величиной дугн и длиной стя- 
гивающей ее хорды. По сути дела то 
были таблицы функции у = чмх— 
ведь длина хорды, стягивающей дугу 
в 2х (градусов), равна 2Ю зтх, где 
Ю — радиус круга (см. рис. 1). При 
их вычнслении использовалась завн- 
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Рис. 1. 


симость между длинами диагоналей 
виисанного четырехугольника н дли- 
нами его сторон (теорема Птоле- 
мея *)). 

После падения Римской империи 
(последняя четверть \ в. н. э.) н рас- 
пространения христианства, отрицав- 
щего языческую науку и философию, 
центр научных исследований лостепен- 
но переместился в арабоязычные стра- 
ны. Ученые этих стран ввели новые 
тригонометрические функцин и усо- 
вершенствовали таблицы хорд. 

Исследование же общих  зависи- 
мостей между величинами начал в 
ХГУ веке французский ученый Нико- 
лай Оресм. В его рукопнсях есть 
рисунки, напоминающие современные 
графики функций. Он даже пытался 
классифицировать эти графики. Од- 
нако продвинуться дальше ему поме- 
шало отсутствие общей алгебранче- 
ской символики. Лишь после того, 
как в течение ХУ1 века были разви- 
ты начала буквенной алгебры (Фран- 
суа Виет), удалось сделать даль- 
нейшие шагн. 


Математика переменных величин 


В ХУГ-ХУП веках техника, про- 
мышленность, мореходство постави- 
лн задачи, недоступные для матема- 
тики древности, имевшей дело лишь 
с неподвижными объектами, с посто- 
янными величинами. 

В то же время стало распростра- 
няться убежление, что мир управля- 
ется законами природы, которые мож - 
но познать. Для формулирования 


*) «Квант», 1976, № 7, с. 26.. 
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этих законов и решения поставлен- 
ных задач нужны были новые мате- 
матические методы. 

Одним из первых над созданием 
новых методов познания мира заду- 
мался основатель динамики Галилео 
Галилей. Он размышлял о том, 
как меняется скорость падающего 
тела, по какому закону происходит 
колебание маятника, как движется 
точка, расположенная на ободе катя- 
щегося колеса. | 

Чтобы описать физические законы 
движения математически, нужно бы- 
ло ввести понятие переменной вели- 
чины. Это сделал французский фн- 
лософ и математик Рене Декарт, 
живший в коние ХУ] и лервой поло- 
вине ХУП века. 

«Поворотным пунктом в матема- 
тикеё была декартова переменная ве- 
личина. Благодаря этому в матема- 
тику вошли движение и диалектика». 
(Ф. Энгельс). 


Для записи зависимостей между величи - 
нами Декарт применял буквы, а отношения 
между иеизвестными и известными величи- 
нами выражал в виде уравнений. 

Выбрав определенные единицы измере- 
иня, можно выразить все изучаемые величи - 
ны чнслами. Следовательно, зависимость 
между величинамн переходит в зависимость 
между числами. Напрнмер, если выбрать в 
качестве единиц для измереиня расстояний 
и промежутков времени метр и секунду, то 
зависимость пути. пройденного телом при 
свободном падении, от времени выразится 
формулой 5=1/, 8, гдед=9.81. При изме- 
ненин числа ё меняется число $. а потому 
эта формула связывает друг с другом число- 
вые переменные Ри $5. 

Однако в течение долгого времени избе- 
гали говорнть © числовых переменных, а 
вместо них говорили о переменных величи- 
нах. Чтобы отличить переменные величнны, 
рассматриваемые в математике. от тех. ко- 
торые изучает физика (расстояннй, проме- 
жутков времени, скоростей н т. д.), делали 
оговорку, что речь идет об «абстрактных 
переменных величинах», принимающих чис- 
ловые зиачения. Физические же переменные 
величииы с этой точки зрения принимают 
ме числовые, а «именованные» значения. На- 
пример, отдельными значениями конкретной 
велнчины, имеющей размерность длины, Яв- 
ляются не числа 1, 2, За | м, 2 м, 3 см 
ит. д.; иричем, хотя 3 см н 0,03 м выража- 
ются различными числами Зи 0,03, все же 
3 см=0.03 м. 


Открытия Декарта дали математи- 
кам общий метод для изучения кри- 
вых. Теперь место геометрических 
рассмотрений, столь популярных у 
греческих математиков, заняло алгеб- 
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раическое исследование уравнений 
кривых, — геометрические свойства 
устанавливались алгебраическими 
методами. Это был важный шаг на пу- 
тн формирования общей идеи зависи- 
мости одннх переменных величин от 
других. Многие кривые, которые изу- 
чали ученые ХУП века, возникли из 
практических задач — оин были нуж- 
ны для описания качения зубчатых 
колес, движения маятника и т. д. 
Изучались и графики элементарных 
функций — синусонда, тангенсон- 
да ит. д. 


Рождение термина 


В науке часто бывает, что длительное 
время применяется то или иное ноня- 
тие, но оно фигурирует лишь неявно, 
не имея определенного названия — 
каждый ученый называет его по- 
своему. Из-за этого одни и те же рас- 
суждения повторяются каждый раз 
заново. Введение нового термина 
приводит к уточнению соответствую- 
щего нонятня, освобождению его от 
всего случайного и несуществеиного, 
к выявлению общих черт в рассуж- 
деннях, проводившихся независимо 
друг от друга в различных областях 
науки. 

С 1673 года знаменитый немецкий 
философ и математик Готфрид Виль- 
гельм Лейбниц начал использо- 
вать в свонх рукописях слово «фимк- 
ция». Однако он употреблял этот тер- 
мин в очень узком смысле, у него 
речь шла лишь об отрезках касатель- 
ных к кривым, об их проекциях на 
оси координат и о «аругого рода ли- 
ниях, выполняющих для данной фи- 
гуры некоторую функцию» (от ла- 
тинского — «функтус» — выполнять}. 

Иоганн Бернулли, один из 
первых учеников Лейбница, дал оп- 
ределение функции, свободное от гео- 
метрических терминов: — «функцией 
переменной называется количество, об- 
разованное каким угодно способом из 
этой величины и постоянных». Это 
определение привело в восхищение 
престарелого Лейбница: он угадал, 
что отход от геометрической терми- 
нологии знаменует новую эпоху ма- 
тематики — эпоху изучения функ- 
ций как самостоятельных объектов, 
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притом основанного на числах, а не 
на геометрин. 

Под «каким угодно способом» во 
времена Бернулли понимали арифме- 
тические операции, операции извле- 
чения корней, тригонометрические и 
обратные тригонометрические, пока- 
зательные и логарифмические «опе- 
рации», а также их различные комби- 
нации. Такие функции теперь назы- 
вают элементарными (их сейчас 
нзучают в школе). 

В ХУП и, особенно, в ХУ1Ш веке 
математикн сталин рассматривать функ- 
ции, получаемые суммированием бес- 
конечного множества элементарных 
функций. Это привело к расширению 
класса изучаемых функций. Один из 
самых замечательных математиков 
ХУ века член Петербургской ака- 
демии наук Леонард Эйлер опре- 
делял функцию так: «когда некото- 
рые величины зависят от других тё- 
ким образом, что прн изменении по- 
следних и самн они подвергаются изме- 
нению, то первые называются функ- 
циями вторых» В одной из работ он 
говорит даже о графике функцин, 
как о кривой, начерченной «свободным 
движением руки». 


Спор о понятии функции 


Вопрос, что же такое функция н как 
связаны между собой поиятия функ- 
ции и ее аналитического выражения, 
привлек к себе внимание математиков 
в связи со спором, в котором приняли 
участие виднейшие ученые ХУТШ ве- 
ка — Эйлер, Даламбер, Д. Бернул- 
ли и многие другие. 

Решая задачу о колебаннях стру- 
ны, Эйлер и Даламбер получили от- 
вет, в который входила некоторая 
функция. Эта функция была связана 
с первоначальной формой  колеблю- 
щейся струны. Эйлер считал. что 
первоначальное отклонение струны 
от положения равновесия может за- 
даваться на разных участках струны 
разными формулами, например так: 


ах, если аа. 
ны а([—х), если хи 


{{ — длина струны). 
считал, 


Даламбер же 
что такие функции недопу- 
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стимы, что следует рассматривать 
лишь функции, нмеющие одно ана- 
лнтическое выражение для всех зна- 
чений аргумента х. 


Положенне осложнилось после то- 
го, как Даннил Бернулли предложил 
формулу, выражавшую решение в ви- 
де суммы бесконечного ряда, состав- 
ленного из тригонометрических функ- 
ций, причем оказалось, что эта фор- 
мула годится и в случае, указанном 
Эйлером. Получилось, что одна и та 
же функция может быть задана и од- 
ним выражением (суммой ряда), и 
разными выражениями. Это никак не 
укладывалось в сознании ученых 
ХУПГ века. 


Возникший спор привел к тому, 
что в конце ХУПП века математики, 
определяя функцию, избегали гово- 
рить о том, как она задана. Наири- 
мер, французский математик Ла- 
круа писал: «Всякое количество, 
значение которого зависит от одного 
или многих количеств, называется 
функцией этих последних, независимо 
от того, известно или нет, какне опе- 
рацин нужно применять, чтобы пе- 
рейти от них к первому». 


Современный этап 


Окончательный разрыв между поня- 
тнями функцин и ее аналитического 
выражения произошел в начале ХХ 
века, после того как французский ма- 
тематик Фурье показал, что функ- 
цин, заданные на разных участках по- 
разному, можно, вообще говоря, пред- 
ставить во всей области задания в 
виде суммы одного и того же бесконеч- 
ного ряда. Таким образом, — несу- 
щественно, одним или многими выра- 
жениями задана функция; суть лишь 
в том, какие значения принимает од- 
на величина при заданных значениях 
другой величины. 


После длительного уточнения этой 
нден, в котором приняли участие ие- 
мецкий математик  Лежен Ди- 
рихле, русский математик Нико- 
лай Иванович  Лобачевскнй 
п другие ученые, пришли к следую- 
щему определению функцин: «Пере- 
менная величина у называется функ- 
цией переменной величины х, если каж- 
дому значению величины х соответству- 
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ет единственное определенное зниче- 
ние величины и». 

По этому определению  получи- 
лось, что функций гораздо больше, 
чем этого хотелось бы его авторам. 
Например, еще Дирихле заметил, что 
под это определение подпадает такая 
«странная» функция, как 


0, если х — иррациональное 


число, 
О (х) = 
[, если х— рациональное 
число. 
Действительно, каждому  значе- 


нию х соответствует определенное 
5 
значение О(х); например, В (5) =}, 


ар (л)=0. С точки 


математнка ХУПГ века В (х} совсем 
не функция, поскольку не указана 
формула, по которой ее можно вы- 
Числить. 

После введения этого определения 
под одним н тем же словом «функция» 
стали пониматься совсем разные ве- 


щи. Глядя на формулу = ав, 


же зрения 


одни говорили, что $5 — функция ар- 
гумента { (путь — функция временн). 
Другие считали функцией выражение 


5 Е, то есть придавали основное 


значенне выражению, по кото- 
рому можно находить значення функ- 
цни. Но все большее распространение 
получала третья точка зрения, со- 
гласно которой функцией здесь явля- 


| 
ется не $ и не выраженне > &Ё, а 


закон, позволяющий по заданному 
значению { находить значение $ (тот 
же закон можно ведь записать и так: 


5 = За У #). Иными словамн, функцию 


стали трактовать как закон, позволяю- 
щий по каждому значению х найти 
единственное значение у. 

Когда была создана общая теория 
множеств, стало ясно, что в понятни 
функцин значениями как х, так и у 
совсем не обязаны быть числа. Теперь 
под функцией {[ понимают зависи- 
мость или соответствие («Алгебра 6», 
пп. 16—17) между любымн множест- 
вами Хи У, при которых каждому 
элементу х из Х соответствует еднн- 


ствеиный элемент у из У, у-/ (>. 
Х называют областью — определения 
функции, а множество {{ (х] |х ЕХ}— 
множеством ее значений. Обычно для 
произвольных множеств вместо слова 
«функция» предпочитают равносиль- 
ный ему термин «отображение». На- 
пример, геометрические преобразова- 
ния задают отображения множества 
точек плоскости (или пространства) 
на себя. Сопоставляя каждому тре- 
угольнику вписанную в него окруж- 
ность, получаем отображение мно- 
жества треугольников на множество 
окружностей, а сопоставляя треу- 
гольнику его площадь — отображе- 
ние множества треугольников на мно- 
жество положительных чисел. Функ- 
ции, которые рассматривали Лейбниц 
и Бернулли, Эйлер, Лобачевский и 
Дирихле, являются  отображениями 
одного числового множества на другое 
(например, функция у=И В — х?, 
—ИЮ=<х= К, отображает — отрезок 
{—^; В} на отрезок 10; К\). Их на- 
зывают числовыми функциями. 


Мы проследили развнтие понятия 
функцин от его истоков до современ- 
ных обобщений. Прн столь общем 
подходе к понятию функции, который 
иринят сейчас, уже трудно уловить 
его происхождение из задач физики, 
астрономни и геометрии. Но все же в 
основе остается тот факт, что прн за- 
данном значении некоторой физиче- 
ской величины зависящие от нее вели- 
чины принимают совершенно опреде- 
ленные значения. Именно это и дает 
возможность использовать функцио- 
нальные зависимости и при расчете 
полета межпланетного космического 
корабля, и при изучении сил, дей- 
ствующих в атомном ядре, и при вы- 
боре наиболее выгодного плана про- 
изводства. 
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Рнс 2. 


Упражнения 


1. Каждому параллелограмму сопостав- 
ляют его площадь. Является ли это соответ- 
ствие функцией? Каковы ее область опреде: 
ления и множество значений? 


2. Каждой окружности сопоставляют ка- 
сательную к ней прямую. Является ли это 
соответствие функцией: если является, то ка- 
ковы ее область определения и миожество 
значений? 


3. Каждой окружности сопоставляется 
вписанный в нес квадрат. Является лн это 
соответствие функиней? Является ли функ- 
цией соответствие, при котором кзждой ок- 
ружности сопоставляется вписанный в нее 
квадрат. стороны которого параллельны осям 
координат? 


4. Является ли функцией соответствие, 
при котором каждому треугольнику сопостав- 
ляется центр описанной вокруг него окруж- 
ности? Каковы здесь область определения и 
множество значений? Является ли функцией 
соответствие, при котором каждой тройке 
тоцек ма плоскости сопоставляется центр 
проходящей через них окружности? ; 


5. Является ли функцией соответствие, 
при котором каждой паре (а. 5) чисел сопо- 
ставляется точка с абсциссой а и ордннатой 
Ь? Каковы здесь область определения и мно- 
жество значений? 


6. Выразите через х площадь фигуры, 
отсечемиой от фигуры. изображенной на рн- 
сунке 2, прямой. параллельной основанию 
АВ и отстоящей от него на расстояние х 
(пазмеры даны иа рисунке. 


м— дд 


| 
равно пос- поэтому а, —=° ит.д. 


ледней дробн в разложении 


бп, Гал в цепную дробь. 


Задачи Неа 
наших 
читателей Пари 


Последовательность (ап) 
определена следующим об- ме 
В = 


>. 52 


разом: аз = 


а На = + = 
р 


1 
= 


а) Чему равио 0,000? 


6) Всегда ли ак будет 
обратно простому чнслу? 


П. Кирей {г. Николаев) 





45 


Куап тссте.ги 





Циссоиды 


Циссоида Диоклесса ®) — ед- 
ва ли не самая древняя из 
замечательных кривых. Опа 
может быть определена так. 
Рассмотрим произвольную 
окружиость (0, г) и точку Р 
на ней. Пусть РО — диаметр 
окружности, а ? — касатель- 
ная к ней, проходящая через 
точку О (рис. 1). Выберем 
произвольно точку ЁЕ /. 
Пусть [РС <0, П—М. По- 
стронм на отрезке РЁ точ- 
ку М, для которой [РМ |= 
= |2 №|.  Миожество точек 
М. построенное для всевоз- 
можных точек БС Ь и есть 


циссоида Дноклесса. 
Положение точки М мо- 
жет быть описано парой Чи- 


^ 
сел (Фф.р>, где 9=ЕРО. 
р= |РМ|. Парз ($, р) 
называется полярными коор- 
динатами ®® (точки М, ф — 
ее лоиярным иглом, 9 — по- 
лярным радиусом. Точка Р 
при этом называется лолю- 
сом (аналогначала координат), 


— 
вектор РМ — радцусом-век- 
тором циссоиды. В циссоиде 


л л 
Дноклесса — = <$<5 Е 


Можно напнсать уравнение, 
связывающее полярные коор- 
динаты произвольной точки 
циссоиды Диоклесса: 

2 
605 ф 
лярное уравнение циссоиды 
(выведите его). 

Прямзя РО является осью 
симметрии циссоиды Диоклес- 


ы 
са. При стремленни фк 





р = — 2гс0$Ф — ипо- 


л 
(нли к з ) точка М стре- 


мится к /: таким образом, 
прямая [ является асимпто- 
той инссоиды. 


*) Дноклесс жнл где-то 
между-250 к 100 гг. до м. з. 

** Полярную систему ко- 
ординат (для описания раз- 
лнчных спиралей) первым 
ввел. по-видимому, в 70-е 
тоды ХУИ века И. Ньютон. 
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Рис. 3. 


В конце ХУП века по- 
нятне циссоиды было обобще- 
но: пусть’/:, [» — две про- 
извольные (плоские) кривые, 
Р — произвольная точка: 
В остальном построенне про- 
изводится по-старому:  бе- 
рем произвольную точку 1.6 


ЕН н откладываем на РЁ 
отрезок РМ, для которого 
|РМ |= НОМТ (здесь МГ) 
ГР). Полученное мно- 
жества точек М называют 
циссоидой. . 

Сообразите,  иапример, 
какая Циссонда получится, 
если Н=(0, ч). Ь==0. $ 
н Р-=О. 


На второй страниие об-. 


ложки изображено семейства 
циссоид, получающееся при 
фиксированных кривой /,= 
= (0. ‚) и полюсе РЕ (0.1. 
если }, меняется: каждая /» 
получается параллельным пе- 


.АТЮ вытекает. 


= 
реносом 2с касательной / 
{красная прямая» на ©б- 
ложке). (Напишите поляр- 
ное уравненне этих циссонд— 
см. рис. 2. Оно будет, конеч- 
но. зависеть от параметра 
Е 
[с В: 
Циесоида  Диоклесса 
(«красная циссовла» на 0б- 
ложке} имеет в полюсе острие. 
Если прямая {, расположена 
вне окружности /1, то в нан- 
более удалеиной от {[, точке 
циссоида имеет закругление. 
Если же &ПН = ©. то цис- 
соида имеет в полюсе пет- 
лю. частностн, если № 
проходит через центр окруж- 
ности Ё, то циссоида пре- 
вращается в  строфонду 
Квант», 1977, № 2). 
Прнведем способ по- 
строения дуги циссоиды (из 
семейства  циссонд, изобра- 
женного иа обложке), при- 
надлежащий Ньютону. За- 
дадим в плоскости точку Ю 
и прямую 1. Возьмем проз- 
рачный угольник -АВС (В 
==90°), у которого |АВ|- 
= |ЮТ]| (Т — основание пер- 
лендикуляра, опущенного из 
К на- 1). Будем перемещать 
угольник Ци 3) так, чтобы 
вершина скользила по /. 
а катет ВС ‹проходил» через 
Ю. Тогда фиксированная точ- 
ка М катета АВ опишет дуту 
писсоиды (в частности. то 
ка В — дугу. строфонлы). 
Как это показать? Про- 
велем через АМ прямую, па- 
раллельную АЖ. Пусть эта 
прямая пересекается с РГ 
в точке Рм. Из конгруэнт- 
ностн треугольников АВВ н 
что точка 
Рм занимает на отрезке ЮТ 


положенне, не зависящее от - 


положения утгольиика АВС- 
Подсчнтав |МРу|. можно 
убедиться. — что точка М 
описывает циссоиду. Предо- 
ставляем это читателю (ре- 
комендуем использовать по- 
лярное уравнение). 

Используя — построение 
Ньютона, легко определить 
положение касательной к цис- 
соиде в точке А. Провелем 
черел точку В перпендикуляр 
к ВС н через А — перпен- 
дикуляр к Г. Пусть этн пер- 
пенднкуляры пересекаются 
в точке А! (рис. 3). Тогда пер- 
пепднкуляр к Я А]. проведен- 
ный в точке 41, булет искомой 
касательной. 


В. Березин 


_ А 


«Квант» для младших школьников 








Задачи 


1. Сколько существует двузнач- 
ных чисел, у которых цифра десятков 
больше пифры единиц? 

2. Кусок проволоки длиной 102 см 
нужно разрезать на части длиной 
15 см и 12 см, но так, чтобы обрезков 
не было. Как это сделать? Сколько ре- 
шений имеет эта задача? 

3. Может лн фигура, состоящая 
из пятн точек, иметь один центр сим- 
метрин и ровно одну ось симметрии? 

4. Сколькими способами можно из 
прямоугольника размером 3%5 см 
сложить треугольник, разрезав пря- 
моугольник на две части одним пря- 
молннейным разрезом? Способы счи- 
таются различными, если они прниво- 
дят к неконгруэнтным  треугольни- 
кам. 

5. В действиях на рисунке каждая 
цифра зашифрована некоторой бук- 
вой. Расшифруйте эту запись, а за- 
чем запишите буквы по номерам в 
порядке возрастания (с 0 до 9). Какое 
слово у вас получилось? 
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По АЯ 


Все началось с писем. 

Письмо первое. «Здрав- 
ствуй. Андрей! У нас в школе недав- 
но была олимпиада по математике. 
Я решил все задачи, только в послед- 
ней я не уверен. Некогда было про- 
верить, все ли числа я нашел; даесли 
бы н было время — все равно не стал 
бы перебирать все двузначные чис- 
ла, потому что скучно это! Порелай и 
напиши, какне у тебя будут ответы, 
а то я сомневаюсь. Вот эта задача. 

В некотором двузначном числе за- 
черкнули цифру. и оно уменьшилось 
в 31 раз. Какую цифри и в каком числе 
зачеркнули? 

У меня получилось три ответа: 
31, 62, н 93, причем зачеркивать на- 


до первую цифру. Сергей». 
Письмо второе. «Здрав- 
ствуй, Сережа. Ты дал правиль- 


ный ответ и, если ты так догадлив, 
то реши нашу олимпиадную задачу. 


Трехзначное число больше двузнач- 
ного, записанного его последними циф- 
рами, в 26 раз. Найти это число. 
Сколько всего существует таких чи- 
сел? Андрей». 

Получив это письмо, Сережа обра- 
довался, а потом нопробовал решить 
задачу Андрея. Но на этот раз догад- 
ка не приходила, хотя Сережа испы- 
тал много чисел, пробовал составлять 
их сам. Тогла о подумал, что, может 
быть, задачу можно решить уравнени- 

Но что принять за х? Трехзначное 
число? А как тогда записать условие 
задачи? 

Вдруг его «осенило», что все числа 
записываются с помощью лииль десяти 
цифр- В задаче неизвестно трехзнач- 
ное число. Вот и три неизвестных: 

число сотен — х, 

число десятков — и, 

число единиц — 2. 
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А условие задачи запишется так: 
100х -+ 10, + г = 26(10у + 2), 
или, после упрощений, 
4х = 10у + г. 

Тут Сережа снова призадумался — 
уравнение одно, а неизвестных три. 
Но как только он вспомнил, что 
х, и, 2 — цифры, дело опять пошяо. 
В последнем равенстве справа стоит 
10у + 2 — двузначное число, значит 
н слева 4х — тоже двузначное число. 














Так будет лишь при х = 3, 4, .., 9. 
И сразу получается ответ: 

х | 10-2; и Е: Ответ 

3 12 1 2 312 

4 16 } 6 416 

5 20 2 0 520 

6 24 2 4 624 

7 28 2 8 728 

8 32 3 р 832 

9 36 $ 6 936 





Теперь уже Сережа не сомневался, 
что нашел все числа. Потом он и свою 
задачу проверил, а Андрея попросил 
прислать еще задачи. Вот они. 


Задачн 

1. Найти все двузначные числа, которые 
делятся иацело на а) 2; 6) 3; в) 4; г) 5; 
д) 6; е) 7; ж) 8; з) 9, и при этом дают ча- 
стные, равные сумме цифр делимого. 

2. В записи трехзначного числа всё циф- 
ры различны и нуля среди них нет. Цифры 
этого числа начали менять местами, и все 
получающиеся при этом (различные) трех- 
значиые числа сложили. Доказать, что эта 
сумма делится на 222. 

Верно ли это утверждение, еслн в запнси 
исходного трехзначного числа встречаются 
одинаковые цифры или есть пуль? 

3. При делении некоторого двузначного 
числа на-6 в остатке получилось число, рав- 
ное первой цифре делимого, а при делении 
того же числа на 10 остаток был равен вто- 
рой цифре числа, а частное — 3. Найти все 
такие числа. 


Практикум абитурмента 


куапетесите.ги 








Варианты 
вступительных 
экзаменов в вузы 
в 1976 году 





Куйбышевский 
государственный 
университет 


Куйбышевский государственный ‘универсн- 
тет был открыт в 1969 году. В настоящее 
время недалеко от берега Волги ведется 
строительство университетского городка. Уже 
возведены корпуса механнко-математнческо- 
го и физического факультетов, построено зда- 
ние студенческого общежития. 

Основная цель уннверситета — иолго- 
товка специалистов высшей квалификации 
для работы в научио-исследовательских уч- 
реждениях, на промышлениых предприятиях. 
в высших и средних специальных учебных за- 
ведениях н средних школах. 

Подготовка специалистов в области мз- 
тематики, механики н физики осуществля- 
ется на механико-математическом н физиче- 
ском факультетах. 

Студенты-математики специализируются 
по прикладной математике, функциональ- 
ному анализу н теории функций. по днффе- 
ренциальным и интегральным уравнениям 

Студенты-механики специализируются 
по аэро- н гидромеханике, а также по меха- 
ннке деформируемого твердого тела» 


Студенты-физики специализируются по 
теоретической физике. оптике и спектроско- 
ини, радиофизике и электронике, физике 
полупроводников и диэлектриков, физике 
твердого тела. 

Ниже приведены варианты вступитель- 
ного Нисьменного экзамена по математнке и 
задачи из билетов устного экзамена по фи- 
знке на механико-математическом нк физиче- 
ском факультетах Куйбышевского универ- 
ситета в 1976 году. 


Математика 


Мехаинко-математический факультет 


Варнант 1 

1. Один из двух соосиых конусов они- 
рается вершиной на основаине другого ко- 
нуса, длина его образующей равна {[. вели- 


чнка угла при вершине в осевом сечении 
20. Величина угла при вершине осевого се- 
чения второго конуса равна 2В. Найти объем 
общей части конусов, если отношение длин 
их высот равно &. 

2. Решить уравнение 


] х— 14+ Ух— 2х1 1 
3. Решить неравенство (а> 0) 
108» (Ух: — 2ах 1 1. 


4. Решить систему уравиений 
р зпх-- чпу = за У), 


ржет. 


Варнант 2 

1. В конус, величина угла прн вершине 
осевого сечения которого равна 2&, вписана 
пирамида, основанием которой является пря- 
моугольный треугольник с острым углом В 
Через гипотенузу основания проведена секу- 
щая плоскость так. что отношение площади 
сечения к плошади основавия пирамиды равно 
к. Определить угол наклона секущей плоско- 
сти основания и допустимые значения К. 

2. Решить уравнение 


2х3 — Их: — 2х—3.=0. 
3. Решить неравенство 
4— вх зу Их. 

4. Решить систему уравнений 
их #2 = 3, 
{и = 6, 
хи-г=л. 

Физический факультет 
Варнант 3 


1. Отношение длин двух отрезков. за- 
ключенных между параллельными плсско- 
стями. равно А, а величины углов, которые 
каждый из этих отрезков составляет © одной 
из плоскостей. относятся как 2:3. Найти 
величины этих углов и допустимые значе- 
ния В. 

2. Решить уравнение 


Мк —Ихрз— арх Ты. 


3. Решить уравнение 
с0$#— 05 3х -- 3 с0522х==0. 


4. Решить неравеиство 


хех" 3] юд,И? <уз 


Вариант 4 


1. В правильной четырехугольной пн- 
рамнде через два боковых ребра, не прнинад- 
лежащих одной грани, проведена плоскость. 
Отиощение площади сечения к площади бо- 
ковой поверхности пирамиды равно К. Най- 
ти величину угла между двумя смежными 
боковыми граиямн и допустимые значення #. 

2. Решить уравнение 


Яхт — Их — ЗЕЕ = 0. 
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3. Решить уравиевие 
зп Зх—5т 2х= 6 $ х. 
4. Решить неравенство 
198..(2 х?—3 х-- 1) 2. 


Физика 


Механико-математическнй факультет 


1. С горы высотой #Н==2 м и осиованием 
@-:5 м съезжают санки, которые останавли- 
ваются, пройдя горизонтальный путь {=35 м 
от осяования горы. Найти коэффициент тре- 
НИЯ. 
2. В цеятр металлической полости по- 
мещеи заряд --9. Радиус полости г. Как 
изменится напряженность поля в точке А, 
находящейся на расстоянни г/2 от центра 


полости, если металлическую полость за- 
землить? 

3. Имеются две пластинки: одна из 
стекла толщиной 4#1=16,| мм. другая из 


кварца толщиной [›=10 мм. Известно. что 
время распространения света в иих одина- 
ково. Чему равен показатель преломления 
кварца, если для стекла пел==1.52 


Физический факультет 


1. График проекции скорости тела на 
некоторую ось в зависимости от времени 
имеет вид, приведенный на рисунке. Нари- 
совать графики проекций перемещения и 
ускорения на ту же ось в зависимости от 
времени. 

2. Два металлических шара радиусов 
г=5 см и гг=3 см заряжеиы злектричест- 
вом. Заряд первого шара д, = 5 ед. заря- 
да СГСЭ, второго — 9.= 8 ед. заряда 
СГСЭ. Как измеинтся величина зарядов, 
еслн шары соединить между собой метал- 
лическим проводником? 

3. Найти фокусиое расстояние стеклян- 
ной линзы, погружениой в воду, если из- 
вестно, что ее фокусное расстояние в воздухе 
равно ЁЕ==20 см. Показатели преломления 
стекла и воды равны Пст= 1,6 и л»= 1,33. 


Л. Беркович, А. Тетерев, С. Фоминых 


куапетесите.ги 


Московский 
институт управления 
им. С. Орджоникидзе 


Научно-техническая революция, наиболее 
отчетливое выражение которой наступило 
во второй половиие двадцатого века, харак- 
тернзуется  змачительным ускорением тем- 
пов роста общественного производства на 
базе огромных достижений в областн науки 
и техникя. Одним из наиболее ярких прояв- 
лений научно-техинческой революции, 
оказывающих серьезное влияние на разви- 
тие экономики, является резкое увеличение 
сложности управления народным хозяйст- 
вом. В этой связи постоянио возрастает зна- 
чение и роль научной организации управ- 
ления. 

Организация управления есть ме толь- 
ко сложная многоплановая наука, ион ис- 
кусство, овладеть которым возможио, лишь 
вооружившись фундаментальными знаниями 
теории и практики. 

Московский институт управления 
(МИУ) — едниственный в иашей стране ии- 
ститут, готовящий специалистов по органи- 
зации управления. 

Наука серьезно обогатила арсенал мето- 
дов и средств управления. Экономико-мате- 
матнческие методы, электронно-вычисли- 
тельная техника, системный анализ. иссле- 
дование операций — все это только малая 
часть того, чем необходимо владеть слециа- 
листу в области организации управления. 
Поэтому в нашем институте будущим спе- 
циалистам в области управлення читается 
целый ряд специальных дисциплин, таких 
как теория управления общественным  про- 
изводством, организация управления про- 
взводством,  социально-психологические ос- 
новы управления.  моделнрование процес- 
сов управления, леорня  автоматизирован- 
ных снстем, экономическая кибернстнка, 
зарубежный опыт управления и др. 

В институте принят отраслевой прин- 
цип обучения, в соответствни с которым осу- 
ществляется подготовка специалистов для 
ряда отраслей: машиностроительная про- 
мышленность, энергетика, металлургическая 
промышленность. химическая промышлен- 
ность, строительство, городское хозяйство, 
автомобильный транспорт- 

Кроме специалистов по организации управ- 
ления, в институте готовят специалистов по 
автоматизированным системам управления 
{по чем же отраслям промышленности и 
транспорта} и экономистов-кибернестиков для 
различных отраслей народного хозяйства. 


Характерной особенностью обучения 
в институте является совмещение учебного 
процесса с элементами паучных нсследова- 
ний. При институте работают — научно-ис- 
следовательская лаборатория уиравления 
народным хозяйством ин научно-вычисли- 
тельный нентр, которые осуществляют с0- 
трудничество со многими предприятиями 
нашей страны. 


В распоряжевин студентов имеется свой 
вычислительный центр. где установлены 
современные — вычислительные — машины. 
включая ЭВМ единой серии. Многие иссле- 
дования. проводимые студентами. отмечены 
медалями и дипломами ВДНХ, Мивистер- 
стна высшего и среднего сиециального обра- 
зовавия СССР. ЦК ВЛКСМ. 

Общественная жизнь студентов МИУ 
широка и многогранна. Славные трудовые 
дела студентов, участников строительства 
БАМа. животноводческих комплексов Смо- 
ленщины н ряда строек Болгарии и Чехосло 
вакин. отмечевы многими правнтельствен- 
нымн наградами. С 1974 года в ниституте 
работает факультет общественных профес- 
сий (ФОП). который включает в себя следую- 
щие отделения; лекцион на-пропага ндистекое, 
художественных профессий, а также спор- 


тивной и туристско-экскурснонной работы. 
Неограниченные — возможиости предо- 
ставлены любителям спорта. которые в 


скором будущем получат свой собствевный 
спортивный комплекс. 

Ниже приводятся образцы вариантов 
вступительного  письмениого экзамена но 
математике н примеры задач устного экза- 
мена по физике в ММУ в 1976 году. 


Математика 


Варнанют 1 

1. В треугольник впнсав круг радиуса 
4 см. Одпа ня сторон треугольника разделе. 
на точкой касания на отрезки длины 6 см 
и 8 см. Найти длины двух других сторон. 

2. Решить неравенство 


—6|> 5х9 
3. Решить уравнение 
3. 16«-}-2.81%-=5. 36%, 


4. Решить уравнение 
1 : 
"5 (с0$ 5х + ©0$ 1х) — соз?2х -|- ст?Зх = 0. 


5. Привести к виду. удобиому для ло- 
гарнфмирования: 


т (х рут 2) 
Хх У: — С05 Х 0$ 5 6052 ^ 

Вариант 2 

1. Длина высоты правильной  четырех- 
угольной  усеченной инрамиды равна Л, 
боковое ребро и диагональ пирамиды на- 
клонены к нлоскости ее освования под уг- 
лами “и В. Найги площадь боковой поверх- 
ности пирамиды. 

2. Прн каких значениях р система не- 
равенств 


3х2. рх— 6 
х: — х -|- 1 


—_9< <6 


удовле Ггворяегся 
значениях х? 
3. Решить уравненне 
ХЕ. 27 Юбох == х-Е4. 
4. Решить уравнение 


ори всех действительных 


зн 9х = 25 Зх. 


куапетесте.ги 


5. Вычислить без таблиц 
1 9°—щ 27—41 63° 81°. 


Вариант 3 

1. Длииы двух сторои треугольника рав- 
ны аи. Найти длину третьей стороны тре- 
угольника. если величина угла, лежащего 
против этой стороны. в два раз» больше 
величины угла. лежащего против стороны 5. 

2. Решить уравиепие 


ИЗх2 Е Их 3 = р бах? + №. 


3. Решить ‘неравенство 
Тобол (1) < ПЮБо, 1 (2—5). 


4. Решить уравнение 
1-Н соз 2 со$ 22+ с08 З1 == 0. 
5. Доказать, чго если а-- 51. то имеет 


место иеравеиство а?-- >. 


Физика 


1. Грузик массой п=30 г прикреплен 
к концу невесомого стержня. который рав- 
номерно вращается в вертикальной плоско- 
сти вокруг другого конца, делая п=5 об.сек. 
Длина стержня !=30 см. Каково натяжение 
стержня. когда грузнк проходнт верхиюю 
и нижнюю точки своей траектории? 

2. Два баллона, содержащие один и 
тот же ‘газ, соединили трубкой с краном- 
В первом баллоне давление газа ру == 
= 8.103 н/м?. во втором р. = 6-10” н/м®. 
Емкость нервого баллона У,=3 л, второго 
И.=5 л. Какое давление (8 мм рт. ст.) 
установится в баллонах, если открыть кран? 
Темнература постоянна. Объемом трубки 
можио превебречь. 

3. Конденсатор емкостью С1=72 мкф 
заряжен до напряжения И, -=100 в. а кон- 
денсатор смкостью С,==0.5 мкф — до И›= 
50 в. После зарядки конденсаторы соеди- 
нили одноимениыми полюсами. Какое колн- 
чество теплоты выделится в результате та- 
кого соедннения? 

4. Однослойная катушка. содержащая 
№ 1000 витков провода. помещена в одно- 
родное магнитное поле, параллельное её 
оси. Мидукция магнитного поля равномер- 


но изменяется со скоростью [АВ ИВЕ= 
:=Н-2 имисек. Радиус катушки г=2 см. 
К концам катушки подключеи конденсатор 
емкостью С--10 мхф. Определить заряд 
на конденсаторе. 

5. Светящаяся точка 5 находится на 
главной сптической оси рассеивающей лин- 
зы. Онтическая сила линзы О —2,5 дятр, 
а расстояние от линзы до чиимого изобра- 
жения ‘точки равно 30 см. Где находится 
точка 5? Построить ход лучей. 


О. Михкевков 


$1 


Московский 
институт инженеров 
землеустройства 


Москонский инстятут ииженеров землеуст- 
ройвства является  единственвым в стране 
специализированным высшим учебным за- 
ведбинем. которое готовит инженеров-зем- 
леустроителей. архитекторов по сельскому 
строительству н ииженсрой-геодезистов для 
сельского хозяйства. Институт является 
одиим из старейших вузов страны, крупным 
научно-методическим центром по вопросам 
землеустройства. сельской архитектуры и 
геодезин зв области сельского хозяйства. 

В институте имеются три факультеза; 
землеустронтельный. архитектуры сельских 
населенных мест и инженерной геодезии. 

Землеустроительный факультет являет- 
ся ведущим в институте. Он готовит инже- 
неров-землеустроителей. Чем же привлека- 
тельпа эта профессия? 

Прежде исего надо сказать. что человек, 
посвятивший себя землеустройству, имеет 
дело с замечательной природой нашей стра- 
ны. © ее большим и очень важным богатст- 
вом — землей. Инженер-землеустроитель за- 
нимается отводами участков под стронтель- 
ство промышленных предприятий. крунных 
гидротехинческих сооружений. шоссейных 
дорог и т. д.. составляет проекты межхо- 
зяйственного и внутрихозяйственного земле- 
устройства. разрабатывает меронриятия по 
мелиорацин земель, борьбе с эрозней почв 
и другие. 

Однн из главных помощников земле- 
устроителя — план или карта. Землеустрон- 
тель должен хорошо уметь составлять их, 
поэтому на нервом курсе изучается гсоде- 
зня. А чтобы знать. какова земля по качест- 
ву, что на ней лучше выращивать, можно ли 
посадить сад на том илн ином участке, где 
надо пссаднть лесополосы, а Где — проло- 
жить дороги. студенты изучают ночвоведе- 
ние, земледелие н растевневодство. основы 
животноводства, механизацию  сельскохо- 
зяйственного нроизводства, сельскохозяй- 
ственную мелиорацию и водоснабжение. 

Факультет архитектуры сельскнх насе- 
ленных мест был создан в 1965 году и гото- 
виг архитекторов по сельскому строитель- 
ству. 

В Программе КПСС намечены пути по- 
степенного превращения колхозных деревевь 
и сел в укрупневные населенные пункты го- 
родекого типа с благоустроенными жилыми 
домами, коммунальным обслуживанием, 
бытовыми  преднриятиями, культурными 
ни медицинскими учреждениями. 


Архитлектуриым — проектированием по- 
селков,. жилых и культурно-бытовых зда- 
ний, механизированных животноводческих 
и птицеводческих фёрм и другнх производ- 
ствеиных комплексов и занимаются выпуск- 
ники факультета. На этом факультете изу- 
чают следующие специальные днсциплины: 
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архитектуртое проектирование. рисунок, 
историю искусств н архитектуры. строитель- 
ную механику. конструкцию зданий и со- 
оружений. технологию и организацию  с7ро- 
ительлого производства. а также цикл ин- 
женерных и сельскохозяйствеиных дисцип- 
лин. 

В гронссее учебы студенты выполняют 
курсовые проекты и работы. а для прохож- 
дения производстиенной практики зачисля- 
ются ва иремеииую работу в проектные ор- 
ганизацни, где ачи выполияют реальные 
проекты для колхозов в совхочов- 

Оковчиншие факультет расиредедяют- 
ся в просктвые — инетнтуты по сельскому. 
строительству. расположенные в столичных. 
краевых и областиых цеитрах, а также рз- 
ботаюг районными архитекторами. осу- 
ществляя архитектурное руководство н 
коитроль за стронтельством на седе. 

Факультет ииженерной сеодезни гето- 
вит  инжеперон-геодезистов для сельского 
хозяйства. Специальность Геодезиста — од- 
иа из нанболее дренпих и ромаитических. 
Геологн. гидротехннки и другие специалис- 
ты. недущие разведку чбсобжитых земель. 
идут. как правило. с тонографической картой 
в руках. Это значит, что на эгих необжитых 
землях уже поработали геодсзисты. 

Инженер-геодезист отличается широ- 
той познаний как в области наземных ме- 
тодов съемки. так ин в области обработки 


снимков. полученных с летательных апна- 
ратон. 
Методы наземных — топографических 


съемок нзучаются в курсах геодезии, инже- 
иерной геодезии, высшей геодезии. полевой 
астрономии. При изучении основ фотогра- 
фин и аэрофотосъемки. — дешифрирования 
аэросиимков.  фотограмметрии и инженер- 
ной фотограмметрин студенты  осванвают 
иаиболее прогрессивные и высокопроизво- 
дительные методы создання карт и планов. 


В геодезии и фотограмметрии в послед- 
нее время шнроко нспользуются вовейшие 
достижения в областн радиоэлектроники и 
вычислительной техники. Учебным планом 
предусматривается нзученне специальных 
курсов радиоэлектроники и вычислительной 
техннки. 


Выпускники факультета направляются 
на работу в аэрофотогеодезические — нред- 
нриятия. в проектные институты по земле- 
устройству и другне организации. 


Некоторые из вшпускников факультета 
участвуют в оказанин помощи развнваю- 
щимся странам, выполняя геодезические ра- 
боты для  сельскохозяйственных целей. 

Поступающие в институт держат следую- 
шие экзамены: 

на землеустроительный факультет и фа- 
культет инженерной геодезии — по мате- 
матике (письменно и устно}. физике (устно), 
русскому языку и литературе (письменио}; 
на факультет архитектуры сельских 
населенных мест — по рисунку (гипсовая 
голова и гипсовая архнтектурная деталь), 
черчению {контурная ваза с заданиыми 
параметрами), математике {устно). физике 
(устно}, русскому языку и литературе (пись-* 
менно). 


Ниже приводятся варианты письмен- 
ных работ по математике в МИИЗ 1976 года. 
Варнант { 


1. Упростить выражение (х50. ху, 
х— 2) 


5х? — 10ху 15 хх — 29)? 
ха ду? ° ж— 16 * 
2. Решить неравенство 
2х--8 


19.62 < 0. 
3. Доказать тождество 


1 -|- со; (д ++ За.) с0$ 2% — 


3 р ‚5 
—ов( я — За) та 2512 5%. 


4. В правильной треугольной вризме 
высота равна А, а диаговаль боковой грани 
составляет с основанием угол &. Найти абъем 
призмы. 


Вариант 2 

1. Упростить выражение 
3 10.55 0х | 1 т 
= р ТР р х 


\. 





ха хх 
х— 1 





; 


2. Вычислить $т(л.3 — ©), сели ва = 
3 3 
о л<а<2л : 


== — 4 ; 

3. Найти три числа, образующие гео- 
метрическую  ирогрессню. если нх ироиз- 
ведение равно 64. а среднее арифметическое 
14 
3. 

4. В правильной треугольной нирамиде 
боковое ребро длниы а наклонено к плоско- 
сти основания под углом 9. Найти объем 
пирамиды- 


Варнаит 3 


1. Упростить выраженште (230) 


2 3 ЕН: | 
РЯ | ыР 4 2 


Е + Г 
ев Е 
2Р — 29] + Р 4 
2. Доказать тождество 


Е Ве Вт (2 — =. 
Уп (- 3) 6052 й 





-о: 
3. Роцить неравенство 
юра(х?--2х) < 3. 


4. В равнобедренной травеини оспый 
УГОЛ при основании равен ©. диагональ <«б- 
разует < осповаинем угол В в большес осио- 
вание равно а. Найти высоту и боковую 
-сторону трапеции- 
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Варнант 4 


1. Упростнть выражение 
[(Ур- У) *- 
(утих): 9. 
НРУ 9) д. 
2. Решить уравнение 


252—255 500 =0. 


3. Преобразовать в ироизведение 


Т-| с0$ (2л — 2а) — эт | ы —ч) . 


4. Основание нрямой призмы — ромб с 
высотой Я н острым углом @. Меньшая дна- 
гональ призмы наклоиена к нлоскости осно- 
вания под углом В. Найти объем призмы. 


А. Беликов, Г. Гинзбура 


Курский 
политехнический 
институт 


Курский политехнический институт распо- 
ложен в центре нерепективного промышлен- 
вого района. развитие которого связано. 
прежде всего. с разработкой богалейшего 
месторождення железиых руд — Курской 
магивтной апомалии. Освоение этого место- 
рождения стала возможным сравнительно 
недавно в связи с появлением комплексов 
машини и оборудовзиия, позволяющих вести 
добычу открытым способом носле удаления 
слоя, вокрывающего рудное тело. 

Своим назникновением ннетнтут обязав 
также и развнтию химической  промышаеи- 
ности, в частности.  иронзводству снитети- 
ческих матерналов для изготовлення тканей 
н трикотажных изделий. 

В настоящее премя ннстигуг ежегодно 
принимает на первый куре 1400 студеитов 
и готовит ниженеров по 14 специальностям. 

Факультет автоматики м вычислитель- 
ной техиики готовит инженеров не проек- 
тированию» н эксплуатации  современшях 
электроино-вычнелительных маннир и систем 
автоматического унранления- 

Машиностроигельный  факульлег гоп 
виг ниженеров пю снецнальпостям: техполс- 
гвя машнностроепня. техпологня и обару- 
дование сварочного производства, обогаик- 
ине полезных нсколаемых. — комилекспая 
механизация открытой разработки — меси:- 
рождений полезных  исковаемых. Вынуск- 
иики этого факультета паправляюлся па 
работу ва машиностронтельные заводы. круп- 
ные стройки магистральных трубироводов 
обогатительные фабрики. проектные п койст- 
рукторские ИНСТИТУТЫ. 

Стронтельный факультет готовит — пи- 
женеров-строитслей по осемням стронгель- 
ным специальностям: промышлениое в граж- 
данское строительство. «ельскохозинствев- 
ное строительство, водоснабжение и кана- 
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лнзация, газотеплоснабжение и веитиляция- 
Выпускники этого факультета работают иа 
стройках и в проектных нвститутах, 

Механико-технологический — факультет 
готовит  инженеров-технологов для легкой 
промышленности. перерабатывающей — на- 
туральное шерстяное и синтетическое во- 
локна, но специальностям: прядение нату- 
ральных и химических волокон, техноло- 
гия химической отделки тканей, трикотаж- 
ное производство. машины ин аппараты тек- 
стильной промышленности. Выпускники 
этого факультета работают ва предпрнятиях 
текстильной и трикотажиой промышлеино- 
сти, в коиструхторских и технологических 
бюро научно-исследовательских институтов. 

Ниже приводятся вариаиты цисьменно- 
го экзамена по математике и задачи устиого 
экзамена по физике 1976 года. 


Математнка 


Варнант 1 

1. В прямоугольиом параллелепипеде од- 
ио нз ребер основания имеет длнну а н обра- 
зуег УГОЛ @ с днагональю параллелепнпеда 
и В < днагональю основания нараллелепи- 
педа. Найти объем параллелеинпеда. 

2. Решнть неравеиство 

юн — 2х) 5-1. 
3. Решить уравнение 
60$ 2х== 1-05 4х. 


4. Решить уравнение 


= ИУЗх т 1. 
Вариант 2 


1. Около шара раднуса А онисан конус. 
образующая которого ваклонена к плоско- 
сти основания под углом я. Определить 
полную пбверхность конуса. 

2. Решить уравиение 


16 У5х —а + ШУх-+1=2 -- 0.18. 


3. Докалать тождество 
д я 
ес ( +=) ъес (# 2) = 24ес 25. 
4. Найти область определения фупкани 
(х — хе — 0) (И —х). 


Варнаит 3 

1. В шар радиуса Ю виисапа четырех- 
угольная пирамида, боковые ребра которой 
составляют с высотой пирамиды угол я“. 
Определить абъем иирамиды, еслн в ее ос 
иовании лежиг прямоугольник с утлом В 
между диагоналями. 

2. Решить уравиение 

у 2—0 я ды У 2—2 - 
45+ ь = 5. т тх = =6. 


3 Доказать тождество 
зи? (х —В)— с057 В+ 
-- 205 & соъ В соь (х— В} — со? а. 
4. Чайти область определения функции 


у=У С? — 12х + 32) 1 (6—х)- 
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Физнка 


1. Пуля, летящая со скоростью 400 м/сек, 
попадает в земляной вал и проникает в него 
на глубину 20 см. Сколько времеин двига- 
лась пуля виутри вала? С каким ускорекн- 
ем? Какова была ее скорость иа глубиие 
10 см? Движение считать равиепеременным. 


2. Вагон идет по закруглению радиуса 
800 м со скоростью 72 хм/мас. Расстояние 
между рельсами равно |,68 м. Определить, 
на сколько должен быть выше внешний рельс 
по сравненню с внутренним, чтобы вагон не 
перевернулся? 

3. Шар массой } кг подвешен на нити. 
В шар произведен выстрел в горизонталь- 
ном направлении, н пуля застряла в шаре. 
Определить высоту. иа которую поднимает- 
ся откачнувшийся шар, еслн масса пули 
ЕЮ г, а скорость пули 400 м/сек. 

4. Перед тактом сжатия давление в ци- 
яиндре двигателя внутреннего сгорания 
равно 0,8 атм, а температура 50°С. Опреде- 
лить температуру смеси в конце такта сжа- 
тня, еслн при этом объем ее уменьшился 
в 5 раз, а давление увеличилось до 7 атм. 


5. Кусок железа массой 2 кг, изгретый 
до 750°С, погружен в 1,8 ке воды при темпе- 
ратуре 25°С, при этом вся вода нагрелась 
до 100°С, и часть ее испарилась. Определить 
массу иснарнвшейся воды. 


6. Для нагревания 2 д воды, находив- 
шейся в алюминиевой кастрюле массой 
400 г, от 15°С до 75°С было израсходовано 
в примусе 30 г керосина. Определить коэф 
фициент полезного действия примуса, во- 
лагая, что теплота, пющедшая на нагревание 
сосуда с водой, являстся полезной. Как 
изменится результат. если полезной считать 
чеилоту. пошедшую па нагревание воды? 

7. Электрон движелея в электрическом 
подле из точки, в которой потенциал равен 
600 в. Найти потенциал той точки поля, в 
которой электрон остановится. если началь- 
ная скорость электрона равна 10-108 м/сек 
и направлена вдоль свловой линии ноля. 


8. Найти внутреннее сопротивление и 
э. д. с. батареи аккумуляторов, если при 
сопротивления вмешней цепи 2 ом ток равен 
0,8 а, а при сопротивлении 3 ом — 0,6 а. 


9. Какой должна быть длина активной 
части проводиика, движущегося в магнит- 
ном поле с индукцией 0,8 тл перпендикуляр- 
но нанравлению магиитных линий сс ско- 
ростью 10 м/сек. чтобы в проводинке инду- 
цировалась 3. д. с.. равная 8 8? 

10. На каком расстоянии пало поставить 
свечу перед вогнутым зеркалом. фокусное 
расстоячие которого равно 10 см, чтобы по- 
лучигь действительное  изображелие ила- 
мени. унеличенное в 4 раза? На каком рас- 
стоянин от зеркала надо поместить свечу. 
чтобы изображенне получилось мнимым прн 
том же увеличении? 


А. Боциу. В. Зрайченко. 
Е. Коваленок 
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Немного 
0б экзаменах 


Этн «советы» экзаменующе- 
муся основаны на опыте сту- 
дентов Московского физнко- 
технического института. Оин 
былин напечатаны в газете 
«За науку». Редакиня решн- 
ла перепечатать заметку, по- 
лагая, что советы заинтере- 
суют будущих абнтурнентов. 


Классификация 


Экзамены различаются в за- 
висимости от предмета, по 
которому их сдают (напрни- 
мер. по физике, математике, 
английскому языку и др.) н 
от вида этнх экзаменов 
{вступнтельные, выпускные, 
жизнениые н др.)}. 

Чтобы экзамены произ- 
водилн возможно большее 
впечатление, их объединяют 
в так называемые  сессин. 

Кроме того, экзамены 
могут протекать в двух фор- 
мах: письменной и устиой. 
О них по порядку. 


Письменный 


Вопрос о сдаче экзамена 
распадается на три подво- 
проса. 

1. Как иаписать работу, 
чтобы ее оценили как можно 
выше. 

2. Как извести дежурно- 
го преполавателя. 

3. Как н чем лучше 
пользоваться на экзамене. 

Первый вопрос изучен 
достаточно хорошо  почтн 
всемн, ноэтому писать о нем 
нет необходимости, третий 
не печатается по особым со- 
ображенням. 

Остается — расбмогреть 
второй вопрос. ‚Он требует 
творческого подхода и пре- 


доставляет фантазии любо- 
го человека. неограниченные 
воэможностн. Наиболее ин- 
тересны. конечио, новые спо- 
собы, носкольку старые уже 
изучены экзаменаторами. 

Вот одио из оригиналь- 
ных решений. Выберите се- 
бе в аудитории место. до- 
ступ к которому наиболее 
труден {далеко от прохода. 
малое расстояние межлу ря- 
дами, толстый сосед и т.и.). 
Минут через двадцать после 
иачала экзамена. когда пре- 
подаватель разнернег све- 
жнй номер газеты, поднимн- 
те руку (Только не делайте 
этого первым, а то ом вас 
запоминт}. Когда он, нако- 
пен, доберется до вашего 
места. навинитесь и скажите. 
что вопрос выясинлея сам 
собой. Последующие дейст- 
вня требуют определенной 
тактикн. Задавайте дежур- 
ному преподавателю любые 
вопросы. начиная с иеясио 
напечатанной буквы илн не- 
четко сформулированного 
услозия задачи и кончая 
тем. когда и сколько раз 
можно выходить и куда 
нужно идти. Будьте увере- 
ны, что через некоторое вре- 
мя он будет стараться вас 
не замечать. Теперь снокой- 
ио списывайте работу. 


Устный 


Устные экзамеиы  засл9жи- 
вают  винмания не менее 
письменных. После того как 
былн опублькованы «Сове- 
ты экзаченатору» (см. «Фи- 
зики продолжают шутить». 
изд-во «Мыр». 1968. с. 103), 
сдавать их стало еще труд 
нее. Поэтому мы предлага- 
см несколько правил, кото- 
рые могут облегчить абиту- 
риентам сдачу устных экза- 
менов. 


Советы экзаменующемуся 


1. Прежде всего дайте 
экзаменатору понять. что ва- 
ша будущая карьера, а так- 
же личная жизнь мало завн- 
сят от егс оценки ваших 
знаний. Поставьте его иа 
место с самого иачала. 

2. С вашим экзаменато- 
ром будьте приветлнвы. но 
сдержзнны. Других экзаче- 
наторов просто не замечай- 
те. Не старайтесь услышать 
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вопросы. задаваемые другим 
абнтуриентам: если вы мо- 
жете ответить на них, у вас 
возникнет излишняя уверен- 
ность в себе, если нет — не- 
уверенность, а между тем, 
к вам они ие имеют ии ма- 
лейшего отношения. 

3- Заставьте экзаменато- 
ра понять {или хотя бы при- 
нять) ваш метод, особенно, 
если этот метод необычен. 
Это отвлечет экзаменатора 
от посторонних размыиле- 
НИЙ и заставит смотреть не 
только на ответ, но н на ре- 
итение. 

4. Если у вас хорошая 
память, не показывайте это- 
го экзаменатору. Выводиге 
все, что можио вывести. Осо- 
бенио хорошее впечатление 
производнт получение фор- 
мулы 


(@--6)? = а?--За6 


низ разложення второй степе- 
ни бинома с доказательст- 
вом последнего по индукции 
н вычнслением первых деся- 
тн коэффиинентов. 

5. Избегайте слов: «из 
школьвого курса известно...» 
или «в циституте это изуча- 
ют более подробно...». 
Школьный курс экзаменатор 
давно забыл, а в ниституте, 
как может оказаться, препо- 
дает недавно. может быль, 
даже по совместительству, 
поэтому программу изучить 
еще не уснел. Вообще илбе- 
гайте ссылок. Даже если за- 
Дача проста, а ее решенне 
есть во всех учебниках. по- 
думайте полмишуты н отве- 
чанте тэк. будто вас только 
что осенило. 

6. Не спрашивайте экзз- 
менатора, что он вам  по- 
ставил. С улыбкой  попро- 
щайтесь и покиньте аудито- 
рию. Если вам сказано 
жлать результатов за 
дверью. не стойте около 
нее. Сходите в буфет. Это 
упрочнт всеобщее мнение, 
что экзамен для вас — не са- 
мбе важное в жизни, н увс- 
личит уважение к вам. 


И. Каламикова, 
А. Веденеев 


$$ 
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Из творческого наследия Козьмы Пруткова 


Внимательное ознакомление с произведениями Козьмы Прут- 
кова позволило автору настоящей публикации выдвинуть 
смелую гипотезу о том, что известный сатирик был еще и 
талантливым ученым, во миогом предвосхитившим развитие 
физики ин математики. По ряду причин он возвестил миру 
© предугадаиных нм идеях и тенденциях не в явной, а в 
замаскированной форме. Мы ограничимся приведением ма- 
терналов, относящихся к физнке н подтверждающих нашу 
гнпотезу. Публикация этнх матерналов приурочена нами к 
приближающемуся 175-летию со дия рождения К. Пруткова 
{1803—1863}. Эпиграф к публикации навеян стихами Фад- 
дея Кузьмича Пруткова — талантливого сына гениального 
отца. 


Исполняется 175 лет со дкя рождения Пруткова. 
Это, можно сказать. праздник науки и культуры. 
Однако даже многим ученым невдомек, 

Сколь велик его вклид в ризвитие разных найк. 


Пространство. Время. Относительность 


Часами измеряется время, а временем жизнь чело- 
веческая; но чем, скажи, измеришь ты глубину 
Востонного океана? *) 





она 


*) Курсивом здесь и далее набраны выдержки из произ- 
ведений. действительно принадлежащих Козьме Пруткову. 
(Прим. автора публикации.) 
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Комментарий. Постанозка вопроса ед- 
ва ли не важнее его решения, и данный афоризм 
подтверждает это наблюдение. Наука ответила на 
риторический вопрос Пруткова: глубины океанов 
следует измерять в метрах, в соответствии с при- 
нятой ныне Международной системой единиц (СИ). 
® 
Самый отдаленный пункт земного шара к чему- 
нибудь да близок, а самый близкий от чего-нибудь 
да отдален. 

Комментарий. В данном афоризме чет- 
ко высказана идея относительности пространства. 
Не останавливаясь на очевидном развитии этой 
идеи в рамках релятивистской теорни, укажем, 
что этот афоризм, видимо, породил следующее 
заключение, вложенное знаменитым  француз- 
ским писателем Анатолем Франсом в уста Рике, 
собачки г-на Бержере — героя «Современной ис- 
тории»: «Люди, животные и камни растут, прибли- 
жаясь, и становятся огромными, когда они около 
меня. Я же ие меняюсь. Где бы я ни был, я всегда 
одинаково велик». 


® 
Ничего не доводи до крайности: человек. желающий 
трапезовать слишком поздно, рискует трапезо- 
вать на другой день поутру. 
Комментарий. В данном афоризме чет- 
ко высказана идея относительности времени (см. 
комментарий к предыдущему афоризму). Стоит 
подчеркнуть также, на примере комментируемого 
афоризма, влияние К. Пруткова на последующие 
поколения сатириков. В «Двенадцати стульях» 
Ильфа и Петрова находим сходное наблюдение, 
высказанное Остапом Бендером: «В Берлине есть 
очень странный обычай: там едят так поздно, что 
нельзя понять, что это — ранний ужни или позд- 
ний обед». 


® 

«Зачем, — говорит эгоист, — стану я работать 
для потомства, когда оно ровно ничего для меня 
не сделало?» — Несправедлив ты, безумец! Потом- 
ство сделало для тебя уже то. что ты, сближая 
прошедшее с настоящим и будущим. можешь по 
произволу считать себя: младенцем, юношей и стар- 
цем. 

Комментарий. Здесь вновь идет речь 
06 относительности времени. Нам кажется умест- 
ным привести новонайденный рассказ К. Прут- 
кова, обнаруженный в его бумагах: 

«На приеме у генерал-губернатора М оказался 
я рядом со своим товарищем по пансиону и, огля- 
дев его пристально, не преминул поинтересоваться, 
почему он столь грустен. 

— Как же мне не печалиться, — возразил по- 
следний на мой вонрос. — Не далее как неделю 
назад похоронил я своего бедного батюшку, и горь- 
кая мысль о том, как плохо устроена жизнь, бле- 
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снула в моем воспаленном мозгу: сначала умирают 
наши деды, потом — родители, а потом и мы сами! 

— Несправедлив ты, о друг мой, — энергично 
возразил я свидетелю и участнику моих юноше- 
ских игр и утех. — Жизнь, напротив, отменно 
прекрасна: сначала молоды мы сами, потом — на- 
ши детя, а затем и внуки! 

Магическое действие, оказанное на старого то- 
варнша этой осенившей меня идеей, немедленно 
отразилось на его невыразнтельном, но повеселев- 
шем лице». 


«Чиновник! окажи мне дружбу; 

Скажи, куда несешься ты?» — «На службу 
«Зачем не следуешь примеру моему, 
Сидеть в спокойствии? признайся напоследок! 
Чиновник, курицу узревши этак 

Сидящиую в лукошке, как в дому, 

Ей отвечал: «Тебя увидя, 
Завидовать тебе не стану я никак, 
Несусь я, точно так, 

Но двигоюсь вперед; а ты несешься сидя» 

Комментарий. В басне с очевидностью 
вводится представление об относитёльности ско- 
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рости. Достойна специального внимания идея рас-. 


смотрения событий в движущихся друг относитель- 
но друга системах координат, далеко выходящая 
за пределы принципа относительности Галилея. 


Известно, что с пространствеенно-временными 
соотношениямн тесно связаны причинно-следст- 
венные. Последние бегло затрагивались Прутко- 
вым в афоризме: 

Щелкни кобылу в нос — она махнет хвостом. 

Проблемы причинно-следственных связей живо 
обсуждаются физиками в связи с гипотезой о су- 
ществовании тахинонов — частиц, движущихся в 
пустоте со сверхсветовой скоростью. Оказывается, 
возможность таких движений не отвергается спе- 
циальной теорией относительности (и ее творцом). 
Трудности здесь лежат как раз в проблеме причины 
п следствия, 

Можно думать, что именно тахионы стояли пе- 
ред мысленным взором Козьмы Прутксва, когда 
он формулировал глубокий афоризм, найденный 
нами недавно в его тетради и высказанный емкой 
н звучной латынью: 

«СовНафи, его зип», 
то есть 
«Мыслимы — значит, существуют». 
Уместно напомнить, что Прутков высоко ценил 
Декарта, нанболее, пожалуй, известного широ- 
ким кругам читателей созвучным афоризмом: 
«СоНо, егбо зит», 
то есть 
«Мыслю — значит, существую». 


Новонайденный афоризм Пруткова блестяще раз- 
решает не только проблему тахионов, но и под- 
водит прочный научный фундамент под вопросы 
финансирования столь дорогостоящих поисков еди- 
ничного магнитного заряда — монополя Дирака, 
кварков и других объектов. 


Астрономия 


Человек! возведи взор свой от земли к небу— ка- 
кой, удивления достойный, является там порядок! 

Комментарий. Объективности радн надо 
отметить, что плоды раздумий К. Пруткова не 
всегда приводили к правильным заключениям, 
а иногда порождали ложные следствия. Так, при- 
веденное наблюдение о расположении звезд в 
«удивления достойном порядке» (вполне спрагед- 
ливое и тонкое) послужило, видимо, поводом 
для такого утверждения (принадлежащего неиз- 
вестному теологу): «Божественное происхождение 
всего сущего вытекает из того, что любые три звез- 
ды, не расположенные на одной прямой, занимают 
вершины треугольника». 


Квантовая механнка 


Бросая в воду камешки, смотри на круги, ими об- 
разуемые; иначе такое бросание будет пустою за- 
бавою. 

Комментарий. Хорошо известно, что 
в 1924 году французский физик Лун де Бройль 
высказал предположение, что движению тела мас- 
сы т со скоростью о может быть сопоставлен вол- 
новой процесс, характеризующийся длиной вол- 
ны А. Связь между этимн дополняющими друг 
друга характеристиками физического объекта (кор- 
пускулярнымн н волновыми) выражается знаме- 


. . = в —ь г 
нитой формулой де Бройля: Е (й — посто 


янная Планка). Представляется несомненным, что 
именно эти соображения занимали К. Пруткова 
в его экспериментальном исследовании, нашедшем 
отражение в комментируемом афоризме. Непред- 
взятый ум, вооруженный знанием современной 
квантовой механики, не может не усмотреть в этом 
афоризме прямого предвосхищення независимо вы- 
сказанных позднее взглядов де Бройля. В афориз- 
ме Козьмы Пруткова содержится также призыв 
к дальнейшим размышлениям о каменно-круговом 
(читай — корпускулярно-волновом) — параллелиз- 
ме, быть может, как раз н услышанный француз- 
ским ученым. 

Публикацию подготовил В. Френкель 
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Список читателей, 
правильно решивших задачи 
из «Задачника «Кванта» 


В этом номере мы публикуем фамнлин читате- 
лей, приславших правильные решения задач 
№391 —М405, Ф403—Ф422. Жирные цифры 
после фамилий — две последние цифры но- 
меров решенных задач. 


Математика 


Мы не включали в список фамнлии читателей. 
правнльно решивинх задачу М3З93. Осталь- 
ные задачи правнльно решнли: С. Абаджян 
{<. Даракоя ГрССР) 92. 97. 00в). 01, 02. 04; 
3. Аббасов (Ордубал) 0%. Г. Аветисян (пос. 
Анаран АрмССР) 97; В. Акопян (Ленииа- 
кан} 01. 02. 04; С. Акопян (Ереван) 01. 02. 
04: Д_. Алиев (Ташкент) 96. 99; Б. Амосов 
(Мытищи) 91. 92. 94а). 6), 95а). 6). 96. 97, 
00а). г). 01—04: В. ЛАнсоткин (Ленинград) 
ОТ, 03. 04; С. Антонов (Киев) 94а}. 6). 95а). 
96. 97. 01, 02; Б. Аронов (Саратов) 96. 01— 
04. 05а); В. Асенова {НРБ} 01--03: В. Ато- 
мась (с. Худяки Черкасской обл.) 9: 
О. Бабаев (Нахнчевань) 91, 01; А. Балин- 
ский (с. Дубляны Львовской обл.) 97. 00в), 
01—03; П. Баноковский (Уральск) 92. 01, 
04: В. Беняи-Кривец (Новогрудок) 97. 01, 
02; А. Бер (Ташкеит) 92. 96. 97. 02, 03: 
М. Бествино (СФРЮ) 01—03; П. Билер 
(ПНР) 91, 92, 94а). 6). в), 95а). 6). 97. 99, 
00в). г), 01—03; И. Биргер (Кнев) 96. 97. 
00г). 01. 02; И. Бирюков (Покров] 97; И. Бли- 
адзе (Тбилиси) 946), 96. 97. 008). г). 01. 
02. 04: Б. Блок (Москва) 92. 95а), 6). в), 
г). 96. 97. 986). 99. 00в). г). 01—04, 056). 
в); А. Бобылев (Диепропетровск) 91; В. Бон- 
диренко (Тростянен) 97. 02. 03; Н. Бонда- 
ренко (Ленииград) 946). 01. 02. 04; В. Бу- 
гаенко {Кнев) 92, 01—04; Е. Бурлакова (Ас- 
бест) 97; И. Вайсбурд (Томск) 97. 01. 03; 
Н. Великороссов {Конаково} 01, 05а). 6); 
В. Виниченко (пос. Октябрьское Крымской 
обл.) 97; Ю. Волков {Саратон) 02; А. Воро- 
вич (Москва} 92, 02. 03: И. Вороновим (г. н- 
Сопоцкино Гродненской — обл.} 95а). 96. 
97. 00в). г), 01—03, 05а). 6); Д. Годжиев 
(Тбилиси) 01; Я. Гаехк (ЧССР) 97. Я. Ганга 
{ЧССР) 92. 946); Л. Гандельсман (Ленич- 
град) 92. 95а). 6); А. Гарнаев {Таллин} 
97. 99, 01—03; А. Гаталов (Воронеж) 01--03; 
П. Гержой (Москва} 01—03. 05а). 6); И. Гер- 
ченгориня (Харьков) 01—03, 05а), б): 
Б. Гисин «Ленннград) 91. 92, 94а}, 6), 
96. 97, 986). 00в)/ г), 01—04, 05а), 6}; 
Е. Гаезнн (Ленниград} 91, 92, 94а), 95, 
97, 986} 00в}.01—04, 05а), 6}; Ю. Голембиов- 
ский (Ворошиловград) 03, 02: Д. Гольденберг 
{Ленниград) 01; Г. Гольдиипейн (Харьков) 
01: Е. Гордиенко (Кишиней} 92, 02; К. Гор- 
нин (Кременчуг) 97; С. Гришечкин (Москва) 
91, 92. 96, 97. 00в), г.). 01—04, 05а). 6). 
в); Н. Грищук (Москва) 92: В. Гроссман 
(Одесса) 91. 92. 946). в). 02: М. Грунтович 
(д. Н. Двор Гродненской обл.) 97. 01--08; 
С. Губанов (Ворошиловграл) 92, 046), 00в)}, 
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г). 01—03; С. Гиузовский (Рига) 01; А. Да- 
ниелян (Ленннакан} 01, 05а), 6): А. Деми- 
дов (Москва) 01. 03; А. Дзагоев (Тбилиси} 
01; А. Диденко (Краенодар) 43: В: Дмит- 
ренко (Киев) 94а). 6). 96, 97, 99; В. Дмит- 
риенхо {Киёв} 02; С. Лосмаганбетов (Алма- 
Ата} 97. 01; До Тхе Лынг (Вьетнам) 97: 
В. Дроздов (Рязань) 92; О. Евдокимов (Ле- 
кинград) 97. 01. 02; Е. Евстратов (Ангарск) 
97. 01--03; А. Егоян (Тбилиси) 97. 01—03; 
А. Елизаров {Москва} 01—04. 05а), 6). в); 
А. Ефашкин (Оренбург) 01—04; Заложен- 
ков (Семипалатинск) 0 МИ. Замаховская 
(Ташкент) 02: И. Захаревич (Ленинград) 
96. 97. 01. 03. 04: А. Зейфман (Рязань) 02: 
В. Зелик (Симферополь) 97; /Л. Зильберман 
(Москва} 02; Н. Зорин (Кривой Рог) 02, 
03: Р. Изнайлов {Баку} 97. 01—03, 05а). 
6), в): С. Исаков (Пермь) 01. 04, 056); Л. Ка- 
кабадзе (Тбилиси) 0 И. Калика {Киев} 
01, 02. 05а), 6); Б. Киплан (Квев) 91. 92, 
94а). 6). 96. 97. 00в). 01—03: А. Карлов 
{Ленинград} 92. 02; В. Карташев (Елец) 
01. 02. 04: В. Каскевич (д. Н. Двор Грод- 
ненской сбл.) 97, 01--04: А. Касянчик (Ни- 
колаев) 91, 92. 94а). в). 96. 97. 986}, 99, 
00г). д}. 01-03. 05а). 6): А. Кириллов 
(Ленинград) 91. 92, 95а). 6); В. Книжник 
(Мсскна) 96. 97. 01 04. 05а). 6), в); А. Кия- 
эзюк '(Кнев) 01---04. 05а), в); В. Кобельков 
(Мсхёра) 03; Л. Кобесашвили (Вале) 0г; 
С. Козявкин (Киев) 92. 96. 97; О. Конни- 
ков (Симферополь) 97. 01—03; „7. Корезль- 
штейн (Москва} 91. 92. 95а), 6). в), г). 
96. 97. 00в). 01-04. 05а). 6). в): С. Кор- 
чанов (Ангарск} 97. 62; В. Костусяк (Запо- 
рожье) 02.03: А. Килеско (Донецк) 91, 97. 
00в). г), ОГ. 02. 03. 05а); М. Кутернин 
{Алма-Ата} 01—04; С. Лавренченко (Москва} 
92. 96. 97. 02—04. 05а). 6); Е. Лаврова {Ле- 
иинград) 92. 96. 97. 00в). 01, 02, 04; Г. Лес- 
ко (с. Верхняя Стинава Львовской обл.) 
ог; Р. Леманн (ГДР} 91. 92: А. Липчоенский 
(Саратов) 02. 05а); И. „/озицкий (Ганцевичи) 
97. 01. 02; Л. Любенов (НРБ) 01; С. Май- 
ский (Москва) 97, 01, 02; М. Манелис (Кнев) 
95а). 6). в). 97. 05а); А. Манченко (Фрун- 
зе) 01; В. Медведь {Молодечно) 01, 02; Б. Мер- 
сон (Рига) 01—03; Д. Мияндлин (Ташкент) 
96. 97. 02. 05а). в); Л. Мирлин (Ленииг- 
рад) 01—04; А. Мкршиян (Ленинакан} 01— 04, 
05а). в); Г. Мойсевич (Одинцово) 97; А. Молев 
(Горький) 01. 02: А. Мошонкин (Кирово: 
Ченецк} 96. 97. 00в). г). д). 01—03. 05а). 
6): И. Муллагилов (Уфа) 01—03; М. Мым- 
рикова (Мукачеко) 02; А. Набутовский` (Но- 
восибирск) 92. 02; Н. Наймак (Николаев) 
96. 97. 01, 02. 05а); М. Народицкий {Куй- 
бьциен) 91, 92. 94а). 6). в). 00в).г). 02—04, 
05а). 56): Б. Наткович (Тбилиси) 97, 0Г; 
Е. Незииеа (Каменск-Уральский) 97; В. Ней- 
ман (Леиннград} 92, 96. 97. 99. 00в); А. Нгу- 
годников {Каменск-Уральский) 97. Я. Ни- 
колешвили {с. Варкетили ГрССР} 97; Г. Ни- 
колов (НРБ) 97. 03; Ё. Огиевецкия (Лнепро- 


петровск) 92, 93, 97, 986). 99, 00а}. г). 01— 
03; О. Огилько (с. Михайловка Целинограя- 
ской 0бл.] 946): А. Осьманов (с. Каролаш 
МССР) 01; Д. Папуш (Харьков) 96. 97. 
008). г). д). 01. 02, 05а). 6); Д. Патарая 
(Тбилиси) 01, 63; И. Пашин (Темиртау) 


02; А. Петухов (Новосибирск) 91. 92, 01—03, 
05а). в); Л. Лобылица (Ленинград) 91, 
92; С. Полыгалов (Пермь) 97, 98; А. Попов 
(Чусовой) 97; Л. Попов (Астрахань) .97, 
01; С. Лутинцев (Краснодар) 91, 92; А. Ра- 
бинович (Харьков) 01, 02; А. Разборов (Моск- 
ва) 91, 92; В. Решетов (Троник) 91, 946); 
В. Рогава (Тбилиси) 02; А. Родников (Москва) 
95а). 6), в}, г); С. Ронкин (Свмферополь} 
01, 02; К. Садыкова (Гашкент) 02, 04; Г. Са- 
лахлы (с. Сарачло ГрОСР) 01-03; М. Са- 
лахлы (с. Сарачло ГрССР) 01. 03; Д. Само 
щенко (Свердловск} 97; В. Сафонов (Гроз- 
ный) 97. 01; В. Свиридов (Воронеж) 92, 
03; Р. Севдималыев (Шаифлин Аз. ССР} 97, 
01; М. Селектор (Ленинград) 91. 92. 95а), 
6), в). 97, 985), 99. 00а). г), 01, 02, 04; 
А. Сердюк (Херсон) 97, 01; П. Сильвестров 
(Новосибирск) 02, 03; В. Смолко (Кншинев} 
92; М. Соколовский (Москва} 92, 94а), 6), 
96, 01—03; А. Соловьев (Ульяновск) 97; 
В. Спинеев (Ворошнловград) 97; В. Стовба 
(Москва) 92, 946). 95а), 6), в), г), 96. 97, 
986). 99, 00в), г). 01—03; И. Стойменович 
{СФРЮ) 01—03; О. Тен (Краснодар) 01—03; 
Н. Тренев (Москва) 92. 97. 01,* 02, 056); 
Н. Трифонов (Канск) 056); В. Трофимов 
{Москва) 91, 94а), 6). 98. 97. 01—04; В. Уг- 
риновский (Хмельник) 92, 97. 01—03; В. Фаль- 
ко (Харьков) 97, 01, 02; С. Фомин (Новоград- 
Волынский) 01—03; Л. Хоит (Могнлев- 
Подольский) 97; С. Харенко (Ангарск) 97, 
01—03; И. Хаучл (ЧССР) 96. 97; И. Царь- 
ков (Москва) 97, 008), 01; А. Чичиния (Но- 
восибирск) 01, 02, 04; А. Шафир (Челя- 
бинск} 02; К. Шахназарян {Баку} 92, 97; 
О. Шейдвассер (Оренбург} 01. 02; А. Шки- 
ропотов (с. Яншабад Ташкентской обл.) 
02; Е. Шмуклер (Москва) 01, 02, 04; В. Шпиль- 
райн (Москва) 04; Ю. Штейншрайбер (Баку) 
96, 97, 00в), 01, 02; В. Штепин (Челябинск) 
91. 946), 95а), 6); С. Штернин (Ленинград) 
02. 03; В. Шумилов (Череповец) 92; В. Щу- 
кин (Ленинград) 96, 97. 986). 99. 00г). 
01—04, 05а), 6); Л. Энтин (Москва) 91, 
92, 94а), 96. 97. 986), 00в). г), 01—03; 
А. Юрков (с. Романовка Красноярского 
края) 01—04; Н. Ясинскоя (с. Мазуровка 
Вннницкой обл.) 97, 01, 02. 


Физика 


Почтн все читатели. приславшие свои ре- 
шения, справились с задачами Ф405. $407 
и $417. тальные задачи правильно ре- 
шили: Е. Абель (Москва) 18—22; А. Абра- 
мян (Ереван) 4, 13, 14. 21, 22; У. Аллая- 
ров (Хазараспский р-н Хорезмской обл.) 
19; Б. Амосов (Мытищи) 14, 18--21; В. Анд- 
реев (д. Автухты Витебской обл.) 19; О. Аныш- 
кова (Внннина) 5, 10, 19; А. Атомуратов 
{Хазараспский р-н Хорезмской обл.) 18, 
21; М. Багаутдиное (Магиитогорск} 4, 10, 
18, 20, 22; Ф. Багдасарян (Баку) 8, №, И. 
14, 16, 19, 20; А. Багиров (с. Кировка АзССР} 
19; В. Бокаев (Орск) 20; К. Балашев (д. Кли- 
шева Московской обл.) 8—1; Ю. Балашов 
(Москва) 4; О. Баркалов (п. Черноголовка 
Московской обл.} 19; А. Барташ (Симфе- 
рополь) 8; О. Батищев (Череповец) 4, 8, 
11—15, 18, 19; А. Беликов (Москва) 4, 10, 
18, 19—22; 0. Березюк (Челябниск) 18, 20; 
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Г. Бетин (с. Счастливцево Херсонской 
обл.) 3, 4; П. Билер (Вроцлав ПНР) 4, 8, 
16, 18; А. Бобров {Пермь} 3, 4, 8, 10, 13—15, 
18—20; А. Бобылев (Днепропетровск) 6; 
В. Боднарюк (с. Стрелецкнй Кут Черепо- 
вецкой обл.) 4; ТГ. Болтуруков (с. Тюп 
КиргССР) 11; В. Бондаренко (Тростянеи 
Сумской обл.) 19; И. Вайбурд (Томск) 
8. 14. 19—21; В. Ворлыгин (Москва) 8; 
П. Вохрушев (Навом} 8; В. Ващенко (Туапсе) 
3. 8. 10. 14; Н. Великороссов (Конаково) 
19; Я. Винншшиян (Тузпсе) 14. 18—20. 22; 
В. Вирясов (Павлоград) 4, 8, 19; А. Вишнев- 
ский {Бердичев) 18; Л. Водоватов (Мссква) 
19. 21; Д. Воробьев (Киев) 13, 14, 16; П. Во- 
ронин (Рига) 19; В. Гаврилов (Орск) 18— 
21; Н. Газда (в. Клевань Ровенской обл.) 
8, 9, 11, 18—20: И. Газизов (Москва) 3, 4; 
И. Гарибошвили (Тбилиси) 18—22; В. Гар- 
кавый (Лнда} 4, 6, 8—11, 18—22; В. Гар- 
меш (Запорожье) 8, 10, И, 13—15. 18—22: 
А. Гербин (Левииград) 23; М. Глазунов 
{Старый Оскол} 8; 0. Глишко (Мссква) 
6. 8—10. 13, 14, 18—20; И. Головин (Тула) 19; 
Э. Гологорский (Кишинев) 14. 19, 21; О. Го- 
лощатов (с. Архангельское Тульской обл.) 
8, 9, 11, 28; Е. Гордиенко (Кишинев} 8, 14, 
18, 20—22; Е. Горюнова (Петропавловск- 
Камчатский) 8; А. Готовиков (с_ Кубенсксе 
Вологодской обл.) 18—20; А. Грайфер (За- 
порожье) 6, 8, 10, 14; Б. Грибов (Воронеж) 
13, 18, 19, 21, 22; И. Гизов (Мссква) 4: В. Де- 
мидович (Гздяч} 20; П. Демкин (Донецк) 
4, 14. О. Денисов (Баку) 4, 10, 11; В. Дроз- 
дов (Рязань} 19; А. Дубровин (л. Березовка 
Кировской обл.) 18; В. Ерофеев (Новоснбирск) 
8, 9. 11, 18. 19. 26 22; К. Жонгозин (Ка- 
раганда) 8, 19, 20; И. Жарекешев (Алма-Ата) 
18, 21, В. Житарь (Кишинев) 4, 9; В. Жу- 
ков (Абаза) 19; М. Жьков (Москва} 14: А. Заб- 
родин (п. Черноголовка. Московской обл.) 
4, 6, 8. 10. И. 13—16, 18—22; А. Захаров 
(Брест) 4, 10, 19: Е. Зильберберг (Винница) 
10; В. Зильберг (Новгород) 4, 8. 10. 19: 
Н. Землянигин (Борский р-н Горьковской 
обл.) 4; А. Измайлов (Зеленодольск ТАССР) 
15, 18—22; Г. Измайлов (Баку) 4; А. Ильин 
(Грозный) 4; А. Нойннисян (Ереван) 8; А. Иса 
вердиее (Баку) 4; С. Исеков (Пермь) 19, 
20; В. Казак (Ровно) 8— №, 12; Е. Казарова 
(Ереван) 18, 19; „7. Какабодзе (Тбилиси) 
14, 18—21; А. Каланович (Пермь) 3, 4, 6; 
А. Калинин (Пермь) 19. 20; А. Катасонов 
{Дрезна} 13, 14; В. Катин (Дуагавлнлс) 
4; А. Квиташвили (Тбилиси) 18, 19, 25 
М. Кирсанов (Тула) 4, 6. №, 13, 14, 16, 18— 
21; И. Кисель (Кролевец} 4; С. Клейман 
(п. г. т. Луков Волынской обл.) 19; Ю. Ко- 
былинский (Севастополь) 14; В. Кокоц (Ли- 
лецк) 20; В. Комов (Александров) 14, 9— 
21; И. Кондрашкин (Леиниград} 6; А. Ко- 
ноноё (Саратов} 19—21; Г. Корионов (Москва) 
14—16, 19, 21; К. Корнев (п. Билибино 
Магаданской обл.) 14, 18: В. Коробов (Са- 
ратов) 18; В. Коротков (Джамбул) 18; В. Ко- 
ток (Харьков) 8. 10, 13. М; И. Костенко 
(Сумы) 8. И. 14, 18—20, 22; В. Костур 
(Киев) 18, 19; А. Кроджян (Ереван) 19. 
21; А. Кречетников (Сумы) 19; В. Кузьмен- 
ко (Чернигов) 8, 14, 20, 21; Г. Куликова 


(Егорьевск) 10; А. Куприн (Москва) 1, 
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18, 20, 21; Л. Куравский (Калуга) 8. 10, 
18, 19; М. Курбатов (Москва) 4. 6, 8—12, 
18—22; Е. Кирмонгалиев (Уральск) 4, 6; 
С. Лавренченко (Москва) 4, 14, 18, 19, 21; 
В. Лошкин (Киев) 15, 19; А. Листовни- 
чий (Киев) 8, 18—20, 22; Ю. Литвинович 
{п/о Ситиипа Брестской обл.) 8, 18, 19, 21, 
22; О. Лищенко (Киев) 3, 4, 6, 811. 13—18, 
18—22; В. Лобзин (Свердловск) 3, 6, 8, 10— 
15, 18—21; И. Лозицкий (Ганцевичи) 4, 
9. 10, 18. 19; Л. Лознер (Минск) 3, 13, М 
18—21; В. Лубневский (Москва) 4; С. Ля- 
химец (Киев) 14; А. Магадеев (д. Карачаево 
БашкАССР} 19; С. Майский (Москва) 4. 
8, 19, 21: В. Малинин (Нижний Тагил) 
4, 8, №, 19—22; М. Молкиель (Кишинев) 
3. 4. 6; А. Манашкин (Днепропетровск) 
18—21; А. Масягин (Смоленск) 4. 6, 1, 
1, 18—20; М. Матвеев (Канги:} 6, 10, 18— 
22; Ю. Мотрухович (Минск) 4, 10, 12, М, 
19, 20; А. Матяхубов (Хазарасиский р-н 
Хорезмской обл.) 19. 260; Ю. Маянц (Черни- 
о 19—21: А. Мень (Симферополь) 3; 
Г. Метревели (Цхиивали) 14, 18; П. Мидо- 
дешвили (Цхинвали) 8. 0, И, 13, М, 
18, 19; Ю. Минаев (Киев) 6, 8, 10—14, 16, 
18—22; А. Могильнер (Свердловск) 11; 
М. Молдовский (Тбилиси) 19; К. Морозов 
(Пермъ) 3. 4, 6, 8, 10—12, 14-16; Е. Моро- 
зова (Ленинград) 18. 19; М. Муллаярое (с. 
Малый Ашар Пермской обл.) 4, 8, 10, 11; 
О. Мисаев (Бэку) 3, 3, 6, 8, 10. 12—14, 18, 20, 
21; Ю. Михарский (Киев) 3—22; Б. Нали- 
боцкий (Минск) 3, 4, 6. 8. 10, И, 1. №, 
16. 18—20, 22; ВБ. Ноткович (Тбилиси) 
19; В. Нескоромный (Рубежное) 1. 19; И. Не 
скоромный (Симферополь) 8. 10, 11, 14, 18— 
21; С. Нестер (Днепропетровск) 8, 19—21; 
А. Никитенков {Великие Луки) 6. 8—10, 
12—16. 18—22; Н. Никифоров (Великие 
Луки) 9, 18; О. Николаев (с. Верхневилюйск 
ЯАССР) 20; В. Носик (с. Бабинищи Ивано- 
Франковской обл.) 4, 6, 18—22; И. Обвсян- 
ников (Саратов) 8, 11, 18; Е. Огиевецкий {Днеп- 
ропетровск) 10, 13—15, 18, 19, 22; А. Око- 
приенко (Кривой Рог) 8, 9, 12; М. Османов 
(ст. Акстафа АзССР) 18; К. Оспанов (Бай- 
рам-Али) 19; В. Полей (Харьков) 3, 4, 6, 8, 
9, 11,18—21; С. Панин (Тула) 3. 4. 8; О. Певз- 
нер (Днепропетровск} 14, 18, 22; А. Иетихов 
рнланы 19, 20; М. Петушков (Магии- 
тогорск) 18, 19; В. Писецкий (Запорожье) 
8. 12, 18—20. 22; Л. Побылица (Ленинград) 
3, 8, 10, 13—15, 9—2 А. Лолванов (Ха- 
зараспскнй р-н Хорезмской обл.) 21; Е. По- 
номарев (п. Черноголовка Московской обл.) 
4, 6, 8, 11, 14—16, 18—22; С. Лолов {Москва} 
6, 13—16, 18—22, В. Потемкин (Великие 
Луки) 18—21; А. Родин (Великие Луки) 
8: С. Розуван (Киев) 18—20; А. Романов 
(Киев} 18—22; В. Романов (с. Камышино 
Курской обл.) 8, 9; И. Романов (Москва) 
19; Ю. Ростовцев (Горький) 3, 19, 21; А.Ру- 
Эерман (Ленинград) 3, 4; А. Рудницкий (Киев) 
8, 9; О. Рябухин (Свердловск) 8, 9: И. Сав- 
ченко (Киев) №, 18, 19, 21, 22; П. Сахнпов 
(Ташкент) 4; Г. Салахлы (с. Сарачло ГрССР) 
4, 6; М. Салахлы (с. Сарачло ГрССР} 4; 
Г. Санадзе (Тбилиси) 19; А. Сахарик (Брест) 
6, 10, 18, 19; С. Секацкий (п. Кант КнргССР) 
20, 21; П. Сильвестров (Новосибирск) 19— 
21; Л. Скатков (Харьков) 6, 18—22; С. Ско- 
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морощенко (Красноводск) 19; Н. Слесарев 
(п. Широкий Ворсшнловградской сбл.) 18; 
В. Смирнов (Ленннград) 19; В. Смирнов 
(Уфа) 8, 18—22; А. Смышляев (Ленинград) 
14; А. Соловьев (Ульяновск) 8; Н. Сорокин 
(Днепропетровск) 4. 9—11, 14, 15; С. Со- 
скин (Киев) 3, 4, 6; П. Стоднюк (п. Уч- 
Кузук Бухарской сбл.} 18, 19; В. Стоеба 
{Москва) 4, 8, 13, 14, 18, 19, 22; Х. Сулей- 
манов (Араванский р-н Ошской обл.) 21; 
Р. Султанов (Ташкент) 18, 19; В. Суслов 
(Александров) 20, 21; А. Суханов (с. Бутыр- 
ки Воронежской обл.) 20; М. Сухарь ( Москва) 
8; Б. ТГазжиков (Новосибирск) 14, 21; Р. Те- 
ненбаум (Киев) 18, 1, 21; И. Толох ОКида- 
чов) 4. 18—22; Г. Торонова (Усмань) 19; 
К. Третьяченко (Киев) 3, 4, 6, 8, 9, 11—16, 
18—22; К. Трутнев (Казань) 3, 4, 6, 8—12, 
14—16; Ю. Туллер (Новороссийск) 19; Е. Уси- 
на (Великие Луки) 19—21; А. Фальковский 
(Алма-Ата) 19, 21, А. Фарбер (Тамбов) 
4, 18, 19, 21, 22; Н. Федин Юмск) 3, 4, 6, 
8. 9, 11, 12, 18, 19—22; В. Федотов (Балхаш) 
8: В. Филатов (Мурманск) 19—21; А. Фо- 
мин (Новосибирск) 18—21; А. Хачатуров 
{Баку) 18—20; А. Хидошин (Харьксв) 4, 
9. 14, 16, 20, 22; Е. Хисаинов (Артем) 19, 
20; М. Цодыкс (Новокузнейк) 18—22; И. Цур- 
кис (Калинивград) 3, 4, 8, 12. 14, 18, 19—22; 
В. Чеканов (Быхов) 8, №, 14, 1, 21; Л. Чер- 
ных (Лида) 4, 6, 8, 9, 14, 22; Ю. Черняев 
(Белгород) 4; А. ЧУурилов (Харьков) 6, 11, 
19; Г. Шорилов (с. Угалн БАССР) 14, 19— 
22; Р. Шарипов (Каракуль Бухарской обл.) 
3, 8. 9; А. Шафоренко (Караганда) 4, 8, 
14. 18—22; К. Шахназарян (Баку) 8, 19—21; 
А. Швейдель (Великие Луки) 8; А. Шепто- 
вецкий (Мссква) 3, 4, 6, 8, И, 12, 14, 18— 
22; И. Шибут (Барановичи) 9; 5. {1иф- 
рин (Днепропетровск) 3, Ш, 13, 18—22; 
И. Шиян (Киев) 8, 9, И— 16, 18—22; О. Шлы- 
гин (Ноевссибнрск) 4; С. Штейнер (Гомель) 
21, 22; Ю. Штейншрайбер (Баку) 4, Ю— 
12, 18—22; Р. Шувар (п. Рогатин Ивано- 
Франковской сбл.) 4. 6, №. 11, 18, 18, 18— 
22; М. Шупов (Мссква) 19. 20, 22; В. Щукин 
(Ленинград) 3, 4, 6, 8. №. 13—16. 18—22: 
М. Яблоков (Москва) 19; Р. Яламетдинов 
(Уфа) 18—21; А. Яременко (Кадиевка) 18,19, 


чи Ответы, ухазанмя, решения 
ь4 


К статье «Куйбышевский государственный 
уннверснтет» 
Математнка 
Варнаит 1 
ря 318 #3 с053 сх зп? $1? В 
= 3 $1? (@-- В) 


при # 10,1]; 
У = 513 #3 6053 ©. 311? а 1? В 
3 за (©-ЕВ) 
212 (2—1 3 со а т? В 
3 с05? В 


при Ё Е] 1; 1 ШадЕ В]; 

_^В $112 ©. С05 @ 

а 3 
при #Е] 1-Е аЛаВ;со[. 2 хе [1; 2]. Ука- 
зание. Х— 2 У = (Ух 1—1}. 
3. хе [«— Уа?+8; 0 [|] 2а; о У@-8]. 
4. (х, И) 612; —12), (—1/2; 1/2}, (1; 0), 
{—1; 0}, (0; 1), (0; —1)}. 





Варнант 2 
1. Пусть  у=атсзт (МУ ТА», 
где А=зт 2В 4во. Тогда АС [$т%; тах 11; 
Г 
1/А}}; при этом ф, = —\-{+ агсат Е г ) 


а „ ту 
при ЁЕ [$т%; ] нф, = —агсыт ны -- 
+ л--? при ЕЕ [$1%; МА] (в пересече- 
нии областей два решения). 


2. х=(—7-- У13)/3. 3.х- 10. 4. х= 
— л/4 -- #1], р Е агсия Э--пл, =л— 
х— у (п, ЕЕ2) 


Варнант 3 


1. #612 УЗД; 3/2 [, а, =2 агссоз (Иж 


х (+ УЕ--4)), а, = 3 экссоз (Е 
а УЕ--4)/4]. 2. х—5. 
8. = + Ёл/2, х. = Е л/3- Ал (# 62). 


4. х6] 0; 10-20 УЗ— У УЗ м)? | 


И ыы 23 УЗНа 80182. 10 Е; 


Варнант 4 


1. 2 агссоз 2; ЕЕ] 0; У2/4 |. 2. х= 
=0. 3. х, =Ёл, х.,= агссоз [(1-- 
+ У 5- 45)/4] + 2Ел, х.ь= -вагссоз (1/4 Х 
х (1(— У5-- 45) + 2#л (#62) при 66 
Е1— 54; ПЕ х=х, х= +2л/3  28л 
при = 1; х=х,, х=хаь при ВЕ] 1; 5[; 
х=х. при 6—5; решений нет при 6 С]— ©; 
— 5/4 1101 5; < [. 4. х1 0; (3—15)/21 1 
ОТЕ; 8+ 5/2]. 
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Физнка 
Механнко-математическнй факультет 


| 
1. и= эра 0,05. 
2. Напряжениость поля ие изменится. 
1 
З. пк = Ист. = 2,4. 


Физическнй факультет 








1. См. рис. 1 
92г: — 917> 
2. [49| = "РЕ _ 2ы7 ед. заряда 
СГСЭ. 
хер Ибо 
и =— Пея/пв— 1 = см. 


К статье «Московский ниститут управления 
нм. С. Орджоникидзе» 
Математика 


Варизнт 1 


1. 13 см. 15 см. Указание. Найти 
тангенсы половин углов треугольника. 
2 хе] 1; 3[- 3. хе10, 1/2}. 4. х, = п! - 


Ел, х, = ЗЕ] (КЕ2). 5. Шхви Ш :. 
Варнант 2 


1. НВ ИУ? + св? а. 2, РЕ] — 3; 6 


Вах. 58: р, х. = +л/8-. 
+ л/3 (ЕС2). 5. 

Вариант 3 

1. УБ@ В). 2. хе [—1,1}. 
3. хе ]5/2; ©Ф[- 4. 1 = л/2- Ел, в = 


—=л/3 -- 2213 (ЕС 2). 


.Физика 


а Эа [21 78,58 н; Т.= 


= т(4 азам + [2 |} 9. 17 н. 
2. 


РИ. РР и 
РН к 55,1 -108чм рт.сть 
С.С, — Из) = 
Зо оное 9 РЕАИ: 


с) 








Рис. 1. 
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+} 
= | = 8.4 си. 
к] | 























м? ]о 
3 = | В == 0:8 м. 
21: |< + м)? 
м 
7 Е . ==563°К = 290°С. 
1 
5. ты бкТк И бымы (НЫ) ее 
Е: 
АВ| —= 0,12 кг. 
ь. тЫ А ^ _ (@атв - сата) (#2 — 1) ‚ 
6. а се 244%; 
5. 4=1,2м (см. рис. 2). к 
К статье «Московский институт ннжеиеров а = _ бат (# — #4). 38%. 
землеустройства» Е 9ктк 
Варизнит 1 | + |2 
ху 7. ф=ф-т 06| = 3158. 
1. 4.2. ХЕ 14; 6[. 4. #з 1/3 с? а/4. _ А-В, | 
$. = 10 
А — 1 в 
Вариант 2 #=1( Е +0 =2,48. 
З 4 3-3 
о и. Е ыы 5 
2а—*) го В УЕ 
еее, с 
8, 4.2. 4. У За? с55? а 5 а/4. 0. 4 ЕЕ Е = бен; 
ча 4); =3З4Р =7,5 см. 
1. |2 Р—2 д 3. —4<х< —72; К задачам «Квант» для младших школьни- 
ат В ап а чп В ков» 
уе: эт (© -- В)’ эта В) {см. «Квант» № 6) 
1. Струбцинка. 
Варнант 4 2. Еслн лист бумаги — четырехуголь- 
22-4) ник, то согнуть его по диагонали, а затем 
тц . 9х = 6. 3. 4 со$2а Х (расправнв) согнуть так, чтобы совпали две 
ИЯ противоположные сфороны. 
2315 В 3. 36 учеников. 
4 соз(а--л/Ю) со$ («—л/6). в я 4. 180 ударов. 
п @ с05 = 5. 98. 
К статье«Курский политехнический ннстнтут» 09 ‘номером работали: 
Маденатика М 
1. а ща Рт (& Е В) зт (< — В) Е Красиков, 
с0$ @ ©0$ В ы Э. Назаров. И. Смирнова. П. Чернуский 
2. хе Е —1 13; < [. 3. ха=л/4--Ёл!2, Зав. редакцией Л. Чернова 
хз—= +л/6--Ел (ЕЕ 2). 4. х=3. Художественный редактор Т. Макарова 
Ва рнант2 Корректор Л. Боровина 
ри 2 © 
1. 27? св? 5 с0525-/605%. 2. х=8. 113035. Москва, М-35, Б. Ордынка, 21/16, 
4. [2: 51} «Квант», тел. 231-83-62. 
ь Г Сдано в набор 25ЛУ-Т7 
Подиисано в почать З/\МТ-77 
Варнант 3 ыы Воде Ив: Физ. и ай А 
4. ры, РС а 5113 2/3. 2. х= 3/0. виа ОК а 815. нах 283800 экз. 
Физика Чеховский полиграфический комбинзт 
Союзполнграфпрома 
| а| - |2 при Госудз о комитете Совета 
| а| = о 125 =4-105 м/сек?; # = Миннстров СССР по делам издательств, 


голиграфии и Киижиой торговли 
—3 = г. Чехов Московской области 
= 10-3 сек; | и |= 280 м/сек- 





Рукописи ме возвращаются 
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Удивительные цифры 


Приведенная здесь запись обладает удивительным свой- 
ством. Посмотрите на нее нз левого нижнего угла журна- 
ла. Вы увидите правильно выполнеиный пример на сло- 
жение. Теперь посмотрите из правого нижнего угла. Что 
вы видите? Опять правильно выполненный пример на 
сложение! К тому же в нем использованы все цифры 
от | до 9. 

Попробуйте найти еще одну такую запнсь цифр от 1! до 9. 


Кросснамбер 


В каждую клетку вадо вписать одну цифру (красные - 
энинн — граннцы чнсел). я 
По горизонтали: А. Число с последовательно 
убывающимн цифрами. Г. Степень некоторого числа. 
'Д. Квадрат некоторого числа. Е. Число с последователь ^ 
но возрастающими цифрамн. 3. Произведение трех после- 
човательных целых чисел. 


По вертикали: Б. Число кратное 11. В. Нечетное. 


число. Г. Куб некоторого числа. Д. Квадрат п ого 
числа. Ж. Сумма пяти последовательных цел ел. 1 
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Цена 30 коп. 
Индекс 70465 


На этом рисунке вы видите несколько прз- 
вильных выпуклых и звездчатых пятнуголь- 
ников и десятнугольников. О вопросах, свя- 
занных с построснием правильных Я-уголь- 
ников ‘с помощью циркуля н линейки, рас- 
сказывается в статье А. Кириллова на с. 2. 
Рнсунок на обложке выполнен электронной 
вычнслительной машиной по программе, со- 
ставленной Ю. Котовым. 
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НАУЧНО-ПОПУЛЯРНЫЙ ФИЗИКО - МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ 
АКАДЕМИИ НАУК СССР И АКАДЕМИИ ПЕДАГОГИЧЕСКИХ НАУК СССР 















































НИ 


Здесь вы видите три кривые. Одия нз них — 
окружность. Другая — «красная». — квад- 
ратриса Динострата. Изобретение ее при- 
писывают знаменитому софисту Гиппию, 
жившему в пятом веке до н. э..— одному 
из первых математиков, имена которых до- 
несла до нас история. Гиппий использовал 
эту кривую для решения задачи о трисек- 
цни угла (поэтому ее называют также три- 
сектрясой). Динострат (четвертый век до 
н. э.} использовал ее для решения задачи 
© квадратуре круга (отсюда — квадратри- 


Куап тссте.ги 





са)- 


Оба они рассматривали 
участок кривой, который выделен жирной 
линией. 

Третья изображенная здесь кривая — кох- 


только тот 


леонда — получается из квадратрисы Ду- 
нострата в результате ннверсин относнтель- 
но нарисованной окружности. Ее название 
пронскодит оз греческого хоу»ос (улнтка). 
Она `напомниает линии, которые видны на 
ракушках некоторых двустворчатых мол- 
люсков. 

Подробнее об этих кривых читайте на с. 57. 


Гляввный редактор 
скодемик И. К. Киконн 
Первый заместитель 
главного редактора 
окадемик А, Н. Колмогоров 


Редакционная коллегия: 


М. И. Башмаков 
С. Т. Беляев 

В. Г. Болтянский 
Н. Б. Васильев 
Ю.Н. Ефремов 
В. Г. Зубов 

П. Л. Капица 

В. А. Кириллин 
А. И. Климанов 
{главный художник) 


С. М. Козел 


В. А. Лешковцев 
(зам. главного редактора } 


Л. Г. Маквр-Лиманов 
А. И. Маркушевич 
Н. А. Патрикеева 

И. С. Петраков 

Н. Х. Розов 

А. П. Савин 

И. Ш. Слободецкий 
М. Л. Смолянский 
(зам. главного редактора) 


Я. А. Смородинскяй 
В. А. Фабрикаит 

А. Т. Цветков 

М. П. Шскольская 
С. И. Шварцбурд 
А. И. Ширшов 


15 нюля 1960 года 

ураган Аббн 

приближался к Гондурасу. 

На экране раднолокаторл 

он выглядел как и полагается 
«злому» урагану 

{см первую страницу обложки) 
— имел четковырэженный «глаз» 
{на него указывзет стрелка), 
окруженный белым кольцом 

— стеной дождевых облаков. 
вращающихся 

© ураганной скоростью 

Об ураганах. циклонах 

и витнинклонах, смерчах 

вы прочитаете в статьс 
*Вихри, 

которые делают 

погоду» {см. с. 15). 


куапетесите.ги 


Основан в 1970 году 







[7 : 
Научно-популярный 
физико-математический 
журнал 
Академии наук СССР 


и Академии педагогических 
наук СССР 


Издательство «Наука» 
Главная редакция 
физико-математической 
—/ литературы 





В НОМЕРЕ: 





2 С. Гиндикин. Карл Фридрих Гаусс 
15 „7. Алексеева. Вихри. которые «делают погоду» 
22 О. Жаутыков. Кривые второго порядка 
27 3. Тьмеладзе. Тебрня игр 
Лаборатория Кванта» 


34 Н. Ростовцев. Как с помощью проволоки измерить дли- 
ну световой волны 


Математический кружок 

38 В. Рабинович. Аффинные задачн и теоремы 
Задачник «Кванта» 

42 Задачн М456—М460; Ф468—Ф472 

44 Рещения задач М416—М419; Ф428—Ф431 
«Квантя для младшнх школьникоа 

51 Задачи 

52 Н. Виленкин. Математика н шифры 


Рецензнн, библмография 
58 Н. Клумова, М. Смолянский. Новые книги 


Физики шутят 
60 Об аутентичности научных анекдотов 
Информация 
62 Заочная физическая школа 
63 Вечерняя физическая школа 
63 Ответы, указания, решения 


Смесь (с. 26. 37, 56, 57) 





& Главная редакция физико-математнческой литературы изда- 
тельства «Наука», «Квант». 1977 





куапетесте.ги 








Не счатать ничего сделанным. если 
це кое-что осталось сделать. 


Гаусс. 
С. Гичдикин 


В 1854 г. здоровье тайного советника 

ф Гаусса, как его именовали коллеги 

Карл ридрих по Геттингенскому университету, ре- 
шительно ухудшилось. Не могло быть 

Гаусс н речи о продолжавшихся в течение 

двадцати лет ежедневных прогулках 

от Обсерватории до Литературного 

(К 200 -летию со дня рождения) музея. Профессора, приближавшегося 
к восьмидесятилетнему рубежу, уда- 
лось уговорить обратиться к врачу! 
Летом ему стало лучше и он даже при- 
сутствовал на открытии железной до- 
роги Ганновер — Геттинген. В ян- 
варе 1855 г. Гаусс соглашается по- 
знровать художнику Геземану для 


медальона. По заказу Ганноверского 
двора ‘уже после смерти ученого в 
феврале 1855 г. по этому медальону 
была изготовлена медаль. На медали 
под. барельефом Гаусса было напи- 
сано: Ма тетансогит рипсерз (Ко- 
роль математиков). История всякого 
настоящего короля должна  начи- 
наться с детства, овеянного леген- 
дами. Гаусс в этом смысле не был 
исключением. 


Брауншвейг, 1777—1795 гг. 


Гаусс не получил свой титул по на- 
следству, хотя его отец Гергард Ди- 
дерих не был вовсе чужд математике. 
Мастер на все рукн, прежде всего 
фонтанный мастер, но также и садов- 
ник, как его отец, Гергард Дидерих 
был известен своими успехами в счел- 
ном ремесле. Его услугами пользо- 
вались купцы во время ярмарок 
в Брауншвейге и даже Лейпциге, а 
еще он имел лостоянный заработок 
в самой болышой похоронной кассе 
Брауншвейга (место, которое ом пе- 
редал по наследству сыну от первого 
брака Георгу — отставному солдату). 

Карл Фридрих родился 30 апре- 
ля 1777 года в доме № 1550, что стоял 
на канале Венденгребене в Браун- 
швейге. По мнению биографов он 
унаследовал от родных отца крепкое 
здоровье, а от родиых матери яркий 
интеллект. Ближе других был к бу- 
дущему ученому дядя Фридерихс — 
искусный ткач, в котором, по словам 
племянника, «погиб прирожденный 
гений». Гаусс говорил про себя, что 
он «умел считать раныше, чем гово- 
рить». Самая ранняя математическая 
легенда о нем утверждает, что в три 
года он следил за расчетами отца с 
каменщиками-поденщиками и нео- 
жиданно поправил отца, причем ока- 
зался прав. 

В 7 лет Карл Фридрих поступил 
в Екатерининскую народную школу. 
Поскольку считать там начинали с 
третьего класса, первые два года на 
маленького Гаусса внимания не об- 
ращали. 

В третий класс ученики обычно но- 
падали в !Ю-летнем возрасте и учились 
там до конфирмации (15 лет). Учи- 
телю Бюттнеру приходилось зани- 
маться одновременно с детьми раз- 


| 


ного возраста и разной подготовки. 
Поэтому он давал обычно части уче- 
ников длинные задання на вычисле- 
ние, с тем чтобы иметь возможность 
беседовать с другими учениками. Од- 
нажды группе учеников, средн ко- 
торых был Гаусс, было предложено 
просуммировать натуральные числа 
от 1 до 100. По мере выполнения за- 
дания ученики должны были класть 
на стол учителя свои грифельные дос- 
ки. Порядок досок учитывался при 
выставлении оценок. 10-летний Гаусс 
положил свою доску, едва Бюттнер 
кончнл диктовать задание. К всеоб- 
щему удивлению, лишь у него ответ 
был правилен. Секрет был прост: 
пока диктовалось задание, Гаусс ус- 
пел переоткрыть формулу для сум- 
мы арифметической прогрессии! Сла- 
ва о чуде-ребенке распространнлась 
по маленькому Брауншвейгу. 


В школе, где учился Гаусс, по- 
мощником учителя, основной обязан- 
ностью которого было чинить перья 


младшим ученикам, работал некто 
Бартельс, интересовавшийся — мате- 
матикой и имевший несколько ма- 


тематических книг. Гаусс и Бартельс 
начинают заниматься вместе; они зна- 
комятся с биномом Ныютона, беско- 
нечными рядами... 


Как тесен мир! Через некоторое 
время Бартельс получит кафедру чис- 
той математики в Казанском универ- 
снтете и будет учить математике Ло- 
бачевского. 


В 1788 г. Гаусс нереходит в гим- 
назню. Впрочем, в ней не учат ма- 
тематике. Здесь изучают классические 
языки. Гаусс с удовольствием зани- 
мается языками и делает такие успе- 
хи, что даже не знает, кем он хочет 
стать — математиком или филологом. 


О Гауссе узнают прн дворе. 
В 1791г. его представляют Карлу 
Вильгельму Фердинанду — герцогу 
Брауншвейгскому. Мальчик бывает во 
дворце и развлекает придворных ис- 
кусством счета. Благодаря покровн- 
тельству герцога Гаусс смог в октябре 
1795 г. поступить в Геттингенский уни- 
верситет. Первое время он слушает 
лекции по филологии и почти не посе- 
щает лекций по математике. Но это 
не означает, что он не занимается 
математикой. 
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Любимейшая — наука 
величайших математиков 


Это один из многочисленных эпитетов, 
которыми Гаусс наделял арифметнку 
(теорию чисел). К тому времени ариф- 
метика из набора нзолированных на- 
блюдений и утверждений уже пре- 
вратнлась в науку. 


Позднее Гаусс напишет: «Гловным обра- 
зом, более поздним исследователям. провда 
немногочисленным. но завоевавшим непрехо- 
Эящую слову, — таким. как Ферма. Эйлер. 
„Лагранж. Лежандр. мы обязаны тем. что они 
нишац доступ к сокровищнице этой божест- 
венной науки и показали, какими богатст- 
вами она неполнена» Но всего этого еще не 
знает мальчик из Брауишвейга, который с 
поразнтельной скоростью переоткрывает то. 
на что у его великих прелшественников ушли 
многие годы. Вот несколько тем, которые 
занимали его, 


Гаусс рано подмечает, что остатки 
от деления квадратов целых чисел 
на простые числа р не могут быть лю- 
быми. Например, при делении на 3 
остатки могут быть либо 0, либо 1; 
при делении на 5 — 0.1 илн4. Но мож- 
но посмотреть на ситуацию и с другой 
стороны: для каких р существуют 
числа п?, дающие прн деленин на р 
заданный остаток 42 При 9 = 1 го- 
дятся любые р(п=р +1), а вот 
остаток р — 1 для некоторых р по- 
лучается, а для некоторых — нет: 
для р = 3 остатка 2 при деленин 
квадрата не бывает, а при р=5 
остаток 4 бывает (л = 3), при р = 
—=7, Ш, 19 остатка р — 1 не бывает, 
а при р = 13, 17 бывает. Возникает 
гипотеза: если р = 4—1, то ни- 
какое пл? при делении на р не дает 
остаток р— 1, а при р=4А- 1 
такое п? указать можно. Гаусс не 
знал, что эту гипотезу сформулиро- 
вал до него еще Ферма и что справед- 
лиВость ее была установлена Эйле- 
ром. 

«Я сличейно натолкнулся на одни изу- 
мительную арифметическую истину. 1, 
так как она не только показалась мне пре- 
красной сама по себе. но и навела на мысль. 
что она связина и с другими выдающимися 
фактами. я со всей знергией взялся за то, что- 
бы выяснить принципы. на которых она ос- 
новывиется. и получить строгое ве доказа- 
тельство. После того как это желание. на- 
хонец, осуществилось, прелесть этих иессае- 


дований настолько уваекле меня, что я уже 
не мо? их оставить. 


Гаусс интересуется, для каких р 
чнсла п? могут давать остатки 4 == 2, 


4 
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Зит. д. Для д = 2 он догадывается, 
что все дело в остатке от деления р 
на 8 (это не удалось доказать Эйлеру, 
но доказал Лагранж), для 9 = 3 все 
определяется остатком от делення р 
на 12. Общее утверждение состояло 
в том, что все простые р, имеющие 
одинаковый остаток при делении на 
44, либо одновременно могут давать 
остаток 4 прн делении некоторого л? 
на р, либо не могут. Это утверждение 
Гаусс назвал «золотой теоремой»; сей- 
час его принято называть квадратич- 
ным законом взаимности *). «Золотая 
теорема» не поддалась первой атаке 
юного Гаусса. «Эта теорема мучила 
меня целый год и ме поддавалась на- 
праженнейшим усилиям». Но это бы- 
ла та точка, в которой он «догнал» 
современную ему математику: уси- 
лия крупнейших математиков, пы- 
тавшнхся доказать квадратичный за- 
кон взаимности, были безрезультат- 
НЫМН. 

Вот другая тема размышлений Га- 
усса. Маленького Гаусса радует, что 
если делить Ё на р, то через некоторое 
время десятичные знаки начинают пов- 
торяться — получается бесконечная 
десятичная пернодическая дробь. 
Доказать периодичность не мудрено, 
а как сосчитать длину периода? 
Гаусс, не торопясь с выводами, пе- 
ребирает простые числа подряд, не 
ленясь точно выписывать периоды. 
Это может показаться скучным за- 
нятием (например, для 97 период со- 
держит 96 знаков), но Гаусс пере- 
брал все р < 1000. Он установил, 
что длина периода всегда является 
делителем числа р— 1. (Это легко 
следует из Малой теоремы Ферма **)}, 
которую Гаусс передоказал.) Гаусса 
интересуют те р, для которых период 
в точности равен р— 1. Для этого 
достаточно, чтобы средн остатков от 
деления на р чисел 10, 102, ..., 102 
встречались все ненулевые остатки. 
Бесконечно или конечно число та- 
ких р, не известно по сей день. 


*) См. статью «Золотая теорема» 
(«Квант», 1973, № 1). 
**} См. статью «Малая теорема Фер- 


ма» («Квант», 1972, № 10). 


Гаусс подметил, что при делении 
чисел 3, 9, 27, ..., 316 на 17 встреча- 
ются все возможные ненулевые ос- 
таткн: 1, 2, ..., 16. Это наблюдение 
послужило толчком к первому вели- 
кому открытию Гаусса — построению 
правильного 17-угольннка *). 

Гаусс знал, что цнркулем и ли- 
нейкой можно построить правильные 
п-угольнчки (или, что то же, разде- 
лить окружность на л равных час- 
тей) при п = 3, 4, 5. Он, конечно, 
понимал, что такие построения воз- 
можны также при п - 2*, 2^.3, 2*.5.15 


| 1 2 Г : 
(+ —== 5) . По-видимому, Гаусс 


знал, что ни для каких других п древ- 
ним построение выполнить не удалось. 

Новое время принесло возмож- 
ность перевести задачу построения 
правильного л-угольника на алге- 
браический язык. Возможность по- 
строения такого многоугольника цир- 
кулем и линейкой сводится к прел- 
ставлению — корней **) уравнения 
2" — | = Оили (если отбросить корень 
=). И 6 5 
+1-=0 в виде квадратичных ир- 
рациональностей (т. е. выражению их 
через рацнональные числа при помощи 
арифметических операций и извле- 
чения квадратного корня}. 

Эта редукция позволила едино- 
образно рассмотреть случан, доступ- 
ные древним, в То время как сами 
древние для каждого случая изыски- 
вали особый способ. 

Гаусс думал об уравнении деле- 
ния круга (так называется вышеука- 
занное уравнение), одновременно раз- 
мышляя о делимости чнсел. 30 марта 
1796 года он при пробужденин нео- 
жиданно увидел связь между этими 
задачами. 


Пусть п 17. 
нения 218 -- 28 --. 
#3, ..., 28 — 


Еслн # — корень урав- 
2+1: 0. то #2, 
его остальные корни. Гаусе 


*} См. статью «Дебют Гаусса» («Квант», 
1972, № |. 

**) Здесь и ниже речь илет о комп- 
лексных корнях. Комплексные чнсла — 
расиинрение множества действительных ЧН- 
сел, введенное для того, чтобы любое квал- 
ратное уравнение имело корнн. О комплекс- 
ных числах можно прочитать, мапричер, 
в книге Р. Куранта н Г Роббииса «Что та: 
кое математика?» (М., изд-во «Проснещенис», 
1967). 
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перенумеровал корин так, что &! получило но- 
мер А. еслн 3* при деления на 17 имеет оста- 
ток {. При этом оказались занумерованными 
все 16 корней (см. выше). Обозначим так 
занумерсванные корни через в. 1... в 


Положим шт ЦТ... РИ и 
— о — ; -+ # Е в: и. - в =: ть + 
7 (з. ыы 2 в- бор ць = 

ва пь о а = ЦТ 
аа шеи Ь = + 
+ По... #5. Оказывается. ит, 


и. являются кориями квадратного уравне- 
ния. коэффициенты которого — целые числа; 
1. 02. $. ©. — корнямн квадратного урав - 
нения, коэжффниненты которого выражаются 
через и, Из; из. №2. .... 5% Выгажаются 
аналогично через и,. и, из. Из: наконец, 
корнн 1: 1, .-. в — Выражаются через 
и. 5... Ив В результате получается 
нужное представление корией. 


Таким образом, Гаусс смог про- 
двинуться в задаче, в которой со 
времени Евклида не было сделано 
ничего нового. Элементарность фор- 
мулировки позволила сообщить об 
этом открытии в газете. 

Позднее Гаусс решил проблему 
делення окружности полностью. За- 
дача сводится к случаю простых 


п. Для простых п вида 22° + | (это 
так называемые простые числа Фер- 
ма) построение проходит по той же 
схеме, что и при п = 17. Следующее п. 
такого вида равно 257. Есть сведения, 
что Гаусс не поленился провести под- 
робные построения и для этого слу- 
чая. Для простых п, не нмеющих та- 
кого вида, построение, как доказал 
{но не опубликовал) Гаусс, невоз- 
можно {в частности, для п =7, 11. 
Теперь судьба Гаусса была решена: 
ни о какой филологии речь уже не 
шла. Он будет Математнком! На 
склоне лет Гаусс вспоминал, как 
бурлили в это время в его голове 
идеи. Он едва успевал делать отры- 
вочные записи о том, чем заннмается. 
Гаусс начинает вести дневник. Пер- 
вая запись в нем датирована 30 марта 
1796 г. Она посвящена построению 
правильного 17-угольника. Вторая 
(от 8 апреля) свидетельствует, что 
ему удалось доказать квадратнчный 
закон взаимности. Из дневника мы 
узнаем, что великий математик про- 
должает учиться, аккуратно проде- 
лывая «студенческие» упражнения. 
В 1798 г. Гаусс заканчивает унн- 
верситет и отправляется в родной 
Брауншвейг, чтобы записать свои 


Геттингенский университет (совр. гравюра). 


результаты по теории чисел. На эту 
работу ушло четыре напряженных го- 
да. В 180[Г г. вышли знаменитые 
«Арифметические исследоваиня» Гаус- 
са. Эта огромная книга (более 
500 страниц крупного формата) со- 
держит основные результаты Гаус- 
са: квадратичный закон взаимности, 
задачу деления круга, вопрос о пред- 
ставимости целых чисел в виде ат? -! 
+ тп - сп? (в частности, в виде 
суммы квадратов). Кннга была из- 
дана на средства герцога н ему посвя- 
щена. В изданном виде книга состояла 
из семи частей. На восьмую часть де- 
нег не хватило. В этой части речь 
должна была идти об обобщении квад- 
ратнчного закона взаимности на сте- 
пени выше второй, в частности — о 
биквадратичном законе взанмности. 
Полное доказательство биквадратич- 
ного закона Гаусс нашел лишь 23 ок- 
тября 1813 г., причем в дневнике он 
отметил, что это совпало с рождением 
сына. 

За пределами Ниче ис- 
следований» Гаусс по существу тео- 
рией чисел больше не занимался. Он 
лишь продумывал и доделывал то, 
что было задумано в те годы. На- 
пример, он придумал еще шесть раз- 
ных доказательств квадратичного за- 
кона взаимности. «Арифметические 
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нсследовання» сильно опередили свое 
время. В процессе их создания Гаусс 
не имел серъезных математических 
контактов, а вышедшая книга долго 
не была доступна никому из немецких 
математиков. Во Франции, где можно 
было рассчитывать на интерес Лаг- 
ранжа, Лежаидра и др., книге не 
повезло: обанкротился книготоргове ц, 
который должен был распространять 
книгу, н большая часть тиража про- 
пала. В результате ученикам Гаус- 
са приходилось позднее переписывать 
отрывки из кииги от руки. Подоже- 
ние в Германии стало меняться лишь 
в сороковых годах, когда Дирихле 
основательно изучил «Исследования» 
и читал по ним лекции. А в Казань — 
к Бартельсу и его ученикам —книга 
попала в 1807 г. 

«Арифметические — исследования» 
оказали огромное влияние на даль- 
нейшее развитие теорни чисел и ал- 
гебры. Отталкиваясь от работы Гаус- 
са о деленин круга, Галуа пришел к 
решению вопроса о разрешимости 
уравнений в радикалах *). Законы 
взаимности до сих пор занимают одно 
нз центральных мест в алгебранче- 
ской теорни чисел. 


”) См. статью Н. Валеккина и 
шевского «Эвзрист Галуа» («Кваит», 
№ 10) 





В. Ли- 
1973, 





Молодой Гаусс. (1803 г.). 


Гельмштадтская — диссертация 


В Брауншвейге Гаусс не имел лн- 
тературы, необходимой для работы 
над «Арифметическими исследования- 
МИХ. Поэтому он часто ездил в со- 
седний Гельмштадт, где была хоро- 
шая библнотека. Здесь в 1798 г. 
Гаусс подготовил днссертанию, носвя- 
щенную доказательству Основной 
теоремы алгебры — утверждения о 
том, что всякий многочлен с ком- 
плексными {в частности — с действи- 
тельными) коэффициентами имеет ком- 
плексный корень {сслн хотеть оста- 
ваться в области действительных чни- 
сел, то Основную теорему алгебры 
можно сформулировать так: всякий 
многочлен с действительными коэф- 
фнинентами раскладывается в про- 
изведение многочленов первой и вто- 


У 
+ 


И 99 
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Рис. 1. 
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рой степени). Гаусс критнчески раз- 
бирает все предшествующие попытки 
доказательства и с больиюй тщатель- 
ностью проводит идею Даламбера. 
Безупречного доказательства все же 
не получилось, так как не хватало 
строгой теорни ненрерывности. В даль- 
нейшем Гаусс придумал еще три до- 
казательства Основной теоремы (по- 
следний раз — в 1848 г.). 


Лемниската и 
арифметико-геометрическое среднее 


Расскажем еще об одной линии в ра- 
ботах Гаусса, начавшейся в детстве. 

В 1791 г., когда Гауссу было 
14 лет, его занимала следующая нгра. 
Он брал два числа а, о и строил 
для них среднее арифметическое 


ад 
2 


ь, = Иа,Ъ,. Затем он вычислял сред- 


о, 6, = Га ё, 


ит д. Гаусс вычислял обе последо- 
вательности с большим Числом зна- 
ков. Очень скоро он уже не мог 
различить а, и б, — все вычислен- 
ные знаки совнадали. Лругими сло- 
вами, обе последовательности бы- 
стро стремились к общему пределу 
М ца» 6.) шазываемому арифмети- 
ко-геометрическим средним). 

В те же годы Гаусс много возился 
с кривой, называемой — лемнискатой 
(вли лемнискатой Бернулли), — мно- 
жеством точек, произведение рас- 
стояний каждой из которых до двух 
фиксированных точек О,, О. (фоку- 


г ] 5 
208) постоянно и равно [516,°: 


(рис. 1). К систематическому изуче- 
нию лемнискаты Гаусс перешел в 
1797 г. Он долго пытается найти длн- 
ну лемнискаты, пока не догадывает- 
2л 
м(]/2.2) Ю, 0.. 
Мы не знаем, как Гаусс сообразил 
это, но знаем, что было это 30 мая 
1799 гола и что, не имея вначале до- 
казательства, он сосчитал обе ве- 
анчины © одиннадиатью ( десятич- 
ными знаками. Гаусс придумал для 
лемнискаты функции, аналогичные 
тригонометрическим функциям для 
окружности. Например, для лемни- 


1 = н среднее геометрическое 


нне от а,, бу: а. 





ся, что она равпа 
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скаты, расстояние между фокусами 


которой равно 2, лемнискатный 
синус $1 (6) — это просто длина хорды, 
соответствующей дуге длины { (рис. 1). 
Последние годы ХУИТ столетия у 
Гаусса уходят на построение теорин 
лемнискатных функций. Для них былн 
получены теоремы сложения и при- 
ведения, аналогичные теоремам для 
тригонометрнческнх функций. 

От лемнискатных функций Гаусс 
переходит к нх обобщению — эллип- 
тическим функциям. Он понимает, что 
речь ндет «о совершенно новой области 
анализа». После 1800 года Гаусс уже 
не смог уделять эллиптическим функ- 
циям столько времени, сколько было 
необходимо для доведения теории до 
состояния, удовлетворяющего его сво- 
ей полнотой и строгостью. С самого 
начала он отказался от регулярных 
публиканий, надеясь опубликовать 
все разом, как это было с его арифме- 
тическимн работами. Однако заботы 
так ннкогда н не доставили ему необ- 
ходимого времени. 

В 1808 г он пншет своему другу ин уче- 
нику Шумахеру «С круговыми и логарифми- 
ческими функциями мы умеем теперь обхо- 
диться как единожды один, но великолепный 
золотой родник, хранящий сокровенное выс- 
ших функций, остается пока почти Пегга 
тсоппиа*) Я очень много работал нод 
этим прежде и со временем дам собственный 
большой труд об этом, на что я намекал еще 
в моих «Арифметических исследованиях» 
Приходишь в изумаение от чрезвычайного 
боготстве новых и в высшей степени инте- 


ресных истин и соотношений, доставляемых 
этими функциями» 


Гаусс считал, что может не торо- 
питься с публнкацией своих резуль: 
татов. Тридцать лет так и было 
Но в 1827 г. сразу два молодых ма- 
тематика — Абель и Якоби — опуб- 
ликовали многое из того, что было 
им получено. 


«Резильтаты Якоби предстоевляют часть 
моей гобственной большой работы, которую 
я собираюсь когда-нибудь издать Она бу- 
дет представлять исчерпывающий труд на 
эти тему. если только небеим будет угодно 
продлить мою жизнь и даровать мне силы 
и душевный покой» (письма Шумахеру) 

«Господин Абель предвосхитил многие 
мои мысли и примейно ни треть облегчил 
мою задачу, изложив результаты с большой 
строгостью и изяществом Абель шел Тем 
же путем, что и яв 1798 соду, позтому нет 





*) Неизведанная область (лат ) 
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ничего невероятного в том, что мы получили 
столь похожие резуавтаты К моему удивле- 
нию, это сходство распространяется даже 
на форму, а местами и на обозначения, по- 
этому многие его формулы кажится списан- 
кыми с моих Но чтобы никто не понял ме- 
ня неправильно, я должен добавить, что 
не помню ни одного случая, когда я говорил 
0б этих исследованиях с кем-нибудь из по- 
сторонних» (пнсьмо Бесселю}) 

Наконец, в пнсьме Креллю «Поскольку 
Абель продемонстрировал такую проница- 
тельность и такое изящество в вопросах из- 
ложения, я чивствую. что могу совершенно 
отказаться от опубликования полученных 
мной результатов» (май 1828 г) 

Следует отметить, что замечание Гаусса 
в «Арифметических нсследованнях» о том, 
что теорию деления круга можно перенсстн 
на лемнискату, оказало большое влняпие на 
Абеля «Я долго размьшилял над всеми эти- 
ми вопросами, и мне в конце концов уди- 
лось приподнять завесу таинственности. ок- 
ружавшиую 90 сих пор теорию деления кру- 
га, созданную Гауссом Теперь ход его рас- 
суждений нсен мне как божий день» 


С наступлением нового века на- 
учные интересы Гаусса решительно 
сместились в сторону от чистой ма- 
тематики. Он много раз эпизоди- 
чески будет обращаться к ней я каж- 
дый раз получать результаты, до- 
стойные гения. В 1812 г. он опубли- 
ковал работу о гипергеометрической 
функции. (Эта функция завиеснт от 
трех параметров. Придавая им кон- 
кретные значения, можно получить 
болышинство функций, встречающихся 
в математической физике.) Широко 
известна заслуга Гаусса в геометри- 
ческой интерпретации комплексных 
чисел. О его геометрических работах 
мы расскажем ниже. Однако никогда 
математика уже не будет главным де- 
лом его жизни. Характерный внеш- 
ний штрих: в 1801 г. Гаусс прекра- 
щает регулярно вести дневник (хотя 
отдельные записи появляются до 
1814 г.). Мы редко отдаем себе отчет, 
как короток был «математический 
век» Гаусса — менее 10 лет. При этом 
большую часть времени заняли ра- 
боты, оставшиеся неизвестными сов- 
ременникам (эллиптические  функ- 
ЦИИ). 


Малые планеты 


Расскажем теперь о новом увлечении 
Гаусса. Биографы много спорили о 
причинах, по которым Гаусс начал 
заннматься астрономией. 


Прежде всего надо иметь в виду, 
что, начиная с работ Кеплера, Гали- 
лея и Ньютона, астрономия была 
наиболее ярким местом приложения 
математики. Эта традиция была про- 
должена в трудах Эйлера, Даламбера, 
Клеро, Лагранжа, Лапласа. Прелд- 
сказывая и объясняя небесные яв- 
ления, математики чувствовали себя 
как бы допущенными к тайнам миро- 
здания. Гаусс, с его ранним интересом 
к конкретным вычислениям, не мог, 
конечно, не попробовать своих сил 
на этом традиционном поприще. 

Впрочем, былин причины и про- 
занческие. Гаусс занимал скромное 
положение приват-доцента в Браун- 
швейге, получая 6 талеров в месяц. 
Пенсия в 400 талеров от герцога- 
покровителя не настолько улучшила 
его положение, чтобы он мог содер- 
жать семью, а он подумывал о же- 
нитьбе. Получить где-нибудь кафедру 
по математике было не просто, да 
Гаусс и не очень стремился к активной 
преподавательской деятельности. Рас- 
ширяющаяся сеть обсерваторий де- 
лала карьеру астронома более до- 
ступной. 

Гаусс начал интересоваться астро- 
номией еще в Геттингене. Кое-какие 
наблюдения он проводил в Браун- 
нвейге, причем часть герцогской пен- 
сии он израсходовал на покупку 
секстанта. Он нщет достойную вы- 
числительную задачу, решая пока 
мелкне задачи. Так, он публикует 
простой способ вычисления времени 
Пасхи и других циклических празд- 
ников вместо чрезвычайно путанных 
рецептов, которыми пользовались 
раньше. Мысль о настоящей задаче 
появилась в 1801 г. при следующих 
обстоятельствах. 

1 января 1801 г. астроном Пиац- 
ци, составлявший звездный каталог, 
обнаружил неизвестную звезду 8-Й 
звездной величины. Пронаблюлав за 
ней 40 дней, Пнации обратился к 
крупнейшим астрономам с просьбой 
продолжить наблюдения. По разным 
причинам его просьба не была вы- 
полнена. В июне эти сведения дошли 
до Цаха, издававшего едниственный в 
то время астрономический журнал. 
Цах высказал гипотезу, что речь идет 
«© давно подозреваемой между Мар- 
сом и Юпитером, а теперь, по-ви- 
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димоми, открытой, новой большой 
планете». Гипотеза Цаха показалась 
правдоподобной, и надо было срочно 
искать «потерянную» планету. А для 
этого надо было вычислить ее тра- 
екторню. Определить эллиптическую 
траекторию по дуге в 9°, которую 
знал Пиацци, было за пределами вы- 
числительных возможностей астроно- 
мов. В сентябре 1801 г., оставив все 
свон дела, вычислением орбиты за- 
нялся Гаусс. В ноябре вычисления 
были закончены. В декабрьском но- 
мере журнала Цаха они были опублн- 
кованы, а в ночь с 31 декабря на 
1 января — ровно через год после 
наблюдений Пиацци — известный не- 
мецкий астроном Ольберс, основы- 
ваясь на траектории, вычисленной 
Гауссом, нашел планету (ее назвали 
Цирерой). Это была подлинная сен- 
сация! 

25 марта 1802 г. Ольберс откры- 
вает еще одну планету — Палладу. 
Гаусс быстро вычисляет ее орбиту, 
показав, что и она располагается меж- 
ду Марсом и Юпитером. Действен- 
ность вычислительных методов Гаус- 
са стала для астрономов иесомненной. 

К Гауссу приходит признание. 
Одиим из признаков этого было нз- 
брание его членом-корреспондентом 
Петербургской академии наук. Вско- 
ре его пригласили занять место ди- 
ректора Петербургской обсерватории. 
Гаусс пншет, что ему лестно получить 
приглашение в город, где работал 
Эйлер, и серьезно думает о переезде. 
В письмах Гаусс пишет, что в Петер- 
бурге часто плохая погода, а потому 
он не будет слишком занят наблю- 
дениями, н будет оставаться время 
для занятий. Он пншет также, что 
1000 рублей, которые он будет по- 
лучать, больше 400 талеров, которые 
он нмеет сейчас, но жизнь в Петер- 
бурге дороже. 

В то же время Ольберс предпри- 
ннмает усилия, чтобы сохранить Гаус- 
са для Германии. Еще в 1502 г. он 
предлагает куратору Геттингенского 
университета пригласить Гаусса на 
пост директора вновь организованной 
обсерватории. Ольберс пишет при 
этом, что Гаусс «к кафедре матема- 
тики имеет положительное отвра- 
щение». Согласие было дано, но пе- 
реезд состоялся лишь в конце 1807 г. 


За это время Гаусс женился («жизнь 
представляется мне весной со всегда 
новыми яркими цветами»). В 1806 г. 
умирает от ран герцог, к которому 
Гаусс, по-видимому, был искренне 
привязан. Теперь ничто не удержн- 
вает его в Брауншвейге. 


Жизнь Гаусса в Геттингене скла- 
дывалась не сладко. В 1809 г. после 
рождения сына умерла жена, а затем 
и сам ребенок. Вдобавок Наполеон 
обложил Геттинген тяжелой контри- 
буцией. Сам Гзусс должен был запла- 
тить непосильный налог в 2000 фрак- 
ков. За него попытались внести день- 
ги Ольберс и, прямо в Париже, Лап- 
лас. Оба раза Гаусс гордо отказался. 
Однако нашелся еще один благоде- 
тель, на этот раз — аноним, и деньги 
возвращать было некому (много позд- 
нее узнали, что это был курфюрст 
Майнцский, друг Гетё). «Смерть мне 
милее такой жизни», — пишет Гаусс 
между заметками по теории эллипти- 
ческих функций. Окружающие не 
ценили его работ, считали его, по 
меньшей мере, чудаком. Ольберс ус- 
покаивает Гаусса, говоря, что не 
следует рассчитывать на понимание 
людей: «их нужно жалеть и им слу- 
жить». 


В 1809 г. выходит законченная 
в 1807 г. знаменитая «Теория дви- 
жения небесных тел, обращающихся 
вокруг Солнца по коническим се- 
ченням». Задержка произошла отчас- 
ти из-за опасений издателя, что книга 
на немецком языке не найдет спроса, 
а Гаусс из патриотических  сообра- 
жений отказывался печатать книгу 
по-французски. Компромисс состоял 
в издании книги на латыни. Это 
единственная книга Гаусса по астро- 
номин (сверх этого он напечатал 
несколько статей). 


Гаусс излагает свои методы вы- 
числения орбит. Чтобы убедиться в 
силе своего метода, он повторяет вы- 
численне орбиты кометы 1769 г., ко- 
торую в свое время за три дня напря- 
женнейшего счета вычислил Эйлер, 
потерявший посае этого зрение. Гаус- 
су на это потребовался час. В книге 
был нзложен метод наименьших квад- 
ратов, оставшийся по сей день одним 
из самых распространенных методов 
обработки результатов наблюдений. 
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Гаусс указывает, что он знает этот 
метод с 1794 г., ас 1802 г. система- 
тически им пользуется. (За два года 
до выхода «Теории движения» Гаус- 
са метод иаименыших квадратов был 
опубликован Лежандром.) 


На 1810 г. пришлось большое 
число почестей: Гаусс получил пре- 
мию Парижской академии наук и 
Золотую медаль Лондонского коро- 
левского общества, был избран в не- 
сколько академий. 


В 1804 г. Парижская академия 
выбрала в качестве темы для большой 
премии (золотая медаль весом 1 кг) 
теорию возмущений Паллады. Срок 
дважды переносился (до 1816 г.) в 
надежде, что Гаусс представит работу. 
Гауссу помогал в вычислениях его 
ученнк Николаи («юноша, неутоми- 
мый в вычислениях»), и все же вы- 
числения не были доведены до конца. 
Гаусс прервал их, находясь в тяжелой 
депрессии. 


Регулярные занятия астрономией 
продолжались почти до самой смертн. 
Знаменитую комету 1812 г. (которая 
«предвещала» пожар Москвы!) всюду 
наблюдали, пользуясь вычислениями 
Гаусса. 28 августа 1851 года Гаусс 
наблюдал солнечное затмение. У Га- 
усса было много учеников-астрономов 
(Шумахер, Герлинг, Ннколаи, Стру- 
ве). Крупнейшие немецкие геометры 
Мёбиус и Штаулт учились у него не 
геометрии, а астрономии. Он состоял 
в активной переписке со многими аст- 
рономами, регулярно читал статьи 
и книги по астрономии, печатал ре- 
цензии. Из писем астрономам мы мно- 
гое узнаем но занятиях математикой. 
Как не похож облик Гаусса-астронома 
на представление о недоступном от- 


шельнике, существовавшее у мате- 
матиков! 
Геодезия 
К 1820 г. центр практических нните- 


ресов Гаусса переместился в геодезию. 
Еще в начале века он пытался вос- 
пользоваться результатами измерений 
дуги меридиана, предпринятых фран- 
цузскими геодезистами для установ- 
ления эталона длины (метра), чтобы 
найти нстинное сжатие Земли. Но 
дуга оказалась слишком мала. Гаусс 





Надлись на гербе Гаусса глосит «Немного, 
но зрело». 


мечтал провести измерение достаточ- 
но большой дуги меридиана. К этой 
работе он смог приступить только в 
1820 г. Хотя измерения растянулись 
на два десятилетия, Гаусс не смог 
осуществить свой замысел в полном 
объеме, Большое значение имели по- 
лученные в связи с геодезией иссле- 
дования по обработке результатов 
измерений (к этому времени отно- 
сятся основные публикации о методе 
наименьших квадратов) ин различные 
геометрические результаты. связан- 
ные с необходимостью проводить из- 
мерения на поверхности эллипсоида. 

В 20-е годы обсуждался вопрос о 
переезде Гаусса в Берлин, где он 
должен был стать во главе института. 
Сюда должны были быть приглашены 
нанболее перспективные молодые ма- 
тематики, прежде всего Якоби ин 
Абель. Переговоры затянулись на 
четыре года; разногласия былн по 
поводу того, должен ли Гаусс чи- 
тать лекции, и сколько ему должны 
платить в год — 1200 или 2000 та- 
леров. Переговоры окончились без- 
результатно. Впрочем, не совсем: в 
Геттингене Гауссу стали платить то 
жалованне, на которое он претендо- 
вал в Берлине. 


Внутренняя геометрия поверхностей 
Геодезни мы обязаны тем, что па 
сравнительно короткое время ма- 


тематика вновь стала одним из глав- 
ных дел Гаусса. В 1816 г. он думает 
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об обобщении основной задачи карто- 
графии — задачи от отображении од- 
ной поверхности на другую «так, 
чтобы отображение было подобно ото- 
бражаемому в мельчайших деталях». 
Гаусс посоветовал Шумахеру выбрать 
этот вопрос при объявлении конкурса 
на премию Копенгагенского научного 
общества. Конкурс был объявлен в 
1822 г. В том же году Гаусс пред- 
ставил свой мемуар, в котором вво- 
дятся характеристики, позволяющие 
полностью решить проблему, частные 
случаи которой изучались Эйлером 
и Лагранжем (отображение сферы или 
поверхности вращения на плоскость). 
Гаусс подробно описывает выводы из 
его теории для миогочисленных кон- 
кретных случаев, часть из которых 
возникает из задач геодезии. 

В 1828 г. вышел в свет основной 
геометрический мемуар Гаусса «Об- 
щие нсследования о кривых поверх- 
ностях». Мемуар посвящен внутрен- 
ней геометрии поверхности, т. е. тому, 
что связано со структурой самой этой 
поверхностн, а не с ее положением в 
пространстве. 


Образно говоря, внутреиняя геометрня 
поверхности — это то. что можно узнать о 
геометрнин поверхностн «не покндая ее» *). 
На поверхностн можно измерять длнны, на- 
тясивая нить так, чтобы она целиком лежа- 
ла на поверхности. Возникающая кривая на- 
зывается геодезической (аналог прямой 
на плоскостн). Можно нзмерять углы меж- 
ду геодезическимн. изучать геодезические 
треугольники н многоугольникн. Если мы 
будем нэгибать поверхность {считая ее не- 
растяжимой и неразрываемой пленкой), то 
расстояния между точками будут сохра- 
няться, геодезические будут оставаться гео- 
дезическими ит. д. 

Оказывается. «не покидая поверхностн», 
можно узнать. кривая она нлн нет. «Настоя- 
щую» крнвую поверхность нн при каком 
изгибанни нельзя развернуть на плоскость. 
Гзусс предложнл чнсловую характеристику 
меры нскривлення поверхностн. 

Рассмотрим около точки А на поверх- 
ности окрестность площади г. В каждой 
точке этой окрестности проведем нормаль 
{перпендикуляр к поверхности) единнчной 
длины. Для илоскостн все нормали будут 
параллельны. а для кривой поверхности 
будут расходиться. Перенесем нормали так, 
чтобы их начала оказались в одной точке. 
Тогда концы нормалей заполнят некоторую 
фигуру на единичной сфере. Пусть 4$ (=) — 
площадь этой фигуры. Тогда А(А)= 





*) См. статью В. Ефремовнча «Про 
странство н внутренняя геометрия ловерх- 
постей» («Квант», 1977, № 1] 





Гаусс в старости. 


$ (2 





Нот 
г-0 
сти в точке А. Оказывается. ни прн каком 
нэгибанни А(А) не меняется. Для того что- 
бы кусок поверхности можно было развер- 
нуть на плоскость. необходимо. чтобы во 
всех точках А этого куска было #(А) 0. 
Мера кривизны связана с суммой углов гео- 
дезического треугольника 


Гаусс интересуется поверхностями 
постоянной кривизны. Сфера является 
поверхностью постоянной положи- 
тельной кривизны (во всех ее точках 


# (А) - = ‚ где Ю — радиус). В черно- 


дает меру кривизны поверхно- 


вых записях Гаусса упоминается по- 
верхность вращения постоянной от- 
рицательной кривизны. Потом 
ее назовут лсевдосферой, и Бельтра- 
ми обнаружит, что ее внутренняя гео- 
метрия есть геометрия Лобачевского. 


Неевклидова геометрия 


По некоторым сведениям Гаусс ин- 
тересовался постулатом о .парал- 
лельных ещев Брауншвейге в 1792 г. 
В Геттингене он много обсуждал про- 
блему параллельных со студентом из 
Венгрии Фаркашем Бойяя. Из письма 
1799 г., адресованного Ф. Бойяи, мы 
узнаем, насколько ясно понимает 
Гаусс, что имеются многочисленные 
утверждения. приняв которые, можно 
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доказать пятый постулат: «Я достиг 
многого, что для большинства могло 
бы сойти за доказательство». И вмес- 
те с тем: «Однако дорога, которую я 
выбрал, ведет скорее ме к желатель- 
ной цели, а к тому, чтобы сделать 
сомнительной истинность геометрии». 
Отсюда до понимания возможности 
неевклидовой геометрии один шаг, 
но он все-таки еще не был сделан, 
хотя эта фраза часто ошибочно вос- 
принимается как свидетельство того, 
что Гаусс пришел к неевклидовой 
геометрии уже в 1799 г. 


Заслуживают внимання слова Гаусса. 
что он нс нмеет возможности уделить доста- 
точно времени этим вопросам. Характерно. 
что о проблеме параллельных нет Ничего в 
дневнике. По-видимому. она никогда не на- 
ходилась в центре внимання Гаусса. В 1804 г. 
Гаусс опровергает попытки Ф. Бойян дока- 
зать постулат с параллельных. Пнсьмо за- 
канчнвается так: «Однако я еще надеюсь 
на т0, что некогда. и еще до моего конца, 
эти подводные камни позволят перебраться 
через них». Похоже, что эти слова означа- 
ют надежду, что доказательство будет най- 
дено. 

Вот еще несколько свидетельств: «В 
теории параллельных мы 90 сих пор не опе 
редили Евклида. Это позормая часть мате- 
матики, которая. рано или поздно, должна 
принять совершенно другой вид» (1813 г.}. 
«Мы не продвинулись дальше того места, где 
был Евкльд 2000 лет назад» (1816 г.). Одна- 
ко в том же 1816 г. он говорит о «лробеле, 
который нельзя заполнить». а в 1817 г. в 
письме Ольберсу мы читаем: «Я все больше 
прихожу к убеждению, что необходимость 
нашей геометрии не может быть доказана, 
по крайней мере, человеческим умом и для 
человеческого ума. Может быть. в другой 
жизни мы придем к другим взглядам на при- 
роди пространства, которые нам теперь не- 
Зоступны. До тех пор геометрию следует 
ставить в ряд не с арифметикой, существую- 
щей чисто априори, а скорее с механикой» 

Примерно в то же время к мыслн о не- 
возможности доказать пятый постулат прн- 
иел юрист из Кенигсберга Швейкарт. Он 
предположил. что наряду с евклидовой гео- 
метрией существует частральная геометрня». 
в которой постулат о параллельных ие имс- 
ет места. Работавший в Кеннгсеберге ученик 
Гаусса Герлинг написал учителю о мыслях 
Швейкарта и приложнля ззмеку  послед- 
него. В ответе Гаусс иншет: «Лочты асе 
списано с моей души». Деятельность Швей- 
карта продолжил его племянник Тауринус. 
с которым Гаусс обменялся несколькими 
письмами. начиная с 1824 г. 

В письмах Гаусс подчеркивает. что его 
высказывания носят сугубо частный харак- 
тер н их нн в коем случае ке следует прида- 
вать гласности. Они ие верит. что эти идеи 
могут быть восприкяты. ин боится заинтере- 
сованностн толвы дилетантов. Гаусс пережил 
немало тяжелых лег н очень дорожит воз- 


можностью спокойно работать Ои преду- 
преждает Герлинга, который собирался 
лишь упомянуть, что постулат о параллель- 
ных может оказаться неверен «Но осы. 
снездо которых Вы разришаете, поднимится 
над Вашей головой». Постепенно зреет рс- 
шение записать результаты, но ие публико- 
вать их «Вероятно, я еще не скоро смогу 
обработать свои пространные исследования 
ло этому вопросу. чтобы их можно дыло 
опубликовать Возможно даже, я не решусь 
на это во всю свою жизнь, потому что воюсь 
крика беотийцев®). который поднимется, 
если я выскажу свои воззрения целиком» 
{письмо Бесселю 1829 г} В мае 1831 г 
Гаусс начинает систематнческне записи. «Вот 
уже несколько недель, как я начал излагать 
письменно некоторые результаты моих соб- 
ственных размышлений 0б этом предмете. 
частично имеющих уже 40-летнюю давность. 
но никогда мною не записанных, вследствие 
чего я должен был 3 или 4 раза возобнов- 
лять весь труд в моей голове Мне не хоте- 
лось бы, однако, чтобы это погибло вместе 
со мной» (письмо Шумахеру). 

Однако в 1832 г он получил от Фарка- 
ша Бойяи небольшое сочниение его сына 
Яноша «Аппендикс» (название связано с 
тем. что оно было издано в виде приложения 
к большой книге отца) «Мой сын ставит но 
твое суждение больше, чем на суждение всей 
Европы». Содержанне книги поразило Га- 
усса: в ней полно н систематически строн- 
лась неевклидора геометрия. Это были не 
отрывочные замечания н догадки Швейкар- 
та — Таурннуса. Такое изложение соби- 
рался получить сам Гаусс в ближайшее 
время. Он пишет  Герлиигу —<« я машел 
все мои собственные идеи и результаты. 
развитые с большим изяществом. хотя, 
вследствие сжатости изложения. в форме, 
трудно доступной тому, кому чужда эта 
область... Я считаю. что этот юный 
сеометр Бойяи — гений первой величины 
А вот, что написано отцу: «. 8се содержа- 
ние этой работы. путь, по которому твой 
сын пошел, и результаты, которые он полу- 
чил, — почти сплошь совпадают с моими, 
которые я частично получил уже 30—35 лет 
тому назад Я действительно этим крийне 
поражен. Я имел намерение о своей собст- 
венной работе, кое-что из которой я теперь 
нанес на бумаец, при жизни ничего не пудб- 
ликовать . я имел намерение . чтобы эти 
мысли, по крийней мере, не погибли го мной. 
Я лоэтому чрезвычайно поражен случив- 
шимся — оно освобождает меня от этой нег- 
обходимости: и меня очень радует. что 
именно сын моего старого друга таким уди- 
вительным образом меня  предвосхитиль» 
Никакой публичной оценки нли поддержки 
Янош Бойяи от Гаусса не получил По-ви- 
днмому. одновременно Гаусс прервал снсте- 
матические запнсн по неевклидовой геомет- 
рин. хотя сохранились эпизодические за- 
метки, относящиеся к 40-м годам 





*) По преданию жители Беслии «лавн- 
лись в Древней Грецшин своей глупостью 
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В 1841 г Гаусс познакомился с немец. 
ким нзданием работы Лобачевского (первые 
публикацин Лобачевского относятся к 
1829 г) Верный себе. Гаусс нитересуется 
аругимн публикациями автора. ограничнна- 
ясь высказываниямн о нем в переписке с 
близкими корреспондентами Впрочем. по 
предложению Гаусса, в 1842 г Лобачевско- 
го. «как одного из превосходнейших матема- 
твков русского государства». набрали чле- 
ном-корреснондентом  Гсттингенского уче- 
ного королевского общества Гаусс лично 
изнестил Лобачевского об избрании Одиако 
нн в представлении Гаусса, ин в дипломе. 
выданном Лобачевскому. неевклидова геб- 
метрия не упоминалась 


О работах Гаусса по неевклидовой 
геометрии узнали лишь при публи- 
кации посмертного архива. Так Гаусс 
обеспечнл себе возможность спокойно 
работать отказом обнародовать свое 
великое открытне, вызвав несмол- 
кающие по сей день споры о допустн- 
мости занятой им позиции. 

Следует отметить, что Гаусса ии- 
тересует не только чисто логический 
вопрос о доказуемости посгулата о 
параллельных. Его нитересует место 
геометрии в естественных науках, 
вопрос об истинной геометрин нашего 
физического мира (см. выше выска- 
зывание 1817 г.). Он обсуждает воз- 
можность астрономической проверки, 
с интересом отзываясь о сообра- 
женнях по этому поводу Лобачевско- 
го. При занятнях геодезией Гаусс не 
удержался от измерения суммы углов 
треугольника с вершинами Высокий 
Гаген, Брокен, Инсельберг. Откло- 
нение от 2л не превысило 0,2°. 


Электродкнамика 
н земной магнетизм 


К концу 20-х годов Гаусс, пере- 
шедший 50-летний рубеж, начинает 
понски новых для себя областей на- 
учной деятельности. Об этом свиде- 
тельствуют две публикации 1829 и 
1830 гг. Первая из них несет печать 
размышлений 0б общих принципах 
механики (здесь стро тся «принцип 
наименьшего принужд-ния» Гаусса); 
другая посвящена изучению капил- 
лярных явлений. Гаусс решает за- 
ниматься физикой, но его узкие инте- 
ресы еще не определились. В 1831 г. 
он пытается заниматься кристалло- 
графней. Это очень трудный год в 
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жизни Гаусса: умирает его вторая 
жена, у него начинается тяжелейшая 
бессонница. В этом же году в Гет- 
тинген приезжает приглашенный по 
инициативе Гаусса 27-летний физик 


Вильгельм Вебер. Гаусс познако- 
мился с ним в 1828 г. в доме Гум- 
больдта. Гауссу было 54 года; о его 
замкнутости ходили легенды, и все 
же в Вебере он нашел сотоварища по 
запятиям наукой, какого он никогда 
не имел прежде. 


«Внутреннее различие этих дюдей 00- 
статочно выражалось также и в их внеш- 
нем облике. Гаусс — приземистый. крепкоео 
телосложения. настоящий представитель 
Нижней Саксонии,  милоразговорчивый и 
замкнутый в седе. Своеобразной противопо- 
аожностью ему чадяется небольыной, изя 
ный. подвижный Вебер, чрезвычайния дн). 
безность и разеоворчипость котороеа сразу 
жг обнаруживали коренного саксонца: он 
оыл действительно родом из Виттендереи, 
этой страны «саксонцев в квайрите». На гот- 
тингенском памятнике Гиуссу и Веберу эта 
противоположность их хидожественных со- 
ображений смчечена и даже по возрасту 
они кажутсн более близкими. чем это было 
в действительности». (Клейн) 


Интересы Гаусса н Вебера лежали 
в области электродинамики и земного 
магнетизма. ИМх деятельность имела 
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не только теоретические, но и практи- 
ческие результаты. В 1833 г. они 
нзобретают электромагнитный теле- 
граф (это событие запечатлено в их 
общем памятнике). Первый телеграф 
связывал обсерваторию и физический 
ниститут. По финансовым причинам 
внедрить телеграф в жизнь его созда- 
телям не удалось. 

В процессе занятий магнетизмом 
Гаусс пришел к выводу, что системы 
физических единни надо строить, вво- 
дя некоторые количество независимых 
величин н выражая остальные вели- 
чины через них. 

Изучение земного магнетизма опи- 
ралось как на наблюдения в магнит- 
ной обсерваторни, созданной в Гет- 
тингене, так и на материалы, которые 
собирались в разных странах «Сою- 
зом для наблюдения над земным маг- 
нетизмом», созданным Гумбольдтом 
после возвращения из Южной Аме- 
рики. В это же время Гаусс создает 
одну из важнейших глав математиче- 
ской физики — теорню потенциала. 

Совместные занятия Гаусса н Ве- 
бера были прерваны в 1843 г., когда 
Вебера вместе с шестью другими вид- 
ными профессорами изгнали из Гет- 
тингена за подиисание письма ко- 
ролю. в котором указывались нару- 
шения последним конституции (Гаусс 
не подинсал письма). Возвратился в 
Геттинген Вебер лишь в 1849 г., 
когда Гауссу было уже 72 года. 


* * + 


Мы закончим наш рассказ о Гаус- 
се словами Клейна: «Гаусс напоминает 
мне образ высочайшей вершины ба- 
варского гормого хребта, какой она 
предстает перед глазами наблюда- 
теля, глядящего с севера. В этой 
горной цепи в направлении с востока 
на запад отдельные вершины поды- 
маютсн все выше и вое, достигая 


предельной высоты в могучем, вы- 
сящемся в центре великане; круто 


обрывиясь, этот горный исполин сме- 
няется низменностью новой форма- 
ции, в которую на много десятков ки- 
лометров далеко проникают его отро- 
ги, и стекающие с него потоки несут 
влагу и жизнь». 


Портрет Гаусса на с. 2 прислан про- 
фессором К. Р. Бирмавом из ГДР. 
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„Л. Алексеева 


Вихри, 
которые 
«делают погоду» 


«<... символические спирали, как пы 
олицетворяющих грозный атмосфер- 
ный вихрь. можно встретить ни изо- 
браженинх идолов и божеств. дот) 
ших 90 нас со времени древних циви- 
зизаций. 
_. Идол с берегов Оксинии —- бое бурь 
и племени маори в Новой Зеландие 
тоже икрашен многочисленными сни- 
ралями.х 
Н. Ситинков. «Бетен. Камила 
и другие. > 


Удивительное это образование 
вихрь!" От других потоков однород- 
ной жидкости или газа он отличается 
только характером движения, вклю- 
чающим вращение вокруг внутренней 
осн. Но, по сравнению с другими 
потоками, вихрь обладает замеча- 
тельной целостностью, устойчивостью 
и долгоживучестью (см. «Квант» № 4, 
1971 г.) 


Высоко под потолок летят вих- 
ревые дымные кольца, выпущенные 
курильщиком, тогда как дым от его 
паниросы, едва поднявшись, разби- 
вается на струйки, перемешивается с 
воздухом и расплывается. Класси- 
ческне опыты с большими вихревыми 
кольцами, которые со стуком уда- 
рялись о стену лаборатории, описаны 
в статье американского  физика-эк- 
спериментатора Р. Вуда (см. «Квант» 
№ 12. 1971 г.). 


В природе вихри возникают во 
множестве. Они появляются в той 
части потока, где скорость быстро 
меняется в направленин, перпендни- 
кулярном потоку. Каждому случа- 
лось видеть вихри в быстрой реке на 
переходе от быстрины к замедленному 
течению у берега. Целая цепочка 
вихрей может тянуться за движущим- 
ся предметом, скажем, автомобилем. 
Их особенно удобно наблюдать на 
шоссе в метельные дни, когда маши- 
на обдувается крепким встречным вет- 
ром, а хлопья снега проявляют дви- 
жение прозрачного воздуха. Такие 
же вихри появляются при обтекании 
препятствий. 


Вихревой характер сильного вет- 
ра был замечен в 1821 г. У. Рэдфил- 
дом. содержателем небольшого мага- 
зина в штате Коннектикут (США), 
который, объезжая носле шторма рай- 
оны штата, обратнл внимание на по- 
валенные ветром деревья. В одном 
месте деревья лежали макушками к 
северо-западу, тогда как на некотором 
расстоянии макушки указывали пря- 
мо противоположное направление. 
Отсюда У. Рэдфилд сделал вывод, 
что шторм представлял собой враща- 
тельную систему ветров. Беседуя с мо- 
ряками и анализируя судовые жур- 
налы, он установил наиравление вра- 
щения крупных вихрей и нашел тра- 
ектории их центров. В 1831 г. вышел 
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труд У. Рэдфилда, излагающий ре- 
зультаты его исследований. Близкие 
взгляды высказывал немецкий ученый 
В. Дове. В эти же годы были построе- 
ны первые ветровые карты. 

Вообще, вихревые движения ха- 
рактерны для атмосферы Землн. Од- 
нако далеко не все вихри «делают по- 
году». Погода на земном шаре в снль- 
ной степенн зависнт от присутствия 
гигантских атмосферных вихрей-цик- 


лонов и антициклонов,  задаощих 
ветровой режим в данном районе 
Земли. 


В вихревой системе, называемой 
циклоном (рис. 1), атмосферное дав- 
ление понижается от периферни к 
центру. Поэтому вблизи поверхности 
Земли воздушные течения направлены 
к центру циклона. Все циклоны нме- 
ют вращательную — составляющую 
скорости ветра. В Северном полуша- 
рин она направлена против часовой 
стрелки, в Южном — по часовой. 
В развивающихся циклонах (т. е. та- 
ких, у которых давление в центре 
продолжает падать} наблюдаются вос- 
ходящие потокн. Прн этом образу- 
ется мощная облачность и выпадают 
осадки. 


Последние два свойства цникло на 
очевидно связаны между собой. В са- 
мом деле, выделим мысленно некото- 
рый объем воздуха и посмотрим, что 
пронзойдет при его подъеме. Попадая 
в более пазрежениые слои атмосферы, 
этот объем расширяется, температура 
воздуха внутри него. падает, и содер- 
жащийся в нем водяной пар конден- 
сируется. 


Направление вращення циклонов 
в различных полушариях можно объ- 
яснить закручивающим действием си- 
лы Кориолнса (подробнее см. «Квант» 
№ 2, 1975 г.), связанной с суточным 
вращеннем Земли. Напомним из- 
вестный факт, что отклоняющее дей- 
ствне этой силы заставляет реки под- 
мывать свон правые берега. Воздуш- 
ный поток не удерживается берегом, 
у поэтому при своем движении к цент- 
ру он будет отклоняться вправо, ес- 
лн смотреть в сторону центра, т. е. 
против часовой стрелки ири взгляде 
сверху. 

Заметим, что возле самого эква- 
тора в полосе широт <5° по обе сто- 
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роны мощные вихри не образуются. 
Этот факт хорошо вяжется с прнве- 
денным объяснением, поскольку на 
экваторе горизонтальная составляю- 
щая силы Кориолиса равна нулю. 

В вихревой системе антиинклона 
все наоборот: давление возрастает, 
достигая максимума в центре вихря. 
В развивающемся антициклоне при- 
сутствуют нисходящие потоки. Оцу- 





Рис. 1. Стрелками указаны направления вет- 
роа в циклоне. 





Рис. 2. 


скаясь. газ нагревается н удаляется 
от состояния насыщения водяным па- 
ром. Поэтому для антициклона харак- 
терна ясная малооблачная погода 
Антициклоны вращаются по часовой 
стрелке в Северном полушарин и про- 
тив часовой стрелки в Южном. На- 
правление вращения антициклона объ- 
ясняется также закручивающим лей- 
ствнем снлы Корнолиса. 





Рис. 3 


Рис. 4. 


В зависимости от места зарожде- 
ння циклоны делят на тропические и 
внетроническне. 

Рисункн 2 и 3 представляют вид 
сверху, соответственио. внетропиче- 
ского и тропического циклонов. Вне- 
тропический циклон (называемый ино- 
гла просто циклоном) — это самый 
крупный атмосферный вихрь, дости- 
гающий нескольких тысяч километров 
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в поперечнике. Высота его колеблется 
между 2—4 ин 17—20 км. Скорость 
ветра в нем в большинстве случаев 
не превосходит 40—70 км/час. 


Поперечный размер гронического 
циклона (называемого также ура- 
ганом, тропическим ураганом, тай- 
фуном ин пр.) значительно меныие — 
всего несколько сот километров, вы- 
сота его — до 12—15 км. Давление в 
ураганах падает намного ниже, чем 
во внетропическом циклоне. При этом 
скорость ветра достигает  400— 
600 хли/час. 


Самые болышне скоростн ветра в 
урагане наблюдаются вокруг так на- 
зываемого «Глаза бури» — зоны по- 
коя в центральной частн урагана. 
Черное пятно правнльной формы на 
рисунке 3 — это н есть глаз бури. 
Выразительное описание глаза ура- 
гана дает очевидеи, нролетевший че- 
рез тайфун на самолете метеослуж- 
бы — французский журналист 
П. А. Молэн, автор книги «Охотин- 
ки за тайфунами». 


«Мы летим на высоте 3 км в колод- 
це диаметром 22 км. в котором ила- 
вает несколько перистых облаков, 
мирных, как игрушки. Стены этого 
колодца представляет недвижимая бу- 
ря. удерживаемая таинственной прн- 
чнной. Она наполнена кнпящимн об- 
лаками, охваченными жесточайшими 
конвульсиямин. Когда самолет кре- 
нится иа виражах, глаза поднимают- 
ся к верхушке стены, выходу из этого 
колодца в 15 км над нами. И перед 
нашим удивленным взором разверты- 
ваются эти кипящие стены, эта ги- 
гантская бездна, это Крупное отвер- 
стне, которое н заставило назвать все 
явление «глазом тайфуна»». 


Заметим. что внетропические цик- 
лоны «глазом» не обладают. 


Еще четче зона покоя (полость) 
выражена у мелкомасштабных вих- 
рей — смерчей (торнадо, тромбов) 
(рис. 4). Размеры их очень малы: 
ширина — от нескольких метров до 
2—3 км, в среднем 200—400 м, вы- 
сота от нескольких десятков до 1500— 
2000 м, в среднем несколько сот мет- 
ров. Скорость ветра в смерче иногда 
превышает звуковую (1200 км/час! 

В сердчевине смерча давление па- 
даст очень низко, поэтому смерчи 
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Рис. 6. 


«всасывают» в себя различные, иногда 
очень тяжелые предметы, которые пе- 
реносят затем иа болъште расстояния. 
Люди, оказавшиеся в центре смерча, 
погибали. Поэтому нет наблюдений 
его полости изнутри. Но ее видели 
снизу, когда смерч проходил над го- 
ловой наблюдателя. Рисунок 5 пред- 
ставляет собой фотографию внутрен- 
ней полостн смерча, снятую снизу. 
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Рис. 7. 


По рассказам очевидцев полость смер- 
ча похожа на внутренность черного 
пустого цилиидра, освещениого из- 
нутри блеском молний, проскакиваю- 
щих между стенами. В некоторых слу- 
чаях наблюдатели молний не видели. 

Однажды нижний край смерча про- 
шел над головой наблюдателя на вы- 
соте 6 м. Ширина внутренней полости 
этого смерча была около 130 м, тог- 
да как толщина стенки — всего 3 м. 
В середине полости находилось яркое, 
светящееся голубым светом прозрач- 
ное облако. Немиого позже, когда 
смерч уже прошел над наблюдателем, 
конец его спустился к земле, коснул- 
ся соседнего дома н в одно мгновение 
унес его. Дом распался в воздухе. 

Со стороны смерч напоминает столб 
(рис. 6), воронку (рис. 7) илн хобот 
(рис. 4), свешивающийся из осиова- 
ния мощного грозового облака. Мо- 
жет образоваться сразу группа смер- 
чей (рис. 8). Интересна зарисовка 
смерча с двумя воронками (рис. 9). 
В черной туче скрыта горизонталь- 
ная часть смерча — внхревое образо- 
вание, вращающееся вокруг оси, вытя- 
нутой параллельно поверхностн Зем- 
ли. Эту часть смерча видел летчик, 
пролетавший на высоте около 300 м. 
По его словам, она напоминала огром- 
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Рис. 8. Зарисовка водяных смерчей 1840 г. в Средиземном море у берегов 


ную извивающуюся змею. Подобную 
«змею», переходившую в смерч, на- 
блюдалн однажлы с Землн. «Змея» 
была наполнена водой, которую смерч 
высасывал из озера. Похоже, что 
горизонтальная часть смерча связана 
с громадным вихревым кольцом, об- 
разующимся иногда в облаках. Го- 
является она раныне самого смерча. 

Смерчи обыкновенно возникают в 
районах, где соприкасаются воздуш- 
ные массы с резко отличными телло- 
выми свойствамн, в области мощных 
вертнкальных движений и сходящих- 
ся потоков. 

Накоплен огромный фактический 
матернал о физических свойствах 
смерчей (см. книгу Д. В. Наливкина 
«Ураганы, бури и смерчи»). Напри- 
мер, известно о фантастически  боль- 


ших перепадах скорости ветра в смер- 
че. 





Рис. 9. Зарисовка смерча 1879 г. в Канзасе 
(США). 
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Казалось бы, действие сил вязкости 
(внутреннего трения) должно сгла- 
живать резкость картины. Однако 
приведем такой пример. 

Смерчи часто наблюдаются в рав- 
нинных штатах Северной Америки. 
Проходя через фермы. они разрушают 
строения, в частности, курятникя, 
разбрасывая их обломки далеко по 
равнине. На болышном расстоянии от 
фермы находят куски разорванных 
куриных тушек. Бывали случаи, ког- 
да стены н крыши курятника ис- 
чезали, а куры оставались на месте, 
живые нли мертвые. Часть кур на- 
ходят ощнпанными: смерч всасывает 
в себя перья. Возможно, этому помо- 
гает следующее обстоятельство: в 
коже курицы у основания перьев на- 
ходятся воздушные мешочки, кото- 
рые могут взрываться, если давление 
окружающего воздуха упадет доста- 
точно низко. Так или иначе, потерять 
перья курила может только в том 
случае, если она находилась в ворон- 
ке смерча. Но однажды нашан кури- 
цу, у которой перья были ощипа- 
ны только на одной половине тела. 
Это значит, что скорость ветра ме- 
нялась на расстоянии нескольких сан- 
тиметров от «ощилывающей» до близ- 
кой к нулю. 

Удивительна способность смерчей 
втыкать продолговатые предметы (со- 
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Рис. 10. 


ломинки, палки и др.) в деревья, 
стены домов, землю ит. п. Мелкие 
камни пробивают стекло подобно пу- 
лям. выпущенным из револьвера. 

Зарегистрирован случай, когда во 
время прохождения смерча сосновая 
палка пробнла лист железа толщиной 
около сантиметра. Этим же качеством 
обладают урагаиы. На рисунке 10 
мы видим палку, проткнувикую ствол 
пальмы. По-видимому, эта способ- 
ность также связана с резкими пере- 
падами скорости в вихре. 

В последние десятилетия круп- 
ные вихри исследовались со специаль- 
ных самолетов метеослужбы. Радио- 
локаторы и метеоспутники позволи- 
ли получить «изображения» глобаль- 
ных ветровых систем. Особеино чет- 
кими получаются фотографии цик- 
лонов. поскольку они сопровождают- 
ся сильной облачностью и осадками 
Как показываюг фотографин, осадкн 
в миклонах концентрируются в чет- 
ко выделяющиеся сцкиральиые иолосы. 
Антиииклои прозрачен, осадки в нем 
редкн. а если они ин выпадают, то 
обычно на периферии в виде мороси. 
Поэтому аитициклоны значительно 
труднее различить на спутниковых 
фотографиях. 
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И все-таки, несмотря на обнлие 
фактического материала, последова- 
тельной теории внихрей еще нет. Свя- 
зано это, прежде всего, с тем, что в 
каждом конкретном случае зарожде- 
ция вихря его развитие определяется 
огромным множеством внешних Фак- 
торов. Неясно, какое именно сочета- 
ние известных условий вызовет пер- 
воначальное развитие вихря. В самом 
деле. до стадий урагана развиваются 
менее 10% образовавшихся в тропи- 
ках областей пониженного давления, 
остальные бесследно исчезают. Пока 
нельзя предсказать развитие урагана 
или смерча в даниой конкретной сн- 
туации. 

Особенно плохо разработана тео- 
рия смерчей. И дело здесь ие только 
в том, что возникают они неожиданно 
н при более разнообразных условиях, 
чем ураганы (так, смерчи ниогда 0об- 
разуютея в глубине материка). Ог- 
ромная скорость ветра в смерчах ме- 
шает их зкспериментальному изуче- 
нию. Это же обстоятельство не поз- 
воляет сколько-нибудь  носледова- 
тельно изучить это явление матема- 
тически. 

В самом деле, даже на самый «гру- 
бый» вопрос — в какую сторону бу- 
дет вращаться смерч — нельзя отве- 
тить однозначно. При громадной ско- 
рости движения внутри мелкомасш- 
табного вихря периодический працесс 
суточного вращения Земли может ока- 
зазься слишком медленным, чтобы 
активно взаимодействовать с процес- 
сом быстрого внутреннего движення, 
м развитие такого мелкомасштабного 
вихря будет определяться только кой- 
кретными внутренними условиями в 
газе. Они же будут определять на- 
правление вращения вихря. Поэтому, 
еслн болыпние внхрн Северного по- 
лушария — внетронические циклоны 
н ураганы — вращаются против ча- 
совой стрелки, то для смерчей того 
же полушария не нсключается враз- 
щение по часовой стрелке. 

Возможны случаи одновременного 
появления двух или более вихрей в 
одном и том же районе. Оказавшись 
на достаточно близком расстоянии 
друг от друга, такие вихри начинают 
взанмодействовать между собой. Это 
явление называется эффектом Фуд- 
зивары. 


Попробуем схематично описать 
«встречу» двух вихрей. У каждого 
одиночного вихря область интенсивно- 
го вращения отделена от неподвнж- 
ной зоны так называемой перифериче- 
ской областью, в которой скорость по- 
степенно спадает до нуля. Предста- 
вим себе, что два урагана оказались 
на таком расстоянии, что центр каж- 
дого их них попал в периферическую 
область другого. Пусть, для опреде- 
ленности, ураганы вращаются против 
часовой стрелки. Каждый из них прн- 
ведет в двнжение центр своего «со- 
брата» такнм образом, чтобы тот вра- 
щался относительно него против ча- 
совой стрелки. Как легко увидеть, 
это приведет к вращенню центров 
обоих ураганов также против часо- 
вой стрелки относительно некоторой 
точки, расположенной на отрезке пря- 
мой, соединяющей центры ураганов, 
ближе к более мощному вихрю. В 
нижних слоях атмосферы воздух прн- 
текает к центру урагана, тогда как 
наверху оттекает от центра. В за- 
внсимости от интенсивностн этих про- 
цессов у данной конкретной пары ура- 
ганов они могут сближаться, если пре- 
обладает «всасывание», или отступать 
друг от друга, если сильнее проявят 
себя оттекающие потоки в верхних 
слоях. 

При этом ураганы все время про- 
должают влиять друг на друга. По 
выражению американского физика 
К. Орра, двнжение их напоминает 
поведение боксеров на ринге, выжн- 
дающих момент для нанесения ре- 
шающего удара. 

Аналогичная схема позволяет рас- 
сматривать встречу антициклонов и 
пары циклон— антициклон. Кроме то- 
го, ее можно распространить на слу- 
чай, когда вихрь попадает в мощное 
воздушное течение и начинает взан- 
модействовать с ним. 

Развитие вихря определяют мно- 
гие факторы, и сделать заранее ка- 
кие-либо предположения о результате 
«встречи» двух внхрей практически 
невозможно. 

Путь уже развившегося урагаиа 
иногда оказывается очень длинным, 
и, проходя его, вихрь испытывает 
различные превращения. При выходе 
из тропиков ураган принимает форму 
сильного внетропического циклона. 
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Шлормовые циклоны Западной Ев- 
ропы часто оказываются бывшими 
тропнческими ураганами, которые 
прошлн вдоль берегов Северной Аме- 
рики и пересекли Атлантику. Неко- 
торые из них, пройдя по Европе, 
уходят затем в Азию. 

Когда ураган выходит на сушу, 
то из-за «шероховатости» земной по- 
верхности его нижние слои начинают 
разрушаться. Кроме того, проходя 
над сушей, ураган слабеет из-за не- 
достатка «питания» — влаги. Но если 
ураган оказывается вновь над океа- 


Ном, то сохранившаяся его верхняя 


часть может «раскрутить механизм» 
с прежней силой. 

Обрушиваясь на густонаселенные 
районы суши, ураган уносит тысячи 
человеческих жизней и причиняет ог- 
ромный материальный ущерб. Энергия 
его громадна: за один день большой 
ураган «расходует» энергию, равную 
энергии взрыва 13000 мегатонных 
ядерных б0мб; кинетическая  энер- 
гия среднего урагана равна запасу 
энергии 1000 атомных бомб. 

Деятельность ураганов меняет 
рельеф земной поверхности: исчезают 
коралловые острова, «передвигаются» 
берега океана, появляются новые про- 
ливы и т. п. 

Прогнозы перемещений инклонов 
и антициклонов за последние два де- 
сятилетня стали намного надежнее 
благодаря использованию ЭВМ н ин- 
формацин, доставляемой спутниками, 
радиолокаторами и самолетами. На 
помощь службе погоды приходят но- 
вые совершенные аппараты и прнбо- 
ры. Служба эта ведется постоянно. 


О. Жаутыков 


Кривые 
второго порядка 


Кривой второго порядка называют 
график уравнения второй степенн с 
двумя неизвестными 


Ах? - Вху + Су? + Ох + Еу + 


гле А, В, С, О, Е, Е ЕВ. Обозначим 
многочлен в левой части уравнения 
(1) через } (х, у). Тогда точка М (хо; 
ус) прннадлежит графику уравнення 
(1), если { (хо, Ио) -=0 (см. «Алгебра 6», 
п. 54). 

Ссновная наша задача — научить- 
ся определять вид этого графика по 
коэффициентам А, В, С, О, ЕЁ, РБ. 

Будем считать, что А, В, Сне 
обращаются одновременно в нуль (ес- 
ли А=В=С=0, то получается кривая 
первого порядка — графим линейно- 
го уравнения Рх--Еу-+ Р-=0). 


Мы изберем следующий план: сна- 


чала изучим несколько простых ча- 
стных случаев — когда некоторые 
коэффициенты уравнения (1} обраща- 
ются в нуль, а потом научимся па- 
раллельными переносами и поворо- 
тами получать график уравнения (1) 
из этих частных случаев. 


Частные — случаи 

Случан эти таковы (все коэффициенты 

при выписываемых членах, кроме, 

быть может, ЁР, отличны от нуля): 
Ах? + Еу = 0, (2а) 
Су? + Ох = 0, (26) 
Ах? -- СЕР =0, (3) 
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Ах? + Е = 0, (4а 
СЕ =О. (46) 


Параболы. Перепишем урав- 
нения (2а) и (26) так: 


(5а) 
(56) 


Графиком уравнения (5а) является па- 
рабола (см. «Алгебра 6», п. 24 и статью 
И. Н. Бронштейна  «Парабола» в 
«Кванте», 1975, № 4). Легко понять, 
что уравнение (56) тоже определяет 
параболу — она получается при от- 
ражении параболы у= — т}. х* отно- 
сительно биссектрисы первого коор- 
динатного угла (см. рис. 1). 

Окружность, эллипс, 
гипербола, начало ко- 
ординат, пара прямых 
илн пустое множество. 
Все это может быть графиком урав- 
нения (3). 

Действительно, если А=С (0), 
то уравнение (3) можно переписать 
в виде 


—Р 


т (ба) 


Если — Р/А>0, то уравнение (ба) 
задает окружность радиуса У — Р/А 
(рис. 2). Если — Р/А=0, то уравне- 
нию (ба) удовлетворяет лишь пара 
х=0, у=0, и графиком является на- 
чало координат. Если же — Р/А< 
< 0, то уравнение (ба) решений не 
имеет, его график — пустое множе- 
ство. 

Пусть теперь А5ЕС. Тогда если 
А иС одного знака (то есть если С/А>> 
>0), то графиком уравнения (3), ко- 
торое можно переписать в виде 

х+ 4 й' А (66) 
является эллипс, если — Р/А>0 
(см. рис. 3 и статью И. Н. Бронш - 
тейна «Эллипс» в «Кванте», 1975, 
№ 1), начало координат, если 
— Р/А=0, и пустое множество, если 
— Р/А<0. 
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Рис. 1. 





Рис. 2. 


Если же Аи С разных знаков (то 
есть если С/А< 0), то уравнение (66) 
прин Е5О онределяет гиперболу (см. 
статью И. Н. Бронштейна  «Гипер- 
бола» в «Кванте», 1975, № 3), а при 
Е=0 — пару прямых (рис. 4) 


х- 
КЕЙ 


(см. «Алгебра 6», п. 21; эти ‘уравнения 
легко привести к виду у== АХ). 
Прямые или пустое 
. множество. В уравнениях (а) 
и (46) надо рассмотреть три случая: 
Е=0, Е/А>0 (или Р/С>>0) и ЕГА<0 
(или Р/С<0). 


—С 
=, 


Рис. 3. 





"НРЗвиЯ | 


Рис. 4. 


Если Г=:0, то (4а) превращается 
в уравнение х==0, график которого — 
ось Оу, а {46) дает и=0 — это ось Ох. 

Если числа Би А (илн Ри С) 
разных знаков, то уравнения (1) 
дают каждое нару прямых, парал- 
лельных оси Оу: 


о а 
или оси Ох 


ар. 


Если же числа Ри А (или Ри С) 
одного знака, то график уравнения 
(42) (и (46)) — пустое множество. 
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Перемещения 


Это — преобразования, которые пере- 
водят фигуру в конгруэнтную ей 
фигуру. Стало быть, прямая в резуль- 
тате перемещения останется прямой, 
парабола — параболой, гипербола — 
гиперболой. А вот уравнения этих 
линий изменятся (но по-прежнему 
будут уравнениями второй степени), 
н этим можно воспользоваться для уп- 
рощения уравнения — скажем, подо- 
брать перенос, после которого в урав- 
нении исчезнет член Ох, или поворот, 
аннулирующий Вху. Перевносами и 
поворотами мы и ограничимся. 
Параллельный пере- 
нос. Пусть при параллельном пере- 


носе г (а: 5) точка М (х; у) переходит 
в точку М’ (и; 9. Тогда хфа=ы, 
уф=о (рис. 5), поэтому 


х=и— а, 7) 
и=ои—. 
Если координаты точки М удовлетво- 
ряют уравнению [ (х, у)=0, то коор- 
динаты точки М” (м; ©) удовлетворя- 
ют уравнению 


& (и, о = Ги а «В =0, 


то есть при переносе г (а; 6) график 
уравнения {(х, и)==0 отображается 
в график уравнения (в переменных 
х, 5) 


а (х, ) =Ги-а у =0. 


Обратный перенос а —5) отоб- 
ражает график уравнения д (х, у)=0 
в график уравнения { (х, и/)=0. 


В учебнике «Азесбла и зачала анали- 
за 10 (п. 9*) доказывается. что при пере- 


носе г (а; В) график функции у = [(х) ото- 
бражается в график функции и = { (х—а)-|-2. 
Этоз факт легко получается из доказанного 
нами свойства переносов {при этом выясня- 
ется, почему © входит в последнюю формулу 
со знаком «минус». а $ — со знаком «плюс»). 
График функцин у == (С совпадает с гра- 
фиком уравиення & (хи) = у {() = 0. 
г 


При переносе х (2; Б) из графика уравнения 
& (х. у) = 0 получается график уравнення 


в &—а, 3—6} =0, то сесть уравнения 
(УР =о0. илн функции у= 
= 7 -фа--ь 


Повороты. Рассмотрим по- 
ворот с центром О (0; 0) на угол В в 
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положительном направлении (против 
часовой стрелки). При таком поворо- 
те КЁ точка М(х; у} отобразится в 
точку М’; ©). Попробуем связать 
и, иих, и. Пусть [ОМ |=г и точка 
М (х; у получается из точки К (х; 0) 
на 0си Ох поворотом на угол & 
(рис. 6). Тогда (см. «Алгебра и начала 
анализа 9%, $.14, п. 10, 71} х=г со а, 
у=гзт а. Но точка М“(и; и) получа- 
ется из точки К (7; 0) поворотом на 
угол а«-ЕВ, поэтому и=гс0$ (@-В), 
и=г эл «-НВ). Поскольку 


со$ (@ + В) = Е 
= с0$ @ с0$ $ — что за В, 


эп (@ + 8} = 
= т @ с0$ В -{ с0$ а $т В, 


мы получаем: 
и = гсо$ (@ + В} = 
— х 0$ В — из В, 
и = гам (а + В) = 
= хяя В - усоз В. 
При обратном повороте Юой точка 
М’ (и; о) отображается в точку 
М С: и, поэтому 
х = исо$ (—В) — изм (—В) = 
— и с0$ В 1- оз В, 
у = изт (—В) + 00$ (—В) = 
=—и д В -+- исоз В. (8) 
Если координаты точки М (х; у) удов- 
летворяют уравнению {[(х, у)=0, то 
координаты точки М’(и; ©) должны 
удовлетворять уравнению 


8 (и, 9) = (и соз В + 
--озт В, —и эм В + ис0$ В) = 0, 


то есть при повороте | график урав- 
нения [{ (х, #) =0 отображается в гра- 
фик уравнения (в переменных х, у) 


8 (х, и) =ЁЕ (< со5 В + 
Низ В, —х чм В + усо$ В) = 0. 


Упрощение уравнения Ё(х, у)=0 


Вернемся к общему уравнению (1) 
кривой второго порядка 
Ах? + Вху | Су? + Ох + Еу + 
+ Е =0. 

Попробуем поворотом избавиться от 
члена Вху. Подставляя в уравнение 
ЁР(х, )=0 выражения х. у через и, о 
(формулы (8)), мы получим некоторое 
уравненне # (м, 5)=0 второй степени. 
Выписывая члены, содержащие лишь 
ии, найдем В’ — новое значение 
коэффициента при произведении ии: 
В’ = (А — С) 2чп В соз В —- 

+ В (со52В — $1п?В). 
Приравняем его к нулю: 

(А — С) чм 38 + В соз28 = 0 

и найдем В: 


В при 4=2С, 


со$ 2В = 0 (В = 45°) при А = С. 
Итак, поворотом всегда можно 
избавиться от члена Вху, то есть при- 
вестн уравнение (1) к виду 
Ах? -+- Су? {+ рх -+- Е + Е = 0. (9) 
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Прнмер. Пусть дано уравнение 


7 46] Зхи-+ 13/2 +4(/ 3 — 8)х— 
—4(8 И 3 +1и+4=0. (10) 
Здеь ДА =7, В=6И 3, С= 13. поэтому 


628 = 3, В = 30°. Подставляя (по фор- 
мулам {8)) в уравнение (10} 


Уз | 
х = З и 


р] 2 





у= —©и-+ г ., 





получаем (проверьте!) уравнение 
Зи: | |6 + 8и— 646 +4 = 0. 


Значит, график уравнения (10) получается 
нз графика уравнення 


4х? -- 16у2 -- 8х— 64, + 4—0 
поворотом №030. 


(р) 


Теперь воспользуемся переноса- 
ми и попробуем свести уравнение (9) 
к еще более простому — без членов 


Рх и Еу. При переносе , (а; 6) график 
уравнения {(х, и)=0 переходит в 
график уравнения #(х, у)=0, где 
& (х, )=| (х—а, у—5), то есть урав- 
нение (9) переходит в такое: 
А (х— а +С(и— в + 
+Р ха ТЕ Э+Е=оО. 
Раскрывая скобки и упрощая, иолу- 
чаем: 
Ах? -- Су? -+ (р — 2аА) х+ (Е — 
— 25С) у-+ Аа* + СЬ? — ар — 
—Ет ЕР = 0. 
Приравнивая к нулю коэффициенты 
при х, у. приходим к уравненням от- 
носительно а и 6: 


р — 20А =0, Е 26С = 0, 


р А 
откуда а — 2 (при А=0), Бе 
(при С50). 

Пример (продолженне). В уравне- 


нии (11) д= 4, С= 16. = 8. 
= 4. 


ги: —2) переводит график уравнения (11} 
в график уравнения 


4х? + 16—64 = 0, 


= — 64. 


ноэтому а = 1, $ = —&. н перенос 


нли 
х? 4 41216 = 0. 
А это — уравнение вида (3), оно задает эл- 


лисе 
х \2 2 
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Поэтому график уравнения (10) является 

эллипсом н получается нэ найденного нами 

эллипса переносом г (-—1; 2} и затем пово- 
—30° 

ротом Во’. 

Итак, если А50 и В520, то мож- 
но избавиться от членов Ох н Е\ц. 
Если же А=0 (или С=0), то член 
Ох (или Еу) останется, но тогда если 
Р=ЕО (или Е==0), то можно аниулн- 
ровать Р переносом 


Е 
Г (>: о) 
-| Е 
(пли 7 (о; =)). 

Таким образом, мы научились сво- 
дить уравнение |[(х, у)=0 второй 
степени к одному из следующих ви- 
дов: 
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А все написанные справа уравнения 
намн разобраны — это и есть частные 
случаи уравнения (1) (формулы (2) — 
(4)). Таким образом, мы решили по- 
ставленную задачу. 


Заметим еще. что уравиение (26) можно 
привестн к внду {2а). а уравнение (46) — 
к виду (42). Для этого надо произвести по- 
ворот Ко лрн котором график уравнекия 
[(х. у) = 0 отображается в график уравне- 
ния [и —х) = 0. Попробуйте это дока- 
зать. а также решить следующие задачи. 


Упражнения 


Построить Графики следующих урав- 


вид уравнения {3} 


А20, Во 


450’ В—0, Е*О 
А+0, В-=0, Е=0 
А=0, В50, 250 
А-=0, В*0, р=0 


Ах? +- Ву Е=0 
Ах? -- Еу=0 
АЕ =О 
Ву? | Ох =0 





неннй: 


результат переноса 


1. 552 8ху + 5? — 18х18, т 9 = 0; 
2. 4х2—4ху -— у 16х -- бут 22 = 0; 


3. ха — Аха 2 х— 


Из у+и=0. 





Задачи 
«Последние 


цифры» 


1. Пусть число а не ле- 
лнтся нн на 2, ни на 5. 
Доказать, что при воз- 


п—2 

ведении числа Аз а5`10 
в натуральную стелень по- 
следнне его п инфр не нз- 
менятся (п>>4, а Е М). 

2. Пусть чнело 6 не де- 
лится на 2, но делнтся на 5. 

а) Доказать, что прн воз- 

2п—\ 

веденин числа В== 62 ПЕ 
Е М) в натуральную стелень 
последние его п цифр не 
изменятся. 

6) Пусть г, 9, п ЕМ. 
гп. Доказать, что последние 

2й-} 

п инфр выраженный 5? 9+’ 
и 5” соответственно равны. 

3. Пусть число с делится 
на 2, но не делится на 5. 

а) Доказать, что прн воз- 

п 

ведении числа С=-с 1" в 
натуральную степень послед- 
ние его п цифр ве нзменятся. 
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6) Пусть г, 9, п ЕМ, 
г.п. Доказать, чта последние 


Г .5П-1 
л цифр выражений с*`5 `` 9+7 
н 5’ соответственно равны. 
4. Пусть т СМ. Дока- 
зать, что при возведенни 


гот 
числа М:=т в натураль- 


ную стелень последние его 
п цифр не изменятся. 

$. Найдите трн лослед- 
нне цифры выражения 308-- 
-- 4108. 

6. Докажите, что раз- 
ность 3999 —2999 оканчива- 
ется цифрамн 1979. 

7. Докажите. что еслн 
выражение 


87 32 


9 -3 


возвести в люббю натураль- 
ную степень, то более 200 (00 
его последних цифр не из- 
менятся. 

8. Докажнте, 
любом 
ность 


что прв 
натуральном л раз- 


делнтся на сто. 


9. Найднте семь послед- 
них инфр чнсла 


9 
9999953 °° 


10. В книге М. Гардие- 
ра «Математнческие новел. 
лыь (М., «Мир», 1974) иа 
страннце 349 приведены 
3376 инфр двадцать третьего 
чнсла Мерсенна 21213-- |, от- 
печатанного ЭВМ Универ- 
снтета штата Иллннойс. По- 
следние его десять цифр та- 
ковы; 7696398191. «Матема- 
тический факультет универ- 
снтета был так горд открытн- 
ем 23-го чнсла Мерсеина, что 
ставил на конвертах специ- 
альный штемпель, извещаю- 
щий об этом событни», —ска- 
зано в кннге. Однако чет- 
вертая от конца цифра вы- 
данз неверно. Доказать. что 
это число должно кончаться 
цифрамн 2191, а не 8191. 

Примечание. Эти 
задачн связаны с автоморф- 
нымн числами (см. «Квант», 
1971, № 10, с. 39; 1973, № 1, 
с. ЗЗн 1973, № 7. с. 55). 


М. Штеренберг 


7 и чеь $ 
совиииренныя >” 
т 4 
ЧР СВЕ ; 5 р 
ЗСУ оли ДЕ <> 


не — >. 


аи, 7х 


— 


3. Тьмеладзе 


Теория игр 


Верда или Калимна? 


Еще пикогда за все сто гартов Вели- 
кой Войны при штабе сиреневых не 
совещались так долго. Пары окиси 
молибдена клубились над группой 
генералов, ожесточенно споривших у 
доски со следующей таблицей: 


ИСТЕРМ ФРОЖЕРОЕ | 
СТРАТЕГИЯ А ТАКА | ОБСТРЕЛ | 
| ВЕРАЫ 











НА 
КАлИМмНУ 





_ 
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я и | 


> 


$ 


ь] 





Генералиссимус Дор покосился на 
табличку «Здесь молибден не окисаля- 
ют», но не стал взывать к ней, а лишь 
молча кивнул Мотсу, предоставляя 
ему слово. 

— У фиолетовых может быть 
только два плана: или звездолетная 
атака на Калимну, или обстрел... — 
генерал Мотс закашлялся (‹угробит 
его в конце концов это пристрастие 
к молибдену», — подумал Дор, но 
Мотс уже продолжал) — или 
обстрел Верды. По моему мнению, мы 
должны все силы бросить на оборону 
Верлы. Тогда, если противник атакует 
ее, мы потеряем лишь три боевых 


дрокера. 
— А если фиолетовые сунутся на 
Калимну? — нетерпеливо вмешался 


Луд. — Тогда не сдобровать шести 
нашим дрокерам. 

Он самодовольно забросил в себя 
очередную порцию молибдена и про- 
должал: 

— Калимна — вот наша главная 
опора. Все силы на ее защиту! Тогда 
атака на Калимну принесет фиолето- 
вым в добычу всего один дрокер. 
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— А Верда? — подавился возму- 
щением Мотс. — Мы потеряем там 
пять дрокеров! 

— Потише, генералы, — бесце- 
ремонно прервал их Дор. — Попробу- 
ем разобраться. Наша задача — по- 
терять как можно меньше дрокеров, — 
Дор еще раз посмотрел на таблицу с 
вариантами, — но все зависит от того, 
какой план изберет противник. А что 
говорит разведка? 

Нахит неохотно ответил: 

— У нас пока еще нет точных дан- 
ных. Но, надо думать, противник то- 
же колеблется. Иначе говоря, мы мо- 
жем считать, что вероятность приня- 
тия противником каждого плана рав- 
на 1/.. Не беспокойтесь, господа, я 
так же, как и вы, не знаком с теорией 
вероятностей. Из всей этой мудреной 
науки я знаю лишь, что вероятность 
'/, означает один шанс из двух, да 
еще правило для исчисления ожидае- 
мых потерь. К примеру, если вероят- 
ность нападения на Калимну состав- 
ляет ›, а наши потери в результате 
такого нападения будут равны шес- 
ти дрокерам, то ожндаемые потери 


в Калимне составят 6х 3. А 


если бы, скажем, вероятность на- 
падения составляла */;, то это озна- 


чало бы ожидаемые потери 6 х- = 2. 


Этого достаточно, чтобы подсчитать 
ожидаемые потери в каждом из двух 
наших возможных планов: 


СЖИДАЕМЫЕ 
ПОТЕРИ ДРОКЕРОВ 





| СРРА= 






ЗАЩИТА 
КАЛИМНЫ 


Вы видите, что при защите Калимны 


мы потеряем 
кера меньше. 

— Недурная осведомленность для 
начальника разведки, — съязвил Луд, 
снова закладывая в себя молибден. 


на целых полтора дро- 
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—А почему вы решили, что вероятностн 
нападений на Верду и Калимну рав- 
ны? Мне так не кажется. По-моему, 
фиолетовые скорее всего ринутся на 
Верду. Ведь они уже один раз ее 
брали. И если они атакуют Калимну 
в одном случае из четырех, то есть 
с вероятностью !/., а Верду— с ве- 
роятностью 3/«, то ваши расчеты при- 
ведут совсем к другому выводу: 


ОЖИДАЕМЫЕ 
ПОТЕРИ ДАРОКЕРОВ_ 


Разве не ясно, что нам выгоднее за- 
щищать Верду? 

— Лично мне не ясно, — возра- 
зил Дор. — Эти расчеты были бы 
оправданы, если бы можно было как- 
то обосновать оценки шансов напа- 
дения на Верду и Калимну. Но пока 
это одни догадки. А строить рассуж- 
дения на догадках — это вредная при- 
вычка, вроде окисления молибдена. 
И нам пора от нее избавляться. 

Генералы скучно переглянулись-- 
Дор один среди них пренебрегал 
молибденом. 

— Нельзя ли принять правиль- 
ный план, не делая заранее предпо- 
ложений о шансах принятия против- 
ником того или нного плана? Что ду- 
маете вы, Рол, как ведущий военный 
теоретик? 

— Я читал в «Межпланетном вест- 
нике», что где-то на далекой планете 
построили теорию, позволяющую это 
сделать. Давайте предположим, что 
нам нужно использовать не один 
план, а оба, с неизвестными пока ве- 
роятностями р: и ра. Если, скажем, 
р: = 0,2, ар. = 0,8, то в двух сл\- 
чаях из десяти нужно защищать Вер- 
ду, а в восьми — Калимну. Иначе 
говоря, давайте ответим на неопре- 
деленность случайностью. 

— Мы не можем ставить судьбы 
сиреневых в зависимость от случай- 


ности, — просипел Мотс. — Ведь 
речь идет ... кхе-кхе... не о резуль- 
тате матча в брастул, а с судьбе го- 
сударства, и... 

— Продолжайте, Рол. Мне ка- 
жется, в ваших словах есть нечто 
интересное, — вмешался рассуди- 
тельный Дор. 

— Теперь нам нужно найти эти 
вероятности р, н ро. Разумеется, 
сумма их должна быть. равна единн- 
це — ведь какое-тс решение нам так 
или иначе прндется ирннять: 


р + р. = 1. (1) 


— Интересно, как это вам удастся 
найти два неизвестных из одного урав- 
нения, — не успокаивалея Луд. 

— Давайте теперь потребуем, что- 
бы в любом случае среднее число 
потерянных дрокеров не превысило 
величины о, пока еще неизвестной, — 
продолжал Рол. 

— Третье нензвестное! — С воз- 
мущением заметил Луд, но Рол увле- 
ченно продолжал, не обращая внн- 
мания ни на Луда, ни из других ге- 
нералов. 

— Лопустим, что фиолетовые на- 
падут на Калимну. Если бы мы при- 
няли план защиты Верлы, то потеряли 
бы 6 дрокеров, нс поскольку мы за- 
щищаем Верду’лишь с вероятностью 
ра, то и потеряем на этом бр, дроке- 
ров. С вероятностью р. мы защищаем 
Калимну, н это приведет к потере 
1х р. = р. дрокеров. Итого в ре- 
зультате нападения противника на 
Калимну мы потеряем бр, + р, дро- 
керов. Чтобы потери не превысили 
величины я, должно выполняться не- 
равенство 

бр, + р: <ч (2) 


— Но противник может напасть 
я на Верду, — напомнил Нахит. 

— Да, и это дает нам еще такое 
неравенство: 


Зр: + 5р. < и. (3) 


Мне, как, надеюсь, ни вам всем, хо- 
телось бы, чтобы величина и была 
поменьше. Однако она все же будет 
положительной: у > 0, — поскольку 
каксе-то количество дрокеров нам 
придется потерять. Обозначим х; = 
= ри. х. = ру, ЁЬ = Шо. Тогда 
неравенства (2) и (3), условия не- 
отрицательностн р, н р. н уравне- 
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и иги х. 
‚и бхнх:“1 









# 


“ 


у Зхи5хо«Г, 





ние (1) запишутся так: 
бх, +х.=1, 
3х, Эх, 
х1—>0, (4) 
Х.220, 
В. =Юрх.. 


Нас интересует нанменышее значе- 
ние ©, поэтому Р должно быть на- 
нбольшим. Задача отыскания из снс- 
темы (4) хл их», при которых функция 
Г. (х,, ха) принимает наибольшее воз- 
можное зиаченне, называется жите- 
лями той далекой планеты задачей 
линейного программирования *). При 
двух неизвестных х, них. эту задачу 
можно решать графически. Каждое 
из неравенств системы (4} задает на 
координатной плоскости х,Ох, по- 
луплоскость, пересечение этих полу- 
плоскостей образует четырехуголь- 
ник (см. рис. 1), а уравнение р = 
= х, -- х., задает прямую, пересе- 
кающую оси координат в точках х, = 
= их, = Ё. При разных Ё полу- 
чаются параллельные прямые. На- 
ибольшее (, при котором прямая 
х, + х. = Ё пересекает четырех- 
угольник (то есть система (4) имеет 
решение), соответствует точке А (4/27; 
19) и дает Ё = 4/27 + 19 = 7/97, 
ноэтому и = 27/7 = 3%]/., р, = 47, 
р. = 3/7. Таким образом, в четырех 


*) См.. например. статьн 3. Я. Тьме- 
ладзе «Физика и лннейные неравенства» 
(«Квант», 1975. № 10), Б. Алейнико- 
ва, П. Бузыцкого, М. Дубсона 
«Симплекс-метол» («Квант», 1976, № 7). 
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случаях из семи мы должны защищать 
Верду, а в трех — Калимну. И наши 
потери составят в среднем менее че- 
тырех дрокеров. 

— Но заметьте, — вмешался Мотс 
из-за облачка паров молибдена, — 
раньше мы ожидали меньших но- 
терь — только 3 или 33%, дрокера. 

— Неудивительно, — возразил 
Нахит. — Ведь нам пришлось что-то 
заплатить за недостающую информа- 
цию. 

Но тут не выдержал Луд. 

— По-моему, мы и так слишком 
много тратим на разведывательную 
службу, не получая взамен даже 
жалких крох информанни о иротив- 
нике. 

Атмосфера снова начала накалять- 
ся, но вмешательство Дора не дало 
разрастись взаимным упрекам. 

— Скажите, Рол, а как в этих ус- 
ловиях будет действовать протнвник? 
Есть ли у него оптимальная страте- 
ГНЯ? 

— Да, есть. Противник не знает 
наших планов, но ему известны по- 
следствия нападения на Верду и Ка- 
лимну — его разведка обычно не 
подводит, поэтому он со своей сто- 
роны должен стараться нанести нам 
наибольший урон. Еслн обозначить 
наш урон через и, а вероятности 
нападения противника на Калимну и 
Верду через ди 45, то 91-4 92-= 1, 
64, + 34. 2ш, 9, +59. в и, 
и: = 9%, у. = 9:0, М = Их, 
н протнвник придет к следующей за- 
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даче линейного программирования: 


бу, +3 у›>1, 
у +521, 
у:=0 
220, 
| Му, уз) = Ни», 


причем надо искать наименьшее зна- 
чение М. Когда противнику удастся 
решить эту задачу линейного про- 
граммирования, он получит: и, = 
= 2/27, ц. = 5/27, М = 71/27, откуда 
91 = 2/7, 9. = 5/7. ш = 38|, (рис. 2). 
То есть противннк для достижения 
нанбольшего урона нашим войскам 
в двух случаях из семн должен на- 
падать на Верду, а в пятн — на Ка- 
лимну. И его добыча будет равна тем 
же 3“/, дрокера. Разумеется, он дол- 
жен нападать так, чтобы мы не знали 
определенно, какое нападение пред- 
стоит. 

— Учитывая работу нашей раз- 
ведкн, — не удержался Луд, — это 
нетрудно. 

— Скажите, Рол, — поинтере- 
совался Дор, а что будет, если про- 
тивник не станет следовать своей 
наилучшей стратегии? 

— В «Межиланетиом вестнике? 
пишут, что всякое уклонение от нее 
может привестн лишь к уменьшению 
успехов. 

Рол закончил свою речь жестом 
победителя, но у Дора она не имела 
успеха. 

— Я вполне согласнлся бы с ва- 
мн, Рол, если бы нам предстояло 
несколько столкновений с фиоле- 
товыми. Но нас ждет лишь одна бит- 
ва. Какое решеиие иам принять? 

— Независимо от числа битв мы 
должны бросать своеобразный жре- 
бий. Если бы оптимальная стратегия 
имела вид р,=1/2, р.=1/2, то до- 
статочно было бы бросить монетку, 
загадывая на куху и кору. Страте- 
гию р,=-4/7, р.=3/7 реализовать не- 
сколько труднее. Но можно. Напри- 
мер, так: 4/7 — это примерно 34/60, 
а 3/7 — это 26,60. Можно ввглянуть 
на часы, и если секундная стрелка 
будет между 0 и 34 секундами, прн- 
нять решение оборонять Верду, а 
если между 34 и 60 — Калимну. 
Я считают, что так и нужно посту- 
пать, даже если битва всего одна. 


— Яне согласен! — возразил Мотс, 
н по многим причинам. Так стоило 
бы действовать, если бы нам про- 
тнвостоял разумный противник, рав- 
ный нам по интеллекту — например, 
бордовые. Но фнолетовые принад- 
лежат к низшей категории... — кхе- 
кхе... нх можно рассматривать про- 
сто как силы природы. Подумать 
только! Вместо молибдена эти вар- 
вары употребляют висмут! Они ни- 
когда не додумаются... 

Новый приступ кашля сломил Мот- 
са, и он уже-не мог продолжать. Сроч- 
но вызванный штабной врач занялся 
пациентом, н совещание пришлось 
на время прервать. 


Первое возвращение на Землю 


Участники военного конфликта на 
далекой планете использовали ма- 
тематическую теорню, хорошо из- 
вестную у нас на Земле, — теорию 
игр. Ее применяют в тех случаях, 
когда нет информацин о замыслах 
противника. Первоначально эта тео- 
рня развивалась применительно к 
азартным играм, от чего и получила 
свое название. Но затем ее приложе- 
ння стали весьма многообразными — 
от экономики до военного дела. Сле- 
дует отметить, что исходные положе- 
ния теорин игр не бесспорны. И при- 
менима она, строго говоря, лишь тог- 
да, когда игра повторяется достаточ- 
но много раз. Однако находятся сто- 
ронннки ее применения и к однократ- 
ным решениям (в их числе — генерал 
Рол). 

В числе многих интересных проб- 
лем теории игр — проблема смешан- 
ных стратегий. Нередко информа- 
ция, имеющаяся в распоряжении 
того, кто принимает решение, недо- 
статочна. В этих условиях невозмож- 
но указать какую-то одну безуслов- 
но лучшую стратегию, и ирнходится 
прибегать к использованию смешан- 
ной стратегии — с некоторыми веро- 
ятностями применять несколько варн- 
антов, как предложил впервые фран- 
цузский математик Эмиль Борель 
(1871—1956). Впоследствии для оты- 
скания оптнмальных смешанных стра- 
тегий сталн применять линейное про- 
граммирование. 
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Смешанные стратегии нуждаются 
в датчике случайных чисел (простей- 
шие варнанты таких датчиков —- 
монета, часы с секундной стрелкой; 
разумеется, существуют и более со- 
вершенные датчикн случайных чи- 
сел, реализуемые на ЭВМ). Если 
смешанная стратегия не будет до- 
ставляться датчнком случайных чн- 
сел, а будет назначаться, есть опас- 
ность, что противник отгадает, какой 
вариант его ждет, и получит воз- 
можность действовать более эффектив- 
но. Но против случайной смешан- 
ной стратегин у противника только 
одно средство — использование своей 
оптимальной смешанной стратегии, 
также определяемой случайным об- 
разом. 

Сиреневые не употребляли еще 
нескольких важных терминов тео- 
рин игр, с которыми полезно позна- 
комиться читателю. Так, самая пер- 
вая таблица, показывающая возмож- 
ные потери сиреневых, называется 
матрицей игры. А величина и— 
средний урон, который понесут сире- 
невые в случае использования ими оп- 
тимальной смешанной стратегни, — 
называется ценой игры. 

Способ рассуждений, который пред- 
ложил генерал Нахит, — не зная, что 
сделает противник, считать все ва- 
рнанты равновероятными — принад- 
лежит английскому математику 
ХУП! века Т. Бейесу. 

Как мы уже отмечали, в теории 
игр нет единого, обоснованного ре- 
цепта действий, что дает простор дая 
творчества. Именно это обстоятель- 
ство и определило дальнейший ход 
совещания при штабе снреневых по- 
сле вынужденного перерыва, вызван- 
ного сквериой привычкой генерала 
Мотса. 


Калимна или  Верда? 


— Ну как. скоро? — торопил Дор 
врача. 

Врач откинул спинной кожух Мот- 
са и показал паяльником на пыльное 


хитросплетение тронутых  ржавчи- 
ной транзисторов. 

— Боюсь, что... 

— Составьте  дефектную — ведо- 


мость, — коротко приказал Дор, — 
и дайте мне на утверждение. 
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Генералы понимающе мигнули — 
они знали закон снреневых: после со- 
ставления дефектной ведомости боль- 
ного разбиралн на запчасти, если 
стонмость ремонта превышала стон- 
мость нового индивидуума. А здесь, 
по-вндимому, дело шло к этому. 

Дор невозмутимо продолжал. 

— Я должен согласиться с гене- 
ралом Мотсом. Рекомендуемая стра- 
тегия слишком рациональна. Между 
тем даже в нашем обществе, которое 
по своей морали и интеллекту куда 
выше общества фиолетовых, не все 
действуют разумно. Иначе откуда бы 
развилось это губительное пристра- 
стне к молибдену, которое вдвое со- 
кращает жизнь? 

— Да будет позволено мне вста- 
вить слово, — снова вмешался На- 
хит. — К чему мы, собственно гово- 
ря, стремимся? Мы стремимся по- 
терять как можно меньше дрокеров. 
Мы могли бы, разумеется, принять 
превосходное решение, еслн бы зна- 
ли в точности, на что решится про- 
тивинк. Но узнать это мы не можем, 
несмотря на то, что наша разведка 
прикладывает геронческие усилия. 

— Вот именно, — вырвалось у 
Луда. 

— Давайте же действовать так, 
чтобы добиться наименьшего ущерба 
от возможных ошибок в выборе стра- 
тегин. Взглянем еще раз на таблицу. 
Если бы протнвник атаковал Калим- 
ну и мы защищали Калимну, то по- 
терялн бы всего один дрокер. Это бы- 
ло бы верное решение. А еслн бы мы 
сталн защищать Верду, то потеряли 
бы лишних 6—1=5 дрокеров. Ана- 
логично прн обстреле Верды, защн- 
щая Калимну, мы потеряем лишних 
5—3-=2 дрокера. Это позволяет со- 
ставить следующую таблицу лишних 
потерь от неправильных решений: 


СТРАТЕГИЯ ОБСТРЫ 


ВЕРАЫ 


АТАКА | 


НА 
Калимну 


ЗАЩИТА 
НЫ 
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А теперь остается составить задач у 
линейного программирования: бр, < 


=, 2р. =, ра Ра=1, 2==рай о, 
22=р./, К=/и, откуда получаем 
систему 

52,1, 

22,1, 

21220, 

2.20, 


К (=. г.) == 2) -- 2о- 


Нанменышее у, то есть нанболь- 
шее К, будет при г2.=1/5, г.=12, 
откуда А ==7/10, и= 1017, р,==2/7, рь= 
=5/7. Смотрите-ка, было р: =4/7, р.== 
=3/7, то есть р,>р., а теперь нао- 
борот: р,>р.. Ио этому. критерию 
защита Верды куда менее привлека- 
тельна. Вы были правы, генерал Луд. 

Тем временем Дор мельком взгля- 
нул на дефектную ведомость. Так и 
есть, больше половины узлов требует 
замены, в том числе дорогая система 
питания. Дешевле собрать на кон- 
вейере нового генерала. И он разма- 
исто расписался. 

— Так какой жребий вы предла- 
гали, Рол? — спросил Дор, которому 
подход Нахнта понравился больше, 
чем подход Рола, хотя Нахит решал 
совсем другую задачу: минимизнро- 
вать не потери, а последствня ошибкн. 
— Да, вспомнил: часы. Прикинем: 
2/7 — это 17/60. Всего семнадцать се- 
кунд решают судьбу планеты! Дор 
поднял к фотореле шестое щупальце 
с часами. Секундная стрелка была 
вблизи 47 секунд. 

— Подготовиться к защите Ка- 
лимны! — приказал он. — Совеща- 
ние объявляю закрытым! Позор фно- 
летовым! 

— Позор фиолетовым! — эхом 
отозвалось совещание, и все сталн 
быстро разъезжаться, унося с собой 
запах паров молибдена. Больше дру- 
гих торопился штабной врач: ему 
еще нужно было передать шнфровку 
в штаб фиолетовых. 


Второе возвращение на Землю 


Да, такой исход трудно было пред- 
видеть. Вся стратегия сиреневых 
стронлась на отсутствии информацин 
у обонх противников, в то время как 
фиолетовые теперь будут принимать 


решенне при полной информации. В 
этом, конечно, нет вины амернкан- 
ского математика Л. Сэвнджа, ме- 
тодом которого воспользовались си- 
реневые, он ничем не смог бы нм по- 
мочь, если бы даже захотел: Сэвндж — 
специалист по статистнке, а не по 
контрразведке. Но в любом случае 
выбор наилучшей стратегии — это 
очень тяжелая задача, допускающая 
неоднозначные решення. 

Навлучщшая стратегия не всегда 
существует. Напрнмер, ее нет в нгре 
в «Спортлото»: вы можете как угодно 
назначать номера, н прн этом вероят- 
ность угадывания какого-то колн- 
чества номеров не изменится. Правда, 
нужно отметить, что существует воз- 
можность влнять на величнну вынг- 
рыша: для этого нужно использовать 
такую стратегию, против которой 
большинство участвующих в игре по- 
чему-лнбо предубеждено — ведь вы- 
нгрыш делнтся между угадавшими. 
Бывают явные предубеждения (на- 
пример, некоторые уверены, что нн- 
когда не выиграют первые месть но- 
меров подряд), а бывают н неявные 
(числа кратные пятн, выбнраются ча- 
ще других}. 

В развитой сейчас теорви игр рас- 
смотрено уже много задач. В некото- 
рых нз них выбор приходится делать 
не из конечного, а из бесконечного 
числа стратегий. Не все поставленные 
задачи решены — не решена, напри- 
мер, задача «Принцесса и Чудовище», 
сформулированная амернканским уче- 
ным Р. Айзексом. 

В абсолютно темном помещении 
заключены Принцесса, которая может 
двигаться с любой скоростью и в лю- 
бом направлении, и Чудовище, ско- 
рость которого ограничена. Чудовище 
захватывает Принцессу, если  рас- 
стояние между ними становится мень- 
ше заданного. Какой должна быть 
стратегия Принцессы, чтобы она 
могла максимально оттянуть поимку 
{вероятно, до прихода прннца)? 

Ясно, что если Принцесса начнет 
метаться, сполна нспользуя свою ско- 
рость, она сама наткнется на Чудо- 
внще, а еслн она будет стоять, то 
планомерный обход Чудовнщем всего 
помещения принесет ему успех (в 
среднем за время, равное половнне 
временн обхода). Айзекс полагает, 


что олтнмальная стратегия Принцессы 
должна быть смешаниой, но какой — 
никто не знает. По-видимому, Прнн- 
цессе следует менять случайным об- 
разом скорость н направление. 
Особенно трудно выбрать нанлуч- 
шую стратегию, когда игра ведется 
не против разумного противника, ко- 
торый стремится нанести нанбольший 
ущерб, а против природы. Стратегию 
природы нельзя предвидеть по прин- 
ципу наибольшего ущерба — при- 
рода беззлобна. Чтобы проникнуть 
в ее стратегию. нужно знать физи- 
ческие законы, а этим заннмается не 
теорня нгр, а совсем другне теории... 


Упражнення 

1. На этот раз первенство школы по 
футболу решили проводить без замен игро- 
ков. И перед 7% встала проблема: ставить 
илн не ставить на матч с 75 рослого. на не- 
поворотливого Сеню? Если противники до- 
гадаются поставить в защиту долговязого 
Колю. то Сеня будет нейтрализован и не 
забьет ни одного гола. Но если противники 
поставят ие Колю. а Алика, то Сеня забьет 
верных три гола с навесов на штрафную пло- 
щадку. Можно поставить вместо Сени юр- 
кого Васю — тот еще ни разу не уходил с 
поля без гола, а если его будет опекать не 
Алик. а Коля. то не миновать н двух голов. 
Кого же ставить — Сеню или Васю, если 
их возможности хорошо известны против 
никам? 

2. Решить предыдущую задачу, если 
выбор приходится делать между Сеней н 
Петей, который всегда забнвает ровно один 
гол. 

3. Это ж надо! Остается час до начала 
занятий, а Петя нз-за футбола еще не при- 
готовил домашнего задания по алгебре, рус- 
скому и физике. Но ведь он обещал подтя- 
нуться по алгебре и физнке на комсомоль- 
ском собранни’  Катастрофическая снтуа- 
ция, если учесть. что сегодня наверняка 
будет контрольная или по алгебре, или по 
физике (ровно одна — как учителя дого- 
ворятся. а Учителя к нему придираются). 
За час можно подготовить только одии 
прелмет. Если выучить алгебру и по ней бу- 
дет контрольная, то ее удастся написать иа 
четверку. но если при этом контрольная бу- 
дет по фнзике, то двойка обеспечена. А если 
выучить физнку. то контрольная по ней 
принесет тройку, зато контрольная по ал- 
гебре принесет два балла. Наконец, если 
выучить русский, то двойки будут по любой 
из контрольных. За что же хвататься? 
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Н. Ростовцев 


Как с помощью 
проволоки 


измерить длину 
световой волны 


Совсем недавно в нашем журнале рассказы- 
валось о Том, как можно измерить длину 
волны виднмого света с помощью... грампла- 
стинкн (см. статью А. Бондаря «Грампластнн- 
ка н дифракция света», «Квант», 1977, № 6). 
Теперь мы хотим познакомить наших чита- 
телей еще с одинм способом определення 
длнны световой волны — с помощью... 
мотка проволокн. 


На путн света, идущего от точечно- 
го источника, непосредственно перед 
глазом Г (на расстоянии 2—3 мм от 
него) поместим тонкую проволоку /7 
днаметром 0,05—0,12 мм, расположен- 
ную вертикально (рис. 1, а). Тогда 
слева и справа от источника мы уви- 
дим узкую светлую полоску. Она воз- 
никает вследствие дифракции света, 
поэтому будем называть ее дифрак- 
ционной полоской. Роль точечного 
источника света при этих наблюдени- 
ях может играть малое отверстне О 
в ширме АД, установленной перед 
лампочкой (см. рис. 1. а). Проволо- 
ку НП можио заменить тонкой нитью 
волосом. 


НЛИ 


При внимательном рассмотрении 
дифракционной полоски в ее середи- 
не виден белый участок с краснова- 
тыми краями — нулевой максимум 
(рис. 1,6), с обеих сторон он огра- 
ннчен узкими темными промежутка- 
мн — первыми минимумами. Затем 
идут цветные участки, в которых при 
удалении от центра полоски зеленова- 
то-голубая окраска постепенно пе- 
реходит в красную. За красным краем 
этих участков опять следуют темные 
промежутки — вторые минимумы. 
Далее картина повторяется с той 
лишь разницей, что минимумы про- 
сматриваются все хуже, и в конце 
концов светлые участки сливаются 
в сплошную полоску. Наблюдения, 
проведенные с проволокой разного 
диаметра, показывают, что расстояние 
между двумя соседними минимумами 
тем больше, чем меньше диаметр про- 
волоки. 

Теперь кусок проволоки, с ко- 
торой проводились наблюдения диф- 
ракционной полоски, скомкаем в мо- 
ток, имеющий форму диска диамет- 
ром с копеечную монету. Для этого 
достаточно взять проволоку длиной 
2—3 м. Поместим получившийся мо- 
ток перед глазом и посмотрим на 
точечный источник света. Теперь мы 
увндим венцы — центральный белый 
круг с красноватыми краямн, окру- 
женный цветными кольцами (рис. 1, 8). 
Венцы отделяются друг от друга уз- 
кими темными кольцами — миниму- 
мамин. Каждое темное кольцо следует 
за красным краем предыдущего вен- 
ца. Причем, если расстояние до ис- 
точннка то же, что и при наблюдении 
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дифракции от проволоки, диаметры 
темных колец оказываются равнымн 
расстоянням между соответствующи- 
ми минимумами дифракцнонной по- 
лоски (см. рис. 1, би в). Венны вид- 
ны тем лучше, чем меньше днаметр 
проволоки. 


Почему же возникают венцы при 
помещении мотка проволоки на пути 
лучей, идущих от точечного источни- 
ка света? Каждый малый участок про- 
волоки, находящийся перед глазом, 
дает свою дифракционную полоску, 
расположенную симметрично — отно- 
сительно источника света. Вследствие 
различной ориентации участков про- 
волоки в мотке различные направле- 
ния имеют и возникающие от них 
днфракционные полоски, причем все 
они пересекаются в одной точке, 
совпадающей с источником света. Тол- 
щина всех участков проволоки оди- 
накова, поэтому минимумы одного н 
того же порядка располагаются во 
всех дифракционных нолосках на оди- 
наковом расстоянии от источника све- 
та и сливаются в темные кольца, 
Цветные участкв, заключенные меж- 
ду минимумами, сливаются при этом 
в цветные кольца. 


Найдем теперь условия  возник- 
вовения минимумов при дифракции 
от проволоки (прямоугольного пре- 
пятствия) для монохроматнческого све- 
та длины волны А. Будем считать, что 
нсточинк света достаточно удален, 
так что лучи, ндущие от него, явля- 
ются параллельными. Рассмотрим 
нормальное падение лучей на пре- 
граду (рис. 2). Согласно принципу 
Гюйгенса каждая точка среды, до 
которой дошла волна, становится то- 
чечным источником (вторичным), от 
которого волны распространяются по 
всем направлениям. В отсутствие 
препятствия результат интерференции 
этих вторичных волн оказывается та- 
ким, что свет распространяется толь- 
ко но нрямой, соединяющей источник 
света с наблюдателем. По всем дру- 
гим направлениям происходит га- 
шение света. Наличие прейятствия 
нарушает условие интерференции вто- 
ричных волн, и гашение света наблю- 
дается лишь по вполне определенным 
направлениям (минимумы — дифрак- 
ционной картины). 
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Рис. 2. С 


Рассмотрим волны, которые диф- 
рагнруют под углом ф к первоначаль- 
ному направлению. Глаз сводит нх 
на сетчатку в одну точку (точка К 
на рисунке 1, а), где при наложении 
они интерферируют. На рисунке 2 
роль глаза играет линза УТ, а роль 
сетчатки — экран Э, расположенный 
в фокальной плоскостн линзы. (Для 
упрощения рассуждений линза 7 рас- 
положена так, что ее главная опти- 
ческая ось параллельна дифрагирую- 
щим лучам.) Результат интерферен- 
цин в точке К зависит от разности 
хода волн, идущих от крайних то- 
чек Ан В преграды П. Неносредствен- 
но из рисунка 2 эта разность хода рав- 
на |АС|=а ия ф. где 4 — ширина 
преграды. Строгий расчет дает, что 
при дифракции от прямоугольной 
преграды минимумы  паблюдаются, 
когда разность хода волн от край- 
них точек преграды 


Чяиф — ^^, {1} 


где А — длина световой волны, # — 
номер (порядок) минимума (А-=- 
а зе р 
Покажем справедливость формулы 
(1) для первого минимума, то есть для 
#—1. Пусть вторичные волны от всех 
точек волнового фронта распростра- 
няются под углом ф таким, что выпол- 
няется условие 


Азтф = А. {2) 


Мыслеино разобьем волновой фронт 
на прямоугольные — параллельные 
преграде зоны одинаковой ширнны 
4!2. На рисунке 2 этим зонам соот- 
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ветствуют участки АА,, А.Д. 
и ВВ,, В,В., ... Рассмотрим виа- 
чале волны от зон АА, н ВВ,. Точ- 
ки в этих зонах, отстоящие друг от 
друга на расстоянии 3/2 4, например, 
точкн А; и В, будем называть соот- 
ветственнымн. У всех волн, выходя- 
щих из соответственных точек, раз- 
ность хода будет одннаковой. Из тре- 
угольника А,ВР эта разность хода 
равна 

[М.Р |= 32 аз ф- (3) 


Из соотношений (2) и (3) следует, что 
М.Р |=3/2 А, то есть разность хода 
равна нечетному числу полуволн. Та- 
кие волны гасят друг друга. Следо- 
вательно, все волны от зон АА, и 
ВВ, при выполнении условия (2) 
гасятся в точке К. 

Аналогичные рассуждения можно 
провестн для любой пары последую- 
щих симметрично расположенных зон 
и показать, что волны от всех зон 
гасят друг друга н в точке К дейст- 
вительно наблюдается минимум. 

Таким же образом можно показать, 
что второй минимум наблюдается прн 
выполненни условия 4 9 ф-=2А. В 
этом случае волновой фронт надо раз- 
бить на зоны шириной 4/4 в провестн 
соответствующие рассуждения. 

Формула (1) нозволяет определить 
длину световой волны: 

_азтф 
=: 


Однако измерення значительно уп- 
рощаются, если использовать простей- 
шее измерительное устройство, на- 
зываемое эриометром. Для изготов- 
ления эриометра берут квадратный 
кусок картона со стороной 1Ю—15 см 
и вего середине проводят окружность 
радиусом г=20—30 мм. В центре 
окружности прокалывают отверстие 
диаметром 2—3 мм, а вдоль окруж- 
ности прокалывают 6—8 отверстий 
меньшего диаметра. 

Прн измереннях эрнометр А (см. 
рис. 1, а) устанавливают непосредст- 
венно перед лампочкой накаливання. 
Отойдя от эриометра на расстояние 
1-—2 м, находят такое положение, 
при котором через отверстие О в глаз 
наблюдателя попадают лучи, идущие 
непосредственно от одного из участ- 
ков раскаленной ннти. Затем перед 
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глазом помещают моток проволоки и 
добиваются хорошего вндення вен- 
цов, перемещая моток в направленни, 
перпендикулярном лучам. Изменяя 
‘расстояние между эрнометром н гла- 
зом, находят положение, прн кото- 
ром окружность эрнометра с отвер- 
стиями совпадает с серединой тем- 
ного кольца с номером # (на рисунке 1 
изображен случай, когда А-—2). 
Как видно из рисунка 1, тангенс 
угла дифракции ф для темного коль- 
ца подсчитывается по формуле {5 ф= 
=, где г — радиус окружности 
эриометра, { — расстояние от эрно- 
метра до мотка проволоки. При ма- 
лых углах дифракции, . с которыми 


приходится иметь дело при таких 
измерениях, справедливо соотноше- 
ние 
Г 
5тф=шф= = 


Подставляя значение $п ф в выраже- 
ние (1), получаем формулу для оп- 
ределения длины волны: 


г 
л=%. (4) 


Радиус окружности эрнометра г нам 
заранее известен. Расстояние { легко 
измерить. Номер темного кольца Ё 
определяется при наблюдении вен- 
цов. Дваметр проволоки 4, еслн он 
не известен, измеряют микрометром. 

Если нзмерения производят в бе- 
лом свете, то по формуле (4) находят 
эффективную длину световой волны, 
к которой наиболее чувствителен наш 
глаз. Она приблизительно равна 
0,56 мкм. Световые волны такой дли- 
ны соответствуют зеленой части 
спектра. 

Венцы могут возникать и при диф- 
ракцни света на круглых преградах. 
Наблюдать нх можно следующим об- 
разом. Насыпьте на стеклянную пла- 
стинку небольшое количество лнко- 
подия (лнкоподий — порошок из спор 
плауна, его можно купнть в аптеке). 
Легким постукиванием торца пласти- 
ны о стол удалите нзлишек порошка. 
Если через такую пластинку посмот- 
реть на точечный  источнык света, 
то вы увидите венцы. Роль круглых 
преград в этом опыте нграют споры 
сферической формы. Особенно яркие 


венцы возникают прн рассматриванни 
капли кровн, сжатой между двумя 
стеклянными пластинами. В этом слу- 
чае венцы возникают прн дифракции 
на эритроцитах — красных  кровя- 
ных тельцах. 

Венцы, возникающие от круглых 
н прямоугольных преград, несколько 
отличаются друг от друга. Условне 
минимумов для венцов от прямоуголь- 
ных преград выражается соотношенн- 
ем (1). Для венцов от круглых пре- 
пятствнй оно нмеет вид: 

а ялф=1,22%; 2,23%; (5) 
Здесь 4 — диаметр круглого экрана. 
Применяя эриометр, по формуле (5) 
можно определить средний днаметр 
спор плауна и эритроцитов без мнкро- 
скопа! 

В природе венцы наблюдаются 
вокруг Солнца, Луны и даже планет. 
Они возникают при прохожденин 
света через облако, состоящее из ка- 
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пелек воды (круглые преграды) или 
ледяных кристалликов — призмочек 
(прямоугольные преграды). Хорошо 
видимые венцы получаются Лишь в 
том случае, когда в облаке преобла- 
дают капельки одинакового диаметра 

или кристаллики одинаковой толщи- 
ны. Иногда венцы наблюдаются при 
прохожденин света от удаленного фо- 
наря через слой тумана вли оконное 
стекло, покрытое морозными узорами. 


Улражнення 

1 По известной эффектнвиой длиие вол- 
ны (А = 0.56 мкж) найдите с помощью эрно- 
метра днаметр элементарных нитей, из ко- 
торых изготавливают капроновые чулки ни 
ленты. 

2 Как по виду венцов определнть. со- 
стонт ли облако из водяных капелек или 
кристалликсв льда? 

3. Угловой диаметр Луны равен 32”. 
Оцените днаметр капелек в сблаке, если уг- 
ловой радмус центрального круга в венцах 
в четыре раза больше углового диаметра 
Луны. 























м - 
Задачи вы ес 

° зи С соз А соз 8 + 2 Е 
наших читателен 2 2 2 хе 5 

д; | 1 
1. Дан треугольник вул В { [0 —_ ж РаРь + Рьрс + 

АВС площади 5, в котором «85 5 = Й 
АВ} =с, \ВС] =а, [СА] = о . ы и 

=, — полупериметр, СА Рер 72: 
о ео и, Г. 

@ У. Алла 
Ре = 2—6; Га» Гь» Ге — ра- м ь 
днусы вневтисанных окруж- ха В _,. {г. Выру) 
ностей, касающихся соот- 2‘ 2. В системе 
ветственно сторон -ВС, СА, \ р ое 
АВ; В — раднус описанной р $ = 22 сш А 18 В у ] 2-он = тук, 
окружности, г — раднус впн- в 2 52 | 7-трон = туктук 
аа С в. разным буквам соответству 

НЫ ХЕ; = и 5х ют разные, отличные от ну- 
а) Ра й Ре ля цифры. Определить, ка- 
А в: = А С.А ,В. кое четырехзначное число 
сок Азии С. х&5 = г св: Ш Е. ое Вне слову «трой». 
й Е М. Штеренберге 
в 
я = д) $ =р2 Ша са х (г. Саратов) 
о чо В | 3. Доказать, что при 
хе = ра 18 св С е любом натуральном [ зиа- 
Ре 2 а 2 чение многочлена 361% -- 
а . 6 д 4+ 48" -- 4023 16:--5 
<955. зп 5 $7 5 х сш = р? иж Хх является составным числом. 
Е Г. Шаехов 
——— В. (дер. Н. Табын Тат. АССР 
эт А соз В соз ©. хо 5; | 
2 2 2 ы . 
гв ое >. от а 
$1 5. 605.605 5 е) 72 7 
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В. Рабинович 


Аффинные 


задачи и теоремы 


Можно лн задачу о параллелограмме 
решать для квадрата? Достаточно ли 
теорему о треугольниках. доказать 
для равносторонних треугольников? 
Оказывается, иногда можно, иногда 
достаточно. О таких задачах и теоре- 
мах рассказывается в данной статье. 


1. Параллельное проектирование 


Пусть вмеются две плоскости а 
и Вн прямая а, пересекающая каж- 
дую низ этих плоскостей (рнс. 1). 
Определим отображение П, плоскостн 
© на плоскость В следующим образом: 
произвольной точке Аба поставим 
в соответствие точку А’ЕВ, в которой 
прямая, проходящая через точку А 
и параллельная прямой а, пересе- 
кается с плоскостью ВР. Применяя 


обычные функциональные обозначе-, 


ния, будем писать П, (А)=А*’. Отоб- 
ражение П. естественно называется 
параллельным проектированием. Оче- 
видно, если А 5 В (Аба н ВЕа), 
то П.(А) == П.(В). Таким образом, 
параллельное проектирование явля- 
ется обратимым отображением («Ал- 
гебра 8», п. 20)*). Поэтому можно 
говорнть об обратном отображенин. 
Отображение П;!, обратное к парал- 





*) Параллельное проектирование, рас- 
сматрнваемое в даиной статье, есть отобра- 
жение паоскости (на плоскость). 
Параллельное проектироваине из $12 «Гсо- 
метрни 9» есть отображенне простран - 
ства (на плоскость). Обратимым оно не 
является. 
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лельному проектированию П., будет, 
очевидно, параллельным проектн- 
рованнем плоскости В на плоскость 
а: По! (А’)=А. 

Параллельное проектирование П, 
любую фнгуру Г на плоскостн я пере- 
водит в некоторую фигуру П. (Г) 
на плоскости В (рис. 1) — образ фигу- 
ры Г при отображении Цц. 


Упражненне 1. Докажите, что 
образ прямой при параллельном проектиро- 
ваини есть прямая и при этом. если точка А 
лежит между В и С, то П; (А) лежит между 
Па (8) и НП. (С. 

Отсюда. очевндно. вытекает. что образ 
отрезка есть отрезок, образ многоугольника 
есть многоугольник (с тем же числом сто- 
рон). 

Упражнение 2. 
параллельное 
параллельность: 
 П. (м). 

Значит. образ параллезограмма — па- 
раллелограмм. образ трапеции — трапецня. 

Упражнение 3. Докажите, что 
отношение длин параллельных отрезков есть 
инварнант параллельного проектнрования: 
если отрезкн АВ, СО лежат на одной прямой 
(идк на параллельных прямых) в плоско- 


Докажите, что 
проектирование сохраняет 
если Ё | 7, то Ис (0 1 


АТ АВТ есь д. 
сти а, то Сбт = ТС (здесь 
= По(А) и т. 4.). 


едовательно, если АА — медиана тре- 
угольника АВС (ЛАВСС а). то А’К” — ме- 
днана треугольника А’В”С'. 
° Упражнение 4. Докажите, что 
отношение площадей фигур есть инварнант 
нараллельного просктировання: если ГС@ 


$ (Г) _ 5) 
н АСа. то $ 250.0). Ука- 
занне. При доказательстве разрешается 





воспользоваться тем. что для любой фигуры 
ГОа при ортогональном проекги- 
рования П на плоскость у выполняется со- 
отношение: 5 (П (Г) = 5 (Г)-с0$ 4. где 
Ф — угол между плоскостями 2 и фу (см. 
$ 50 «Геометрии 10» или «Квант». 1972, 
№ 6. с. 13). 


2. Аффинный образ 


Назовем плоскую фигуру А аффин- 
ным образом плоской фигуры Г, 
если при некотором параллельном 
проектировании П, имеем А=П, (Г), 
то есть если можно подобрать такие 
плоскости ©, В {подобрать плоско - 
сти — это, конечно, означает «по- 
добрать угол между плоскостями») 
и прямую а и так разместить фигуры 
Г, А в плоскостях, соответственно, 
9 и В, что П. (Г)=4*). 


Упражнение 5. Докажите, что, 
каковы бы ни были треугольники АВС и 
А,В,С,. среди треугольников. подобных 
треугольнику 4,В,С,. существуег аффинный 
образ треугольника А8С. 

Таким образом. средн аффнвных обра- 
зов произвольного треугольника есть равно- 
сторонний треугольник. 

Упражнение 6. Докажите. что 
среди аффинных образов произвольного па- 
раллелограмма есть квадраг. 

Упражненне 7. Докажите. что 
среди аффинных образов произвольной тра- 
пецни есть равнобедренная трапеция. 

Упражнение 8. Докажите. что 
среди ацфинных образов произвольного вы- 
нуклого  четырехугольника есть четырех- 
утольник с равными н взанмио перпендикх - 
лярными днагоналями- 

Упражненне 9. Верно лн. что 
средн аффинных образов пронзвольного цент- 
ральна симметрнчного шестиугольника есть 
правнльный шестиугольник? 


3. Аффинные свойства и теоремы 


Свойство плоской фигуры называется 
аффинным, если оно сохраняется 
при параллельном проектированин. 
Например, в силу упражнения 2, 
параллельность прямых — аффинное 
свойство. 

Упражнение 10. Докажите, что 
свойство «точка А есть середита отрезка 
АВ» — аффинное. 

Отсюда вытекает, чта свойство «АО — 
медиана треугольника АВС» -- аффинисе. 

Унражненне 11. Докажите. что 


свойство «А. — средняя линия трапеции 
АВСР» — аффинное- 





*) Слово хаффинный» происходит от ла. 
тинского слова а}Ини$ («ролственный», ‹со- 
ответственный»). 
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Планиметрическая теорема назы- 
вается аффинной, если ее условие 
и заключение являются аффиннымн 
свойствами. 

Переформулируем, например, те- 
орему «Диагонали параллелограмма 
делятся точкой пересечения пополам» 
следующим образом: если АВСР — 
параллелограмм и ЦАСТГ} [ВО |=0, 
то |А0|]=ЮС] и 18В01=10Р|. Из 
упражнений 2, 10 вытекает, что эта 
теорема — аффинная. 


Унражнение 12. Докажите, что 
теорема  «А1едианы треугольника пересека- 
ются в одной точке и Ослятся в ней в отно- 
аении 2:1 читоя от вершины)» — аф- 
финная. Указание. Переформулнруй- 
те ее предварительно в виде импликации: 
если А. то В. 

Упражнение 13. Докажите. что 
теорема «Средняя линия трапеции параллель- 
на основаниям и длина ее равна полусучме 
Эаин оснований» — аффинная- 


Аффинные теоремы. н можно как 
раз доказывать тем «недопустимым» 
способом, о котором говорнлось в на- 
чале статьи — переходом к аффин- 
ным образам. 

Докажем таким способом, для при- 
мера, теорему: прямая, проходящая 
через точку пересечения днагоналей 
трапеции и точку пересечения про- 
должений ес боковых сторон, делит 
основания трапеции пополам. Пере- 
формулируем ее в виде импликации: 
ели АВСР — трапеция, [АРТ 
ИВС, мМС1ВЬ] = 0, (АВ) Г 
П (СБ) = К, <КО) П 181 = Ри 
(КО) Г МБ] = ©, то ВР] = !РС| 
ни МО] = [9В] (ис. 2). 


А [в о 


Рис. 2. 


3$ 


А’ о’ 
Рис. 3. 


р! 


Из упражнений 2, 10 вытекает, 
что эта теорема — аффинная. Соглас- 
но упражнению 7 среди аффинных 
образов данной трапеции АВСР есть 
равнобедренная трапеция. Проделав 
соответствующее параллельное про- 
ектнрование П, перейдем от трапеции 
АВСР к равнобедренной трапеции 
А’В’С’Р’. Диагонали АС и ВО 
трапецин АВСР перейдут при этом 
в днагонали 4’С’и В’Р’ трапеции 
А’В’С’Р’, точки 0, К, Р, О в точки, 
соответственно О’ = [А’С’] | 
ПВР, К = (АВ) П (СР, 
Р’=(К’О’) ГВС] и 9=(К’О’ Г 
П[А’Б”Т (рис. 3). 

В равнобедренной — трапеции 
А’В’С’Р’, как известно, |А’С’| = 
= 18В’'0'] и В’А’Р’ = СР’А’ (за- 
дача 2 к п. 50 «Геометрии 7»). Отсюда 
легко вывести, что |А’К’| = |0’К”| 


—. 

и А’К’О’ = Р’К’ О’. Следовательно, 
|: равнобедренном — треугольнике 
А’К’Р’ отрезок К’О’ является бис- 
сектрисой, а значит — ин медианой: 
149’ | = [9'’2’|. — Аналогично до- 
казывается, что |В’Р’| = |Р’С' |. 

Проделаем теперь обратное парал- 
лельное проектирование П-'. При 
П-! «всё» перейдет «обратно»: А’ — 
вА, В’ — в Вит. д. Из упражиения 
10 вытекает, что |ВР| = РС|]и 
49| = |951. 

На самом деле, если мы заранее 
проверили, что доказываемая нами 
теорема — аффинная, и мы доказы- 
ваем ее таким способом (переходом 
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к аффииному образу), то обратное 
проектированне делать не нужно: 
верность заключения доказываемой 
теоремы вытекает просто из его аф- 
финности. 

Так можно доказывать — в прин- 
ципе — любую аффинную теорему. 


Упражнение 14. Докажнте такнм 
образом теоремы из упражнений 12, 13. 


4. Взгляд с высоты 


На самом деле, более естественным 
определеннем аффинного образа было 
бы следующее определение: плоская 
фигура А называется аффинным об- 
разом плоской фигуры Г, если ее 
можно получить из Г прн помощи 
композиции конечного числа парал- 
лельных проектирований. Аналогич- 
но, свойство плоской фигуры  есте- 
ственно называть аффинным, если 
оно сохраняется при композиции ко- 
нечного числа параллельных проек- 
тнрованнй. 

Так определенное понятие аф- 
финного образа (в отличие от того, ко- 
торое было определено в п. 2) явля- 
еся  транзитивным: если 
А — аффинный образ. (плоской) фи- 
гуры Г, а Х — аффинный образ фи- 
гуры А, то Х — аффинный образ 
фигуры Г. Поскольку это понятие 
также симметрично (если 
А — аффинный образ фигуры Г, то 
и Г— аффинный образ фигуры А) 
и рефлексивно (любая пло- 
ская фигура Г является аффинным 
образом самой себя), можно (=разум- 
но) дать следующее определение: две 
плоские фигуры Г, А называются 
аффинно эквивалентными, если 
одна из-них является аффинным об- 
разом другой. 

Вместо теорем из упражнений 5— 
7 можно теперь сформулнровать более 
изящные теоремы: все треугольники 
аффинно эквивалентны, все па- 
раллелограммы аффинно эквивалент- 
ны, все трапецин аффинно эквива- 
лентны. 

В школьной геометрии фигуры 
фактически рассматриваются с точ- 
ностью до конгруэнтности, т. е. кон- 
груэнтные фигуры как бы отожде- 
ствляются, считаются эквивалентны - 
ми. Поэтому эту геометрию можно 
рассматривать как науку о свойствах 


фигур, не меняющихся при пере- 
мещения х. 

Геометрия на плоскости, в основу 
которой положены композиции ко- 
нечного числа параллельных проекти- 
рованнй *) (такие композиции назы- 
ваются аффинными преобразования- 
ми плоскости), т. е. геометрия, в ко- 
торой аффинно эквивалентные фигуры 
отождествляются, называется аффин- 
ной геометрией. Аффинная геомет- 
рия — это наука о свойствах фигур, 
не меняющихся при аффинных 
преобразованиях. В этой 
статье вы познакомились с некоторы- 
ми понятиямн этой геометрии. 


Задачи 
1. Через точку Р, лежащую внутрн тре- 
угольника АВС. проведены прямые [, т. п. 
параллельные, соответственно, |АВ], |ВС], 
{СА|. Пусть # Г [ВС] = А, мП т х. р 
1 


п [АВ1 = С,. 


[РВ, |, |РСи| 
+ ТвсГ + ТбАТ = 1. 


Докажите, что ТАВТ | 


2. Докажнзе теорему Мене - 
лая: если прямая Г пересекает сторону АВ 
треугольника АВС в точке А. сторону ВС — 
в точке Р и продолжение стороны АС — 

ке ©, о ГРЕНОСНЯЙ | 
Ве к РЕНО ЕВА = 


3. В треугольннке АВС через точки 


ГЕ [АС] и КЕЦАС] такие, что |АЁ.| 
= |СК\, проведены, соответственно. пря- 
мые [1 АВ н #1ВС. Пусть #ПЁ= 0. 


Докажите. что прямая ВО проходит через 
середниу отрезка АС. 


4. На сторонах АВ, ВС. СР. ОА парал- 
лелограмма АВСО взяты. соответственно. 
точкн Р. 0. Ви 5$. Найти площадь четырех- 
угольника А,8,С.О,. образованного при 
нересечении прямых ДАЮ. 85. СР и 06. 
если площадь исходного параллелограмма 
АВСР равна 1. |А5|= 10091, |ВР | = 


} 
= 08| н о 





5. В параллелограмме  АВСЬО точки 
А,. В, С.. О, лежат, соответственно. на 
|^8]. [8С]. |120] в [РА]. На сзоронах 

Ва. 8В:С,. СФ, и Б.А, четырехугольни* 
ка А,В.СаО, взяты, соответственно. точки 





*) В этой статье параллельное проекти. 
рование рассматривается жак отображение 
одной плоскости, вообще говоря, на другую. 
Но в результате композиции таких 
отображений мы можем добиться располо- 
жения образа в первоначальной плоскссти. 


куапетесте.ги 





А,. В,. Сл и). Известно, что 





| АА, | 188.1 1СС,1 _ | _ 
ГВА, |  ТСВ, |” ГОС ^ ТАБ ро 
_ ТАбаЕ 1 ВСн _ 1, —_1В,и 
15:0: 1 [С.С В.В] 1А,А° 
Докажите. что четырехуголеник 
А,В.С.0» — параллелограмм. стороны ко- 


торого параллельны сторонам исходного па- 
раллелограмма- 


6. Пусть АВОСЬ — параллелограмм и 
прямая {/ пересекает лучн [АВ). [АС), 
{АБ) в точках. соответственно, Р. Он К. 
Докажите. чт ОЕ ААС 

окажите. что Ар] ГАЕ1 = ТАО1 


7. В параллелограмме АВСО сторона 
АВ разделена на т, сторона ВС — на п 
равных частей. Через точки деления прове- 
дены прямые так. как показано на рисунке 4. 
Какую часть паощадв параллелограмма 
АВС ссставляет площадь четырехуголь- 
ника ^РСН> 


8. В трапеции АВСрР (АП [ВС] 
через точку В проведена прямая. параллель- 
ная СО в пересекающаяся с [АС] в точке Р, 
а через С — прямая. параллельная АВ н 
пересекающаяся с [ВО] в @. Докажите. что 
[РО [АО]. 


9. В трапеции АВСВ АБ] 1 [ВС] 
через точку С проведена прямая, параллель 
ная АВ и пересекающаяся с ВО в точке Р. 
Известно. что |ВО | = |РО |. где 0 — [АС] Г) 
[ВО]. Докажите, что | АБ} ВС -- 
-- МО|. 1851. 





Этот раздел ведется у нас 
нз номера в номер с момента 
основания журнала. Публи- 
куемые в нем задачи не 
стандартны, но для их ре- 
шения ие требуется знаний, 
выходящнх за рамкн ны- 
нешней школьной програм- 
мы. Нанболее трудные за- 
дачи отмечены звездочкой. 
Решения задач нз этого но- 
мера можно присылать не 
позднее 1 ноября 1977 года 
ло адресу: 113035, Москва, 
М-35. Б. Ордынка, 21/16, 
редакция журнала «Квант». 
После адресз на конверте 
напншите номера задач, ре- 
шення которых вы посылае- 
те, например, «М456, М457» 
илн «Ф468». Решення задач 
по каждому из предметов 
{математике н физнке), а 
также новые задачн просьба 
присылать в отдельных кон- 
вертах. Задачи из разных 
номеров журнала присылайте 
также в разных конвертах. 
В пнсьмо вложнте конверт с 
написанным на нем вашим 
адресом (в этом конверте 
вы получнте результаты про- 
веркн решений). Условня ори- 
гинальных задач, предлагае- 
мых для публикации, при- 
сылайте в двух экземплярах 
вместе с вашнмн решения- 
мн этих задач (на конверте 
пометьте: «Задачних «Кваи- 
таз, новая задача по физике» 
ИЛИ ‹... новая задача по ма- 
тематнке»). После формули- 
ровки задачи мы обычно укз- 
зываем, кто предложил нам 
эту задачу. Разумеется, не 
все эти задачн публикуются 
впервые. В этом и следующем 
номерах «Задачник «Кванта» 
составлен в основном из за- 
дач, предяатавшихся на пос- 
ледней Всесоюзной олим- 
пнаде. 
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задачник 
кванта 


Задачи 


М456—М№М460; Фл68—Ф4т2 


М№М456. В каждой вершине выпуклого многограннн- 
ка сходится 3 ребра. Известно, что каждая его грань 
является многоугольником, вокруг которого мож- 
но олисать окружность. Докажите, что вокруг 
этого многогранника можно описать сферу. 

В. Произволов 


М457. На плоскости дана несамопересекающаяся 
замкнутая ломаная, никакие трн вершины которой 
не лежат на одной прямой. Назовем пару несосед- 
них звеньев особенной, если продолжение одного 
из ннх пересекает другое (рис. 1). Докажите, что 
число особенных пар четно. 

С. Фомин 


№М458. Написан  миогочлен хх ах"... 
+ *х?--*жх--]. Двое играют в такую игру. Сначала 
первый заменяет любую из звездочек некоторым 
числом, затем второй заменяет числом любую из 
оставшихся звездочек, затем снова первый заме- 
няет одну из звездочек числом и так далее {всего 
9 ходов). Если у полученного многочлена не будет 
действительных корней, то выигрывает первый нг- 
рок, а еслн будет хотя бы один корень — выигры- 
вает второй. Может ли второй игрок выиграть при 
любой игре первого? 

Д.и И. Бернитейны 


М459. В некоторой стране из каждого города в 
любой другой можно проехать, минуя остальные 
города. Известна стоимость каждого такого про- 
езда. Составлены два маршрута поездки по горо- 
дам страны. В каждый из этих маршрутов каждый 
город входнт ровно по одному разу. При составле- 
нин первого маршрута руководствовались следую- 
щим принципом: начальный пункт маршрута вы- 
бирается произвольно, а на каждом следующем ша- 
ге среди городов, через которые марн:рут еще не 
проходил, выбирается тот, поездка в который из 
предыдущего города имеет наименьшую стоимость 
{если таких городов несколько, то выбирается лю- 
бой из них); и так до тех пор, пока не будут пройде- 
ны все города. При составлении второго маршрута 
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начальный город тоже выбирается произвольно, а 
на каждом следующем шаге среди городов, через 
которые маршрут еще не проходил, выбирается 
тот, поездка в который из предыдущего города име- 
ет наибольшую стоимость. Докажите, что общая 
стоимость проезда по первому маршруту не боль- 
ше общей стонмости проезда по второму маршруту. 

А. Берзинош 


№мМ460. Пусть А — 2л-значное число (первая цифра 
не нуль). Будем называть число А 0б0бым, если 
оно само является точным квадратом и числа, об- 
разованные его первымн л цифрами н его послед- 
Рис. 1. нимн п цифрами, также являются точными квадра- 
тами; при этом второе число может начинаться с 
иифры 0, но не должно быть равно нулю. 








а а} Найдите все двузначные и четырехзначные 
РЕГ Р особые числа. 


6) Докажите, что существует хотя бы одно 
20-значное особое число. 
в) Докажите, что существует не более 10 осо- 
бых 100-значных чисел. 
г} Докажите, что существует хотя бы одно 
30-значное особое число. 
А. Левин. И. Бернштейн 


Ф468. Действующая модель подъемного крана спо- 
собна поднять 10 бетонных плит без обрыва троса. 
Сколько плит поднимает реальный кран, изготов- 


р ь - 
(А) А РУ ленный из тех же материалов, если лннейные раз- 


меры крана, троса и плит в 12 раз больше, чем 


, в модели? (8 кл.) 
Е 7 Ф469. Рисунок 2 сделан со стробоскопнческой фо- 
тографин кубика, движущегося вдоль наклонной 


плоскости. Промежутки временн между последо- 
вательными вспышками лампы равны 0,1 сек. 
Определить коэффицнент трения кубика о плос- 
кость. (8 кл.) 


Ф470. При подключении гальванического элемен- 
та напряжением 1,5 в к зажимам А и Б амперметр 
показал ток 1 а (рнс. 3). Когда полярность элемен- 
та изменили на противоположную, ток упал в два 
Рис. 4. раза. Какая электрическая цепь яаходнтся внутри 
коробкн? (8 кл.) 





$471. Теплоизолированная полость неболылими 
одинаковыми отверстиями соединена с двумя объе- 
мами, содержащими газообразный гелий (рнс. 4). 
Давление гелия в этих объемах поддерживается 
постоянным и равным р, а температуры поддержи- 
ваются равными 7 в одном из объемов и 27 в дру- 
том. Найти установившиеся давление и температу- 
ру внутри полости. (10 кл.) 


$472. Нарисовать примерный график зависимости 
от времени показания вольтметра после размыка- 
ния ключа К (рис. 5). Вольтметр н катушка индук- 
Рнс. 5. тивностн идеальные, А = 100 ом, И =300 в. (10 кл.) 
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№416. На плоскости даны п 
точек А,..., Ал, никакие 
три из которых не лежат 
на одной прямой. Какое на- 
ибольшее число отрезков с 
концами в этих точках мож- 
ко провести так, чтобы не 
получилось ни одного тре- 
угольника с вершинами в 
этих точках? 





№417. На поверхности куба 
с ребром ! расположена замк- 
нутая ломаная линия. На 
каждой грани куба находит- 
ся по крайней мере одно звено 
ломаной. Докажите, что дли- 


на ломаной не меньше ЗУ 72. 
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Решения задач 
№416—М419: $428 —Ф431 


Проведем максимальное число отрезков с концами в точках 
Ал, .... Ал. Получим некоторый граф с вершинами в этнх 
точках. Отрезки с концами в вершинах графа будем назы- 
вать ребрами графа. Оценнм число ребер в нашем графе., 

Назовем стеленью вершины в графе число выходящих из 
нее ребер. Пусть А — максимальная степень вершины в гра- 
фе. и пусть некоторая вершина А; соединена с Ё вершинами 
Ал. -... Аль Графа (рис. 1). Тогда степень любой вершины 
из множества {Ау.,..., Аж | не превосходит л—& (п — число 


вершин графа). поскольку любые вершины из этого множества 
уже не могут быть соединены ребром (в нашем графе никакие 
три ребра не образуют треугольника — с вершинами в вер- 
шннах графа). Так как А — максимальная степень вершины 
в графе, степень каждой из оставшихся п—й вершнн не пре- 
восходит А. Поэтому сумма степеней всех вершин графа ие 
превосходит Ё-(п—#)- (п—®)-Е=22 (п-^). Но легко ви- 
деть, что сумма степеней всех вершин графа равна удвоенно- 


му количеству его ребер. Следовательно, количество ребер 
ЕР "Ы— А) \2 ы 
графа не больше Е (п— К) = [мы “2 


(мы воспользовались теоремой о средием арифметнческом 
и среднем геометрическом). Учитывая. что количество ребер 
графа — число целое, мы получаем, что ребер в нашем графе 


п 
не больше чем [+1 (здесь [х] означает целую часть чис- 


ла х — наибольшее целое число, не превосходящее х). 
Укажем теперь способ построения графа без треуголь- 
ннкой с л вершинами. число ребер которого в точности рав- 


Е 


п 
Разобьем миожество точек Ау, ..., Ал на два: [5 точек 





п 
в одном множестве и п— | —щ в другом. Соединив все 


точкн первого множества с точками второго (как на рисунке 2, 
где п=5). мы получим граф. у которого не будет ни одного 
треугольиика с вершинамн в точках А. .... Ал. Число ребер 


в этом графе. очевидно. равно [= (- |). Еслнл — 
п? п? 


пан] Ди [22]. ванн 


чт Е 


п? —1] п? 
=—4 =] 4 |, Ч и требовалось доказать. 


Итак. ответ в задаче: максимальное число отрезков 
п? 
равно | (этот результат в теорнн графов называют 


теоремой Тирана). 
Г. Фридман 


Ф 


Пусть 2. {;. .... м — звенья ломаной. Спроектируем каждое 
звено {[; ломаной на стороны грани. в которой оно лежит; 
пусть ари В — длины двух проекций звена й. Оценим 
сумму длин этих проекций. 

Рассмотрим проекция ломаной на вертикальное направ- 
ление {параллельное ребру куба). Поскольку ломаная замкну- 
та и проходит как по верхней, так н по инжней граням куба, 
сумма длин этих проекций не меньше двух. То же самое верно 





№118. Докажецие, что дав 
2060г0 натурального п? 
выполняются неравенства: 


п (3 ИР 


] 1 
ИЕ т 


пу 


1 . 
+ @в [1-5 1. 
ул 
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и для двух других направлений. параллельных ребру куба. 
Значит. сумма нсех длин праекций ме меныше шести. А эта 
сумма ракна как раз сумме всех а; н 6; (1-1, ..., @). гак что 


И (1) 
Докажем. что из (1} вытекает иужиое нам перавенство: 

а а. и м РА — 
Иа +и чи +.+Иячжи эзуз. 
(2) 


Это можно сделать алгебранчески. но мы приведем про- 
стое геомстрическое доказательство. 

Построим на координатной плоскости ломаную нз № 
звеньев, длнны проекций {-го звена которой равны ари 8 
{1=}. 2. ...). с началом в точке О (0:0) (рис. 3). 
Из {1} следует. что конен М {а т..-ак; +46} этой 
ломаной лежит выше прямой в-В ==6 (или на этой прямой}. 
Расстояние от точкн О до этой прямой равно 3/2. Ясио, 
что длнпа любой ломаной. согдиняющей точки Они. 
не меныие 3 и 2 — это и ссть церавенстве {2}. Заметим. 
что оценка ЗУ2 точная. Она достигается для сенс- 
ния „куба. перпендикулярного сго диагонзаи и ныеюшего 
форму инстнугольника. 

Н. Васильев 


Ф 


Для доказательства мы воспользуемся  меорежой Коша 
о среднем арифметическом и среднем геометрическом. 


Пусть а. ч.,. - ‹ ив — положительные числа. Тогда 
а, та. +. - - Нал пр 
и а | [р а. АЕ" @п Е 


причем равенство достигается лишь в случае. когда все 
числа равны. 








1 2 
Запишем теорему Коши для чисел |, -—, —, 
3 1 
8“ г л - 
2 п—} 
12 Е Эт я -- п п тг 
> р ==. 
п п 
Перепншем это неравенство так: 
] | } и 1 Г 
'-('-=)+ Ч 
и # \ : у г 


Отсюда получаем одно из нужных нам неравенств: 








1 | ] 1 
< (1 Е) 
| ил. 
Чтобы доказать второе неравенство, запишем тео- 
з 4 в--1 
рему Коши для чнеел 2, Е от 
В 4 п! 
о — — и —_—ы 
В а 7% 
«ИП-Е , 


ли 


№419. В хригг радиуса 16 
расположено 650 точек. До- 
хажите, что найдется коль- 
но с внутренним радиусом 2 
и внешним раднусом 3, в ко- 
тором лежит не меныме 10 
из данных точек. 





Рис. 4. 





Ф428. 


Сфера радиуса Ю= 
—0,5 м вращается вокруг се 


вертикального диаметра с 
постоянной угловой скоростью 
0=6б рабеек (рис. 6). Вме- 
сте со сферой на ге внутрёен- 
ней почерхности врецается 
неболыцое тело, находящееся 
на высоте, равной половине 
радиуса. 

1) Определить минимальное 
значение коэффициента тре- 
ния, при котором это со- 
стояние возможно. 
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откуда 


РНЕ г 
п- к К г ]| ата !., 


то есть 
] 1 з 1 п —— ) 
а я МЫ Ц 
„7. Курляндчик 
© 


Прежде чем решать эту яадачу. докажем такое вспомогатель- 
ное утверждение. Пусть фигура $ нлощади $ содержнт фи- 


гуры $,. .... 5; Площади 51. .... $. такне. что каждая точка 
фигуры $ покрыта ие более чем А фигурами 5;. Тогда У 5р= 
==$;'{-$.-|-...1-3155А$. В самом деле. рассмотрим фигурки 7). 


получающнеся нри нересеченни фигур $; (рис. 4]: на каждой 
из фигурок Г; напишем число. показывающее, скольким 5$: 


она принадлежит, Очевидно, что Уь = (1; — площадь фи- 
гурки Г). С другой стороны. не менее очевидно, что = 
=\У: (А — максимально возможное число пересечений $1). 


Отсюда получаем, что Хз. 

Вернемся к нашей задаче. 

ОЭпишем вокруг каждой данной точки кольцо с внутрен- 
ним радиусом 2 и внешним — 3; веего 650 колец. Докажем, 
что средя ивх обязательно найдется ие менее десяти пересс- 
кающихся. 

Возьмем объедннение этих 650 колец; они как-то распо- 
ложены в круге раднуса 16--3=19. Допустим. что каждая 
точка этого круга нокрывастся не более чем девятью кольца- 
мн. я покажем. что это приводит к протнворечию- Для ЭТОГО 
посчитаем площади. 

Площадь круга раднуса 19 равна 5=36]и. Площадь 
одного кольца $=5л. так что площадь всех 650 колец равна 
650.5д=3250л. Если кольца пересекаются ие более чем по 9. 
то согласно утверждению, доказанному выше, 

Уз 32501=595=9.361я=3249л 
— противоречие. 

Итак. мы доказали, что найдется не менее десяти пере- 
секающихся колец. 

Отсюда следует утверждение задачн. Действительно, 
если есть два пересекающихся кольца внутреннего радиу- 
са 2 и внешнего 3 с неитрами Оз иО.. то любая точка АИ, 
принадлежащая их пересечению. удалена от точек Оли 0, 
на расстояниер: 2=р=3: так что точки О, и О», попадают в 
нужное нам кольцо с центром М (рис. 5). В кольце же (ра- 
днусов 2 н 3) с центром в любой точке из непустого {!) 
пересечения ие менее десяти колец будет лежать не менее 
десяти данных точек — центров этих ипересекакхдихся колец. 

Климова 


Ф 


Рассмотрим силы, действующие на тело в положении равно- 


весия (рис. 7). Со стороны сферы на тело действует сила А; — 


= 


равнодействукицая снлы нормальной резкции № н силы тре- 


ния ЁРур. касательной к иоверхиости сферы. Направление си- 
лы трения (вверх или вниз по касательной) зависит от того. 
выше иля ниже находится положенпне равнповесня тела в 0у- 
сутствие трения. Однако во всех случаях 


[Ето 155 и [№ |. 


Эта означает. что сила 2, мапраялена так, что уангенс угла В, 


Куапт.тссте.ги 


2) Определить минимальное — который образует эта сила с радиусом ОА. не превышает р: 
значение коэффициента тре- 


= 


ния, если угловая скоростаь 12 тр] 
сферы равна & рад/еек. = а. 
3) Исследовать устойчивость ГД 


гостояний в случае вышенай- 


денных значений козффициен- Следовательно, коэффициент трения можно найти, определив 
та трения при: а) молых угол В 


изменениях Яоложения тела; р г = 
6} малых изменениях угловой Кроме снлы РЁ, на тело действует еще сила тяжести тд. 
скорости сферы. Поскольку м ВИОиВЯ па окружностн радиуса г, 


равнадействующая Е сна Е. ан тр направлена горизонтально 
< и равна по абсолютиой величине т?г: 


— — > > 
Р-= Ра--ти. |Е]|= тоь?г. 
Обозначим через © угол между радиусом ОА и вертикалью, 


а через » — угол между направлением снлы РЁ, и вертнкалью 
(см. рне. 7). Тогда 





В-а—у, 
н 
, а Шт . 
Ва — = мат {Т) 
0: . Ев: 
Но Ш7= ИАА огдег: Ю зта. ата = ИЕ № 
те! 


ИЗ. 
2 


‚ то есть а = 60°, Тогда из выражения (1) 


0? Юта 











{ео — — 
[21 
щВ= о Ю зта° (2) 
1-52 — 
181 


Подставляя сюда ро = 1860 = 3. юш=5 рабеек, 
Ю 0.5 + и [|= м/сек". получим 
3]73 

1 ея ВЕ 

ЕВ, 
и 

и В = у 0.23. 
Прн ш—=8 ред сек получаем 


ЕВ- — ЕЕ. 





> 


Знак «минус» означает. что у> и. следовательно. снла Р, 
проходит левее раднуса ОА. а сила трения направлена ина 
по касательной (рис. 8). При этом 


>] В]: 144 о —=0,18. 


Теперь рассмотрим вопрас об устойчивости равновесия 
тела. Мы показали. что тело находнтся в равновесни, если 
угол В не превышает значення агср п. Пусть угловая скорость 
Рис. &. возросла на небольшую зеличииу. Это сзмачает, что вовра- 





стает центростремительное ускорсние, а сила Е ‚ при этом, по- 
нора Причем в первом случае {когда ш--5 рад/сек) 


снла Е ; поворачивается так, что угол В уменьшается. Сле- 
довательно. тело остаелся в равмовесии. При иебольшом 
уменышении © угол В должен возрасти. Но это невозможно. 
Следовательно. тело уже не сможет находиться в прежием 
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$429. Стенки цилиндра, 
поршень и внутренняя пере- 
городка площадью # дм? из- 
готовлены из теплонзоляцион- 
ного материала (рис. 9). Кла- 
пан в перегородке открывает- 
ся в том случае, если давле- 
ние справа больше давления 
слева. В начальном состояний 
в левой части цилиндра дли- 
ной 1=И,2 дм находится 
т1=/2 2 гелия, 8 правой 
части, имеющей ту же дли- 
ну, — т.=2 г гелия; с обеих 
сторон температура равна 
%=0°С (Т.=275К). Внеш- 
нее давление ри= 108 ним. 
Удельная теплоемкость ге- 
лия при постоянном объеме 
су =3,15. №3 дж/кг-град), а 
при постоянном давлении ср== 
= 5,25. дж/ке.град). 
Поршень медленно передви- 
гается по направлению к пе- 
регородке {с небольшой оста- 
новкой в момент открытия 
клапана) и осторожно д080- 
Эдится до перегородки. Чему 
равна произведенная при этом 
работа? Площадь поршня 
$=10-1 м?. 
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положении и соскользнет вниз. При этом уменьшится угол 
&, так что угол В сможет стать таким, чтобы в В= и. Таким 
образом, тело придет в новое положение равновесия. Во вто- 
ром случае (при «=8 рад/сек) реакцня тела на малые изме- 
нения @ противоположиая (покажите это самостоятельно). 

Несколько сложнее исследовать вопрос об устойчивости 
равновесия при изменении положения тела. Сначала прове- 
дем качественные рассуждения. В первом случае (= 5 рад/сек) 
равновесное положение тела находится выше положения рав- 
новесия в отсутствие трекия (так как сила трения направле- 
на вверх). Поэтому ясно, что прн смещенни тела вниз тело 
останется в новом положеинн, а при смещенин вверх — вер- 
нется в прежнее положение. Во втором случае (&—8 рад/сек) 
будет все наоборот. 

Вопрос об устойчивости равновесия при изменениях по- 
ложення тела можно решить и более строго. Для этого надо 
выясннть, как меняется 1#В прн малых отклонениях тела 
от положения равновесия, например. прн изменениях угла с, 
Это можно сделать, исследуя производную выражения для 
{ЕВ (формула (1)} по а. Например, если пронзводная поло- 
жительна при увеличении ©, значит, 1 В возрастает. А это, 
как мы уже говорили, означает, что тело должно’вернуться в 
прежнее состояние. И так далее. Тем, кто это умеет делать, мы 
советуем довести до конца все необходимые выкладкн н под- 
твердить нашн качественные рассуждения. 


х 


Поскольку система теплоязолирована, полная работа А. 
совершенная иад газом силой, действующей на поршень, н 
силой атмосферного давления, равна изменению внутренней 
энергия Газа АИ: 

АЗ. 


Обозначнм через Т окончательную температуру газа. Тогда 
АИ=ер(т. Е т. (Т-—То). 
Чтобы найти работу А, силы, приложенной к поршню, надо 
из полной работы А вычесть работу силы атмосферного дав- 
ления А›=рь5!. В результате получим 
Аз=суи Е т.КТ-То—Ро5!. (*) 
Из всех входящих в это выражение величнн нам не известна 
лишь температура 7 по окончании процесса, Найдем ее. Для 
этого нам придется последовательно рассмотреть все этапы 
процесса. 
Ясно, что в самом начале давление в левой части цилиндра 
больше, чем в правой: 


> ть _КТа_ > РЕБ _ВТо_ 
17 8 РЯ щц 5 
Поэтому при двнжеинн поршня к перегородке газ в правой 
части цилнндра булет сжиматься до тех пор. пока его давле- 
ние не станет равным ру н не откроется клапан в перегородке. 
Так как сжатие газа происходит аднабатио, его объем У, 
после сжатня станет таким. что 
*_ 
р ра. 
Ср 


где \ = еее 


су показатель аднабаты, 


а ИУ, =15 *). Отсюда 
ем 
$ 
И (= :) 


то. 
Ра = (=) 


Температуру Г!. которую будет иметь при этом газ в правой 


ыы 
У 





*) Для адиабатного процесса справедливы такие соот- 


ношеиня между параметрамн газа: ТУ?" -= сопз! (см., на- 
пример, статью В. Кресил а+Адиабатный процесс», «Кваит», 
У 


1977, № 6); рИ\ = сопзЕрТ '—? = еопзё. 


Рис. 9- 


$430. На рисунке 10 показана 
простейшая схема выпрями- 
теля. Диод считается идеаль- 
ным: его сопротивление в пря- 
мом направлении равно нулю. 
в обратном — бесконечно ве- 
лико. Во сколько раз изменит: 
ся мощность, выделяемая на 
сопротивлении К, при подсое- 
динении параллельно ему кон- 
денсатора С такой емкости, 
что за период колебаний на- 
пряжения сети (И7-220 в, 
[= 50 гц) заряд конденсатора 
практически не меняется? 


© 


Рис. 10. 


части цилинлра, найдем из уравнения газового состояния: 
1 
РИ. РИ, Сы 

т Вт.  р.Иь О Х. =: 


Тенерь. когда давление справа стало таким же. как в 
слева. открывается клапан в перегородке. в газы переменшн- 
ваются (поршень в это время не перемещается). Температуру 
«смеси» Г, можно определить из уравнеявя теплового баланса: 


сутиТ.—То- сут. (Г,-Т». 


и 


.. па Го 2 ТГ, т, т 


После перемешивания весь газ массы т =иа-- яз сжи- 
мается аднабатно от объема У=У, И, до объема Их, а его 
температура изменяется от Т, до Т. При этом 

ТИТ 1, 
откуда 


И, -- И 1 У 
т= т. (-— “) | +(7= ы 
1 У тнт, | м, 


Полставив это выражение для Т в формулу (+). получим 
окончательно 
ыы 
=» Е: [7- ор ея 
АБ = су (т, + та) То ри |1 | И -- 


ту 


— р 5Ё2= 3674 Ож 
И. Слободецкий 


х 


Если сопротивленне ю подключено непосредственно к сети 
переменного тока, то в ием выделяется мощиость. разная 
( 

р. Ге { — действующее значение напряження. 


В случае, если сопротивление подключено к сети через 
днод (см. рис. 10), в нем выделяется мощность в 2 раза мень- 
мая (полиериода ток через сопротивление не течет): 


ты 
7. + 


к] - 


р, = 


Теперь найдем мошность Р;. выделяющуюся в сонро- 
тивлении при подсоединенни параллельно ему конденсатора. 
В условий задачн сказано. что за период колебаний напря- 
ження в сетн заряд конденсатора практически не меняется. 
Это означает, что изпряжение на конденсаторе можно счи- 
тать постоянным н равным амплитудному значению (о. 

НЫ 
д (2 20? 

* Бет ОЕ нь тии с —— Зыбсия-БЕБАЙЯ коль м- 

Тогда Р, г Г] В ‹ Поскольку а» 


плитудное значение наиряжеяня больше действующего зна- 
ченняв |2 раз. 
Отиошение мощностей. выделяемых на сопротнвленни с 
подключенным конденсатором и без конденсатора, равно 
Р. 212 28 


р 


Такнм образом. при подсоединенни конденсатора параллель- 
но сопротивлению в нем выделяется мощиость в 4 раза боль- 
шая. 

В. Скороваров 
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Ф431. В дифферснциальном 
зороте, схематически изоб- 
раженном на рисунке Ш, 
используется цепь, каждый 
метр которой содержит № 
звеньев. Шкивы верхнего бао- 
ка снабжены зубцами, кото- 
рые продеваются в звенья 
цепи, причем шкив большего 
диаметра имеет по зубцов, 
а аикив меньшего диаметра 
п— | Трение в системе тако- 
80, что силы, необходимые дая 
подъема или опускания гриза, 
отличаются 8 Ё раз. Предпо- 
лагая, что трение от  на- 
правления движения не зави- 
сит, найти эти снаы. 





Рис. 11. 
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Для решення этой задачи воспользуемся законом сохране- 
ния эиергии. Чтобы поднять или опустить груз. к участку 


абс цепи ворота надо приложить сиду Р; или Р» соответствен- 

но. Эта снла совершает работу, равную сумме изменения по- 

тенциальной энергии груза и работы силы треняя. 
Рассмотрим сначала подъем груза. Под действием силы 


Е, верхний блок поворачивается против часовой стрелки. 
Предположнм. что он совершил один полный оборот. Прн 
этом Мы, очевидно. протянули л звеньев цепи, то есть точка 


нриложения силы Ё, совершила перемещение, равное по аб- 
солюгной величине длине участка цепи, содержащего л звень- 
- 


п 
в: | == -у метров. Работа свлы Р\. следовательно, равиз 


- - п 
А = Е = Е. 


За время одного поворота верхиего “блока правый участок 
цепи 4е{. на которой висит груз, поднялся на л звеньев (на 
число звеньев шкива большего диаметра), а левый участок 
опустился на п—1 звено (из чнсло звеньев меньшего шкива}. 
п (п 1 


) 
Таким образом. груз поднялся на 5 звеньев, то 





1 
есть на высоту А, =2\м метров. а его потенциальная 
+ 


энергия увелнчилась ина 
> = 1 
АП = тра = т] | 2м№ 


{и — масса груза). Обозначнм через Атр работу силы тре- 
ния. Тогда согласно закону сохранения энергии 


- п Я 
РЕ | 3 — т ЕЁ + Атр- (1) 


> 
Пусть теперь верхний блок под действием силы РЁ» сде- 
лает олнн полный оборот по часовой стрелке. При этом сила 


Е, совершит работу 


- 2 
Аз = РИ, = | Еэ| и _ 


потенциальная энергня груза изменится на величину 


1 
м ' 
а работа силы трення останется такой же. как н в первом слу- 
чае (поскольку абсолютная величина перемещения та же 


самая, а от направлення движения трение не зависит). Поэто- 
му можно записать 


АП. = — т] я [А = —т|а| 


п ВИ А 
м = та 5х Ат. (2) 





ГЕ» | 
Кроме того, по условию задачи 


[РА | (3) 


Решая систему уравнений (1}—(3), найдем 


а - А 
м-р. 


= - | 
т Еф -Т- 


И. Слободецкий 
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«Квант» для младших школьников 





Задачи 


1. Однажды грибов я набрал! — 
еле дотащил. Но тащил-то почти од- 
ну воду — в свежнх грибах ее 90%. . 
А когда грибы высушили, они стали 
на 15 кг легче — теперь в них было 
60% воды. 

Сколько грибов я принес из леса? 

2. Переложнте пирамиду из де- 
сяти кубиков (см. рисунок) так, что- 
бы ее форма осталась прежней, но 
каждый кубик соприкасался только 
с новыми кубиками. 

3. Найдите наименьшее натураль- 
ное число, делящееся на 36, в записи 
которого участвуют все цифры от 
Е до 9. 


ЗА — 
423456789 








4. В примере на умпожение одниа- 
ковые цифры заменили одинаковыми 
буквами, разные — разными. То, что 
получилось, изображено на рисунке. 
Восстановите первоначальный вид 
примера. 





| ЕСЛИ И, РЕШИТЕ а 


ПОСТРОИМ ШКОЛУ 
к АСЕНТЯБРЯ Н! 





5. Деревни А, В н С расположены 
в вершинах правильного треуголь- 
ника. В деревне А живет 30 школь- 
ников, в деревне В — 20, в деревне 
С — 10. Где нужно построить школу. 
чтобы суммарное расстояние, которое 
проходят школьники от дома до тико- 
лы, было наименьшим? 





Н: Виленкин 


Математика 
и шифры 


— То, «то изобретено одянм челове- 
ком, может быть понято другим, — 
сказал Холмс. 

Артур Конаи Дойль 
«Пляшущие человечки». 


Тарабарская 


Издавна людн изыскивали способы 
уберечь сообщения от посторонних 
глаз. Один древний царь, например, 
обрил голову гонца, написал на ней 
послание и отослал к своему союзнику 
гонца лишь тогда, когда волосы на 
его голове отросли. Развитие химин 
дало более удобное средство: симнати- 
ческие чернила, записи которыми не 
видны до тех пор, пока бумагу не на- 
греют илн обработают каким-нибудь 


грамота 
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химнкатом. На чаще всего для тай- 
нописи применяют шифры. Ими поль- 
зуются дипломаты, стремящиеся со- 
хранить тайны переговоров, воена- 
чальники, скрывающие от противни- 
ка отданные распоряжения, развед- 
чики ит. д. А в древностн ими поль- 
зовались пираты, отмечая расположе- 
ние кладов, алхимики, купцы, за- 
говорщики н многие другие. 

Сначала шифры были очень не- 
сложными. Например, русские дип- 
ломаты Х\У—ХУТ веков применяли 
так называемую «тарабарскую  гра- 
моту», в которой все гласные буквы 
оставались иеизменными, а соглас- 
ные заменялись друг на друга ло 
следующей схеме: 


{в первой строке согласные идут в 
обычном порядке, а во второй стро- 
ке — в обратном). Например, вместо 
«Великий государь» получалось «Ше- 


ситнй чолуцамь». Этот шифр очень 
несложен (можно научиться даже бег- 
ло разговаривать на «тарабарской 
грамоте»). 

Постепенно тайнопись усложня- 
лась, но даже шифр, которым пользо- 
валась в конце ХУП века царевна 
Софья в своей переписке с Василием 
Голицыным, был весьма прост — од- 
но из ее писем было несколько лет 
тому назад опубликовано в журнале 
«Наука и жизнь», и многие читателн 
его расшифровали. Шифрами поль- 
зовался н изменник Мазепа. Как 
оншет в поэме «Полтава» А. С. Пуш- 
кин: 


«Во тьме ночной они, как воры, 
Ведут свои переговоры, 
Измену ценят меж гобой, 
Слазают цифр универсалов...» 


Каким должен быть шифр 


При шифровании должны выполнять- 
ся определенные условия. Во-первых, 
различные буквы должны обозначать- 
ся разными знакамн — нначе полу- 
чатель должен будет гадать, какую 
из нескольких букв обозначает тот 
или иной знак. Далее, шифр должен 
быть трудно разгадываем — легкие 
шифры можно применять лишь при 
условии, что у противника нет вре- 
мени на разгадку. Наконец, секрет- 
ность шифра должна сочетаться со 
сравнительной несложностью опера- 
ций кодирования и раскодирования — 
иначе на ннх уйдет столько времени, 
что переданная информация устаре- 
ет *). А если .раскодирование потре- 
бует слишком много уснлий, то мож- 
но оказаться в положении легендар- 
ного писца, который писал за плату 
письма на восточном базаре, но при 
этом взимал плату еще и как гонец, 
утверждая, что написанное им никто, 
кроме него самого, понять не сможет. 

Тарабарская грамота относится к 
шифрам, в которых каждая буква 
заменяется определенным знаком — 
другой буквой, цифрой нли изобра- 
жением. Таким же образом шифрова- 
ли свои послания чикагскне бандиты 
в рассказе Конан Дойля «Пляшущие 





*) Впрочем, теперь эти операции можно 
поручить ЭВМ. 
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человечки» и пираты в повести Эдга- 
ра Но «Золотой жук» (только пираты 
применили еще симпатические чер- 
нила). Иногда для того, чтобы затруд- 
нить чтение нгифра, используют из- 
быточные коды — одну и ту же букву 
обозначают разными знаками. Тогда, 
даже если противник отгадает зна- 
чение какого-нибудь знака, он не 
сможет использовать это при расшиф- 
ровке другого места текста, так как 
там та же буква обозначается иначе. 

Впрочем, иногда избыточность воз- 
никает естественным путем. Когда 
специалисты по древним языкам ста- 
ли расшифровывать надписи, сделан- 
ные много тысяч лет тому назад ка- 
рийцамн (народом, жившим в Малой 
Азин), онн обнаружили, что число 
знаков слишком велико для бук- 
венной азбуки. Поэтому они решили, 
что некоторые знакн означают от- 
дельные буквы, а некоторые — слогн. 
Однако на этом пути возникли не- 
преодолнмые трудности. И только ког- 
да советский ученый В. В. Шеворош- 
кин стал смотреть, в каких местностях 
встречаются те или иные знаки (а 
многие карийцы служили наемника- 
ми в Египте и других государствах 
н оставили там свои надписи), то 
выяснилось, что в каждой местности 
применялось не более трех десятков 
различных знаков, то есть пнсьмен- 
ность была все же буквенной. Только 
в разных местах некоторые буквы 
изображались по-разному, что и за- 
труднило разгадку карийских над- 
писей. 


Шифры и комбинаторика 


Поскольку множество различных 
знаков, применяемых в данном шифре, 
является конечным, его элементы 
можно перенумеровать и вместо са- 
мих знаков использовать их номера. 
Будем для простоты рассматривать 
шифры, в которых нет избыточности. 
Тогда число знаков равно числу 
букв в алфавите, а также таких зна- 
ков, как пробел между словами, 
точка, запятая. Для русского языка 
можно обойтись 35 знаками: 31 бук- 
ва (е, е, нь, $ не различаются), про- 
бел, точка, запятая, тире. Если чнс- 
ло знаков, используемых при шифро- 
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вании, тоже равно 35, то каждый 
такой шифр задается взанмно-одно- 
значным отображеннем одного множе- 
ства из 35 элементов на другое такое 
же множество. В комбинаторике до- 
казывается, что число таких отобра- 
жений равно 35!, то есть произведе- 
нию натуральных чисел от 1 до 35. 
Это настолько громадное число, что 
его трудно себе представить, — оно 
примерно равно 10%. 

Иметь дело с произвольными отоб- 
ражениями { множества букв алфа- 
вита и знаков препинания А = 
—{а1, а», ..., @з5} на множество зна- 
ков шифра В == {Ь,, 6., ..., 635} не 
слишком удобно: запомнить такое 
отображение трудно, а хранить при 
себе таблицу отображения — «ключ» 
шифра — нежелательно. Лучше 
иметь какое-нибудь простое правило, 
позволяющее по # найти | (2). А та- 
кие правила дают методы математи- 
ки — ведь нет ничего лучшего для 
распутывания всяких сложностей, чем 
нспользование математических ме- 
тодов. 


Шифры и сравнения 


Математика издавна применялась в 
теории шифров. Еще в конце ХУ 
века расшифровкой перепнски между 
противниками французского короля 
Генриха 111 занимался один из со- 
здателей современной алгебры Фран- 
суа Виет. А английские монархист- 
ские заговорщики в ХУ веке по- 
ражались быстроте, с которой Кром- 
вель проникал в их замыслы. Они 
думали, что используемые ими шифры 
невозможно разгадать, и считали, 
что ключи к ним выдал кто-то из уча- 
стников заговора. Лишь после паде- 
ния республики и воцарения Карла [1 
узнали, что все эти шифры разгады- 
вал один из лучших математиков 
того времени профессор — Оксфорд- 
ского университета Валлис, который 
считал себя основателем новой нау- 
ки — криптографии. 

Один из методов кодирования зак- 
лючается в следующем. Разделим 
кольцо на 35 конгруэнтных частей, 
занумеруем их и пометим каждую 
буквой или знаком препинания (см. 
рисунок). А теперь выберем какое- 
нибудь число а («ключевое число» 
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шифра) и повернем кольцо вокруг 
центра по часовой стрелке так, чтобы 
каждая часть переместилась на а 
шагов. Это и задает шифр—отображе- 
ние множества А = {а}, аз, ..., азь} 
на множество знаков шифра В = 


= |901, 02, ..., 35} (перед однознач- 
ными числами надо писать 0, иначе 
неясно, что такое 15 — «пятнадцать» 
или «ОДИН», «ПЯТЬ». 

Например, если а = 11, то часть, 
помеченная числом 01, — перейдет 
в часть, помеченную числом 12, а 
это значит, что букве «А» при коди- 
ровании отвечает число 12. Точио 
так же букве «В» отвечает число 14 
н так далее. 

В результате получается посланне, 
в котором каждая буква или знак за- 
писаны двузначным числом. Адре- 
сату для расшифровки надо разбить 
полученную последовательность 
цифр на двузначные числа, вычесть 
из каждого ключевое число и заме- 
нить полученное число А — номер 
знака а, — на букву алфавита или 
знак препинания. 

Впрочем, на самом деле правила 
кодирования и раскодирования не 
столь просты — ведь если А больше, 
чем 24, то сумма В+ И больше, 
чем 35, а в множестве В самое боль- 
шое число равно 35. Но здесь надо 
вспомнить, что мы писали числа не 
на прямой, а на кольце, а, как из- 
вестно, у кольца начала нет и нет 
конца — за чнслом 35 ндет 1. Иными 
словами, после чнсла 35 все повторя- 
ется снова. Это значит, что, полу- 
чив сумму, превосходящую 35, надо 
вычесть из нее 35. Полученная раз- 


ность и покажет, в какое число пе- 
реходит а,. Например, а.’ (буква 
«ы») переходит не в число 38, а в 
03, аз. («пробел») — в 08 н так да- 
лее. Таким образом, 


аа Е 11, если #24, 
ь | Е— 24, если 25<#=535. 


А раскодирование делается по сле- 
дующим формулам: 


& ("= | а,_11, если 12<п=335, 
Яп+зь, @Слн 1557И=<11. 


Правнло коднрования можно за- 
писать более компактно, если сложе- 
ние понимать в особом смысле. 

Разобьем все целые числа на клас- 
сы, отнеся к одному классу числа, 
дающие одинаковые остатки при де- 
лении на 35. Например, в один и тот 
же класс попадут числа— 32,3, 38, 73, 
так как все они прн делении на 
35 дают в остатке 3. Общий вид чи- 
сел этого класса 3235А, где А— 
целое число. Обозначим через 2. 
множество такнх классов. Число раз- 
личных классов равно 35 (при де- 
лении на 35 получаются остатки 0, 
1, 2, ... , 34), и их можно обозначать 
теми же цифрами, что и соответству- 
ющие остатки, только писать сверху 
черточку. Например 5 означает не 
число 5, а класс, содержащий это 
число, то есть множество чисел 
{..., — 30, 5, 40, 75, ...}. В част- 
ности, 0 означает класс, содержащий 
число 35. 

Теперь уже можно написать, что 


27 + И = 3, то есть, прибавляя 11 
к числам класса 27, мы получаем 


числа из класса 3. Значит, если но- 
мерами кодируемых букв и знаками 
шифра считать классы из Я, то 
формулы кодирования и раскодиро- 
вания можно записать так: 


Га) = Ё+И, 


Е (п) = 4-11. 

Такая «арифметнка остатков» по- 
лезна и во многих других вопросах. 
Пусть, например, сейчас минутная 
стрелка показывает 25 минут. Каким 
будет ее положение через 176 минут? 
Чтобы ответить на этот вопрос, до- 
статочно заметить, что через каждые 
60 минут стрелка возвращается в нс- 
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ходное положение. Поэтому надо най- 
ти остаток от деления суммы 25+ 
+176 = 201 на 60. Получим, что 
этот остаток равен 21. Значит, стрел- 
ка будет показывать 21 минуту. 

Для облегчения сложення и вы- 
читания в арифметике остатков при 
делении на 1 надо составить таблицу 
сложения. С этой целью берут обыч- 
ную таблицу сложения и заменяют 
каждое число его остатком прн де- 
ленин на т. 

Такую арифметику обычно называют 
арифметикой по модулю т. а числа, имею- 
щве одинаксвые остатки прн деленин иа т, 


называют сравнимыми по модулю т. Еслн а 
н $ сравнимы по модулю т. то пишут 


а= (то т). 
Например. 
215=140 (тоа 7). 
так как н 25, и 40 при делении на 7 дают 
остаток 5- 

Если уже известно, что шифр по- 
лучен прибавлением одного и того же 
чнсла к номерам букв, то его можно 
разгадать, угадав значение хотя бы 
одной буквы, а еще лучше — несколь- 
ких букв. Например, если известно, 
что в пнсьме речь идет о Москве и в 
нем часто встречается сочетание 
«УХШСИЗ», то легко догадаться, что 
при шифровании номер каждой бук- 
вы увеличнвали ва 7. 

Более сложный шифр получается, 
еслн заменнть сложение умножением. 
Будем, например, умножать номера 
всех букв на 2. Конечно, если произ- 
ведение окажется больше 35, надо за- 
менять его остатком от деления на 
35. Например, буква «Ч» получит 
при шифровке номер 13, так как но- 
мер буквы «Ч» равен 24, а при деле- 
нни 24.2 -: 48 на 35 получается оста- 
ток 13. Это преобразование запутан- 
нее, чем сложение, и можно опасать- 
ся, что разные буквы при кодирова- 
нни перейдут в одну и ту же букву. 
Но, к счастью, в данном случае этого 
не  пронсходит — код невырожден. 
Доказательство этого утверждения ос- 
новано на том, что произведенне 
двух чисел делится на 2 лишь в слу- 
чае, когда один из множителей четен. 
А если бы мы попробовали умножать 
номера букв не на 2, а на 5 (делитель 
числа 35), то получился бы вырож- 
денный код (проверьте это сами!). 
Интересные коды получаются при 
замене умножения возведением в сте- 


$5 


пень. Вопрос о том, какой полу- 
чнтся в этом случае код, связан с 
проблемами теории чисел. 


Шифры ин статистика 


Мы рассмотрели различные шифры, 
связанные с арифметическими опе- 
рациями над номерами букв. У всех 
этих шифров есть один существенный 
недостаток — кажщая буква перехо- 
дит в один и тот же знак, где бы эта 
буква ни стояла в письме. Для рас- 
шифровки таких кодов можно при- 
менить методы математической ста- 
тистики. Каждой букве русского ал- 
фавнта и знаку пробела соответствует 
определенная частота, с которой они 
(в среднем) встречаются в длинных 
текстах: 
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Ноэтому можно взять расшифро- 
вываемое посланне, подсчитать для 
каждого знака частоту, с которой он 
встречается, и на этом основании су- 
дить, что этот знак означает. Напри- 
мер, знак, попадающийся чаще всего, 
нмеет много шансов оказаться про- 
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белом. Ну, а если не пробел, то, воз- 
можно, «О» (эта буква стоит на втором 
месте). Можно нзучать и комбинации 
соседних знаков — чаще всего рядом 
с гласной буквой стоит согласная. 
Даже в не слишком длинном тексте 
можно без труда отделить знаки для 
согласных букв от знаков для глас- 
ных. Такие соображения облегчают 
разгадку кодов, основанных на про- 
стой замене букв знаками. 

Сравнительно просто разгадыва- 
ются и щифры, основанные на пе- 
рестановке по тому или иному пра- 
вилу букв послания. 

Чтобы усложнить разгадку, при- 
меняют шифры «по книге» — числа 
кода означаюг номера строк и букв 
на определенной странице некоторой 
книги, причем номер страницы можно 
менять в зависимости от даты состав- 
ления послания. В этом случае, не 
зная, какая книга легла в основу 
шифрования, раскрыть тайну кода 
очень трудно. 

Сейчас для составления и разгадки 
шифров применяют электронные вы- 
числительные машины. Во время вто- 
рой мировой войны, когда ЭВМ еще 
не было, для кодирования и раскоди- 
рования применялись механические 
шифровальные машины. В разгадке 
кода, употреблявшегося тогда фа- 
шистскими шифровальциками, боль- 
шую роль сыграл выдающийся анг- 
лийский математик и логик Алан 
Тьюринг, один из создателей так 
называемой теории алгоритмов. 





Задачи 


Примечание. 


На- 2. Существуют ли четы- 


наших читателей 


1. Функция Г определе- 
на и непрерывна из всей 
числовой прямой Про эту 
функцию — известно, если 
х, — х, — число рациональ- 
ное. то и #(х,) Рай 
— число рациональное До- 
казать, что [(х) = Вх- В, 
причем А рационально. 
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помним два свойства непре- 
рывных функций, которые 
мотут пригоднться при ре- 
шении этой задачи: 


а) сумма и разность 
двух непрерывных  фуник- 
ций — функция — иепрерыв- 
ные; 


6) если а<с<В и неп- 
рерывная функция приннма- 
ет значения аи 6, то она 
принимает я значение с. 


В. Произволов 
(г. Москва) 


ре натуральных числа, сум- 
ма которых равна их пронз- 
ведению? 


С. Сефибеков 
(село Кашкент Даг АССР) 


3. В кубе провели все 
диагонали (внутри куба н 
во всех гранях). Сколькями 
способами среди проведен- 
ных 16 отрезков можно выб- 
рать пару взанмно перпен- 
дикулярных? 


В. Федотов 
(г. Петрозаводск) 


Квадратриса 


ни кохлеонда 


Каодратрису — Динострата 
можно определить как гра- 
фик функцин 


ах 
х-с18 5, если Хх 0. 


7—1] 2а 0 

= если х ь 
Кривая сныметрична 
относительно оси ординат 
и состоят из бескокенюго 
множества ветвей. Прямые 


х = 20 (Е ЕЁ, Ё> 0) яв- 
ляются ее вертикальными 
асимптотами (рис. 1)- 

В полярной системе ко- 
ордниат. полюс которой сов- 
падает с началом декартовой 
системы. а полярная ось 
направлена по положнтель- 
ному лучу оси ординат, 
квадратриса запишется урав- 
пением 


Мы 
дл зтф' 
©= 1 если Ф 2 0, 
2а 
| —_, если ф=0. 
Древние, не владея коор- 
дннатным методом. опреде- 


лялн квадратрису Диностра- 
та кинематнчески и имелн 
представленне лишь о той 
ее частн, которая соотпвет- 
ствует отрезку [—&; &|. 
Рассмотрим это «меха- 
инческое» определеняе. 
Пусть одновременно отрезок 
ОА равпомерио вращается 
против часовой стрелки во- 
круг полюса О я отрезок АВ 


равномерио — перемещается 
влево, причем |ОА] = 
= ^В| = а н скорости 


вращения и перемещения та- 
ковы, что оба отрезка одно- 
временно достигают поляр- 
ной осн ОС. Тогда множе- 
ство {М) точек пересечения 
отрезков ОЛ и АВ. занимаю- 
щих соответствующие поло- 


ження, и образует «кусок» 
квадратрисы Динострата 
(рис. 2). 


В самом деле, если отре- 
зок ОА повернулся так. что 
СОА’ =. и ОМ] = 0. то 
[АМ | = а — рям Фф- По 





Рнс. 3. 





Рис. 4. о С 








РАМ 
определению —= — по- 
р, т 
стоянная величина. При ф = 
=0 1|4мМ’]= а. Значит, 
а—ряпф 
д = — ‚ откуда 
тр ор 
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2 Ф 
= пФ 

Проверьте. годится ли 
«механическое» определенне 
квадратрисы для других зна- 
чений ф. 

Постронв  квадратрису. 


вы получите отрезок ОМо 


2а 
длины ——^. Из отрезков длин 


24 
аи — легко построить цир- 


кулем и линейкой отрезок 
длины дл. что решает зада- 
чу о квадратуре круга. С по- 
мощью квадратрисы Днно- 
страта можно решить н за- 
дачу о трисекини угла. Сде- 
лайте это! 

Кохлеонда получается из 
квадратрисы Динострата в 
результате ниверсин относн- 


тельно окружности (О. а). 
Значит, ее полярнае уравне- 
ла зтф 

ние р = 5$ 


Центральная зетвь квадрат- 
рнсы дает наружный замкяу- 
тый участок кохлеонды. по- 
хожий на яблоко. Боковые 
ветвн дают внутренние «пе- 
тельки» (рис. 3). Сообразн- 
те, во что переходят асим- 
птоты квадратрисы- 
Опишем еще одни способ 
построения дуги кохлеонлы. 
Рассмотрим окружности ра“ 


а 

днуса. г -4. касающиеся 
данной прямой в точке О. 
Отложим на каждой из них 
от точки О протнв часовой 


ла 
стрелки дугу длины 5 Мно- 


жество (М} концов этих 
дуг — дуга кохлеонды. В са- 


мом деле. если СОМ, =Ф 
н ОМ. =Р (рне. 4. 


об.м, - 9% 49, — чем 
«красной» окружностн), но 


^^ ом ь 
ОО, М, = 00,1: поскольку 


й ла 
по построению ОМ: =-—5_н 


Юм} | = 2 00, | мп $, 


получаем 


да 


о 
ре"? 9 $ = 


_ йа зтф 
и 


В. Березин 
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Новые 
КНИГИ 


В этом номере мы помещаем 
краткме аннотации на кян- 
ги по математике н физике, 
выходящие в 111 квартале 
1977 года н представляю- 
щне интерес для наших чн- 
тателей. 


Математнка 


Издательство «Наука» 

1. Игиатьев Е. И. 
В царстве смекалки, в 3-х 
киигах, книга |. Объем 10 л., 
тираж 200 000 экз., цена 
33 к. 

Киигя Игнатьева, впер- 
вые увидевшие свет в |908 го- 
ду, имели огромный успех 
и впоследствии неоднократ- 
но переиздавались. Они про- 
иэвелн настоящий переворот 
во всем преподавания школь- 
ной и виешкольной матема- 
тикн. Эти киюги — ие «мето- 
диказ, не «учебник» н не «за- 
дачиик» в обыкновенном 
смысле слова: задачн, со- 
браиные в них.— занима- 
тельного характера, н ях 
можно отиести к разряду 
«математических игр я раз- 
влечений». 

Книга разбита на одно- 
родные разделы, содержащие 
задачи в порядке возраста- 
ния их трудностн- Среди 
задач — арифметические, 
комбияаторные,  головолом- 
кн, задачи. связанные с 
перекладыванием спн- 
чек и т. д.. задачи геометрни- 
ческого характера, задачя 
на графы (в частностн, из- 
вестная задача Эйлера о ке- 
нигсбергских мостах и все- 
возможные задачи на пере- 
правы) и задачи-шутки. 

Нет, вообще говоря. ин- 
какой надобности читать н 
разбираться в таких книгах 
«подряд». Каждый может для 
начала взять тот раздел. 
который его изиболее за- 
интересует, затем перейти к 
любому другому и т. д. По- 


скольку среди задач есть 
и такие, усвоение и разбор 
которых ие требует почти 
никакой математической под- 
готовки, эту книгу можно 
смело рекомендовать для са- 
мостоятельного чтения и из- 
учения даже  школьнякам 
младших классов. Впрочем, 
«возраст не ограничен», так 
как каждый читатель найдет 
в княге кое-что и для себя. 

2-я ин 3-я книги будут 
вылущены в 1978—1979 го- 
дах. Предыдущее издание вы- 
ходнло в 1926 году. 

2. РейдкК. вери 
Перевод с англ. Объем 20 л., 
тнраж 30000 экз., цена 
1 р. 24 к. 

Княга представляет со- 
бой перевод биографии вы- 
дающегося  иемецкого ма- 
тематика Давида Гнльбер- 
та (1862—1943). Она напи- 
сана на основе воспомина- 
ний учеников и друзей Гиль- 
берта, а также на основе 
перепнски его со свонм дру- 
гом — известным немецким 
математиком Г. Минковским. 
Киига жнво воспроизводит 
картнну математнческой жниз- 
ви Европы конца ХХ — 
первой трети ХХ века. Ее 
удачно дополняет перевод 
статьи Г. Вейля, в которой 
дается подробный анализ ма- 
тематических работ Гиль- 
берта. 

Рассчитанная иа шнро- 
кнй круг чятателей, книга 
будет янтересна любителям 
математики и людям, иите- 
ресующимся нсторней наукя. 


Издательство «Просвещение» 

3. Беляева Э. С., 
Монахов В. М. —Экс- 
тремальные задачи. Пособие 
для учащихся. Объем Зл., 
тираж 80 000 экз., цена 10 к. 

Это пособие предназна- 
чено для учащихся старших 
классов. В нем содержится 
много задач из разных от- 
раслей науки и техники, ре- 
шение которых сводится к 
поиску оптимальных значе- 


ний некоторой функции. 
Это — так называемые экс- 
тремальные задачи. Задачи 


такого рода и методы их 
решения нашли широкое 
практнческое прнменение я 
составили новое иаправление 
прикладной математики. На- 
стоящее пособие начинается 


с элементариых задач на 
отыскание максимума я мн- 
иимума, с которымн школь- 
инки отчасти знакомы по 
школьному курсу математи- 
кя, и кончается простейшими 
задачамя линейного програм- 
мировання. 

4. ВнленкинН. Я., 
Мордковнч А. Г. Пре- 
делы. Пособне для учителей, 
Объем 4 л., тнраж 
100 000 экз.. цена 15 к. 

Понятие предела являет- 
ся одним из основных в но- 
вом школьном курсе мате- 
матнки. На его основе вво- 
дятся такие важные понятня, 
как непрерывность, произ- 
водная, нитеграл. У школь- 
ников усвоение понятия пре- 
дела вызывает определенные 
трудности. Учитывая это, ав- 
торы раскрывают это поня- 
тие на базе наглядных пред- 
ставлений; последовательно 
уточняя эти представлеяня. 
они затем получают строгое 
определение предела. На ос- 
нове рассмотрения пределов 
последовательностей и функ- 
ций вводятся числовые н 
степенные ряды и строится 
теория стеленной функцин. 

Пособие предназначено 
для старшеклассинков н ока- 
жет пользу учителям мате- 
матикя. 


Издательство «Знанне» 

5. Пухначев Ю. В. 
Учись применять математи- 
ку (справочник математиче- 
ских понятий). Объем 8л., 
тнраж 100000 экз., це- 
на 24к. 

Автор в интересной и 
популярной форме знакомит 
читателя с методамн приме- 
нения математики в тех об- 
ластях знания, которые еще 
недавно традиционно счита- 
лнсь ие поддакицимнся &ма- 
тематизации»:  лянгвистнка, 
юриспруденция, планирова- 
ние и др. В книге содержат- 
ся осяовные понятия мате- 
матического анализа, теорнн 
вероятностей, геометриче- 
ские модели. Ее с нитересом 
прочтут школьинки, а также 
спецяалисты, использующие 
математнку в своей практн- 
ческой деятельности. 

$8. Физико-математиче- 


ские олимпициоды. Сборник. 
Объем 8 л,, тираж 
100 000 экз., цена 24к. 


В этой книге собраны 
материалы Всесоюзных физи- 
ко-математических олимпнад. 
Почти все задачи даны с ре- 
шениями, большинство ре- 
шений иллюстрировано, 

Киига предназначена 
для школьников 7—10 клас- 
сов и может быть использо- 
ваиа в работе физико-мате- 
матических кружков- 


Ф изика 


Издательство «Наука» 


1. Пинскнй А. А. 
Задачи по физике. Объем 
20л.. тираж 200 000 экз., 
цена 80 к. 

Этот сбориик содержит 
как задачи, отиосяшиеся к 
традиционным разделам фи- 
знки, так и задачи по тео- 
рии относительности, кван- 
товой механике, статистике, 
волновой и квантовой опти- 
ке. атомной и ядерной фи- 
знке. 

Наиболее трудные зада- 
чи снабжены подробными ре- 
шеннямн или указаниями. 

Книга предназначена 
для учащихся средних школ, 
подготовительных отделений 
ииститутов, а также для всех 
тех, кто самостоятельно го- 
товится к вступительным эк- 
заменам в вузы. 

2. Яворский Б. М.. 
Детлаф А. А. Слравоч- 
ник по физике. Изданне 7-е, 
нспр. Объем 46 л., тираж 
150 000 экз., цена 2р. 63 к. 

В справочнике даны оп- 
ределеиня всех основиых фи- 
зических понятий, сформу- 
лированы основные физиче- 
ские законы н сущность опи- 
сываемых ими явлений. 

В справочинке отраже- 
иы все разделы класснче- 
ской и современной физики. 

Справочиик рассчитан 
на широкий круг читателей. 

3. Над чем думают фи- 
зики. Выпуск 11. Лазеры. 
Сборник научно-популярных 
статей. 'Перевод с англ. Объ- 
ем 10 л.. тираж 50 000 экз., 
цена 50 к. 

В сборииках «Над чем 
думают физики» публикуют- 
ся популярные статьм круп- 
нейших зарубежных физн- 
ков, внесших непосредствен- 
ный вклад в рассматриваемые 
вопросы. 

Этот, одиннадцатый, вы- 
пуск посвящен лазерам — 


одному из наиболее впечат- 
ляющих открытий совремеи- 
ной физики. Статьи. публи- 
куемые в сборнике, знакомят 
читателей с принципами ра- 
боты. примененнем н перс- 
пективами лазеров. Они из- 
писаны живо и увлекательно 
и в целом достунны школь- 
никам старшнх классов. 

4. Завельский 
Ф. С. Время и его измерение. 
Изданне 4-е, перераб. Объ- 
ем 15 л.. тираж 50 000 экз.. 
цена 50 к. 

В книге описаны неко- 
торые процессы, происходя- 
шне в обыденном мире, а так- 
же в атомах, атомных ядрах. 
планетах. звездах н галак- 
тиках. Рассказано о длитель- 
ности этих процессов. в од- 
них случаях равной лишь 
мнллноиным долям мИл- 
лиардной долн секунды. 
в других — миллиардам лет. 
Таким образом, сделан «раз- 
рез» мира по одной из ссной- 
ных его ксординат. а нмеино 
по времени. Такой подход 
позволил показать. как по- 
степенно видоизменялось и 
совершенствовалось понятие 
о времени и к каким фунда- 
меитальным достижениям это 
привело. 

Обо всем этом расска- 
зано в форме. доступной чн- 
тателям со средним образо- 
ванием, а также стремящим- 
ся к науке школьникам стар- 
ших классов. 


Издательство «Просвещенне» 


5. Гуло Д. Д. 
Н. А. Умов. Объем 8 л.. ти- 
раж 80 000 экз-, цена 25 к. 

Эта книга. выходящая в 
серии «Люди науки», посвя- 
шена одиому нз крупнейших 
русских физиков — 
Н. А. Умову. Овна рассказы- 
вает о жизни, научной и 
педагогической — деятельно- 
сти ученого. Особое внима- 
ние уделяется научным тру- 
дам Умова. 


Книга предназначена 
для широкого круга чита- 
телей. 

6. Макареня 
А. А.. Рысев КЮ. В. 
Д. И. Менделеев. — Объем 
10 л.. тираж 80000 экз., 


цена 70 к. 

В этой кииге из серии 
«Людн науки» рассказывает- 
ся о жизни и выдающихся 
открытиях великого русско- 
го ученого Д. И. Менделеева. 


куапетесите.ги 


Показывается его путь в на- 
уку и значение его трудов 


({ученне о периодичности. 
© газовых законах и т. д.)- 
Книга  нллюстрирована 


материалами из музея-архива 
Д. И. Менделеева. 

Книга предназначена 
школьникам старших клас- 
сов. 

7. Тарасов Л. В. 
Оптика, рожденная лазером. 
Объем 10 л, тираж 
100 000 экз., цена 35 к. 

Автор этой книги. вы- 
ходящей в серин «Мир зна- 
ний». интересно и доступно 
рассказывает о новых олтн- 
ческих явлениях, наблюдае- 
мых при прохождении в сре- 
де лазерного луча ин объедн- 
ненных общим назваинем «ие- 
линейная оптика». 

Кинга доступна широко- 
му кругу чнтателей. 

8 Куприн М. Я. 
Физика в сельском хозяйстве. 
Объем 12 л., тираж 
100 000 экз., цена 65 к. 

В этой кинге автор рас- 
сказывет о применении за- 
конов физики в сельском 
хозяйстве на материале сель- 
скохозяйственного производ- 
ства. Учащиеся получают 
сведения о сельскохозяйст- 
венных машнинах и аппара- 
тах, основанных на законах 
механики, теплоты и элек- 
тричества. Они — узнают: 
«сколько гектаров можно 06- 
работать за день», «как воз- 
духом убирают хлопок», «при 
какой температуре прорас- 
тают семена». «как очистить 
семена от сорняков» и много 
других интересных ин полез- 
ных вещей. 

Кинга поможет учащим- 
ся сельских школ в выборе 
профессин. 

И. Климова, 
М. Смолянский 


я 
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Фызыкм шутят 


06 аутентичности 
научных анекдотов 





В научно-популярной литературе часто приводятся аиекдо- 
ты о различных ученых. Некоторые мз них повторяются ис- 
однократно, хотя трудно сказать. соответствуют ли они 
действительности. В этой связи представляет интерес не- 
большое нсторическое нсследование, которое провел в 
1946 году физик Бернард Коэн по поводу пнсьма одного 
из читателей английского журнала «Мафите» («Природа»). 
Перевод ин подготовка публикации В. Березина. 


Письмо в редакцию 


«В «Мемцарах» барона де Гримма, в том месте, где 
описывается запуск первого воздушного шара, который про- 
ходил в обстановке общего энтузиазма в Париже на Мар- 
совом поле 27 июня 1783 года, читаем: «Среди восторжен- 
ных свидетелей события затерялось немало лиц, настроен- 
ных холодно и не упускавших случая повторять: «Какая от 
всего этого польза? Заслуживает ли это изобретение. чтобы 
#3-за него подымали столько шума?» Но мудрый Франклин 
(бывший а это время в Париже) ответил этим скептикам 
со свойственной ему простотой и выразительностью: «А за- 
чем нужен новорожденный?» 

Как мне известно, это изречение обычно приписывается 
Фарадею. а не Франклину. Так, в одной научно-популярной 
книге рассказывается (без всяких ссылок на источник}, что 
после эксперимента, выполненного Фарадеем во время лех- 
ции. некоя дама задала ему вопрос: «Послушайте, профес- 
сор. даже если это явление действительно происходит, то 
какой от него толк?». Она получила достойный ответ: 
«Мадам. а вы ответьте. какая польза от новорожденного?» 

Клемент Уэбб 
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Ответ  редакцин 


«Известны два анекдота о Фарадее и пользе науч- 
ных открытнй. Этн анекдоты встречаются в той или 
иной форме у разных авторов девятнадцатого и 
двадцатого столетий в работах по истории науки. 
Обычно они рассказываются в связи с открытиями 
Фарадея в области электромагнитных явлений. Суть 
их в следующем. Некий важный чиновник (чаще 
всего — сам премьер-министр} наносит Фарадею 
визит и, застав его за демонстрацией индукционно- 
го тока, спрашивает: «Какая польза может быть 
извлечена из этого открытия?». Согласно одному 
анекдоту Фарадей отвечал: «А какая польза от 
новорожденного?». Согласно другому: «Недалеко 
то время, когда вы сможете ввести новый налог.» 

Первый из двух ответов приписывается также 
одному из предшественников Фарадея в изучении 
природы электричества — Бенджамену Франкли- 
ну. Этот ответ столь точно выражает чувства лю- 
дей, занимающихся наукой, что представляется 
уместным пролить свет на подлинные обстоятельст- 
ва, при которых его произносили и Франклин, 
н Фарадей. 

В 1783 году Франклин в качестве полномочно- 
го посла представлял в Париже интересы Амерн- 
канских колоний и был свидетелем нескольких за- 





пусков воздушных шаров. Проявляя, естественно, 
к ним больший интерес, чем простой наблюдатель, 
Франклин написал несколько научных отчетов об 
этих экспериментах. В частности, он писал: «Об- 
щество разделилось на тех, кто глубоко удовлет- 
ворен экспериментами и приведен в восхищение 
достигнутым успехом, и на тех, кто толкует о раз- 
личных возможиых его применениях, ‘часто экстра- 
вагантных.» Очевидно, отвечая на вопросы послед- 
них, Франклин и произнес свое знаменитое: «А 
какая польза от новорожденного?». (В библиотеке 
Пенсильванского университета в бумагах Франк- 
лина хранится посланное ему в то время письмо, 
автор которого «не понял, почему доктор Франк- 
лин называет воздушный шар новорожденным ре- 
бенком».) 

Майкл Фарадей использовал изречение Франк- 
лнна в 1816 году на лекции перед членами фило- 
софского общества. Лекция была на тему «О кисло- 
роде, хлоре, йоде и фторе». По ходу лекции Фара- 
дей, в частности, сказал: «Перед тем, как перейти 
к хлору, я коснусь истории его открытия с тем, 
чтобы предупредить вопросы некоторых слушате- 
лей, которые имеют привычку спрашивать о вся- 
ком новом явлении: «А какая от него польза», 
Доктор Франклин им отвечал: «А какая польза от 
новорожденного?» 

Второй анекдот, касающийся ответа Фарадея 
на тот же пресловутый вопрос о пользе научного 
открытия, не имеет ссылок на авторитетных биог- 
рафов Фарадея. Анекдот неправдоподобен. Мы, од- 
нако, не можем доказать, что Фарадей н не говорил 
таких слов премьер-министру. Но второй анекдот, 
в отличие от анекдота о новорожденном,— сомни- 
тельный. Впрочем, случается, что исследования в 
истории наукн раскрывают истинность эпизодов, 
которые считались сомнительными в течение сто- 
летий. Наиболее известный из таких анекдотов — 
о Ньютоне в упавшем яблоке. Долгое время эта 
нстория считалась нелепой выдумкой. Но в наши 
дни анекдот находнт подтверждение. Так, он при- 
водится в биографии Ньютона, написанной его 
другом и почитателем, известным собирателем древ- 
ностей Унльямом Стакли. Книга эта была написа- 
на в 1752 году, а опубликована только в 1936. 
Ньютон и он, как пишет Стакли, пили чай в тенн 
яблонь, и Ньютон сказал, что все окружающее 
напомннает ему тот момент, когда он разобрался 
в сути природы тяготения. Это случилось, когда 
падало яблоко, и Ньютон был настроен на размыш- 
лення... 

Если рассказ, который в течение многих лет счн- 
тался плодом досужей фантазин, оказался правди- 
вым, то, может быть, со временем окажется истин- 
ным рассказ о Фарадее и премьер-министре. Но 
пока еще этого не пронзошло». 

И. Бернард Коэн 
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Заочная физическая школа 


Заочиая физическая школа (ЗФШ) при физическом факультете Московского ордена Ленина 
и ордена Трудового Красного Знаменн государственного университета нм. М В. Ломоно- 
сова объявляет набор учащихся в 9-й класс на 1977/78 учебный год. | 

Основная цель ЗФЩШ — помочь учащимся средней школы глубже нзучить физику в 
объеме программы средней школы, а также лучше подготовиться к вступительным экза- 
менам по физике в вуз, в первую очередь — на физический факультет МГУ. 

Прнем учащихся в ЗФШ проводится на основанни результатов решения вступитель- 
ного задання, публикуемого ниже. Решение вступнтельного задания необходимо отослать 
до 15 сентября по адресу: 117234, Москва. Ленинские Горы, МГУ, Физический факультет, 
Зеочная физическая школа. Вместе с решеинямн задач в конверт нужно вложить анкету, 
заполненную по следующему образцу: 


Фамнлия, имя, отчество „еее нее Петров Николай Иванович 
Номер и адрес школы... ода № Г, ул. Ленина, д. 2 
Профессия родителей и занимаемая должность 

Отец уе, ‹ Мокарь. мастер участка 
Маты а и. В ло Зее ов о цесь ке: ди сы, бИхеалтер 
Подробный домашний адрес. ........ - 246045, г. Гомель, уя Садовая, д. 31, кв. 24 
Член ВЛКСМ, КПСС... еее еее - мен ВЛКСМ 


.Зачисленные в ЗФШ] получают в течение года задания Заочной физнческой школы по 
разделам физики, изучаемым в соответствующих классах средней школы. Задання содер- 
жат: а) нзложение основных разделов и методов решения наиболее характерных физиче- 
ских задач: 6) задачи с подробными решениями, способствующие более глубокому пони- 
манию основных разделов физики; в} условия контрольных задач, решения которых уча- 
щиеся должиы выслать в ЗФШ. Выполненное задание рецензируется и высылается уча- 
щимся. 

Учащиеся 9-х классов по окончании года переводятся в 10-й класс на основании оце- 
нок. полученных за решение контрольных заданнй. Успешно закончившие ЗФШ получают 
справку об окончаини Заочной физической школы при физическом факультете МГУ. 


Вступительное задаиие 


1. По гладкой плоскости, имеющей угол 
наклона к горизонту &, скатывается без тре- 
ння тележка (рнс. 1). На тележке находится 
тело массы т. Найтн силу давления этого 
тела иа тележку. 

2. На горизонтальной шероховатой по- 
верхности стоит однородный куб массы М. 
Какую минимальную силу надо приложить 
к середине верхнего ребра куба. чтобы он 
опрокинулся без проскальзывання? Коэф- 
фвициент трення между кубом и поверх- 
иостью Ц. 

3. В горлышко сосуда. заполненного 
газом при температуре То и давленин ро, 
вставлен поршень. который может переме- 
щаться виутри горлышка без трения (рис. 2). 
С наружной стороны поршень присоединен 
к пружине жесткостью А. В исходном со- 
стоянии равиовесия газ занимает объем \%. 
Сосуд медленно нагревают до температуры 
Т,. Найти результирующее изменение объе- 
ма, если площадь поршня 5. 
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Вечерняя 


физическая 
школа 


Уже два года на физическом факультете МГУ 
работает Вечерняя физическая школа (ВФШ) 
для школьников 8-!Ю классов Москвы ни 
Подмосковья. Обучение в школе очное. В 
ВФШ принята снстема «лекции— семинары». 
На лекциях основное внимание уделяется 
разбору нанболее сложных вопросов школь- 
ной программы. Эти лекции читают препода- 
вателн физического факультета. Семннары 
ведут аспиранты и студенты старших кур- 
сов. нмеющие большой опыт руководства 
школьными физическими кружками. Для 
учащихся ВФШ организуются экскурсин 
в лаборатории физического факультета МГУ, 
в Научно-исследовательский ннститут ядер- 
вой физики и Государственный  астроиоми- 
ческий институт им. Штернберга. Дружес- 
кие связи установились у нашей школы с 
фнэнко-математнческой школой при Объс- 
динениом институте ядерных исследований 
в г. Дубне. В этом году группа лучших уча- 
щихся ВФШ приняла участие в нзучной кои- 
фереиции школьников г. Дубны. 

В сентябре этого года в третий раз со- 
стоится конкурсный набор в ВФШ. Принять 
участне в конкурсе могут школьники 8-10 
классов (в 9 и 10 классы проводится допол- 
нительный набор). Для участия в конкурсе 
нужно 00 20 сентября подать заявледие на 
имя директора ВФШ, заполиить анкету в 
Комитете ВЛКСМ физического факультета, 
а также сдать 2 фотсграфии размером ЗХ 
Х4 см. 

Прием заявлений будет происходить со 
2 по 20 сентября с 16-00 до 18.00 ежедневно 
(кроме воскресенья) в Комитет ВЛКСМ 
физического факультета МГУ (здание фн- 
зического факультета. комната 2-47). 

Зачисление в школу производится по 
результатам собеседования. Требования по 
собеседованию не выходят за рамки школь- 
ной программы. 


Наш адрес; Москва, Ленинские Горы. 
МГУ. Физический факультет. Телефон 
для справок: 139-26-56. 

Проезд: метро до станции «Универсн- 
тет». затем автобусами 103. 119, 130. 
троллейбусами 4. 34, 49 до остановки 
«ул. Лебедева». 


Куап.тссте.ги 


Ответы, указания, решения 





К задачам «Последние цифры» 
(см. с. 26) 


1. Указание. 4—1 делится иа 80, 
поэтому числе А кончается л—1 нулем в 
затем единицей. 

2. Укззание. а) Воспользоваться 
прииципом математической индукции. 
6) 82—89 делится на 107. но В нечетно. 
поэтому В9—1 делится на 27, а 6” делится 
на 57. 

3. Указание. с* кончается циф- 
рой 6. Далее решать аналогично задаче 2. 

4. Следует из задач 1—3. 

5. 267. 

7. Поскольку 432=218>> 500$ >> 200 000, 
из задачи За) следует. что вычитаемое нмеет 
на конце более 200 000 автоморфных цифр. 
Уменьшаемое согласно утверждению зада- 
чн | кончается на ...0001. а разность нмеет 
на конце более 200 000 автоморфных цифр. 

9. 9 989 959. 


К ребусам 
(см. «Квант» № 5, 3-ю с. 064.) 
«Числовая яхта». См. рис. 1. 
«Квантово -волиовые ре- 


бусы». 15 302х4 = 61 208. 17 634х4 = 
= 70536. 13 659%6 = 81 954. 
К статье «Качающаяся скала» 


(см. «Квант» № 7) 

1. Отклонение камня на опоре в поло- 
жение. показанное на рисунке 2 в статье, 
можио представить как два последователь- 
ных перемещения: | — перенос камня в 
пространстве параллельно самому себе так, 
чтобы камень стал касаться опоры в точке А 
(при этом точка О будет находиться на про- 
долженни радлуса опоры ОА); 2 — поворот 
камня по часовой стрелке вокруг центра О 


на угол +в (в-та з 


Прин первом движенин все точки камня, 
в том числе в точки Он Р, опустятся на 


АВ, = (Ю+/)—Ю- ПЛ со. 





Воспользуемся без вывода приближенной 
2 
я м 
формулой соза -=1 — —5_. справедливой для 


малых углов @&. Тогда 


з 
АЛ, = (В +95. 


Прн втором движении центр тяжести 
камня подинмается на 


(< -- В 
АВ, = ("— СР) о 

Равновесне устойчиво, когда потенци- 
альная эмергня камня минимальна. Значит, 
нрн отклонении камня его цеитр тяжести 
ноднимается, т.е. АЙ. > АН. одставляя 
в это неравенство выражения для АА, и 
АЙ... получаем условне устойчивого равно- 
весия камия на опоре 


Юг 
СР<ууг- 


2. При отклонении ваньки-встаньки на 
щаре на угол & 6е3 проскальзывания АЙ, 
н АН. равны соответственно (см. задачу 1): 
АН; = ЗА (1-—с05@), АВ, = ОР (1—со$ 24). 
Для максимального угла отклонення © 
справедливо равенство 

2^ (1—с03 ©) = ОР (1—с05 2) 
(смысл величины ОР ясеи из рисунков в 
статье). Используя соотношение с0$ 26% = 
= 2с05? а,—!. нз последнего равенства по- 
лучаем, что точка Р находится ма оси на 


расстоянин от центра О. 


Е - с05 @6 
3. Из условня равновесня следует, что 
центр тяжести полушария ваходится на 
расстояним 5/8: от его вершниы. Те, кто зна- 
ком с элементами высшей математнки, мо- 
гут проверить, что именно там окажется 
центр тяжести однородного полушарня. 


К задачам «Квант» для младших школьников» 

{см. «Квант» № 7) 

1. 45. Указание. Среди чисел, на- 
чинающихся цифрой 1. такое число лишь од- 
но (10). среди начинающихся цифрой 2 — 
два (20. 2!} и тд. 

2. Два решения: 102 = 1.12 -+ 6.15 = 

6-12 -| 2-15. Указание. — Число 
кусков длнвы 15 см должио быть четно. а 
общая длина кусков по 18 см — кончаться 
цифрой 2. 

3. Нет. не может. Указаине. Ось 
симметрии должна проходить через центр 
симметрии. который должен совпадать с 
одной из точек фнгуры, и этой оси должно 
принадлежать нечетное число точек фигуры- 

4. 4 способа (резать прямоугольник на- 
до либо по диагонали. либо от вершниы до 
середипы какой-либо стороны). 

5. «Хлопчатник». 


К статье «Случай с пятвклассником» 

(см. «Квант» № 7} 

1. а) Из уравнения 10а = 2 (@--6) на- 
ходим 8а=. подходит лншь а=|!, 6=8, 
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ответ: а) 18; 6) 27; в) 12, 24, 36, 48; г) 45; 
д) 54; ®) 21, 42, 63, 84; ж) 72: з) 81. 

2. Еслн исходное число равно 100а-- 
--105-Ес, то сумма равна 222 (а-Н6--с). Если 
среди цифр исходного числа могут быть 
одинаковые. то сумма заведомо делится лншь 
на 111 (пример: а= 6==с==1). Если есть нуль, 
то ничего сказать нельзя (пример: 201; 
201--102-210-+ 120==633). 

3. 33 н 39. 


К заметке «Квадратное уравненне» 
(см. «Квант» №7, с. 9) 


Еслв один корень квадратного уравне- 
ния равен 1, то сумма коэффициентов урав- 
нения равна нулю, а второй корень по тео- 
реме Виета равен отношенню свободного 
члена к коэффициенту при х?. 


К головоломкам 
(См. «Квант» №7. 3-ю с. обл.) 


«Уднентельные цифры» 
5 
| И: 
743 
2 6 
9 
Указанне. Сумма цифр каждого 
слагаемого в результата кратна 9- 


«К росснамбер» 
6543 
1681 
2345 
5210 
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На рисунках 1 н 2 вы вндите все 28 косто- 
чек домнно (вместо точек на костях стоят 
цнфры), из которых сложены два одннако- 
вых чнсловых прямоугольннка. А сможете 
ли вы сложить из всего комплекта костей 
домнно два числовых прямоугольника, 
повторяющнх изображенный на рисунке 32 ё 







В пустые квадратики по- 
ставьте по цифре так, чтобы 
выполнялись указанные со- 
отношення. Ни одно число 
в ребусе че начинается иу- 
лем (ковчаться нулем чнсла 
могут). 





о 
%ы — 


мя и ЧЕСК Разрежьте правильный ше- 
стнугольннк на 7 частей так, 
Е чтобы из них можно было 


сложить два правильных 
щестнугольника, площадь 
одного нз которых больше 
площади другого в ток 
раза. 





Л. Мочалов 
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К нашим читателям 


Объявляется подписка на 1978 год 
на научно-популярный физико-мате- 
матический журнал «Квант». 


«Квант» адресован всем школь- 
никам 5—10 классов, которые лю- 
бят математнку н физику. 

Наш журнал полезен и тем 
школьникам, интерес которых к точ- 
ным наукам еще дремлет. 

На страницах нашего журнала 
публикуются статьи обзорного ха- 
рактера. рассказывающие о достн- 
жениях науки и о проблемах, еще 
ждущих своего решения. 

В журнале читатель найдет мно- 
го задач. Среди них — задачи всту- 
пнтельных экзаменов в вузы, задачи 
различных олимпиад и просто инте- 
ресные задачи. 


Наш журнал полезен и учите- 
лям. Сейчас произведены коренные 
нзменения в школьных курсах мате- 
матики и физикн. В «Кваите» публн- 
куются материалы для занятий ма- 
тематических и физических круж- 
ков, материалы для факультативных 
занятий и статьи, разъясняющие н 
расширяющие новую программу. 


Матерналы, публикуемые в раз- 
деле «По страницам школьных учеб- 
ников». будут освещать наиболее 
тонкие и важные вопросы математи- 


ки. затронутые в школьных учеб- 
никах. 


В 1978 году «Квант» открывает 
новую рубрику: «Искусство про- 
граммировання». Этот раздел будет 
посвящен рассказу о взаимоотноше- 
ниях человека с ЭВМ и обучению 
различным алгоритмическим язы- 
кам, на которых пишутся програм- 
мы, понятные машинам. 


Какие вопросы и задачи могут 
ожндать абитурнента на вступитель- 
ных экзаменах по новым програм- 
мам? Ответ на этот и многие другие 
вопросы читатель найдет в разделе 
«Практикум абитуриента». 

В 1978 году мы планируем зна- 


чительно расширить раздел 
««Квант» для млалших  школьни- 
КОВ». 


Журнал постоянно помещает ре- 
цензин на книги — уже вышедшие и 
еще только готовящнеся к изданию. 


® 
ЖУРНАЛ РАСПРОСТРАНЯЕТСЯ 
ТОЛЬКО ПО ПОДПИСКЕ. 


Прн подписке 
ссылайтесь на нат индекс 70465. 
Цена номера 30 коп. 


Вер Куапетсесте.ги 


1977 





НАУЧНО-ПОПУЛЯРНЫЙ ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ 
АКАДЕМИИ НАУК СССР И АКАДЕМИИ ПЕДАГОГИЧЕСКИХ НАУК СССР 


ма, . а ан) 





Главный редактор 
академик И. К. Кикоин 
Первый заместитель 
главного редактора 
академик А. Н. Колмогоров 


Редакционная коллегня: 


М. И. Башмаков 
С. Т. Беляев 
В. Г. Болтянский 


Н. Б. Васильев 
Ю. Н. Ефремов 
В. Г. Зубов 
П. Л. Капица 


В. А. Кириллии 

А. М. Климанов 

С. М. Козел 

В. А. Лешковиев 
(ам. главного редактора) 
1. Г. Макар-Лиманов 
А. М. Маркушевич 


Н. А. Патриксева 
И. С. Петраков 
Н. Х. Розов 

А. П. Савин 


И. Ш. Слободецкий 
М. Л. Смолянский 
(зам. главного редактора) 


Я. А. Смородинский 
В. А. Фабрикант 


А. Т. Цветков 

М. П. Шаскольская 
С. И. Шварцбурл 
А. И. Ширшов 


ввант 





23 


27 


30 


32 


33 


35 


44 


46 
47 


48 


53 
56 
61 


64 


ПируКуаРитестие.гуи 


Основан в 1970 году 


#977 


Научно-популярный 
физико-математический 
журнал 

Академии наук СССР 

и Академии педагогических 
наук СССР 


\ Издательство „Наука“ 
Главная редакция 
физико-математичекой 
У литературы 





В НОМЕРЕ: 


Научное творчество учащихся 


К 60-летию Велнкого Октября 


В. Глушков. Теория вычислительных систем и програм- 
мирование в СССР 


А. Михайдов. Шестиметровый телескоп 


М. Маневич. М. Слуцкин. «Линейные построения» Грасс- 
мана 


Лаборатормя оКвантаю 

В. Майер. Иитерфюренционный опыт Брюстера 
Математический кружок 

А. Тоом. 
Хронмка НОУ 


В. Книжник. Построение алгебр анческих 
номощью шарнизных механизмов 


Решения задач ВЗМШ 


кривых Сс 


Премин «Кванта» 


Задачнык «Кванта» 
Задачи М№461—М465; Ф473—Ф477 
№421-.М425, Ф432—$Ф$437 


Решения задач 


По страницам школьных учебников 


А. Земаяков. 5. Ивлев. Задачи ина повторение 


«Квант» для мпадшых школьников 


Задачи 

А. Перыикин. 
Архимеда 
Раскрой ьнадрата (нтоги конкурса) 


Оригинальное доказательство закона 


А. Савин. Координаты 


Практикум абмтурнента 


И. Габович. Ответ в тригонометрическом уравнении 


Рецензми, библнография 
М. Смолянский, А. Стасенко. Олиминады МФТИ 


Ответы, указания, решення 
Смесь (с. 10. 18. 43. 45, 59) 


Ю. Данилов. Ребята с нашего двора 


с Глэвиов редакция филика-чатсчатической литературы изда- 
тельства «Наука». «Квант», 1977 





Научное творчество учащихся 


Весной 1977 года Секретариат ЦК ВЛКСМ, Коллегия Министерства про- 
свещения СССР, Президиум Всесоюзного совета научно-технических об- 
ществ и Президиум правления Всесоюзного общества «Знание» приняли сов- 
местное постановление «О научном обществе учащихся». В этом постановле- 
нни утверждено примерное Положение о научном обществе учащихся 
(НОУ) ин поставлена задача «принять конкретные меры по созданию научных 
обществ учащихся повсеместнох. 

Цель НОУ — привлечь школьников к активной творческой деятель- 
ности. В нашей стране уже давно и успешно работают научные объединения 
учащихся Малая академия Наук (МАН) «Искатель» (Крымская обл.), Че- 
лябинское научное общество ‘учащихся, научное общество учащихся «Вин- 
торул» (Кишинев), математическое общество «Поиск» (г. Малая Вишера), 
научно-техническое общество учащихся г. Норильска. Значительный вклад 
в развитие познавательной активности н творческих способностей учащихся 
вносят Дворцы и Дома иионеров н школьников. Многочисленные научные 
объединения, кружки и секции для учащихся созданы при научно-исслело- 
вательских и проектных организациях, при высших и средних специальных 
учебных заведеннях. О большой и плодотворной работе членов НОУ крас- 
норечиво свидетельствуют итоги первого Всероссийского слета актива науч- 
ных обществ учащихся {06 этом слете рассказывалось в «Кванте», 1975, 
№ 9). 

Перед научными обществами учащихся стоят важные задачи. НОУ 
призваны актнвно содействовать школе в коммунистическом воспитании 
учащихся, в их всестороннем развитин, в выработке у них творческого от- 
ношения к труду, привить школьникам интерес к изучению основ общест- 
венно-политических, гуманитарных, естественных и математических наук, 
нознакомить школьников с методами и приемами доступных им научных 
исследований и чтения научной литературы. 

Редакционная коллегия и редакция журнала «Квант», горячо поддержи- 
вая решенне о создании сети научных обществ учащихся, намерены систе- 
матически помогать этим обществам в их деятельности, рассказывать чнита- 
телям 06 опыте работы лучших обществ. 

Матерналом для работы членов НОУ могли бы послужить циклы помещае- 
мых в журнале тематически близких статей по физике или математике, 
подготовка докладов н сообщений по этим статьям, коллективное обсужде- 
ние отдельных проблем, выяснение непонятного с учителем или научным 
руководителем, решение задач и обобшение этих решений и т. д. Бога- 
тые возможности для творческой работы членов НОУ открывают публнкуе- 
мые в журнале описания экспериментов и разнообразные задачи. Подчерк- 
нем, что многие из этих задач, по существу, являются темами для содержа- 
тельных самостоятельных исследований. 
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Не нужно думать, что исследовательская работа’ школьников может но- 
сить лишь учебно-познавательный характер, что они в состоянии только 
выступать с рефератами статей или решать «известные» задачи. Опыт мно- 
гих НОУ свидетельствует: школьникам доступны и серьезные содержатель- 
ные проблемы, решения которых интересны для науки и техники. В качестве 
примера приведем сообщение, недавно опубликованное газетой «Известия»: 
«Устройство «Антисон», созданное горьковскими радиолюбителями — кон- 
структором А. С. Щербаковым и школьниками И. Буровым и Э. Сеедневым, 
заннтересовало специалистов. Это устройство чутко реагирует на ослабле- 
ние внимания автоводителей во время движения». Напомним также итоги 
первого Всероссийского слета актива научных обществ учащихся: из пред- 
ставленных на слете работ 79 нашли различное применение в народном 
хозяйстве, а 37 были опубликованы в журналах и сборниках. 

В редакции «Кванта» всегда с особым вниманием относятся к матерналам, 
которые присылают нашн читатели-школьники. Консультанты журнала 
стараются подробно и всесторонне оценить каждую работу, дать полезные 
советы по ее продолжению и доработке, ответить на вопросы. Для ответов 
на вопросы, представляющие общий интерес, в журнале создан специальный 
раздел «Спрашивайте — отвечаем». Наиболее удачные и содержательные 
материалы школьников появились в виде статей на страницах журнала; 
за истекшие годы в «Кванте» было опубликовано около двадцати таких ста- 
тей. И в настоящем номере журнала читатели найдут работу школьника 
Вадима Книжника из Москвы. Журнал намерен и виредь продолжать 
эту практику. 

Большой популярностью пользуется проводимый журналом конкурс ре- 
щения задач, помещаемых в «Задачнике «Кванта». Редакция журнала прн- 
глашает всех членов НОУ, интересующихся физнкой н математнкой, к учас- 
тию в этом конкурсе. 

Членам и руководителям научных обществ учащихся, особенно вновь 
созданиых, будет, несомненно, интересно н полезно познакомиться с опытом 
работы других НОУ. Вот, например, письмо, которое прислали в «Квант» 
от имени членов математического общества школьного отделения МАН 
«Искатель» Павел Корняков, Олег Конник и Александр Мебель. 

«Сообщаем Вам, что у нас, по-прежнему, работает школьное отделение 
МАН «Искатель» Крыма. Отделение продолжает поиски новых, более ин- 
тересных, полезных, увлекательных форм работы. Сейчас отделение вклю- 
чает четыре общества: математическое, физическое, химическое и бноло- 
гическое. Математическое общество проводит олимпиады, конкурсы, ве- 
чера, общественные смотры знаний, математические «бои» и др. Все это дает 
положительные результаты. Члены и кандидаты в члены МАН нашей школы 
являются победителями районных, городских н областных олимпиад по ма- 
тематике. 

Команда Крыма на республиканской олимпиаде, как правило, включает 
учащихся нашей школы № 40 г. Симферополя. И выступают наши юные 
математики довольно неплохо. На последней олимпиаде Украины наши 
учащиеся заняли два первых н два третьих места, а наш девятнклассник 
Александр Беспалов был включен в команду Украины. 

Все команды нашей школы выписывают журнал «Квант», решают задачи, 
публикуемые в этом журнале. Выпускник нашей школы прошлого года 
Олег Годин за успешное решение задач был премирован годичной подпис- 
кой на журнал «Квант»... » 

Редакция «Кванта» намерена информировать своих читателей о наибо- 
лее интересных начинаниях научных обществ учащихся н о работах членов 
НОУ. Приглашаем руководителей секций физики н математики НОУ пи- 
сать в журнал о своих планах, тематвке и формах занятнй, о научных ис- 
следованиях учеников. 
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В. Глииков 


Теория 
вычислительных систем 
и программирование 


в СССР 


В этом году наша страна празднует 60-летне 
Великой Октябрьской социалистнческой ре- 
волюции. Как сказал Генеральный секретарь 
ЦК КПСС Л. И. Брежнев, отвечая на вопро- 
сы глазного редактора газеты «Асахк» 
С. Хата, «за прошедшие 60 лет советский 
народ под руководством Коммунистической 
партни прошёл путь, которым мы вправе 
гордиться. Прн жизнн одного поколення 
было покончено с вековой отсталостью. На- 
ша страна вышла на высокий уровень эко- 
номического и научно-технического разви- 
тия. Если на долю дореволюционной Россин 
приходилось лншь немногим более 4 про- 
центов мнровой промышленной продукции, 
то сегодня Советский Союз — прокзводнт 
пятую ее часть»*). 

Новый огромный скачок, который предстоит 
совершить нашей стране в 10-й пятнлетке, 
требует дальнейшего ускорения темпов на- 
учно-технического прогресса, быстрейшего 
нспользования — достижённй научно-технн- 
ческой революцни для улучшения качества и 
эффективностн работы во всех звеньях на- 
родного хозяйства. Современная  электрон- 
ная вычислительная техника является од- 
ним из определяющих факторов в научно- 
технической революции. в дальнейшем про- 
грессе науки, техникн и пронзводства. 
«Оснолными направлениями разантня на- 
родного хозяйства СССР на 1976—1980 го- 
ды» предусмотрено увеличенне выпуска 
средств вычислительной техники в 1.8 раза. 
дальнейшее развитие пронзводства универ- 
сальных и управляющих — вычинслантельных 
комплексов, поставлены большие задачи по 
дальнейшему развитию применений ЭВМ в 
научных нсследованиях, на производстве н 
в экономнке. 

Сама вычислительная техинка, начнная с по- 
явления первого электронного компьютера, 
также находнтся в процессе бурного разен- 
тня. Еслн основная функцня машини первого 


*) «Правда», 7/1 1977 года. 


поколекия состояла в реализации простой 
системы команд, то в современных машинах 
устройства должны выполнять целый ряд 
новых функций. В теченне прошлой пяти- 
леткк наша промышленность перешла на 
выпуск единой системы (ЕС) ЭВМ третьего 
поколения. Переход к ЕС ЭВМ коренным 
образом меняет организацию использования 
вычислительной техники, вилючая такие 
элементы этой организации, как техника 
программкровання, организация данных, 
оргаинзация вычислительного процесса, 
характер  взанмодейстяня пользователя с 
ЭВМ ни др. Необходимость подобкой перемены 
обусловлена эполне определенным и неиз- 
бежным этапом в исторни ЭВМ. а ныемно 
переходом нх из разряда полуэкзотических 
научных инструментов для решения особо 
сложных задач в раэряд ннструментов, об- 
служнвающих массовых (н весьма разно- 
образных} потребителей. 
Совершенствование компьютеров н способов 
их прнменения требует решення многих спе- 
цифическнх проблем как фундаментального, 
так н чисто прикладного характера. О реше- 
ини некоторых проблем, связанных с созда- 
нием н использованнем ЭВМ, рассказывает- 
ся в публикуемой ннже статье Председателя 
научного совета по вычислительной технике 
и снстемам управления Государственного 
комитета Совета Миинстров СССР по науке 
и технике н Презнднума АН СССР академика 
В. М. Глушкова. 


Проблема автоматизации сложных 
вычислений привлекла к себе вни- 
мание ученых уже давно. Однако 
лишь около 30 лет назад она впервые 
иашла себе достаточно полное реше- 
ние в связи с созданием универсаль- 
ных электронных вычислительных 
машин — компьютеров. Мы будем рас- 
сматривать развитие вычислительных 
систем именно этого класса, хотя и в 
более ранний период существовали 
специализированные вычислительные 
устройства, автоматизировавшне от- 
дельные классы вычислительных про- 
цессов. 

Первый советский компьютер(МЭСМ} 
был создан в Академии наук УССР 
в Киеве под руководством академика 
С. А. Лебедева в 1951 году. При с0з- 
дании МЭСМ были независимо пере- 
открыты основные принпипы, на ко- 
торых были построены первые аме- 
риканскве и английские компьюте- 
ры, — так называемые — принципы 
фон Неймана. 


Во-первых, это наличие опера- 
тивной пеомяти, разбитой на одина- 
ковые ячейки. Каждая ячейка пред- 
назначена для запоминания одного 
машинного слова, представляющего со- 
бой упорядоченный набор двоичный 
цифр 0 и 1. Ячейки намяти снабжены 
адресами, в качестве которых высту- 
пают последовательные целые неот- 
рицательные числа 0, 1, .... ПЕ 
число ячеек п — объем памяти. 


Следующий принцип — наличие 
специального арифметико-логического 
устройства (АЛУ). предназначен- 
ного для выполневия простейших опе- 
раций над словами, в частности, опе- 
рации сравнения с целью установления 
совпадення илн различия двух слов. 


Другой класс операций составляют 
арифметические операции (сложения, 
вычитания, умножения и деления) 
над словами, рассматриваемыми как 
числа в двоичной системе счисления. 


Кроме того, имеются операции обмена 
информацией {олно машинное слово 
за один такт обмена} между АЛУ и 
памятью, а также между АЛУ и сие- 
циальными вводо-выводными устрой- 
ствами. Важной чертой расематри- 
ваемого принцииа является простота 
и элементарность системы машинных 
операций. 


Операции управления вычислн- 
тельным процессом связаны с третьим 
принципом фон Неймана — команд- 


но-адресным принципом организации 
управления. Машинная команда со- 
стоит из условного кода операции, 
которую требуется выполнить, и ад- 
ресов операндов (то есть слов, над 


которыми выполняется операция, ни 
результата этой операции). Напрн- 
мер, в операции сложения а + В =с 


имеются 3 операнда: а, 6, с. Если 
один или несколько операндов хра- 
нятся в заранее определенных ячей- 
ках памяти или в специальных запо- 
мннающих ячейках — так называе- 
мых регистрах АЛУ, то адреса со- 
ответствующих операндов в команде 
могут опускаться. Наиболее сущест- 
венным моментом третьего приниипа 
фон Неймана является возможность 
запоминания в оперативной памяти 
не только операндов, но и программы 
вычислительного процесса, пред- 
ставляемой в внде конечной после- 
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довательности машинных команд, за- 
писанных двоичными кодами. 

Команды программы обычно рас- 
полагаются в последовательных ячей- 
ках памяти и выбираются из нее 
специальным устройством управле- 
ния (УУ) последовательно одна за 
другой и исполняются по одной за 
один раз. Однако такая последова- 
тельность исполнения команд может 
нарушаться специальнымн  коман- 
дами перехода, когда адрес следую- 
щей команды определяется управ- 
ляющей командой. 

Четвертый принцип состоит в не- 
изменности структуры связей между 


устройствами. 
Вместе с первыми компьютерами 
возникла и задача программирова- 


ния, то есть представления в виде 
последовательностги машинных ко- 
манд тех или иных вычислительных 
процедур или других процессов пре- 
образования дискретной информации 
(совокупностей машинных слов). 
Рассмотрим задачу программирова- 
ния для простейшей задачи нахожде- 
ния факторнала п! заданного нату- 
рального числа л. Для хранения опе- 
рандов нам потребуется четыре ячей- 
ки памяти, в качестве которых мы вы- 
берем ячейки с адресами 0, 1, 2, 3. 
Для упрощения опустим программу 
ввода исходных данных и предполо- 
жим, что к моменту начала работы 
программы в нулевой ячейке хранит- 
ся число я, а в первой, второй и треть- 
ей ячейках — единицы. Тогда про- 
грамма вычисления факторнала прел- 
ставится следующей программой (чис- 
ла слева представляют собой адреса 
ячеек, в которых хранятся соответ- 
ствующие команды: через (Г) обозна- 
чено содержимое ячейки с адресом {): 


4. Сравнить (2) с (0) и‚если «равно», 
то на 8, иначе на следующую команду. 

5. Прибавить (3) к (2), результат 
заслать в 2. 

6. Умножить (2) на (1), результат 
заслать в 1. 

7. Перейти к 4. 

8. Останов. 


Первая команда программы (с ад- 
ресом 4} представляет собой так на- 
зываемю команду условного перехода, 
а четвертая (с адресом 7) — команду 
безусловного перехода. Заметим, что 


одну команду перехода можно было 
бы сэкономить, но для дальнейшего 
нам удобна именно эта запись. Пред- 
ставляя каждую операцию лвоичным 
кодом: 


сравнение 001 
сложение 010 
умножение 011 
переход 100 
останов 11. 


а адреса ячеек от 0 до 8 соответствую- 
щими четырехзначными двоичными 
кодами, запишем программу в зако- 
дированном виде (символом — обоз- 
начены неиспользуемые адреса): 


001 0010 0000 1000 
010 0011 0010 0010 
011 0010 0001 0001 
100 0100 — -— 
Юр - - 


Заметим, что программа будет ра- 
ботать правильно только тогда, когда 
она помещена в заданные выше ячей- 
ки (от 4-й по 8-ю). 

Легко понять, что описанный спо- 

соб программирования (в машинных 
кодах} чрезвычайно громоздок и уто- 
мителен, в силу чего даже опытные 
программисты в сколько-нибудь слож- 
ных программах делают немало оши- 
бок. Ошибки исправляются в про- 
цессе отладки программы — после- 
довательной (команда за командой) 
прогонки программы для упрощенных 
наборов данных (в данном случае, 
скажем, прн п = 2 или п = 3), и 
контроле работы машины. 

Сложность задачи  программиро- 
вания усугубляется наличием в ком- 
пьютерах запоминающих устройств 
(ЗУ) различных типов: быстрых ЗУ 
относительно малого объема (внут- 
ренних) и более медленных ЗУ боль- 
шого объема (внешних). 

В 1951-1955 годах программнро- 
вание выполнялось в машинных кодах. 
Одиако уже в этот период начались 
исследования путей упрощения про- 
граммирования за счет автоматизации 
различных его этапов. Важным эта- 
пом явилось введение символических 
(буквенных) адресов в исходной за- 
писи программы с последующим вы- 
бором конкретных числовых значений 
для этих адресов специальной, сос- 
тавленной один раз программой. Воз- 
никлн строгие математические поста- 


ры 
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ковки задач минимизации исполь- 
зуемого объема памяти. Для их ре- 
шения были выработаны специальные 
комбинаторные методы. 


Введение символических адресов 
вместе с символическим обозмачением 
машннных операций означало нояв- 
ление первых языков программиро- 
вания, отличных от языка машинных 
кодов и более удобных для использо- 
вання. Тем не менее языки этого клас- 
са, получившие впоследствии нанме- 
нование ассемблерных языков, явля- 
ются машинноориентированмыми, 
поскольку используют в качестве эле- 
ментарных операторов лишь те ма- 
шинные операции. которые имеются 
в той или нной конкретной машине. 

Важной вехой в развитин програм- 
мировання было введение понятия 
подпрограммы и введение в языки 
ассемблерного типа оператора об- 
ращения к подпрограммам. Само же 
включение подпрограммы в основную 
программу выполнялось в процессе 
трансляции исходной записи про- 
граммы в окончательное (машинное) 
представление с помощью специаль- 
ной программы, — так называемого 
ассемблера. 


Новый шаг вперед на пути упроще- 
ния программирования был сделан в 
результате создания лроцедурно-ори- 
ентированных универсальных — языков 
программирования и соответствую- 
щих трансляторов. Подобные языки 
не привязываются к особенностям 
выполнения программ в конкретных 
машинах, широко используют фор- 
мальный язык алгебры. Первым оте- 
чественным — процедурно-орнентиро- 
ванным языком был так называемый 
адреный язык, разработанный в 
1955—1956 годах В. С. Королюком 
НЕ. Л. Ющенко. Важную роль в раз- 
витин теории программирования сы- 
грал операторный язык, предложен- 
ный А. А. Ляпуновым в 1954 году. 
Программа в этом языке представляет- 
ся в виде конечной псследовательности 
операторов Р; н логических условий 
принадлежащих заданным мно- 
жествам операторов и условий. Пере- 
ходы, возникающие в результате про- 
верки логических условий, обозна- 
чаются стрелками или специальными 
символами. В записанной выше про- 





Академик В. М. Глушков за дисплеем ЭВМ «МИР-2» 


грамме вычисления л! участвуют опе- 
раторы сложения Р‚, умножения Р., 
останова Р. и логическое условне © — 
условие равенства содержимого ну- 
левой и второй ячеек. Программа в 
операторном языке запишется в сле- 
дующем виде: 





| ; 
$ =1еГ Р.Р, ГТР.. 
+ | 


Наличие относительно простой 
формы записи программы поставило 
вопрос о формальных преобразованиях 
программ. Разработкой теории таких 
преобразований много и успешно за- 
нимались Ю. И. Янов, А. П. Ершов и 
другне советские математики. 

Важным шагом в теорин вычисли- 
тельных систем было становление в на- 
чале 50-х годов понятия конечного ав- 
томата. Зто устройство, которое 
может находиться лишь В одном из 
состояний а;, образующих конечное 
множество, может переходить из од- 
ного состояния в другор под действием 
приходящих в определенные моменты 
времени # = 1,2, ... входных сигна- 
лов х,, образующих также конечное 


множество, и может выдавать выход- 
ные сигналы ук, являющиеся функ- 
циями пары (а, х) состояния и вход- 
ного снгнала. 

Наряду с аппаратом булевой ал- 
гебры теория автоматов составила 
формальный аппарат, с помощью ко- 
торого стало возможным формализо- 
вать, а впоследствии н автоматизи- 
ровать значительную часть труда по 
проектированию вычислительных сис- 
тем. В виде конечного автомата оказа- 
лось возможным представить любую 
программу (как машинную, так и опе- 
раторную). 

В 60-е годы шло дальнейшее раз- 
витие вычислительных систем и про- 
граммирования. Высказанная авто- 
ром еще в 1958 году идея о повышении 
уровня машинного языка нашла 
свое воплощение в миникомпьютере 
«МИР-1» (1965 г.}, а затем в еще 
более продвинутой форме в машине 
«МИР-2» (1969 г.). В машине «МИР-2» 
внутренний язык особенно богат. Он 
позволяет опернровать не только с 
целыми числами и десятичными дро- 
бями, но и с обыкновенными дробямн, 
а также с формулами, нспользующими 
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элементарные функции (логарифм. си- 
нус и др.) ни операции дифференциро- 
вания и интегрирования. 

Благодаря богатству внутреннего 
языка процесс трансляции программ 
со входного языка на машинный 
практически исчез. Специальное мно- 
гоуровневое устройство управления 
обеспечивает быструю интерпретацию 
сложных операторов (например, опе- 
раторов аналитического  дифферен- 
цирования и интегрирования}, бла- 
годаря этому «МИР-2» прн выполне- 
нии формульных преобразований ус- 
пешно состязается в скорости работы 
с гораздо более мощными компьюте- 
рами, построенными по традиционной 
неймановской схеме. 


Повышение уровня машинного 
языка означает фактически отказ от 
второго принципа фон Неймана. Пос- 
ле машин серии «МИР» по этому пути 
пошла американская фирма «Барро- 
уз», ав 70-е годы это направление 
стало общепринятой линией  развн- 
тия вычислительных систем. Другое 
направление, получившее широкое 
развитие в 60-е годы, — создание спе- 
циальных систем программ (так на- 
зываемых операционных систем} для 
управления вычислительным — про- 
цессом и упрощения программирова- 
ння в части, касающейся использо- 
вания сложных нерархических систем 
памяти. 


Комньютеры в этот период пре- 
вратились в сложные вычислительные 
системы, объединяющие многие десят- 
ки различных устройств, в том числе 
разнообразные вводо-выводные уст- 
ройства н устройства внешней памяти. 
Организовывает эффективную согла- 
сованную работу всех этих устройств 
одна из важнейших программ опера- 
ционной системы — машинный дис- 
петчер. Каждое из устройств рабо- 
тает в своем темпе, диспетчер же со- 
гласует их работу, организовывая свя- 
зн между устройствами и соответ- 
ствующие информационные обмены. 
В результате появилась возможность 
мультипрограммирования, то есть од- 
новременной загрузки в систему не 
одной, а многих программ и их па- 
раллельного исполнения по командам 
диспетчера; в то время, когда цент- 
ральный процессор ведет счет по од- 
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ной программе, другие программы 
могут осуществлять операции ввода 
и вывода, поиска информации во внеш- 
ней памяти {занимающего особенно 
много времени) и т. п. 

Таким образом, удалось в опре- 
деленной мере отойти от четвертого 


принципа фон Неймана — неизмен- 
ности структуры связей — за счет 
возможности оперативного отклю- 


чения и подключения различного рода 
периферийных устройств (ввод, вы- 
вод ин внешние ЗУ). Программист 
получил возможность не привязывать 
олерации с периферийными устрой- 
ствамн к определенным единицам обо- 
рудования: их выбор и включение в 
соответствующий процесс осуществ- 
ляет операционная система. 


Специальная часть операционной 
системы осуществляет — управление 
данными. Она не только размещает 
сложные системы данных по ЗУ раз- 
личных видов, но и осуществляет их 
поиск и передачу в оперативную па- 
мять. В ряде систем программы опе- 
рационной системы организуют так 
называемую виртуальную память. 
При этом программист как бы полу- 
чает в свое распоряжение кажущуюся 
оперативную память, равную сум- 
марной мощности всех ЗУ системы. 
Фактические же пересылки необхо- 
димых данных и программных блоков 
в действительно оперативную память 
осуществляются автоматически. 


Системы автоматизации програм- 
мирования стали в этот период вклю- 
чать много входных языков, так что 
отдельные блоки одной и той же про- 
граммы стало возможным записывать 
на разных языках. Увеличивающийся 
международный обмен программами 
привел к необходимости создания меж- 
дународных универсальных  проие- 
дурно-орнентированных языков. Осо- 
бо большюе распространение получил 
язык «Алгол-60». В современных еис- 
темах автоматизации программиро- 
вания широко применяются и другие 
языки («Фортран», «РГЕ-№ и др.). 

Программисты, разрабатывающие 
операционные системы и системы ав- 
томатизации программирования, на- 
зываются обычно системными про- 
граммистами, в отличие от про- 
граммистов, разрабатывающих прни- 


кладные программы в той или иной 
конкретной предметной области. Если 
во втором случае главное требова- 
ние — хорошее знание программистом 
соответствующей предметной области, 
то в первом случае от программиста 
требуется хорошее владение всеми 
секретамн программистского мастер- 
ства и понимание архитектуры совре- 
менных вычислительных систем. 


В 60-е голы в СССР сложились 
снльные школы системных програм- 
мистов в Москве. Новосибирске, Кие- 
ве и в ряде других городов. 

Хотя в принципе многие задачи 
оптимизации операционных систем мо- 
гут быть облачены в точные матема- 
тические формулировки, современная 
математика, как правило, ие может 
еще их решать. Поэтому при оптн- 
мизации операционных систем и струк- 
тур вычислительных систем широко 
используются методы машинного мо- 
Эделирования. Разработаны спеиналь- 
ные языки, ориентированные на та- 
кое моделирование, например, язык 
«СЛЭНГ» (1968 г.). «Недис» (1974 г.) 
и др. 

Важным направлением програм- 
мирования со второй половины 60-х 
годов стало- создание пакетов при- 
кладных программ в различных об- 
ластях применений компьютеров. Па- 
кет — это не просто механическое 
объединение различных программ, но 
и набор специальных ‘сервисных про- 
грамм, облегчающих их нспользо- 
вание, то есть небольшая специали- 
зированная операционная система с 
проблемно орментированным входным 
языком. Пакет для формульных вы- 
числений позволяет вводить в машину 
формулы в привычном для человека 
виде, например: х=И 5,26-—7,32.8,04, 
у = 5 (л/16) и т. п. 

В теории вычислительных 
систем автору в 1966 году удалось 
вайти новый подход, позволивший 
записывать программы в виде формул 
в некоторой специальной алгебре, 
получившей наименование — алгебры 
алгоритмов. В отличие от обычной 
школьной алгебры, в которой зна- 
чения переменных принадлежат об- 
ласти всех вещественных чисел, в ал- 
гебре алгоритмов имеется две разные 
нредметные области. Одни перемен- 
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ные (обозначаемые латинскими бук- 
вами) интерпретируются как опера- 
пюры, отображающие некоторое за- 
данное множество М в себя. Другие 
переменные (обозначаемые гречески- 
ми буквами) интерпретируются как 
логические условия. принимающие на 
множестве А1 два значения: Пи 1. 
Как операторы, так и условия могут 
быть определены не на всем множест- 
ве М, а на некоторой его части. Ал- 
гебра условий (булева алгебра) н 
алгебра операторов (полугру ппа) изу- 
чалась уже давно. Суть идеи автора 
состоит во введение сменанных опе- 
рации. в которых участвуют как ус- 
ловия, так и операторы. Это следую- 
щие операции: 


а-дизъюнкиия (Р\/О), 
3 
@-итерация | Р}, 


умножение 
ратор Р-а. 

Не вдаваясь в подробное опре- 
деление этих операторов, заметим 
лишь, что рассмотрениая выше про- 
грамма 3 может быть записана в ви- 


де а-итерации: $ =| Р.Р, }. Доказа- 
а 


условия На опе- 


но, что любая программа, состав- 
ленная из операторов Р., ..., Ры 
и условий а, ...., Я, может быть 
записана в виле формулы алгебры 
алгоритмов с перемениыми Р., 
РИ о ЧЕ 

В алгебре алгоритмов, каки в 
обычной школьной алгебре, сущест- 
вуют соотношения, позволяющие осу- 
ществлять эквивалентные преобразо- 
вання формул, то есть преобразовы- 
вать программы. не меняя определя- 
емого или сложного оператора (пре- 
образования на множестве данных). 
Использование подобного аппарата 
позволило в 1969—1973 годах по- 
строить автоматизированную систему 
проектирования компьютеров вместе 
с любыми реализуемыми на них систе- 
мами программ, повышающую про- 
изводительность труда ири проектн- 
рованин в 20—30 раз. 

В 70-е годы теория программиро- 
вания в вычислительных систем про- 
должаег развиваться весьма быстрыми 
темпами. Особенно большое внимание 
В этот период уделялось технологий 
составления и методов проверки пра- 


вильиости больших программ. Раз- 
вились идеи так называемого струк- 
турного . программирования. Одной 
из вариаций этих новых технологий 
программирования является развн- 
ваемый у нас в стране метод форма- 
лизованных технических заданий. Суть 
его состоит в том, что для написания 
сложной программы создается язык 
крупноблочных операторов и’ усло- 
вий, с помощью которых удается за- 
писать требуемую программу доста- 
точно кратко. Например, при по- 
строении шахматных программ в ка- 
честве операторов могут выступать 
процедуры проведения пешки в фер- 
зи против одинокого короля, мата 
ладьей и королем, а в качестве усло- 
вий—наличие проходной пешки или 
открытой линии, 

Затем создается новый язык с 60- 
лее мелкими операторами и условия- 
ми, и программа переписывается на 
этом языке. Строя серию таких язы- 
ков вн представлений, на каком-то 
этапе встречают полностью формали- 
зованный язык, для которого су- 


ществует автоматнческая система 
транслирования.- 
Важным направаением развития 


теории вычислительных систем в 70-е 
годы стала теория многопроцессорных 
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систем, позволяющая распаралле- 
ливать вычислительные процессы н 
тем самым увеличивать суммарное 
быстродействие системы. — Теорети- 
ческий задел в области методов рас- 
параллеливания был выполнен в пре- 
дыдущине годы. Особенно интенсивно 
эти работы развивались в Новоси- 
бирске. 

В настоящее время разработаны 
основные принципы построения много- 
процессорных систем со многими сот- 
нями и тысячами процессоров. При 
этом приходится отступать уже не от 
одного-двух принципов фон Неймана, 
а от всех четырех сразу. Подобные 
ненеймановскне машины составят, по- 
видимому, основу развития вычисли- 
тельной техники в ближайшем буду- 
щем. 

Большой интерес представляет ре- 

лнзация на основе достнжений сов- 
ременной микроэлектроники приици- 
пов обработки ннформацин, заложен- 
ных в человеческом мозгу. Сущест- 
венно, что здесь фактически стирается 
разница между памятью и процессора- 
мн (АЛУ), а обработка информацин 
идет сразу по всей памяти. Тем са- 
мым обеспечивается наиболее высокий 
уровень распараллелнвання н мак- 
симальное быстродействие системы. 





Турнирная таблица 


По окончании — школьного 
футбольного турнира (в один 
крут) ребята вручили Степе 
Мошкину все записн и пору- 
чили оформить нтоговую таб- 
лицу. Степа заготовил таб- 
лицу. поставил в иее комам- 
ды согласно занятым ими 


местам и общее число заби- 
тых н пропущенных мячей, 
а потом пошел сам играть в 
футбол. — Прндя домой. он 
увндел, что младшая сестра 
порвала все записн, оста- 


лась только таблица. Помо- 
гите Степе ее заполнить, 
учитывая, что за победу Сте- 
па ставил команде 2 очка, за 


ничью — 1, за поражение — 
0; при равенстве очков, на- 
бранных двумя командами, 
Степа ставил выше ту ко- 
манду. у которой была боль- 
ше разность забнтых и про- 
пущенных мячей, а если н 
этн разности былин равны, то 
команду - победительницу 
личной встречи. 

Э. Тиуркевич 





К 60-летмю Великого Ок'ября 








3. №9 : к 
и: Фа В 


А. Михайлов 


Шестиметровый 
телескоп 


В 1609 году Галилей впервые напра- 
вил на ночное небо самодельную зри- 
тельгую трубу (телескоп), составлен- 
ную из двух очковых стекол, и по- 
лучил увеличенное изображение не- 
бесных объектов. Эта зрительная тру- 
ба давала лишь трехкратное увели- 
чение. Уже в следующем году Гали- 
лей сделал еще два телескопа, затем 
еще несколько. Лучший из телесконов 
увеличивал в 30 раз. С этим инстру- 
ментом Галилей сделал ряд замеча- 





тельных открытий: он увидел четыре 
спутника Юпитера, обнаружил фазы 
у Венеры (напоминающие фазы Луны), 
заметил горы на Луне, и «разложил» 
Млечный Путь на множество слабых, 
невидимых простым глазом, звезд. 

Что такое увеличение телескопа 
и от чего оно зависит? Телескоп Гз- 
лилея состоял из двух основных час- 
тей: объектива (обращенного к объек- 
ту) и окуляра (обращенного к глазу). 
Объективом служила собирающая лин- 
за, а окуляром — рассенвающая, три- 
чем эти линзы были расположены так, 
что их задние фокусы совиадалн. 
Ход лучей в таком телескопе (сейчас 
его обычно называют трубой Галилея) 
показан на рисунке 1. Параллельный 
пучок лучей от удаленного источника 
носле преломления в объективе ста- 
новится сходящимся, а по выходе из 
окуляра снова оказывается парал- 
лельным. Попадая затем в глаз на- 
блюдателя, лучи сходятся на сет- 
чатке глаза и дают действительное 
изображение источника. Угол @’, под 
которым лучи выходят из зрительной 
трубы, больше угла а, который сос- 
тавляют с осью лучи, иадающие на 
объектив (или непосредственно в Глаз 
наблюдателя). Другими словами, зри- 
тельтая труба увеличивает угол, под 
которым виден источник, Это увелн- 
чение равно (см. рис. 1). 

Ее ВИ 
а Вы 





где Р, — фокусное расстояние объек- 
тива, а РЁ. — окуляра. 

Современиик Галилея Кеплер за- 
менил рассеивающий окуляр коротко- 
фокусной собирающей линзой, игра- 
ющей роль лупы ири рассматривании 
созданного объективом изображения 
удаленного источника. Ход лучей в 
трубе Кеплера приведен на рисуике 2. 
Преимуществом этой трубы по срав- 
нению с трубой Галилея является 
то, что она дает действительное иро- 
межуточное изображецие в фокаль- 
ной нлоскостн объектива, куда мож- 
но поместить измерительную шкалу 
или фотопластиику. Увеличение тру- 
бы Кенлера, как н трубы Галилея, 
равно отношению фокусных расстоя- 
ний объектива и окуляра. 
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Рис. 1. Ход лучей в зрительной трубе Галилея. 


Объектив 
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Окуляр 





Рис. 2. Ход лучей в зрительной трубе Кеплера. 


И телескоп Галилея, и телескоп 
Кеплера впоследствии были названы 
рефракторами (от латинского слова 
{Тапро — ломаю). Стремление по- 
лучить как можно большее увеличе- 
ние привело к постройке очень длин- 
ных зрительных труб, что повлияло 
на качество изображення: его яр- 
кость уменынилась. Этого можно было 
избежать, увеличив диаметр объек- 
тива, то есть увеличив количество 
света, проходящего через телескоп *]}. 
Однако увеличение размеров объек- 
тива приводит к резкому ухудшению 
меткости нзображений — они стано- 
вятся расплывчатыми и с иветнымн 
каемками. Это связано с недостатками 
линз — прежде всего, со сферической 
и хроматической аберрациями. 

Причина возникновения первого 
недостатка довольно наглядно про- 
нллюстрирована рисунком 3. Лучи, 





“) Кстати сказать. собрать как можно 
больше света, идущего от небесного объекта. — 
одно из основных иззначений телескопа. 
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проходящие через различные участки 
линзы, расположениые ина разных 
расстояниях от оси линзы, дают изо- 
бражения точечного источника, ле- 
жащине на разных расстояниях от 
линзы. В результате нзображение 
светящейся зочки получается в виде 
светлого расплывчатого пятна. Эту 
погрешность линзы и называют сфе- 
рической аберрацией. 


Явление хроматической — аберра- 
ции состоит в том, что изображение, 
даваемое линзой, оказывается окра- 
енным, окаймленным цветными ка- 
емками. Эта погрешность возникает 
из-за того, что лучи разного цвета 
одной и той же линзой преломляются 
по-разному — фиолетовые лучи силь- 
нее, а красные слабее (рис. 4). 


Во времена Галилея и Кеплера 
считалось принципиально невозмож- 
ным сделать объектив свободным от 
сферической и хроматической абер- 
раций. Лишь во второй половине 
ХУПЕ века был найден способ изба- 
виться от этих недостатков, сделав 


объектив составным из двух различ- 
ных линз *). Однако трудности нолу- 
чения однородных и оптически со- 
вершенных стекол остались. 

Для устранения хроматической 
аберрации англичанин Грегори в 
1663 году предложил использовать 
в качестве объектива не лиизу, а вог- 
нутое зеркало, которое совершенно 
свободно от хроматизма, так как, но 
выражению Ньютона, «угол падения 
равен углу отражения для всех цве- 
тов». Причем, чтобы избавиться и от 
сферической аберрации, отражающая 
поверхность зеркала должна иметь 
форму параболоида вращения, ко- 
торый собирает в одну точку пучок 
лучей, параллельных оси параболон- 
ла. Довольно скоро научились шлифо- 
ванием придавать зеркалу нужную 
форму. Однако еще долго не умели 
покрывать поверхность стекла от- 
ражающим свет слоем серебра, и зер- 
кала делались из специального сила- 
ва меди с оловом, кофорый хорошо 
полируется и имеет достаточную от- 
ражательную способность. В качестве 
окуляра предлагалось использовать 
собирающую лиизу. 

Грегори не удалось сделать пред- 
ложенного им зеркальзого телеско- 
па — рефлектора, получившего наз- 
вание от латинского геЙес1о — заги- 
баю назад. Его сделал в 1668 году 
Ньютон, но лить в 1722 году Джон 
Хадлей в Англии, а затем Шорт в 
Эдинбурге начали изготовление иа- 
раболических рефлекторов, которые 
не уступали самым большим рефрак- 
торам того времени. 

С тех пор началось соревнование 


между двумя принциниально. раз- 
лиаными конструкциями  телеско- 
пов — между рефракторами и реф- 


лекторами. Рефракторы было делать 
труднее: во-первых, приходилось шли- 
фовать у двух линз четыре поверх- 
ности и, во-вторых, предъявлялись 
более высокие требования к материа- 
лу — оптически одпородному стек- 
лу. Лить в 1824 году знаменитый оп- 
тик Фраунгофер в Мюнхене сделал 
для обсерватории! в Дерите (ныие Тар- 


` 


*) Более подробно об исправлении недо- 
статков линз можно прочитать. например. 
в' «Элементарном учебнике физики» под ре- 
дакцией академика Г. С. Ландеберга. 
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че 


Рис. 3. Возникновение 
рацни. 


сферической абер- 





Рис. 3. Хроматическая аберрация. 


ту в Эстонин) рефрактор с диаметром 
объектива 9 дюймов (24 см), а его 
преемпик Мери в 1839 голу изготовил 
для Пулковской обсерватории 15- 
дюймовый объектив. Самый большой 
объектив в 40 дюймов (104 см) был 
сделан в 1896 году А. Кларком в США, 
н с тех пор еще никому не удалось 
увеличить размеры рефракторов. 
Меньшие трудности встречались 
при постройке болыпих рефлекторов. 
Особые заслуги в этом принадлежат 
аигличанину Вильяму Гершелю, ко- 
торый в 1774—1789 годах сделал не- 
сколько рефлекторов: паиболыьший из 
них имел объектив с днаметром 121 см 
при фокусном расстоянии 125 м 
{рис. 5). С вомощью собственпоручно 
изготовляемых телесконов ои открыл 
планету Уран. ряд туманностей п 
звездных скоплений и исследовал 
строение галактической системы. Еще 
больший рефлектор построил в се- 
редине проиьюгос века лорд Росс в 
Англин. Зеркало этого телескона име- 
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ло лнаметр 185 см и фокусное рас- 
стояние 16 м. 

Если по оптическим параметрам 
рефлекторы намиого превосходили 
рефракторы, то по удобству наблюде- 
ний ин разносторонности применений 
онн им сильно уступали. Более лег- 
кие и менее громоздкие рефракторы 
уже давно стали снабжалься специ- 
альиой моитировкой, в которой одна 
из лвух Взаимно периендикулярных 
осей устанавливалась параллельно 
оси мира. Равномерное вращение вок- 
руг этой оси со скоростью один обо- 
рот в сутки позволяет следить за ви- 
димым движением звездного неба н 
все время удерживать в поле зрения 
наблюдаемый объект. Другая ось слу- 
жит для того, чтобы направлять те- 
лескоп в любую точку небосвода. 

Что касается рефлекторов, то из- 
за огромных размеров и веса они мон- 
тировалнсь гораздо проще и могли 
применяться для наблюдений лншь 
вблизи меридиана, поворачиваясь са- 
мым примитивным образом с помощью 
блоков и канатов; наблюдателям же 
приходилось громоздиться на крайне 
неудобных помостах. Кроме того, недо- 
статком рефлекторов было потемнение 
металлических зеркал от атмосфер- 
ных воздействий, чта требовало пов- 
торной трудной полировки. 
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Ркс. 6. 2,5-метровый рефлектор на обсер- 
ватории Мзунт Вильсон. 


Таким образом, рефракторы не 
сдавали своих позиций и применялись 
там, где требовалось производить точ- 
ные угловые измерения — в мериди- 
анных инструментах для определения 
сферических координат звезд, при 
микрометрических измерениях, на- 
пример, двойных звезд, а позже — для 
фотографирования звездного неба. 

Новое возрождение получили реф- 
лекторы в шестидесятых голах прош- 
лого века, когда германский химик 
Либих нашел способ покрывать стек- 
ло тончайшим слоем блестящего се- 
ребра. Тогда же французский физик 
Фуко начал делать зеркала рефлек- 
торов из стекла с последующим се- 
ребрением отражающей поверхностн. 
Такие зеркала были гораздо легче 
металлических, что позволило н для 
мих применять специальную монти- 
ровку. В случае потускнения сереб- 
ряный слой легко смывался азотной 
кислотой, н зеркало вновь серебрн- 


лось химическим способом без до- 
полкительной полировкн. 
В результате с конца прошлого 


века началось быстрое освоение реф- 
лекторов. Одним из первых был уста- 
новленный в 1895 году 36-дюймовый 
(92 см) Кросслеевский рефлектор ДЛик- 
ской обсерватории в США, с которым 
был получен ряд замечательных фото- 
трафий множества туманностей, звезд- 





Рис. 7. 5-метровый рефлектор, 
ный иа горе Паломар. 


установлен- 


ных скоплений и Млечного Пути. За- 
тем в 1908 году последовал 60-дюй- 
мовый (152 см) рефлектор па горе 
Вильсон (Маунт Вильсон) в Калифор- 
нии. Такие большие зеркала, несмот- 
ря на значительную толщину (20- 
стигающую !„ доли диаметра), за- 
метно прогибаются под влнянием соб- 
ственного веса при разных иаклонах 
к горизонту. Для устранения этого 
вредного явления была придумана 
так называемая разгрузка, состоящая 
из многочисленных рычагов с проти- 
вовесами, которые подпирают тыло- 
вую часть зеркала с силой, зависящей 
от наклона зеркала. 

К этому времени окончательно оп- 
ределилась область применения боль- 
ших рефлекторов. Это, с одной сто- 
роны, фотографические наблюдения 
наиболее слабых и удаленных объек- 
тов — туманностей (главным обра- 
зом, виегалактических, находящихся 
на расстоявиях во много десятков н 
сотен миллионов световых лет), а 
с другой стороны, фотографирование 
спектров для исследования физиче- 
ских свойств и химического состава 
звезд и их атмосфер. Сюла же отно- 
сятся открытие и изучение спектраль- 
но-двойпых звезд и вспыхивающих но- 
вых звезд. Для всех этих целей нуж- 
но собрать как можно больше света, 
что действительно можно сделать с 
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Рис. 8. Башяя 5-метрового рефлектора на 
горе Паломар. 


помощью больших зеркал. Кроме то- 
го, для спектральных наблюдений 
очень важна полная ахроматичность 
рефлекторов- 

Большие успехи, достигнутые с 
помощью упомянутых  рефлекторов, 
поставили вопрос о созданни еще бо- 
лее мощных ииструментов. Так, в 
1917 году вступил в строй 100-дюй- 
мовый (254 см) рефлектор тоже на 
обсерватории Маунт Вильсон, в ус- 
тановке которого было применено нов- 
шество: полярная ось оканчивалась 
двумя болыними поплавками, напо- 
ловину погруженными в полуци- 
лнидрические сосуды со ртутью, чем 
достигалось очень легкое и плавное 
вращение (рис. 6). 

В начале. тридиатых годов в ка- 
лифорнийском городе Пасадена на- 
чались подготовительные работы по 
проектированию рефлектора вдвое 
большего днаметра — в 200 дюймов 
(508 см) и в 1946 году был закончен 
его монтаж на горе Паломар (в 200 км 
от Лос-Анжелеса, штат Калифорния) 
на высоте 1750 м над уровнем моря-. 
Рефлектор (рис. 7) установлен в круг- 
лой башне под полусферическим ку- 
полом днаметром в 42 м, который име- 
ет широкий люк, поворотом купола 
направляемый в нужную сторону не- 
ба (рис. 8). Что касается зеркала, 
то первоначально онб оказалось не- 
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удовлетворительной формы и его прн- 
шлось доводить местной полировкой 
уже в самом телескопе. К этому вре- 
мени вместо серебрения был изобретен 
способ покрытия стекла алюминнем 
путем испарения в высоком вакууме. 
Оказалось, что алюминневый слой 
прочнее серебряного и очень хорошо 
отражает свет, особенно в его коротко- 
волновой части. До самого послед- 
него временн это был самый большой 
рефлектор в мире.. 

В Советском Союзе до войны са- 
мый большой рефлектор имел зер- 
кало диаметром 1 м; он был низготов- 
лен в Англии и находился в Симе- 
изской обсерватории в Крыму. С ним 
академик Г. А. Шайн с сотрудниками 
выполнилн ряд интересных спектро- 
скопических исследований по движе- 
нию звезд и составу звездных атмос- 
фер. Во время войны этот инструмент 
погнб. Раньше наша оптико-механи- 
ческая промышленность не имела опы- 
та по изготовлению больших астро- 
номических инструментов (особенно 
в отливке и шлифовке зеркал). Одна- 
ко Ленинградский завод освойл это 
трудное дело и сделал несколько реф- 
лекторов в 1, 1,25 и 1,5 м, ав 1960 го- 
ду на новой Крымской астрофизн- 
ческой обсерваторни Академин наук 
СССР завершилась установка реф- 
лектора в 2,6 м, который и теперь 
остается одним из самых больших в 
Европе. 

Удачный опыт позволил поставить 
еще более сложную задачу. По ини- 
цнативе крупнейшего советского оп- 
тика Д. Д. Максутова был разрабо- 
тан план постройки рефлектора с 6- 
метровым зеркалом (см. заставку к 
статье). При этом главный конструк- 
тор Б. К. Иоанниснани не стал ко- 
пировать амернканские образцы, а 
пошел по новому, оригинальному пу- 
ти. Развитие электронных вычисли- 
тельных машин позволило отказаться 
от обычной экваториальной монти- 
ровки, а применить более простую — 
горизонтальную, в которой одна ось 
направлена вертнкально, а перпен- 
дикулярная к ией — горизонтально. 
Это сильно упростило механическую 
часть конструкции и монтировку зер- 
кала с его разгрузкой, поскольку те- 
перь зеркало в зависимости от поло- 
жения наблюдаемого объекта накло- 
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няется только в одном направленни 
н не испытывает боковых наклонов. 
Зато осложнилось слежение телескопа 
за вращением небесной сферы: вместо 
одного равномерного движення вокруг 
полярной оси теперь нужно строго 
согласованно вращать телескоп с пе- 
ременной скоростью вокруг двух осей. 
Кроме того, само поле зрення испы- 
тывает вращение вокруг своего цент- 
ра, и поэтому при фотографировании 
протяженных объектов  кассетную 
часть с фотопластинкой приходится 
вращать тоже неравномерно. Эти слож- 
ные движения удалось осуществить 
с помощью электровных машин, ко- 
торые пересчитывают координаты иа- 
блюдаемой точкн неба, определяют 
скорости их изменений и дают со- 
ответствующие команды движущим 
телескоп моторам {подвижная часть 
телескопа имеет массу почти 700 тонн). 

Главное зеркало телескопа диа- 
метром 6 м было отлито н обработано 
на стекольном заводе под Москвой, 
для чего там были сооружены два 
спецнальных цеха. После отливки из 
особого сорта стекла с малым коэф- 
фициентом расширения, раскаленная 
масса медленно охлаждалась с элект- 
рическим подогревом во избежание 
возникновения вредных напряжений, 
которые обычно приводят к разрыву 
стеклянного блока. Такой процесс 
«отжнга» обычно продолжается не 
меньше года, лншь после чего можно 
узнать, удалась отливка или нет. 

Огромная н сложная монтировка 
телескопа была выполнена на опти- 
ко-механическом заводе в Ленингра- 
де при участяни ряда других ленин- 
градских заводов тяжелого машино- 
строения. В результате получился 
инструмент, по габарнту ин массе со- 
ответствующий самым большим ме- 
таллическим конструкциям, а по точ- 
ности и тонкости не уступающий тех- 
нике микроскопа. 

Отшлифованное зеркало имеет фо- 
кусное расстояние 24 м; на таком рас- 
стоянии перед зеркалом образуется 
изображение наблюдаемого объекта. 
Сюда нужно поместить фотопластинку 
нли другой светопрнемник, которые, 
таким образом, окажутся на пути све- 
товых лучей, идущих от объекта к 
зеркалу. Здесь же на распорках ви- 
сит небольшая кабина в форме ци- 
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Рис. 9. Системы рефлскторов: а} схема в 
прямом фокусе; 6) схема Кассегрена. 


линдра днаметром около двух метров 
с осью, направленной по оптической 
оси зеркала (рис. 9, а). Внутри ка- 
бины сидит наблюдатель в случае, 
если наблюдения ведутся непосред- 
ственно в главном фокусе. Из всего 
пучка света днаметром в 6 м кабина 
экранирует около 10%, вызывая по- 
терю в 0,1 звездной величиины. 
Кроме этого, так называемого глав- 
ного фокуса, можно вести наблюде- 
ния и в фокусе Кассегрена, по имени 
французского физика, предложившего 
в 1672 году поместить близ главного 
фокуса небольшое выпуклое зеркало, 
которое посылает лучи обратно в сто- 
рону главного зеркала (для этого име- 
ющего отверстие в пентре}. так что 
они собираются позади главного зер- 
кала (рис. 9, 6). Эта система при- 
меняется, главным образом, для фо- 
тографирования звездных спектров. 
В шестиметровом телескопе для удоб- 
ства наблюдений в системе Кассег- 
рена лучи отклоняются под прямым 
углом в сторону дополнительным 
плоским зеркалом и фокускруются 
сбоку нал удобной площадкой, где 
можно помещать любые светоприем- 
ники. Фокусное расстояние телеско- 
па в этом случае лостигаст 190 м. 


2 «Квант» №9 
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Шестиметровый — телескон уста- 
вовлен в круглой башие под враща- 
ющимся полусферическим куполом, - 
широкий люк которого автоматически 
направляется в сторону наблюдаемой 
части неба. Все управление телеско- 
пом, то есть наведение на объект и 
слежение за ним, совершается от со- 
ответствующего пульта. В нижних 
этажах башни находятся лаборатории 
для первичной обработки результа- 
тов наблюдений, помещение с огром- 
ной вакуумной камерой для алюмн- 


нирования зеркала И комнаТы для 
отдыха наблюдателей. 
Иногда спрашивают, какое на- 


ибольшее увеличение может давать 
шестиметровый телескоп. Такой воп- 
рос совершенно’ праздный и вот по 
какой причине. Увеличение опре- 
деляется отношением фокусного рас- 
стояния объектива, в данном случае 
зеркала, к фокусному расстоянию 
окуляра. Прин фокусном расстоянии 
зеркала 24 м употребительный окуляр 
с фокусным расстоянием 24 мм дает 
линейное увеличение в 1000 раз, а по 
площади в | 000 000 раз. Однако бес- 
полезно применять столь большие уве- 
личения, так как неоднородность и 
неспокойствие воздуха настолько пор- 
тят изображение, что ничего больше- 
го, но сравнению с наиболее употре- 
бительными увеличениями в 300— 
500 раз, не видно. 

Впрочем, с большими телескопа- 
ми-рефлекторами вообще пе про- 
нзводят визуальных иаблюдений, а 
светопрнемниками являются  фото- 
пластинки илн электрические фото- 
элементы. Тогда важно не увеличе- 
ние, а количество собранного света. 
Диаметр шестиметроворе-зеркала при- 
мерно в 1000 раз больше диаметра 
зрачка глаза, поэтому зеркало со- 
бирает в 1 000 000 раз больше света, 
что соответствует выигрышу в № 
звездных величии. Значит, если глаз 
видит звезды до 6-й величины, то 
такой телескоп «видит» звезды до 
21-й величины, а при длительном фо- 
тографировании еше на 3—4 величины 
слабее. Имепио в этом и заключается 
главное преимущество больших реф- 
лекторов. 

Однако прн любом способе наблю- 
дений спокойствие, однородность и 
прозрачиость окружающего воздуха 
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играют главную роль и являются са- 
мым важным условием для выбора 
места установки телескопа. Прежде 
всего, необходимо устранить влияние 
наиболее плотных и обычно загряз- 
ненных нижних слоев атмосферы, что 
заставляет выбирать достаточно вы- 
сокое, обычно более 1000 мнад уро- 
внем моря, место. Затем большое 
значение имеют окружающий 
рельеф и поверхностный покров. На- 
перед нельзя определить, где ока- 
жутся хорошие условия для установки 
большого телескопа, — это решается 
ДОВОЛЬНО продолжительными спе- 
циальными исследованиями. Поэтому 
еще задолго до окончания постройки 
зестиметрового телескопа Пулков- 
ская обсерваторня, первоначально ку- 
рировавшая его сооружение, снаря- 
дила несколько экспедиций, которые 
обследовали 16 мест в южных районах 
Советского Союза. Кроме астро-кли- 
матнческих условий пришлось учи- 
тывать также возможность доставки 
сорокатонного зеркала ни крупнога- 
баритных частей монтировки. После 
трехлетних поисков и испытания было 
найдено изиболее благоприятное мес- 
то на Северном Кавказе, в горах, над 
одной из долин, параллельных доли- 
не Теберлды с известным курортом. 


Выбранное место лежит на высоте 
17009 м над уровнем моря нал гориой 
речкой Зеленчук, в 30 кмот стаицин 
Зеленчукской. Оказалссь, что там 
бывают ночи, когда изсбражения име- 
ют почти идеальную четкость и спо- 
койствие. Одна вочь наблюдений в 
таких условиях может дать больше, 
чем десятки ночей с посредственным, 
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а тем более плохим качеством изо- 
бражений. 

В конце 1975 года большой теле- 
скоп был принят комиссией Акалде- 
мни наук СОСР пн включен в состав 
Специальной астрофизической обсер- 
ватории Академии. 

Итак, наибольший и самый мощ- 
ный телескоп-рефлектор сооружен 
н находится в Советском Союзе. Ес- 
тественно возникает вопрос: можно 
ли ожидать, что в не очень отдаленном 
времени будет сделан еще больший 
телескоп? На это приходится ответить 
отрицательно, поскольку современная 
техника открывает совсем иные, новые 
пути для исследования космоса. Это, 
прежде всего, путь. по которому уже 
пошли радиоастрономы — синтезиро- 
вание изображений, даваемых не- 
сколькнми телескопами более скром- 
ных размеров, установленными близ- 
ко друг к другу или даже на некотором 
расстоянии один от другого. При этом 
сложение нзображений может иро- 
изводиться не непрерывно, а выбо- 
рочно — лишь в сравнительно редкие 
моменты отличной видимости н на- 
ибольшей четкости изображений, что, 
конечно, можно сделать только с по- 
мощью современной электронной тех- 
Ники. 

Другой многообещающий путь — 
вынесение иаблюдательных средств 
за пределы земной атмосферы: на 
искусственные спутники Земли и да- 
же на Луну, где можно получить проч- 
ную основу для установки даже боль- 
ших инструментов. Шаги в этом на- 
правлении уже делаются и начинают 
давать интересные результаты. 








Сверхтяжелые 
элементы — 
не открытие, 
а ошибка! 


В ноябрьском номере «Кван- 
та» за 1976 год было расска- 
зано о возможном открытни 
свертяжелых элементов. ко- 
торые должны стоять в таб- 
лице Менделеева нод но- 
мерамн 116. 124. 126. 


Напомним. что открытие, 
если бы оно подтвердилось. 
поставило бы перед физнка- 
мн очень трудный вопрос: 
как сверхтяжелые атомы по- 
пали в образцы слюды, где 
они были обнаружены. 

После того как было 
объявлено о предполагаемом 
открытви, но многих лабора- 
торнях занялись его провер- 
кой. Хотя рентгеновские 
спектры в новых опытах хка- 
зались теми же. но для них 
нашлось более простое объ- 
яснение. Оказалось, что все 
линии этих спектров совпа- 
дают с лнниями рентгенов- 


сквх слектров более легких 
элементов — скандия. оло- 
ва и др.. малые количества 
которых присутствуют в об- 
разцах. 

Таким образом. иет ии- 
каких оснований придумы- 
вать хитрые объяснения опы- 
тов. Оии объясняются впол- 
не естественно, 

Правда. остается непо- 
нятным. откуда взялись 
болышие галло (вх называют 
гигантскими). Но это уже 
другой вопрос. Над ним и 
надо думать. 


Я. Смородинский 
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М. Маневич, М. Слуцкин 


«Линейные 
построения» 
Грассмана 


«Едва обозримо. число тех разнообраз- 
ных областей. которыми занимался 
Грассман и которые он обогатил свон- 
мы иссяедованиями. Он был не только 
математиком оризинальнейшего склада 
с сильно выраженными философскими 
интересами. но и физиком. занимав- 
анмся как теоретическими, так в 
праклическами вопросами; ему мы 
обязаны великолепными работами 06 
электрическом токе, об учении о цветах 
и 0 теории гласных звуков» *). 


Феликс Клейн 
Наиболее значительные результаты Германа 
Грассмана (1809—1877), замечательного не- 
мецкого математнка, собраны в его сочине- 
ннн «Ученне о протяженностн» (1844 г.). 
В этой кннге нзлагается теория многомерных 
пространств. Из других его работ особого 
внимання заслужнвают так называемые «ли- 
нейные построення». Они наглядны по 
своей идее н нмеют большое значение в тео- 
рин алгебранческнх кривых. 

В настоящей заметке мы позиакомнм чн- 
тателен с «лннейнымн построеннямн» 
Грассмана, относящимиси к плоским алгеб- 
ранческим кривым. 


Определення н напоминания 


1. Координатной плоскостью  на- 
зывается плоскость, на которой за- 
фиксирована система координат. По- 
ложение каждой точки на коорлинат- 
ной плоскостн задается двумя числа- 
ми (координатами) — абсциссой и ор- 
динатой (см. учебник «Математика 5», 
п. 16). 





*) Цит. но книге Ф Клейн «Лев: 
ции о развитни математики в ХХ столе- 
тии», ч |, М Л. ОНТИ, 1937 (<. 213} 


2. Графиком уравнения } (х, у) = 
— 0 называется множество всех то- 
чек координатной плоскости, коор- 
динаты которых служат решениями 
этого уравнения (см. учебник «Ал- 
гебра 6», п. 23). Например, графиком 
уравнения х? | и? — 4 = 0 является 
окружность, а графиком уравнения 
х-+-у— 3 = 0 — прямая (рис. 1). 

3. Алгебраической кривой п-го по- 
рядка называется график уравнения 
Р‚ (х, у) = 0, где Р„ (х, и) — неко- 
торый многочлен л-й стенени отно- 
снтельно переменных х и у. Напри- 
мер, прямая на рисунке |1 — кривая 
первого порядка, для нее Р, (х, у) = 
— х +и— 3, а окружность на том 
же рисунке — кривая второго по- 
рядка, для нее Р, {х, у) = х и — 
— 4 — многочлен второй степени от- 
носнтельно хи у. 


Кривые второго порядка 


О кривых второго порядка подробно 
рассказывалось в «Кванте» № 8 за 
197: год. 

Оказывается, точки таких кривых 
можно строить с помощью одной ли- 
нейки. Вот как строится крнвая вто- 
рого порядка по методу Грассмана *). 

Зафиксируем на плоскости две 
прямые а,, а, и три точки А, $, Т 
(рис. 2). Проведем через точку $ не- 
которую прямую {[, точку ее пересе- 
чения с прямой а, обозначим через 
А,. Теперь проведем прямую АА | *) 
н точку ее пересечения © прямой 
а, обозначим через А... Наконец, про- 
ведем прямую А.Г, пересекающую 
прямую [в некоторой точке М. 

Когда ирямая { поворачивается 
вокруг точки 5, точки А; н А. как-то 
перемещаются на прямых а, и аз, 
а точка А! движется по плоскости. 
Оказывается, траектория точки М 
является кривой второго порядка, как 





*) Для кривой второго порядка этот метод 
совпадает с ранее известными (Паскаль, 
ХУ век). 


*) Если прямые Ён а, параллельны. то 
прямая АА; проводится параллелыю им 
(аналогично поступаем. если параллельны 
прямые АА, и ши нт. м.). 
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Рнс. 1. 





Рне. 2. 


бы мы ни выбирали прямые @1, а. 
и точки А, $, Т. 

Мы докажем этот факт для одного про- 
етого случая — когда прямые а) н а. пер- 
пендикулярны, а пары прямых 5А, в и 
ТА. а. парадлельны. Поместим начало ко- 
ординат в точку О=А, ось Ох направим по 
А5, ось Оу — по АТ (рис. 3). Обовначим 
координаты точек $ н Т соответствецно через 
(5; 0). (0: 0. Пусть уравнения прямых а 
н а. нмеют вид у-хг.. хэзг,. Еслн точка М 
лежит ва кривой, определяемой прямыми а,, 
аз н точками А. $, Т, то точки А(х: 9), 
Ацхь: га) и $6: 0} должим лежать на одной 
прямой. Точки М(х; у). Азии) и ГО; 0 
должны лежать па другой прямой, а точки 
А (хи; г>), Азиз) и (0; 0) — ина третьей 
прямой (рис. 3). 

Точки М. Зи А, лежат на одной прямой, 
если угловые Козаиеит прямых М$ 
н А,5 равны (м. «Алгебра 6>, п. 21 и «Аз- 
гебра н начала аналнза 9», п. 52): 


го у 
д —$ х—5` 





Аналогичные равенства получатся для троек 
точек А. Ар А.н М. А. ТГ: 
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Рис. 3. 





Рнс. 4. 





Исключая из этих равенств ху н Ц, 
получнм уравнение, которому должны удов- 
летворять х, и: 

паху) ИО гизху-=0 
(5, {, т га У нас константы). Раскрывая 
скобки и приводя подобные члены, мы ву- 
днм. что это уравнение — второй степенн 
относительно х, и: 
ау и 5--та— 

и $)х- 15гг == 0. 

Таким образом, все точки построенной 

кривой лежат на кривой второго порядка. 


Итак, кривая, построенная мето- 
дом Грассмана по прямым а,, а, и 
точкам А, 5, Т, оказывается кривой 
второго порядка. -Верно и обратное 
утверждение: для всякой кривой т 
второго порядка найдутся такие пря- 
мые а, а» и точки А. $, Т, что ме- 
подом Грассмана по нам получается 
именно кривая т. 

Вот способ нахождения таких пря- 
мых и точек по кривой т. Возьмем 
кривую л! второго порядка (рис. 4). 


Зафиксируем на этой кривой три 
произвольные точки 5, Т. [.. Через 
точку [. проведем произвольные пря- 
мые а, а>; пусть они пересекают т 
в точках Ри О, а прямые ТР и $0 
нересскаются в точке А. Тогда точки 
А, 5, Т и прямые а,, а, определяют 
«по Грассману» как раз кривую ла. 

Способ прост, а вот доказать, что 
ок даст именио кривую т, нелегко. 
Мы здесь только наметим ход дока- 
зательства. 


Прежде всего нада показать, что на кри- 
вой, определяемой прямыми а,, а, и точка- 
мр А, 5, Т, лежат точки 5, Т, Ё. Ри 0%). 
Эти же точки дежат и на исходной кривой 7, 
то есть построенная нами кривая Грасс- 
мана» имеет с кривой т уже пять общих 
точек. А дальше надо показать, что пять то- 
чек определяют не более одной кривой вто- 
рого порядка. Проще всего это сделать с по- 
мощью уравнений. 

Уравнение кривой второго порядка нмест 
вид 


Ах -|-Вху--Си?-|-Ох--Еу-Е- 0. 


Вге три коэффициента Д, В, С ие могут од- 
новременно равняться нулю, так как тогда 
это уравнение определит кривую первого 
порядка — прямую линию. Допустим, что 
СО. Тогда левую часть этого уравнения 
можно разделить на коэффициент С, в ре- 
зультате получим уравнение 
А-В хуи Ох Е у--Р=0, 

где А.=А/С, В, ==ВЕС и Т.А. 

Если в полученное уравнение подстав- 
лять вместо х, у координаты точек $, Т, Ё. 
Р. О. то получится снстема кз пяти линей- 
ных уравчиений отпосительшю коэффициентов 
А, В, О,. Е. Р,. А такая система при 
условни, что пикакие три точки из $. Т. Ё, 
Р, О ие лежат на одной прямой, имеет един- 
ственное решенне. 


Кривые высших порядков 


Для кривых третьего исрядка метод 
Грассмана состоит в следующем. На 
плоскости задаются точки $ («вход»), 
Т (выход») и два набора («блока»), 
каждый из которых состоит из двух 
прямых и одной точки: а;. А, ав И 
Ь,, В, 6, (рис. 5). Затем для некото- 
рой точки А? плоскости производит- 
ся такое построение: проводится пря- 
мая 415 н находится точкё А, ее пере- 
сечения с прямой а,, затем проводится 
прямая А,А ин находится точка А, 
ее пересечения с прямой а., после 





*} Например. еслн М Е. то А. —($М)Г) 
Па, =, (АА) Па, ==. н (ТАДГИМ 9 = Е; 


ачалогично проверяются остальные точки. 
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этого проводится прямая МА, и 
находится точка В, ве пересечения с 
прямой 6,, далыше так же находится 
точка В. и проводится прямая МВ... 
Еслн эта прямая проходит. через «вы- 
ход» (точку Г), то точка М принадле- 
жит кривой, а ебли ие проходит. 
то не принадлежит. (Терминология 
вполне естественная: «войдя» на ри- 
сунке 5 во «вход», мы «вышли» через 
«выход». ) 

Заметим, что при построении крн- 
вой второго порядка (см. рис. 2) 
точка А1 участвует в ностроенин два 
раза, а при построении кривой треть- 
сго порялка {рнс. 5) — три раза. 

Онисаниые построения Грассман 
назвал линейными. Эги построения 
былн полностью исследованы Грас- 
сманом в общем случае, то есть для 
кривой п-го порядка. А нменио. Грас- 
сман показал, что если на плоскости 
задать вход, выход ил — 1 блок, то 
всякая точка А1 нлоскости, удовлет- 
воряющая схеме, изображенной на 
рисунке 6 (М участвует в линейных 
построениях ровно и раз), принадле- 
жит некоторой кривой л-го порядка. 
И обратно, любая алгебраическая кри- 
вая п-го порядка укладывается в схе- 
му рисуика 6, то есть можно так за- 
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дать вход, выход и л—] блоков, что 
по ннм получится как раз заданная 
кривая п-ГоО порядка. 


Вы видите, что между кривыми второго 
порядка и более высокого — третьего, чет- 
вертого ин т. д. — существует большое раз- 
личие в реализации построений Грассмана. 
Кривую второго порядка °по Грассману» 
можно непосредственно построить (см. рис. 2} 
как траекторню некоторой точки, а для кри- 
вых третьего порядка метод Грассмана по- 
зволяет лишь проверять. принадлежит ли 
алгебраической кривой динная точка № плос- 
кости или нет. Такое различне метода Грас- 
смана для п=-2 и п>3 — ие случайное. 

Построення Грассмана проводятся. одной 
лннейкой. Если бы, задав прямые и точки, 
соотвегствующие, например, кривой х?—253= 

0. мы смогли бы постронть хотя бы одну 
точку этой кривой, ИИС О (0; 0), 


то отношение х/у было бы равно} 2. Ата. 
кую величину циркулем н линейкой постро- 
нть невозможно. 


Планиметрические произведения 
Грассмана 


Все приведенные построения описы- 
ваются Грассманом в следующей по- 
следовательности: 


М5 — прямая, проходящая через 
точки Ми $5; 
М$а, — точка пересечения прямых 
М5 на,; 
М$а,А — прямая, соединяющая точ- 


ки М5а, и А ит. д. 

Для кривой второго порядка пря- 
мая МФа,Аа.Т должна проходить 
через точку М. Этот факт Грассман 
записывает в следующем символи- 
ческом внде: 

(М5аАа.Т) М = 0. 
Выражение, стоящее в левой части 
этого «уравнения», Грассман называет 
планиметрическим произведением, а 
само уравнение — экстенсивным. Экс- 
тенсивное уравнение кривой л-го по- 
рядка по Грассману имеет вид 
{$ Аа. МЫ, ВВ.М --- 
Ма, Си.Т)М=0. 

Вид уравнения показывает, сколь- 
ко раз точка М встречается в нострое- 
ниях. Сами плаииметрические про- 
изведения обладают рядом инитерес- 
ных свойств, которые Грассман так- 
же подробно изучал. В терминах пла- 
инметрических произведений резуль- 
тат Грассмана может быть сформу- 
лирован следующим образом: если 
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точка М входит в экстенсивное урав- 
мение п раз, то координаты этой 
точки удовлетворяют алеебраическо- 
му уравнению п-й степени. Обратно, 
координаты точек всякой алгебраиче- 
ской кривой п-го порядка удовлетворя- 
ют уравнению (=0, где С — некоторое 
планиметрическое произведение, содер- 
жащее п раз точку М. 

«Эта теорема, — пнсал Ф. Клейн,— 
может быть положена в основу такого 
построения теорни алгебраических 
кривых, проще которого вряд ли что 
можно придумать». 

Описанные построения были об- 
общены Грассманом на случай трех- 
мерного пространства. В трехмер- 
ном пространстве речь зила о стерес- 
метрических произведениях и соот- 
ветствующих им «линейных построе- 
ниях» точек алгебраических поверх- 
ностей. 


Графическая реализация метода 
Грассмана 


Еше Ф. Клейн заметил, что метод 
Грассмана можно рассматривать как 
механизм, позволяющий вычерчивать 
кривые. В точках М, А,.А., ..., С. 
нз прямые надо чодеть колечко», 
в точках 5, 4, В, ..., Т — сделать 
шарниры и т. п. Такие механизмы су- 
ществуют для кривых второго и треть- 
его порядков. 

Линейные построения Грассмана 
могут быть полезными ин прн исполь- 
зовании ЭВМ и графопостроителей *). 
Действительно, можно написать про- 
грамму, в которой будут реализованы 
две операции: проведение прямой че- 
рез две точки и нахождение точки пе- 
ресечения двух прямых. По этой про- 
грамме ЭВМ будет определять коор- 
дннаты точек некоторой алгебран- 
ческой кривой и выдавать их на не- 
чатающее устройство или непосред- 
ственно на графопостроитель в виде 
соответствующей команды для двн- 
жения пера {просмотр точек плоскости 
проводится как в телевизоре — по 
строчкам © заданной степенью точ- 
ностн}. 


*) О графопостроителях мы писалн в ста- 
тье «ЭВМ в конструкторском бюро» {«Квант», 
1976. № 9. 


Лаборатория «Кванта» 





В. Майер 


Интерференционный 
опыт Брюстера 


Экспериментальная установка 


В 1817 году английский физик, член 
Лондонского королевского общества 
Д. Брюстер (1781—1868) обнаружил, 
что если две плоскопараллельные 
стеклянные пластинки одинаковой 
толщины расположить почти парал- 
лельно друг другу, то, глядя сквозь 
них, можно наблюдать интерферен- 
ционную картину. 

Оптическая схема опыта Брюстера 
нзображена на рисунке 1. Свет, надая 
от лампы пакаливания 5 на лист 
белой бумаги Б, рассенвается на 
нем и, проходя через илоскопнарал- 
лельные пластинки Р, н Р., попадает 
в глаз Г наблюдателя. Интерферен- 
инонная картина видна на черном 
фоне непрозрачиого экрана 9. 

Чтобы повторить опыт Брюстера, 
нужно в первую очередь подобрать 





Рис. 1. 


подходящее стекло: пластинки Р, и 
Р., должны быть плоскопараляельны 
н установлены параллельно друг дру- 
гу. Стекло толщиной около 7мм, 
которое часто используется для из- 
готовления зеркал и витрин магази- 
нов, Наиболее достунно и нередко 
вполне пригодно для постановки тон- 
ких интерференционных эксперимен- 
тов. Достав кусок такого стекла, рас- 
положите его перед глазом так, что- 
бы в нем на светлом фоне отражался 
какой-либо темный предмет с чет- 
кими границами (например, на фоне 
дневного неба отражалась рама окон- 
ного переплета). Сфокусируйте (ак- 
комодируйте) глаз на поверхность 
стекла так, чтобы была видна граница 
изображения темного предмета. Если 
при этом ровные края предмета вид- 
ны слегка волнистымн или «размыты- 
ми» В каких-то местах, то, значит, 
поверхностн стекла не гладкие и та- 
кое стекло не годнтся для опытов. 
Обычно удается подобрать стекло, 
поверхности которого настолько глад- 
кие, что граница между изображением 
темного предмета и светлым фоном 
выглядит вполне резкой. Именно та- 
кое стекло следует использовать в 
опытах. 

Из отобранного стекла твердо- 
сплавным илн алмазным стеклорезом 
вырежьте кусок размером примерно 
80 х № мм н разрежьте его попо- 
лам, так, чтобы получились две пла- 
стинки Р, и Р, размером 40 Хх 70мм. 
Эти пластинки, очевидно, имеют с до- 
статочно высокой точностью одвна- 
ковую толщину вблизи линии раз- 
реза. Приготовьте также третью стек- 
лянную пластинку С такой же тол- 
щины, как и две первые, размером 
30 Хх 40 мм. 

Чтобы при работе не пораннться 
об острые края пластниок, отилифуй- 
те их (смочите их водой и обработай- 
те на абразивном бруске нлн круге). 
Старайтесь ири этом ие поцарапать 
новерхиости пластинок. Обработан- 
ные стеклянные пластинки вымойте 
водой, пасу хо протрите чистой мягкой 
тряночкой н удалите с их поверхностей 
оставинеся пылинки н ворсинки. 

Для уснешной постановки опнсан- 
ных ниже опытов соберите спепиаль- 
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лись рядом. Угол между пластинками 
можно отрегулировать болтамн 3 и 
перемещением пластинки С вверх нли 
ВНИЗ. 

Прн включенном источнике по- 
смотрите на нижние части пластин. 
На черном фоне экрана вы увидите 
несколько широких горизонтальных 
полос различной яркости. Слегка из- 
меняя угол между пластинами, мож- 
но отрегулировать его так, что одна 
из ярких горизонтальных полос по- 
кроется почти вертикальными интер- 
ференинионными полосами. 

На рисунке 3 приведена фотогра- 
фия интерференционных полос Брю- 
стера, полученная в белом свете. 
Эта фотография, конечно, не идет 
ни в какое сравнение с тем прекрас- 
ным явленнем, которое можно на- 
блюдать непосредственно глазом. 


Немного теорин 


Пусть на нлоскопараллельную стек- 
лянную пластинку толщины 4 под 
Рис. 2. некоторым углом ф падает световой 
луч (рис. 4). В результате много- 
кратных отражений и преломлений 
света на поверхностях пластинки из 
нее выйдет множество параллельных 
н равноотстоящих друг от друга лу- 
чей. Ясно, что интенсивность каждо- 
го последующего луча, выходящего 
нз пластинки, меньше интенсивностн 
предыдущего и быстро уменынается 
с увеличением порядкового помера лу- 
ча. Поэтому из дальнейшего рассмот- 
рення можно нсключить все лучи, 
кроме лучей Г, 2 и Г, 2’. Нетрудно 








Рис. 3. 


ный прибор, устройство которого впол- 
не понятно из приведенной на рн- 
сунке 2 фотографии. Стекаяиные ‘пла- 
стицки Р,. Р., С закреилены ма алю- 
минневой стойке | прибора скобой 2 
и3 вянийласта илн жести. В качестве 
экрана Э использован расположен- 
ный за лластинкой Р, листок черной 
бумаги. Источник (лампу накалива- 
ния} поместите за экрамом 3. При 
сборке прибора расположите пластнн- 
ки Рун Р. так, чтобы их областн, 
близкие к ливим разреза ай’, оказа- Рис. 4. 
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видеть, что эти пары лучей в общем-то 
эквивалентны, следовательно, доста- 
точно проанализировать «поведение» 
лучей Ги 2. 

Лучи Ги 2, которые указывают на- 
правления распространения световых 
волн, получились из одного луча, 
падающего на пластинку. Следова- 
телыю, они когерентны. А это озна- 
чает, что световые волны, идущие 
в направлениях этих лучей, будучи 
сведены вместе, должны интерферн- 
ровать. 

Вычислим разность хода между 
лучами ЁРн 2, возникающую носле 
прохождения первой пластины 
(рис. 4). Проведем из точки В отрезок 
АВ, перпендикулярный к этим лучам. 
Разность путей, проходимых коге- 
рентными волнами от точки их обра- 
зования О до точек Ви А (идущие 
дальше в бесконечность волны до- 
полнительной разности хода не при- 
обретают), равна геометрической раз- 
ности › хода 
$ =)ОС + СВ — АР = 202 — АР. 

Если стеклянная пластинка имеет 
показатель преломления п, то све- 
товая волна проходит путь ОСВ в 
стекле со скоростью, в п раз меньшей 
скорости света в воздухе, двигаясь 
в котором она за то же время прошла 
бы расстояние 2п-)С. Кроме того, 
при отражении света в точке О от 
оптически более плотной среды про- 
нсходит «потеря полуволны» (измене- 
ние фазы отраженной волны на л). 
Поэтому истинная, нли, как принято 
говорить, оптическая разность хода 
между когерентнымн волнами равна 


Ад=2и.06-Ар += 4 


Из геометрических соображений 


ОС ит. ВО: 2ОС-5туф 
яп ф 
= 24 т. 
АР = ВР-Упф= 24-9 9. 


Согласно закону преломления света 
: | 
$  — — 
ту  УИ®. 


Подставляя найденные значения ОС 
н АД в формулу (1) и учитывая за- 
кон преломления, получим 
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Е а 5тф СА 
А=2п 605$ — 24 с05 $ ИР со: 

= 24| л?— зп? ф ее (2) 
Максимумы — интенсивности света 


(светлые нинтерференционные полосы) 
будут в том случае. если оптическая 
разность хода равна целому числу 
длин волн света: 


24 | п? — яп" ф = 


АА. =: 1.2, ... (3) 


Проходя пластинку Р,. лучи Ёи 
2 приобретают дополнительную раз- 
ность хода, которая, как это следу- 
ет из симметричностн устройства, 
также определяется формулой (2). 
Нетрудно сообразить, что разность 
хода световых волн, прошедших обе 
пластинкн н идущих в глаз наблю- 
Дателя (см. рис. [}. выражается фор- 
мулой 


А=А, — А, = 241 п? — яп ф, — 
— Ил? — $1? ф,], (4) 


где ф, —угол падения света от ис- 
точннка на пластинку Р., а Фф- 
угол падения параллельных лучей 1! 
и 2 на пластинку Р.. 

С помощью «геометрических» вы- 
чнслений формулу {4} можно приве- 
сти к виду 
о Ут 2% , 
ул: — яп? х 
где  — двугранный угол между пла- 
стинами. 

Выходящие из пластин когерент- 
ные лучн параллельны между собой, 
а значит, пересекаются в бесконеч- 
ности и образуют интерференционную 
картнну тоже в бесконечности. По- 
этому для наблюдения картины интер- 
ференции глаз должен быть аккомо- 
дирован на бесконечность. (Если на 
нути лучей, выходящих из пластины 
Р, после отражений, поместить со- 
бирающую линзу, то картину интер- 
ферениин можно наблюдать на экра- 
не, помещениом за линзой в ее фо- 
кальной нлоскости.) Фотография, по- 
мещенная на рисунке 3, подтверж- 
дает сказанное: чтобы нолучить рез- 
кое изображение интерференционных 
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полос на пленке, пришлось сфокуси- 
ровать объектив фотоаппарата на бес- 
конечность; при этом детали уста- 
новки получились на фотографии не 
резкими. 


Опыты ин наблюдення 


Внимательно рассмотрите получаю- 
щуюся в установке Брюстера интер- 
ференционную картнну. Если вы 
удачно подобрали стеклянные пла- 
стинки и угол между ними, то уви- 
дите почти прямые параллельные 
между собой разноцветные полосы, 
расположенные симметрично по обе 
стороны от центральной белой поло- 
сы. Рядом с этой белой полосой про- 
ходят две наиболее темные полосы. 

Центральная белая полоса соот- 
ветствует тем углам падения света 
иа пластинки, прн которых оитиче- 
ская разность хода между интерфери- 
рующимин волнами равна нулю. Дей- 
ствительно, вообще интерференцион- 
ное условие максимумов интенсивно- 
сти имеет вид 


А = №4, Е = 0. ИРИ 


Если Е =0, то А =0 для любой 
длины волны. А значит, при одних 
и тех же углах, соответствующих 
А = 0, максимумы интенсивности да- 
дут все монохроматнческие волны, 
входящие в состав белого света. Это 
приведет к тому. что центральный 
максимум интенсивности (максимум 
нулевого порядка) окажется белым. 

Все другие интерференционные по- 
лосы окрашены, причем красные ча- 
сти полос расположены дальше от 
центрального максимума, чем фиоле- 
товые или синне. 

Введите снизу между пластинами 
Р: и Р, полоску черной бумаги ши- 
риной 5 мм. Перемещая ее, вы мо- 
жете перекрыть один из интерферн- 
рующих пучков и уничтожить тем 
самым интерференционную картину. 

Лучше это сделать так. К краям 
пластинок Р, и Р, пластилином при- 
крепите расположенную между ними 
горизонтально или слегка наклонно 
полоску картона, отделяющую однн 
из когерентных пучков от другого. 
Тогда, перекрывая один из пучков 
непрозрачной бумагой, можно добить- 
ся исчезновения картины. 


ыы 
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Теперь вместо полоски бумаги вве- 
дите в один из интерферирующих пуч- 
ков полоску стекла толщиной 1— 2 мм. 
Интерференционная картнна . вновь 
исчезнет! Попробуйте объяснить ре- 
зультат опыта самостоятельно. 

Расположите между пластинами 
Ри Р, небольшую спираль, изготов- 
ленную из тонкой ннхромовой прово- 
локи. Подключив концы спирали с 
помощью многожильных проводников 
к батарейке, разогрейте спираль. При 
этом интерференционные полосы изо- 
гнутся и примут самую причудливую 
форму! 

Можно поставить более простой 
вариант этого опыта, если поднести 
снизу под пластинки Р, и Р, пламя 
горящей спички (пламя должно быть 
расположено достаточно далеко от 
пластинок, так, чтобы в промежуток 
между ними попадал лишь нагре- 
тый от пламени воздух). 

Чем же объясняется результат 
опыта? Очевидно, при нагревании 
воздуха изменяется его плотность, 
а следовательно, и его показатель 
преломления. Это ведет к тому, что 
между когерентными пучками воз- 
никает дополнительная разность хо- 
да, н ннтерференционная картина сме- 
щается. Положим, что картина сме- 
стилась на А полос. Это означает, 
что разность хода изменилась на 
Ё длин волн света. Поскольку длина 
световой волны очень мала, то в опы- 
те можно измерить очень небольшие 
изменения разности хода и показа- 
теля преломления воздуха. 

Приборы, служащие для измере- 
ния различных физических величин 
с помощью интерференции света, на- 
зываются оптическими интерферомет- 
рами. Они позволяют производить 
измерения с очень высокой степенью 
точности. Описанный в статье прибор 
для наблюдения полос Брюстера фак- 
тически является простейшим интер- 


ферометром. 
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А. Тоом 


Решения 
задач ВЗМШ 


В этом номере мы публикуем решения не- 
которых задач из вступительной работы в 
ВЗМШ 1977 года {«Квант», 1977, № Ь 
с. 53). 


Задача 1. В равенстве двух 
Эробей, числители и знаменатели ко- 


пюрых Овузначные числа, цифры за- 
менены буквами: одинаковые — иди- 
наковыми, разные — разными: 

КУ КА 

РЕ ^ КУ. 


Какую цифру означает каждая из 
букв {достаточно привести все воз- 
можные ответы)? 








5. 
х 


несократимую дробь, равную —— 


РЕ ` 
у 


Иными словами, пусть ыы = 


туральные числа х и у не имеют об- 
щнх делителей, отличных от |. Та- 
ким образом, РЕ = ах и КУ = а, 
н В 10 же время КУ = 5х и КА = 

фи. Тогда ау = Вх, откуда, так 
как хн и не имеют общих делителей, 
а=сх, В = су. Итак, КУ = сху, 
КА -- с4/?, РЕ == сх*, где с, х, у— 
натуральные числа. 
С одной стороны, |КУ — КА| = 
=|У— А|и УзА. Значит, 0 «< 
<|КУ — КА| < 10. С другой, 
КУ — КА =ги(х- и. Следова- 
тельно, 

О< ху < Ю. 

Отсюда с < 10. Поскольку РЕ 
н Р; 0, получаем х > 1. 
но заключаем, что у > 1. Из у? 
и {1} вытекает с < 5. Итак, | <с= 
< 4. Рассмотрим сначала возможно- 
сти с = 2, 3, 4. Учитывая отсутствие 





и на- 


(1) 
сх? 
Аналогич- 


общих делителей ух и уи неравен- 
ство (1), получаем для с, ии х девять 
варнантов (см. таблицу). Проверка 
показывает, что ни один из этих ва- 
риантов не подходит. Пусть теперь 
с = }. Неравенство (1) принимает вид 

О<иу[х— у] < 10. (2) 
Поскольку КА = и, РЕ = х?, имеем 
4х9 и 4=у=9. Из у=4 
и (2) следует 90 < | х—и| = 2. Зна- 
чит, |[х— у] = } или [х-и|=2. 
Покажем, что |х—у| = 2. Если 
у > 5, то из {2) |[х—у| < 2. Если 


же у = 4и]|х— и| = 2, ох = 6 — 
противоречие с отсутствием общих 
делителей ухиу. Итак, [х— у| = 


- |. Следовательно, 45 хз 8и у= 
=х + или 5 “хз 9ниех- 1. 
Проверка всех 10 вариантов дает 


три возможных ответа: 

1) КУ = 2 КА = 55, РЕ = 16; 
2) КУ = в 36, РЕ = 25; 
3) КУ = т = 49. РЕ = 36. 

4 | 2 = Е 

| 

к 2 к 

Е] Е з | 2 

3 3 4 

2 2 |: 3 

2 3 о 2 

2 Е 4 

2 4 З 

2 4 5 





Задача 3. Дополните таблич- 
ку 4 Х4 (рис. |) буквами В,3, М, 
Ш, обведите их рамками четырех 
типов (квадрат, ромб, круг, тре- 
угольник) и раскрасьте их в четыре 
цвета так, чтобы выполнялись сле- 
дующие условия: 1) в каждой строчке 
и в каждом столбце должны встре- 
чаться все буквы, цвета и тины ра- 
мок; 2) каждая буква должна быть 
раскрашена по разу каждым цветом: 
3) рамка каждого типа должна со- 
держать каждую букву и каждый 
цвет. (Достаточно нарисовать тре- 
буемую картинку.) 


ру 
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Решение. — См. рисунок 2. 

Общая теория, помогающая ре- 
шать задачи такого рода, развита 
в статье Л. Беве («Квант», № 6 за 
1976 г.). 

Задача 5. Найдите все реше- 
ния системы уравнений: 


х? =у-а, 
Ш =ах, 
28 = х? + 92. 


Решение. — Вычтем 
уравнение из первого: 
ю— и" =у—х 
хуи =0. 
Рассмотрим два случая. 
1. х =у. Система принимает вид 


второе 


аа, 
22 = 22. 
Следовательно, 2=х(х— и 


х? (х — 1)? = 2х2. Отсюда х, = 0, х. = 
=1+И9, х=1-_18. Мы 
получаем такие три ответа: х = 0, 
у=0, г=0; х=1+И 8, у=1+ 
+И2.2=2+ ИУ?их=1-У8, 
у=1-— 9, 2=9— У. 

П. Хх у! =0. Сложим 
три уравнения исходной системы; 
хи и 

= + ух у + 22, 
2 — 22 = х + у. 
Подставим сюда —1! вместо х + у: 
(217 — г =. 
Тогда из первого уравнения х? = 


все 


28 


Рис. 2. 


= у -- 1, а поскольку х и +1 = 
== 0, х? - х =0. Получим еще два 
ответа: х —= ву =—1 2-= у х=—1, 
у=0б, = 1. 

Задача 6. Даны две непере- 
секающиеся окружности. Существует 
ли вне окружностей такая точка, 
что всякая прямая, проходящая через 
нее, пересекает хотя бы одну из ок- 
рижностей. 

Решение. Будем предпола- 
гать, что окружности расположены 
так, как на рисунке 3, в (если ови рас- 
положены так, как на рисунке 3, 6, 
то такой точки, очевидно, не найдет- 
ся). В этом случае искомая точка су- 
ществует. Такой будет любая вну- 
тренняя точки «треугольника» и 
МКР, где МК — общая внутренняя 
касательная, КР — общая внешняя 
касательная, МР — дуга окружно- 
сти. Докажите сами, что любая пря- 
мая, пересекающая МК или КР, 
пересекает хоть одну из наших ок- 
ружностей. 

Задача 7. Автомобиль и ве- 
лосипедист выехали одновременно из 
Ав В. Проехав треть пути, велоси- 
педист остановился и тронулся лишь 
тогда, когда автомобилю оставалось 
треть пути до В. Автомобиль, до- 
ехав до В, без остановки поехал об- 
рапно в А. Ктю приедет раныше: 
автомобиль в А или велосипедист в В? 

Решение. Проехав треть пу- 
тн, велосипедист остановился и ждал, 
пока автомобиль проедет две трети 
пути. Значит, велосипедист проехал 


треть пути быстрее, чем  автомо- 
биль — две трети. Поэтому скорость 
велосипедиста составляет более поло- 
вины скорости автомобиля. Посмот- 
рим теперь, что происходит после 
того, как велосипедист снова тро- 
гается в путь. Ему остается две тре- 
ти расстояния от А до В. Автомо- 
билю же остается четыре трети этого 
расстояния: одна треть туда и целый 
путь от В до А обратно. Таким обра- 
зом, велосипедисту предстоит про- 
ехать вдвое меньше, чем автомобилю; 
по найденному выше, велосипедист 
приедет раньше. 

Заданмча 9. Большой прямо- 
угольник разбит на клетки см Хх 
х 1 см. Внутри каждой клетки на- 
писано число. Известно, что сумма 
всех чисел в каждой горизонтальной 
строчке равна 1, а в каждом верти- 
кальчом столбце — равна 2. Может 
ли площадь прямоугольника равнять- 
ся 1976 см?? 


Ответ: не может. 


Решение. Докажем это от 
противного, то есть допустим, что 
площадь такого прямоугольника рав- 
на 1976 см?, и придем к противоре- 
чию. Пусть число строчек равно т, 
а число столбиков равно л. Тогда 
тп = 1976. Вычислим двумя спосо- 
бамн сумму всех чисел, написанных 
в клетках. С одной стороны, сумма 
чисел в каждой строчке равна 1, 
а строчек т, значит, сумма всех чисел 
равна т. С другой стороны, сумма чн- 
сел в каждом столбике равна 2, 
а столбиков л, значит, сумма всех 
чисел равна 2л. Итак, т = 2п, от- 
куда 21? — 1976, л? = 988, что не- 
возможно при целом п. 

Задача 10. Несколько ящи- 
ков весят вместе 10 тонн, причем 
каждый из них весши не больше 09д- 
ной тонны. Какое наименьшее коли- 
чество трехтонок заведомо достаточ- 
но, чтобы увезти этот груз? 

Ответ: 5 трехтонок. 

Решение. Покажем сначала, 
что четырех трехтонок может не хва- 
тить. Так будет, например, еслн 
имеется 13 одинаковых ящиков весом 


10 
по -5 тонны. Тогда в одну трехтонку 


мы не можем поместить больше трех 
ящиков. 
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Рис. 3. 


Докажем теперь, что пяти трех- 
тонок всегда хватает. Будем грузить 
ящики на первую трехтонку, пока это 
возможно, чтобы не перегрузить ее. 
Прн этом на ней окажется более 
двух тонн груза. Затем грузим ящики 
по очереди на остальные трехтонки 
таким же образом. При этом все 
ящики окажутся погружены, так как 
на долю последней трехтонки оста- 
нется менее двух тонн груза. 

В этой задаче надо было указать 
количество трехтонок, достаточное 
прн любой расфасовке груза. К сожа- 
леиню, многие решавшие, не поняв 
этого, просто приводили примеры, 
когда груз можно увезти на четырех 
машинах. 
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В. Книжник 


Построение 
алгебраических 
кривых 

С ПОМОЩЬЮ 
шарнирных 
механизмов 


Эта заметка роднлась нз доклада, сделанно- 
го московским школьинком, учеником 9 клас- 
са Вадимом Кинжником на школьной конфе- 
ренции. В ней рассказывается, как с по- 
мощью механизмов, состоящих из планок с 
прорезямн н винтов, можно строить графнкн 
различных функций. 


Механизмы 


Шарнирным механизмом мы будем 
называть систему из планок с проре- 
зями и дырками, соединенных вин- 
тами. При этом прорезн ни дыркн рас- 
полагаются строго по оси планки. 
При соедннении винтом планки с дыр- 
ками могут лишь поворачиваться вок- 
руг винта, а плаики с прорезями =—= 
поворачиваться и смещаться (рис. 1; 
снизу на рисунке приведены обозна- 
чения соединений). 

Работают эти механизмы так. На 
плоскости закрепляются две перпен- 
дикулярные планки, образующие пря- 
моугольную систему координат Охиу. 
К этим планкам винтами крепится 
механизм, имеющий один «вход» — 
дырку, перемещающуюся по оси Ох, 
н один «выход» — дырку, которая 
все время находится на одной вер- 
тикали со входом, но на высоте, за- 
висящей от положения входа. Если в 
«выход» вставить карандаш, а «Вход» 
вестн по оси Ох, то карандаш нарисует 
кривую — график некоторой функ- 
ЦИИ. 

Для дальнейшего полезно ввести 
еще один блок «угол», состоящий 
из трех планок (с дырками), скрен- 
ленных винтами. Этот блок, при- 
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винченный теми же винтами к любым 
двум планкам с прорезями, позволя- 
ет им лишь смещаться, сохраняя меж- 
ду собой постоянный угол (обозна- 
чение на рисунке — угол). 


Примеры 


На рисунке 2, а изображен механизм 
со входом А и выходом В, строявий 
график функции и=х. Он основан на 
том, что прямоугольник, диагональ 
которого образует угол 45° с основа- 
нием, является квадратом. На ри- 
сунке2, б изображен механизм, строя- 
щий график постоянной (у=с). Ме- 
ханизм, строящий график функции 
[ (рис. 2, в), мы будем обозначать на 
рисунке волнистой линией, соеди- 
няющей вход А и выход В, в середине 
волнистой линни будем писать [в 
кружочке, у выхода будем ставить 
стрелку; а в тексте мы такой меха- 
низм будем обозначать буквой [. 
°Таким образом, у нас уже есть 
две функцин. Научимся умножать, 
складывать, делить функции и из- 
влекать из функций корень. 


Блоки алгебранческих операций 


Блок сложения. Па опреде- 
лению, назовем блоком сложения спо- 
соб скрепления механизмов [и рБ. 
при котором точка С — выход в,— 
выпнсывает график функции у (х) = 
=} 5) +2. Блок сложения изо- 
бражен на рнсуике За. Ось абсцисс 
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механизма д совпадает с осью О’х’ 
на рисунке, входом его является точ- 
ка В— выход механизма {. 


Блок умножения. Это — 
способ скрепления механизмов | и &, 
при котором выход О выписывает 
график функции и (х) = [(х).в (х). 
Блок умножения изображен иа ри- 
сунке 36. Здесь АМ] = 1, 
(РО) | (СМ). поэтому 





1АБ1 _ 1АС| 
1АР| = ТАМ] 
Но |АР|=|АВ|, |АМ| = № от- 
сюда |АБ| = |АС|-| АВ] =[{<®) х 
ха(). 


Блок деления. Этот блок 
получается из блока умножения, ес- 
ли выход { переместить в точку О; 
тогда в точке С получится выход ме- 
ханизма |8. 

Блок извлечения кор- 
ня. Этот блок получается из блока 
умножения, если точки В и С объеди- 
инть, а в точку О поместить выход 
механизма }, тогда в точке С получит- 
ся выход механизма ]’} (х). Анало- 


гично строится блок о (х). 





Графики уравнений 


С помощью описанных механизмов 
н блоков можно конструировать ме- 
ханизмы для построения графиков 
различных функций типа многочле- 
нов, алгебранческих дробей и т. п. 
Можно сделать и механизм для по- 
строения графика уравнения 
Р(х, и) =0, где Р(х, у) — некото- 
рый многочлен. Для этого сначала 
Рис. 3. а) Блок сложения; 6) Блок собирается механнзм, изображенный 
ыы на рисунке 4. Точки Х и У’ рассмат- 
риваются как выходы для «функций» 
у =х, у = у. Затем собирается ме- 
ханизм Р (х, у). входы которого — 
Х и У, а выход помещается в точку С 
(то есть находится такое положение 
точки У, что выход оказывается в 
точке С). После этого точка У может 
перемещаться только так, что для 
ее координат х, у будет справедливо 
равенство Р (х, у) = 0. Если вста- 
вить в точку Г карандаш, то он смо- 
жет двигаться только по графику 
уравнения Р (х, и) = 0. 
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Премии «Кванта» 


За 1976—77 учебный год реданкцмя получила большое колм- 
чество пмсем с решенмямм задач мз «Задачныка «Квантан. 
Средм авторов этих писем редакцмя отобрала школьнмков, 
решмешимх намбольшее чмсло задеч м приславшмх наиболее 
оригмнальные решенмя. Этм школьнмкм награждаются спе- 
цмапьной преммей, учрежденной редколлегмей журнала 
«Квант» — подпиской на исурнал «Квантя на 1978 год. 


. Аронов Борис (Саратов] 

. Былер Петр (Вроцлав, ПНР] 

. Гаркавый Виктор [Лида] 

. Гисин Борис (Ленинград] 

. Ефашкин Анатолий [Оренбург] 

‚ Жердев Анатолий (Славянск} 

. Забродин Антон (п. Черноголовка Москов- 
ской обл.) 

. Касянчук Александр [Николаев] 

. Корельштейн Леонид [Москва] 

40. Кулеско Александр [Донецк) 

41. Мошонкин Андрей (Кирово-Чепецк) 

42. Никитенков Алексея [Великие Луки) 

13. Пономарев Евгений (п. Черноголовка Москов- 

ской обп.] 

14. Палей Вадим [Харьков] 

15. Побылица Павел [Ленинград] 

16. Штейншранбер Юрки [Баку] 


чомььылм 


о © 


Зв успешное участие в Х! Всесоюзной физико-математиче- 
ской олммпизде подпиской на журнал «Квант» нв 1978 год 
награждаются: 


. Аболтыньш Айнарс [Рига] 

. Барпмев Бакытбек [с. Успеновка КиргССР) 
‚. Бернотас Андрюс (Вильню‹] 

. Ваякас Тойво (Тарту) 

. Власов Вячеслав [Киев] 

. Гусев Игорь [Воркута] 

. Ирматов Анвар (Наманган) 

. Левин Марк [Таллин] 

. Ляховец Андрея [Краснодар] 

. Пивоваров Валентин (Красноярск] 
. Таурайтис Виргилинюс [Вильнюс] 
12. Хлебутин Сергея (Пермь] 


=, =А 
оон мьььы- 
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Этот раздел ведется у нас 
нз номера в номер с момента 
основання журнала. Публи- 
куемые в нем задачн не 
стандартны. но для их ре- 
шення не требуется знаний, 
выходящих за рамкн ны- 
нешней школьной програм- 
мы. Нанболее трудные за- 
дачи отмечены звездочкой. 
Решения задач нз этого но- 
мера можно присылать не 
позднее 1 ноября 1977 года 
по адресу: 113035. Москва, 
М-35, Б. Ордынка, 2816, 
редакция журнала «Квант». 
После адреса на конверте 
напншите номера задач, ре- 
шения которых вы лосылае- 
те, например, «М456, М457» 
нлн «Ф468». Решения задач 
по каждому нз предметов 
(математнке н физике), а 
также новые задачн — лрось- 
ба присылать в отдельных 
конвертах. Задачн из разных 
номеров журнала присылайте 
также в разных конвертах. 
В письмо вложнте конверт 
< написанным на нем вз- 
шнм адресом (в этом кон- 
верте вы лолучнте результа- 
ты проверкн решений). Усло- 
вня  орнгннальных задач, 
предлагаемых для плублнка- 
цнн, присылайте в двух эк- 
земплярах вместе с вашими 
решениямн этих задач (на 
конверте пометьте: «Задач- 
ник «Кванта». новая задача 
ло физнке» нлн *«... новая 
задача по математике» ). Пос- 
ле формулировкн задачн мы 
обычно указываем, кто пред- 
ложнл нам эту задачу. Разу- 
меется, не все этн задачи 
публикуются впервые. В этом 
номере «Задачник «Кванта» 
составлен в основном низ за- 


дач, предлагавшихся на по- 
следней Всесоюзной олнн- 
пнаде. 
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задачник 


пбанта 


Задачи 
№М461—М465; $Ф473-—-$477 


№461. На столе стоят чашечные весы и п гирь 
различных масс. Гирн по очередн ставятся на чашки 
весов (на каждом шаге со стола берется любая гиря 
н добавляется на ту или другую чашку весов). 

а) Докажите, что гири можно ставить в таком 
порядке, чтобы сначала перевесила левая чашка, 
затем правая, потом снова левая, снова правая 
и так далее. 

Этой последовательности результатов взвешива- 
ний сопоставим слово из букв Г.н В: ГЮГЮГЮ... 
Здесь буква Г. означает, что перевесила левая чаш- 
ка, а буква Ю означает, что перевесила правая 
чашка. 

6)* Докажите, что для любого слова длины п 
из букв г. и К можно в таком порядке ставить гири 
на чашки весов, чтобы это слово соответствовало 
последовательности результатов взвешиваний. 


№462. Плоскость пересекает боковые ребра пра- 
вильной четырехугольной пирамиды в точках, от- 
стоящих от вершины на расстояния а, В, сиа 
(рис. 1). Докажите, что 


И В РИ 
И оны ЗЕ” ВЫ 


К. Шварцман 


М463.* Даны натуральные числа ху, х., а 
И Ив с: и. Суммы хх. +... жи 
и, и, +... и» равны между собой и меньше 
тп. Докажите, что в равенстве х, + х, +... 
Хы = И, У. +... + и, можно вычеркнуть 
часть слагаемых так, чтобы снова получилось вер- 
ное равенство. 

К. Сибиряков 


М464.* На плоскости дано 1000 квадратов со сто- 
ронами, параллельными осям координат. Пусть 
М — множество центров этих квадратов. Докажи- 
те, что можно отметить часть квадратов так, чтобы 
каждая точка множества М попала не менее, чем 
в один и не более, чем в четыре отмеченных квад- 
рата. 

А. Плоткин 
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№М465*. Имеется тысяча билетов с номерами 000, 
001, ..., 999 и сто ящиков с номерами 00, 01, 
.,..„ 99. Билет разрешается опускать в ящик, еслн 
номер ящика можно получить из номера этого би- 
лета вычеркиваннем одной из цифр. Докажите, что 

а) можно разложить все билеты в 50 ящиков; 

6} нельзя разложить все билеты менее, чем в 
40 ящиков; 

в) нельзя разложить все билеты менее, чем в 
50 ящиков- 

Пусть вообще имеется 10 билетов с А-знач- 
ными номерами от 00... 0 до 99... 9. Билет разре- 
шается опускать в ящик, номер которого можно 
получить из номера этого билета вычеркиванием 
некоторых А—2 цифр. 

г) Докажите, что при А=4 все 10 000 четырех- 
значных билетов, можно разложить по 34 ящикам. 
5 д) Найдите минимальное колнчество ящиков, 
в которые можно разложить #А-значные билеты. 
з Попробуйте решить эту задачу для 2—4, 5, 6, ... 


С. Фомик 
® 





ь Ф473*. Рисунок 2 сделан со стробоскопической фо- 
° °. тографии движения двух сталкивающихся шариков 
. одинаковых диаметров, но разиых масс. Стрелкой 
. на рисунке показано направление движения одного 
из шариков до столкновення. 

Рис. 2. 1) Определить отношение масс шаров. 

2) Указать, в каком направлении двигался до 
ЕР столкновення второй шар. (9 кл.) 


(Сл) в ® Ф474. Цепь, показанная иа рисунке 3. собрана из 
одинаковых вольтметров. Первый вольтметр пока- 
зывает (/,=10 В, а третий — (/.=8 В. Каково 

показание второго вольтметра? (9 кл.) 


$Ф475*. На рисунке 4 приведена вольтамперная ха- 
рактернстика лампочки от карманного фонаря. 
Лампочка включена в схему, показанную на рисун- 
ке 5. 
1) Найти графически ток в лампочке. 
2) При каком положении движка потенциометра 
напряжение между точками А и В равио иулю? 
3) При каком положении движка потенйнометра 
4 53 2 Напряжение между точками А и В почти не будет 
“меняться прин небольших изменениях э. д. с. ба- 
тарен? 

Внутренним сопротивлением батареи иренебречь. 
(10 кл.) 





$476. Природный уран состоит из смеси двух изо- 
топов с относительными атомными массами 235 и 
238 и отношением концентраций 7 : 1000. Для уве- 
личения концентрации 0, который применяется 
в атомных реакторах, нспользуется истечение га- 
зообразного соединення ЧЕ, (шестифтористый 
уран) в вакуум через маленькие отверстня. Газ про- 
пускается через трубу Тс пористыми стенками 





© 
3 


ОВ 
Рис. 6. 


№321. При какых натураль- 
ных т и п (тп) можно 
закрасить некоторме клетки 
бесконечного листа клетчатой 
бумаги в черный цвет так, 
чтобы любой прямоугольник 
размера тхХпл — содержал 
ровно одну черную клетку? 





(рис. 6). Прошедшнй через стенки трубы газ откачи- 
вается из сосуда С. Оценить отношение концентра- 
ций 238 ОЕ; и 230, в откачиваемом газе. Отно- 
сительная атомная масса фтора равна 19. (10кл.) 


$477. Резиновое кольцо массы М лежит на гладкой 
горизонтальной плоскости. Кольцо немного растя- 
гивают так, что оно сохраняет форму окружности 
и центр его остается неподвижным. После этого 
кольцо отпускают. Описать дальнейшее поведение 


кольца. Коэффициент упругости резинового жгута 
равен №. 


А. Абрамян 


Решения задач 
М421—М425; Ф432—Ф437 


Докажем, что требуемая раскраска клетчатой плоскости для 
пары {т, л), т < л существует в том и только в том случае, 
когда п делится на м. 

Если раскраска плоскости такова, что в любом ряде 
(зертнкальном н горизонтальном) закрашена черным каждая 
#-я по счету клетка (как на рисунке |, где А=3), то в любом 
прямоугольнике 1ЖА будет ровно одиа черная клетка. Из 
такой периодической раскраскн для пары (1, А) нетрудно 
получить пернодическую раскраску для пары (т, &т): 
нужно измельчить в т раз сетку и в каждой черной клетке 
старой (крупной) решетки оставить черной только одиу. — 
скажем, левую нижнюю клетку (рнсунок 2 получен из ри- 
сунка | нменно таким приемом; здесь & = 3, т-= 2). Итак. 
мы показали. как построить нужную раскраску для пары 
(т, п), если л делится на т. 

Предположнм теперь, что для пары (т. п), Где п не 
делится на лё (п> т_>> 1). построена нужная раскраска, н 
придем к противоречию. 

Рассмотрим два случая. 

1} Пусть лз2м —1. Если два вертикально располо- 
женных прямоугольника т Х п имеют общую угловую чер- 
ную клетку, как показано на рисунке 3. то в них объединенни 
больше ие может быть черных клеток. Но в нем можно раз- 
местить горизонтальный (красный} прямоугольник пл х т, 
не содержащий черной клетки. Противоречие. 

2) Пусть п> 2т —1. Докажем сначала, что еслн 
К — черная клетка. то л-я клетка в том же ряду (считая от 
К) — тоже черная. Рассмотрим два вертикально располо- 
женных прямоугольника т Хх л с общей нижней угловой 
клеткой К и еще два прямоугольника, полученные кз них 
сдвигом на одну клетку вверх (голубой и желтый на рксун- 
ке 4). Поскольку в них должно быть по одной черной клет- 
ке, то черным цветом должны быть закрашены лнбо одна из 
желтых клеток н одна нз голубых, либо одна зеленая клетка. 
Но первая возможность исключена. так как в горизоитальном 
красном прямоугольннке не может быть двух черных клеток; 
значит, зеленую клетку нужно закрасить в черный цвет. 

Рассмотрим теперь квадрат л Х л с черной клеткой в 
нижнем левом углу. Если л = мё г. где 0 хгх р, то 
квадрат можно разрезать на Ё горизонтальных прямоуголь- 
ников ЛХ т н «остаток» — прямоугольник л Жг (рис. 5). 
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Рис. 3. Рнс. 4. Рис. 5. 


Рассматривая эти № прямоугольников, а также прямоуголь- 
ники. полученные из ннх сдвигом на одну клетку вверх, мы 
последовательно убедимся, что в нижней (желтой) полоске 
каждого прямоугольника должна быть черная клетка. Но 
тогда в красном прямоугольнике будет две черные клеткн. 
Противоречие. , 
Н. Васильев, 

С. Охитин 


Ф 


М422. Разбейте произволь- Пусть АВ — большая сторона треугольника АВС. Проведем 
ный треугольных на семь рав- из вершнны А, как из центра, дугу раднусом | АС | н отме- 
нобедренных треугольников, тим точку О ее пересечения со стороной АВ (рис. 6). Затем 
из которых три конгруэнтны из вершины В проведем дугу раднусом |880]; пусть Е — 
между собой. ‚точка ее пересечения со стороной ВС. Из вершины С радиу- 
сом | СЕ | проведем дугу до пересечения со стороной АС 
в точке Р. И, наконец, снова из вершнны А проведем дугу 
радиусом | АЁ | и отметим точку С ее пересечення со сто- 
роной АВ. 

Нетрудно доказать, что точки С, О, Е. Еи С лежат на 
одной окружности. центр которой совпадает с центром О 
окружности, влисанной в треугольник АВС. Соединив этн 
пять точек с точкой О, а также точки Есбиб)сЕ, по- 
лучим требуемое разбнение (см. рисунок 6; 1СЕ |= 
= 1СР |= 106 |. 

Рис. 6. А. Хабелашвили 


$ 


№423. Докажите, что для Если одна нз скобок в левой части отрицательна. то нера- 
любых действительных х, у венство очевидно. Легко понять, что одновременно две скоб- 
и 1 выполнено неравенство — кн левой части отрицательными быть не могут. Поэтому мож - 





ы + у— г. но считать, что все скобки в левой части больше нуля. 
(хе - 2 — 12) х р 7 — 2 ружья 
Хи = Так как х?-- 27 — у2> 0, то 2х — 2-2 
=и+у— 2х — у) 20, 
ха 2— ух или 
ея + 2 и < — 2 (2х2 -- 222 — 22 4- 2х2 — 2х2) >> 0- 


Значит.  (х— 2) (х | 22-4 2 — 29) 50, 
то есть (х— 2х 2+ (х— 2) — 2х — 2) 20. 
Перелишем последнее неравенство так: 


и — (2 — 285 (12 — (х— 2), 
нлн 


ани) Зуб ох, 2. (0 
Аналогично нз неравенства х? -- у2 — 22 >> 0 следует, что 
аб ии+р-ю< 

(+2 — ИЖ + 2х). (2) 
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М№М424. Через каждую верши- 
ни тетраэдра проведена пяос- 
кость, содержащая центр ок- 
ружности, описанной около 
противоположной грани, нп 
лерпендикулярная к противо- 
положной грани. Докажите, 
что эти четыре плоскости пе- 


ресекаются в одной точке. 
5 
Н о 


1 
Рис. 7. 


№М425. Существует ли такое 
натуральное №, что каждое 
рациональное число между 
нулен м единицей представ- 
ляется в виде суммы № чисел, 
обратных натуральным? 


Вер Куапетсесте.ги 


а из неравенства 1/7 -- 2? — х2>> 0, — что 
(х2 = = у?) (хх? — и? Е 22) = 
(ха ших Ри - 2). {3} 
Перемножая неравенства (1) — (3) н извлекая затем 
квадратный корень из обенх частей. получаем требуемое 
неравенство. Г. Гуревич 


Ф 


Пусть $ — одна из вершин тетраэдра. ЗЫ — его высота, 
0, — центр окружности. описанной вокруг грани. протино- 
положной вершине 5. Плоскость. проходящая через верши- 
ну 5, содержит высоту 5Н и отрезок 50, (рис. 7). Про- 
ведем через точку О, прямую, параллельную $; очевидно, 
что она принадлежит нашей плоскости. С другой стороны, 
ясно, что эта прямая проходит через центр сферы. описанной 
вокруг тетраэдра, так что центр сферы принадлежит прове- 
денной плоскостн. Поэтому все четыре нлоскасти, содержа 
центр описанной вокруг тетраздра сферы, пересекаются в 
одной точке. 
‚А. Ягубьянц 


Ф®* 


Обозначим через Аи множество чисел. представнмых в 
виде суммы ие более, чем л слагаемых. обратных иатураль- 
ным. Тогда Ан, = [< -- И9!. ХЕА,. 9ЕМ (натураль- 
ное): ясно. что А+, Ал. 

Мы сейчас докажем, что А» (ни при каком л} не содержнт 
все рациональные числа промежутка ] 0; 1 ( Для этого до- 
кажем инидукцией по л более сильное утверждение: 

1. В любом отрезке (а; 6] С 0; (| найдется целый 
отрезок |с: 4]. не пересекающийся с Аи”). р 

Для п = 1 это очевидно. Докажем это утверждение для 
векоторого п, считая, что для п — \ омо доказано. 

Пусть задан отрезок [а; 8} С ]10;1|. Выберем отрезок 
[с а | С |: 6]. не пересекающийся с Ай__,. н возьмем 
число т © М, такое что 4, — со> 2/т (т.е. 2Да, в) 
<т. Тогда ни одно из чисел вида м -- 1/4. ге ое А}, 
4—= т. не лежит в правой половние |с;; 4,] отрезка [со; 
9}: если а < со, то я Ме < (6. + 4,72 = с. Мы мо- 


жем. далее. последовательно выбнрать [6:4] > [е»: 
931 > {е; 41>... 2 [6т: 4т] так. что [6ь — ИВ; 
@ —!#] ис пересекается с Ал (Ё=1,2....,.т). 


В промежутке [с.; 4]. тем самым, не будут содержаться 
1 1 


числа вида а-- о нат, га Е Ал. 


8 
4— т; в промежутке [с;; 453} не содержатся числа вида 


9 ЕМи 


| 1 
м”, оз с ая д т. чЕ Ап. ит. д: 


так что в промежутке |сш; Ч [ не будет уже содержаться 
никакое число вида © -+ 1/4, хе Ал. 96 М. То есть 
отрезок [ст; Чт] не нересскается с Ал. что н требовалось 
доказать. 

Таким образом. ответ на вокрос. поставленный в задаче 
№25. отрицательный: такого натурального числа № нет. 

В решениях, прислапных читателями, был замечен 
целый ряд свойств множестна Ал; некоторые из инх снль- 
нее, чем доказаниое выше свойство [. 





*> Как говорят, множество Аи нигде не плотно, 
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$432. В стеклянном шаре 
имеется воздушный сфериче- 
ский пузырек. Необходимо 
найти способы измерения 
диаметра этого пузырека. 
Шор должен остаться целым 
Способы должны быть опи- 
соны как можно точнее. 


Рис. 8. 
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Другие свойства А». которые также отличают его от 
множества всех рациональных чисел: 

ИН Ал не содержит никакой бес конечной возрастающей 
последовательности. 

Это свойство эквивалентно таким двум. 

ПТ, Для каждой точки х Е А’ сиществует ближайшая 
к нец слева. 

ТУ. В каждом подмножестве Ап есть наибольшее число. 

\У. Пределом  последовательностей различных чисел. 
содержащихся в Ап, может быть только число, содержа- 
щееся в Ал_, или 0 (а ие любое действительное число 
на отрезке, как было бы, если бы Аз содер жало все рацно- 
нальные числа этого отрезка! 

Доказательство этого последнего свойства особенио изящно. 
} 1 
й А, фт т т} Иа 
Пусть т — ту = т) ›91 9 53...5596 „= 
1 п 

— 1.2... —некоторая последовательность чисел из Ад. стремя- 
щаяся к пределу а. Мы можем выбрать из последовательностн 
9 ыы (натуральных чнсел!) либо возрастающую лодпос- 
ледовательность. либо «стационарную». в которой повторяется 
одно и то же число; потом (выбросив все остальные хш) ту же 
операцню проделать для И нт. д. Поскольку все хи раз- 


личны, некоторая подпоследовательность 4""”обязана воз - 


растать н стремнться к бесконечностн. Таким образом. мы 
получим, перейдя к подпоследовательности, такие хш, что 
для пекоторого г < п 


ЧЕ РЕЯ=... = при Г< пд + со для 
# > гпри т-оо 
: | Г. 1 
Тогда число а = Имхт = ——--..- -- —-принад- 
то 91 32 9» 


лежит АС Ал_—, (заметим, что число а может оказаться 
нулем, еслн уже низ последовательности т мы сможем вы- 


брать возрастакицую}. С другой стороны, очевидно, что каж- 

дая точка А„_, действительно будет предельной точкой Ал. 

Теперь читатель без труда докажет н свойства Ш, ПШ, 

ГУ множеств Аз. Разумеется, из \ легко вывести и утверж. 
дение задачн (по индукции). н свойство 1. 

Н. Васильев 


$ 


Прежде всего выясним, на каком диаметре шара находится 
центр воздушного пузырька. Для этого положим шар на 
горизонтальную поверхность и подождем. пока прекратятся 
его качания. В положении устойчивого равновесия шара 
центр пузырька ложит на вертнкальном диаметре, выше центра 
шара (рис. 8). 

Затем найдем положение центра тяжести шара с пузырь- 
ком. Поместим шар на изклонную плоскость и будем медлен- 
но увеличивать угол наклона плоскостн к горизонту. Прн 
этом шар будет поворачиваться вокруг горнзонтальной оси, 
проходящей через его геометрический центр. так, чтобы в 
любой момент центр тяжести шара находился на вертнкали, 
проходящей через точку касания шара с плоскостью. Шар 
начнет скатываться (при достаточно большом коэффициенте 
трения скольжения между шаром и плоскостью), когда центр 
тяжести займет самое правое из всех возможных его поло- 
жений (рис. 9). Это позволяет определить положение 
центра тяжести шара с воздушным пузырьком: он отстонт 
от геометрического центра шара на расстояние 


| Юзта, 


где А — раднус шара, @ — угол наклона плоскости к гори- 
зонту, при котором шар иачнет скатываться. 

Теперь займемся непосредственно определением разме- 

ов пузырька н его положення внутри стеклянного шара. 

редположим, что мы заполийлн полость стеклом. из кото- 


ВИрукуагитсстие ги 





Рис. 10. 


Ф433. Дее одинаковые плоско- 
выпуклые линзы с фокусным 
расстоянием Е = 20 см каж- 
дая расположены на расстоя- 
нии { = 30 см друг от друга. 
Оптические оси линз совпа- 
дают, линзы обращены друг 
к другу плоскими сторонами. 
Где будет находиться  изо- 
бражение источника, нахо: 
Эящегося на расстоянии 4 -= 
== 40 см от левой линзы, если 
пространство между линза- 
мин заполнить стеклом с по- 
казателем преломления та- 
ким же, как у линз? 


Ф434. Какое количество теп- 
лоты выдглится на сопротив- 
дении ЮВ при установлении 
равновесия после замыкания 
ключа К (рис. ГП), еся кон- 
денсатор был предварительно 
заряжен до разности потен- 


рого изготовлен шар. Центр тяжести переместителя в геомет- 
рический центр шара. Это означает. что 


4 4 
—. пбра = 3 п (К — 22). 


Здесь г — радиус воздушного пузырька (полости), р — плот- 
ность стекла. а — расстояние от центра пузырька до центра 
шара (рис. 10). Взвесив шар н воздухе н в воде {с известной 
плотностью ре}, можно записать еще два уравнения: 


4 = 
4 (К — З)р| а |= Ра, 


4 . - 4 — 
3 м (К — Пр [Е — 5 по [= Р» 


Решив систему трех уравнений с тремя неизвестными, най- 
дем радиус пузырька г и его положенне а. 

Возможен другой способ измерения г — оптический. 
Достаточно поместить шар в жидкость с показателем пре- 
ломления, равным показателю преломления стекла, чтобы 
шар в этой жндкостн стал невидимым. Рассматривая ход 
лучей, например, от точечного источника, можно найти г 
(проверьте это самостоятельно }. 

жно, конечно, предложить и МНОГО других способов. 
Поэтому мы обязательно еще раз вернемся к этой задаче, 
когда ознакомимся со всеми лисьмами наших читателей. 


Ф 


Обозначим через [ расстояние от левой линзы до нзображе- 
ния источинка, которое образуется при преломленин наз вы- 
пуклой сферической поверхностн левой линзы. Это расстоя- 
ине связано с расстояннем @ от источника до левой лнизы 
соотношением 


1 тп | 
и т. 


где п — показатель преломления стекла, А — раднус сферн- 
ческой поверхностн Линзы. 

Аналогичное равенство можно записать для преломления 
на выпуклой поверхности правой лиизы: 


ЕЕ У 
Я т Р == (м — 1} в. 


Здесь 4 = { — / — расстояние от первого изображения, ко- 
торое является «источником» для второго преломления, до 
правой линзы, а Г — искомое расстоянне от празой линзы 
до нзображения. даваемого системой. Кроме того. для каж- 
дой линзы в отдельности выполняется соотношение 


1 ] 
ПИЩЕ. 


Решая все три уравнения совместно, найдем }': 


‚ Е а-— В) — па 
Отчет. рт 


Полагая п = 1,5, получим [”->10 см. 


х 


За малый промежуток времени АЁ на сопротивленни А вы- 
делится количество теплоты 

АО —= Ц! м = ИвАч. 
где Ил — напряжение на сопротньленни и 4&4 — заряд. 
прошедший через сопротивление за время АЕ. Очевидно, что 
Ад равен изменению заряда конденсатора. Так как заряд 
конденсатора $ спязан с напряжением на конденсаторе Ис 


3 


ПирукуаРитестие гу 


циалов 20? 5.0.с. источни- 
ка И, емкость конденсатора 
С. Внутреннее сопротивление 
источника пренебрежимо ма- 
Аб. 





12. 


Рис. 


Ф435. В установке, показан- 
ной на рисунке 13, муфта М 
прикреплена к двум  одина- 
ховым пружинам, — коэффи- 
циенты жесткости которых 
= № Н/м. Муфта без 
трения может скальзить по 
зоризонтальному  стержню 
АВ. Установка вращается с 
постоянной угловой скоростью 
« = 4,4 раде вокруг вер- 
тикальной оси, проходящей 
через середину стержня. Най- 
ти период малых колебаний 
муфты. Масса муфты т = 
—= 0,2 кг. 

При коком зночении ® 
колебаний муфты не будет? 


Рис. 13. 
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сботношением 4 = Сс. то изменение заряда конденсатора 
пропорционально нзмеиению напряжения: 
А — САЦс- 
Напряжение (/я на сопротивления А равно 
Ив = Че — (0. 
Такнм образом, 

А0 = (Ис — МСАИс = СИс АЦ с — СЦЧАЦс. 

Полное количество теплоты, выделивщееся на сопротнв- 
лении А прин установлении теплового равновесия, равно сум- 
ме АО: 

Вычислим эту сумму. 
Напряжение на конденсаторе уменьшается от 2И до И. 


Поэтому 

# Ас = (0. 
Сумма Ис ЛИс численно равна площади фигуры (трапеции) 
под графиком функцин у = Ис {рис. 12): 


и И 3 
ге 


Тогда окончательно 


бе си — си? = Си?. 

Задачу можно решнть. пользуясь законом сохранения 
энергии: количество теплоты, выделившееся на сопротивле- 
нии Ю, равно разности работы источника н изме нения энер- 
гии конденсатора. 


х 


При вращении установки муфта совершает колебания около 
положения равновссия. еслн при отклонеини от этого поло- 
жения равнодействующая всех сил, действующих на муфту. 


сообщает ей ускорение а относительно стержня, направлен- 
ное к осн вращения. Это возможно, если В неподвижной сн- 


стеме координат ускорение муфты ао направлено к оси вра- 
щения стержня и превышает центростремительное ускорение 


ац той точки стержня. в которой в данный момент находится 
> = = 
муфта: |а |= |4° | — [аи | 
Пусть муфта находится на расстоянии х от оси вращения 


стержня, тогда центростремительное ускорение точки стерж- 
ня, в которой находится муфта, равно ‹х. и 


[а |= [а° | — 9х. 

На муфту со стороны пружин действуют силы упруго- 
сти. равнодействующая которых направлена к оси вращения 
стержня и равна в проекции на ось Х — #х — Ах = — 2йх- 
Согласно второму закону Ньютона 

та = — 2х, 
нлн 
(а + вх) = — 2х. 
Запишем это уравнение следующим образом: 
24 
пре [= — ©? ) х. 


т 


Мы получили, что ускорение муфты прямо пропорционально 
ее координате, взятой с противоположным знаком. Это озна- 





чает. что муфта совершает гармонические колебания. Пе- 
рнод этих колебаний 
2л 
Т 5—5 Е —0,7 С. 
#02 
т 


$436. Плотность р газа. 
состоящего из смеси гелия и 
аргона, при давлении р 

= 152 кН/м? и температу- 
ре Т == 300 К равна 2,0 ке/ м3. 
Сколько атомов гелия содер- 
жится в | см3 газовой смеси? 


$437. — Проволочная рамка. 
имеющая форму — треуголь- 
ника с Уелом а —= 30°, поме- 
щена в вертикальной плос- 
костн так, как показано ни 
рисунке 14. По проволоке мо- 
гут 0гз трения скользить 
связанные друг с другом нитью 
два грузика с массами ту =- 
= 0,Г ке и т. = 0,3 кг. Че- 
му равно натяжение нити и 
угол В в’лоложении равнове- 
сия ерузиков? 

Является ли это равно- 
весие устойчивым? 


пирукуай тесте. ги 


Колебаннй муфты не будет, если при смещении муфты 


нз положения равновесия ее ускорение а отиоснтельно 
стержня окажется направленным от оси вращения. то есть 


2 0, нли «>И = Ю рад 
т т 


Ф 


Для того чтобы найти число молекул {атомов} гелия М, 
в объеме И == 10-6 м?, надо определить отношение массы 


гелия ла к его молярной массе ц: = 4.10-3 кг/моль: 
т 
М = МА. (1) 
На 


Залишем уравнения газового состояния для гелия н 
аргона: 


ев ИВ, 
И, т 


(р: -- давление гелия, р, — давление аргона, т, — масса 
аргона, и, = 40-10-3 кг/моль —его молярная масса) Сог- 
язсно закону Дальтона давление смеси газов р = р, г рР.. 


то есть 
_ [а т) ЕТ 
= [+ т т ®) 


Плотность р смесн равна сумме плотностей гелня и аргона: 


р= ри р = +9. (3) 
тр = ту т 


а’ 


Из равенств (2) и (3) найдем отношение подста- 
вим его в выражение (1) и получим 
ри, — РАТ 


№ в = № А у у] ТА: Е ит № 


2-4.101$ м-3 = 4.10% см-3 


х 


На рисунке 14 показаны все силы, действующне на грузнкн. 
> - 

Силы Гун ТГ. натяжения нити равны по абсолютной вели- 

чние и противоположно направлены: 7  — Тин |Т, | 


[Т. | -Т. Силы реакцни Ми №. перпендикулярны 
к сторонам рамки и, следовательно. образуют друг с другом 


угол 907. Снлы тяжести п\& и тоя, как всегда. направлены 
вертикально вниз. 

Так как система из связанных нитью грузов находится 
в равновесни, то 


ММ. РТ, Го пя + т = 0. 
или 


МЕ М. ми -- тя — 0. 


Это означает. что векторы №,, №» и п + тя образуют 
треутольник (рис. 15). причем этот треугольник прямоуголь- 


^^ 
ный: ВАС = 90°. В равнонесии находится и каждый из гру- 
знков. Следовательно, 


тв №, + Т, = 0, М, те Т.= 0. 
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Рис. 14. 





О а-созВ 


Рис. 16. 
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— 


Из этих равенств следует. что вектор Ту, соединяет вершину 
< 


А зреугольниха АВС с точкой Е. а вехлор Т, — точку Е 
с точкой А. 
^^ —^ 
В треугольнике АЕС АСЕ=а и САЕ = 90° — В, 
^ —^ 
а в треугольнике АВЕ АВЕ = 90° — < и ВАЕ =я В. Соглас- 
но теореме синусов 








тот мер мат. 
эта — зп 90" —Р — сор‘ зар 510 (90° — а) 
=. 
— 6059 * 


Решая эти уравнения совместно, найдем 
ть == : 
{ЕВ = т, ва = зи 3, В79°; 


о 5то 
Т=т, | в | псов рт"? Н. 


Теперь выясним. является ли найденное положение рав- 
новесня устойчивым. Положение равновесия устойчиво, еслн 
потенциальная энергия системы в этом положении мини- 
мальна. то есть центр тяжести системы грузов находится в 
наннизшем положенни. Для того чтобы выяснить. выцол- 
кяется ли это условие, найдем координату центра тяжести 
системы. 

Обозначим длину стороны ВК проволочного треуголь- 
ника {рис. 16) через а. а длину нити — через /. Центр тяже- 





. то 
сти системы (точка 0) делнт длину нити в отношении т. = 
: 
с: Г ть 
ледовательно, он находится на расстоянии = 
р 8 ++ т 


от левого грузника. Мз рисунка 16 видно, что 
уо = (9@—1с0$ В) т я— В чт (В-—2) = азт 9 — Ксоз В зп @-- 


та 
т т: 


ых эн (р— @))). 
Это выражение мннимально, когда максимально выражение 
; НЯ й 
у == ©0$ Выта - т, лы 51 (В — а). (*) 
Преобразуем выражение (*): 
Взта- РЕ 1 В со; & та) 
= г ее Е - $ — с05 р м Е 
ут = 0$ В $1 А прсо с05 В 5 


т. 


и : 1 а 
=_= 5 505% ——— бо 0% — 
ттт. м В 55 т т. В 
= ми ВФ), {**) 
я т р ть 
где т $ — т) = т. УШ@Я, 60$ Ф = т) т. 0$ 


пи 
н = ти на. 


Омчевидио, что выражение (+=) махсимально при 
л т. 
В-1- $ 7, Нли 48 В —= сд = —— са. 
ту 


Следовательно. найденное положенне равновесия устойчнво. 
Тот, кто умеет дифференцировать, мог бы найтн это значе- 
ние В из условия экстремума (максимума) выражения (*). 


И. Слободецкий 
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Нефроида 


Нефроиду можно определить 
как траекторию — фиксиро- 
ванной точки подвижной ок- 
ружности (Оз, г). катящейся 
снаружи без скольжения по 
неполвижному кругу (О. 2:) 
(рис. 1). Когда, например, 
окружность (Оу, г) повернет- 
ся из начального положения 
на угол 2<, то описывающая 
нефроиду точка попадет нз 
Мов положение Л{. Нефрон- 
да обладает центром симмет- 
рин Ои двумя взаимно пер- 
пендикулярными осямн сим- 
метрнн. 

Укажем некоторые свой- 
ства нефроиды н использу- 
ем их для другого ее пост- 
роения. Пусть ЮМ — дна- 
метр окружности (О, Пн 
Т—= (МЮ)Г\ (0. 27). Пусть. ла 





лее, И=(ОГУГ4ММ).Можио 
доказать, что ИМ каса- 
тельная к нефроиде в точ- 


ке М (см., например, постро- 
ение касательной к дельтои- 
де в «Кванте», 1977, № 3). 

Треугольники О.МЕ п 
ЮОТ — равнобедренные. 
Значит, О,МВ=О,ВМ= 
=ОЮТ—=отТВ. 
ОТИМО. Треугольники 
МО и (ОМ — подобны. 
Следовательно, треугольник 
ера равнобедренный н 
1/0 |4. ИМТ — прямо- 
угольный треугольник. Опн- 
нем Около него «сийюю» ок- 
ружность (О, 37). Тогда 


в —^@ —” 
МТ= 24.3 = 3. = МОГ. 
На этом основан второй спо- 
<с0б построения нефроиды: 
катим но неподнежному кру- 
гу (0, 2^) окружность (О„, 37). 
касающуюся его так, как по- 
казано на рисунке 1. Не- 
фроиду описывает точка 
МЕ(О;, 32). 

Для дальмейшего 
понятие 
мейства 


Поэтому 


ведем 
«огибающая се- 
кривых {1.}». Оги- 


бающая — непрерывная кри- 
вая { такая, что: а) каждая 
ее точка принадлежит одной 
из кривых ‹емейства {1.} 
н, обратно, каждая из кри- 
вых В {2} имеет с Г общую 
точку; 0) в каждой такой 
точке Хасательная у [ну 
соответствующей кривой из 
{1} — обная. В частности, 
если {1} — семейство пря- 
мых, то каждая из них долж- 
на касаться огибающей в ие- 
которой ее точке. На чертеж 
часто огибающая не наносит- 
ся, но, тем не менее, внд- 
на, если кривых семейства 
{2} нарнсовано — много». 


Именно Так предстает не- 
фроида на второй странице 
обложки — как 
семейства 


огнбающая 
кружностей. Что- 








| 


О ты 
Рис. 3. 


бы убедиться, что эта оги- 
бающая действительно не- 
фроила, можно провести из 
точки Й отрезох прямой 
ВУ ТОМ с. Ясно, что |ВУ |= 
= 2х т Ф=|ЕА] ичто ЮМ 
ИМ. Значит, № — касатель- 
ная к окружности (Ю, |В Мн, 
одновременно, к нефроиде. 
Чирнгауз, о котором 
говорилось в подписи к вто- 
рой странние обложки, изу- 
чад главным образом «оп- 
тнческне» кривые, средн 
которых видное место заци- 
мали катакоаустики. Ката- 
каустика данной кривой — 
это огибающая отраженных 
от нее лучей света. Пусть 
СР — один из таких парал- 
лельных лучей, идущих, на- 
пример, от Солнца. Если 
СР попадает на вогиутую 
«синюю» цилиидрическую по- 
верхность (рис. 2), то он от- 
ражается от нее под углом ©, 
раввым углу падения. Рас- 
смотрим окружности 


1ОР| 1 ОР] 
ето (6.191 
(рис. 2). 


Тогаа СРО-=РОХ=ОоРЧ=0 


Ясно, что 00.М-=29 н точка 
АМ может быть получена про- 





катывацнем окружностн 
Ча 

0, 4 вокруг 

/„ [ОР] 

2) 

на угол 28 из положения Ме. 

Следоватеньмо, ЛУЧ света 


РО действительно касается 
нефронды в точке М. 
Половиику нефронды при 
ярком  солице можно увн- 
деть утром над чашкой кофе. 
Нефронда можст быть так- 
же Получена как огибаю- 
щая следующего семейства 
прямых. Рассмотрим {рнс. 3) 
окружность с центром в О 
н два ес взаимно перпенди- 
кулярных диаметра Ох н 
Оу. Выберем произвольно 
на днаметре Оу точку В я 
сделаем с помощью окруж- 
ности (В. |ВО |) засечку А 
на исходной  окружностн. 
Проведем для всевозможных 
зочех В через точки Ви А 
прямые ВА. Огибающая се- 
мейства этнх прямых — 
нефронда. Докажите это. 


В. Березин 
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По страницам школьных учебников 


А. Земляков, Б. Ивлев 


Задачи 
на повторение 


В начале учебного года мы предлагаем 
ученикам ГХ—Х классов не совсем 
обычное задание. К каждому из пере- 
численных ниже вопросов дано пять 
варнантов ответа (а, б, в, г, д), 
из которых в точности один — пра- 
вильный. Найдите и подчеркните его. 
Зафиксируйте время, которое вам по- 
требовалось; сравните ваши ответы 
с приведенными в конце номера. 

Этн задания предлагались на рес- 
публиканских олимпиадах по мате- 
матнке в 1977 году, причем на их 
выполнение давалось от 30 до 45 мн- 
нут. В среднем из 10 ответов верными 
оказывались только шесть. А как 
будет у вас? 


ТХ класс 


1. Сколько стрелок можно оста- 
вить на рисунке | так, чтобы онн 
задавали функцню с областью опре- 
деления Х <- {х,, х.. х}? (Укажитзе 
все возможности.) 


Рнс. 1. 


Вр Куапетсесте.ги 


Ответ. а) Только 3; 6) все 6; 
в) от О до 3; г) от Одо 6; д) от 3 до 6. 
2. При каких значениях т дробь 
т —т 
2ут 
равна 0? 
Ответ. а) тё{0; — ЕЕ}; 
6) тЕ {0; };вт=0; р тЕ{—1; 1}; 
Дт =}. 
3. Какой график имеет уравнение 
х? — у? = 0? 
Ответ. а) Пустое множество; 
6) точку; в) прямую; г) объединение 
двух прямых; д) окружность. 
4. При каких значениях а-н В 
справедливо соотношение 


Уа =И—а ИВ? 


Ответ. а) а = в = 0; 
6) ас ]-—- <; 0], БЕ]|--ю; 0]; ва 
н Ь одного знака; г) при любых а 
н 6; д) ни при каких ан 6. 

5. Число А задано с точностью 
до 001, число В — с точностью до 
0,02. С какой точностью можно ука- 
зать число 2А — В? 

Ответ. а) 0,01; 6) 0,02: в) 0,04; 
г) 0,00: д) ответ зависит от значе- 
ний Дн В. 

6. В треугольнике длины сторон 
равны 3.5, п, где п — натуральное 


число. Укажите возможные значе- 
ния п. 
Ответ. а) п >|; бп=3; 


в) п 8; Г 3 п=7 дзата 
=5 

7. Укажите значение с0$ (90° -- 
+ а). 


Ответ. а) 5па; 6) соза; 


в) —мпа; г) —<05а; д) это значе- 
ние не определено. 





8. АВСР — квадрат. Найдите 
образ вершины А при композиции 
5ь°5а симметрий относительно ука- 
занных на рисунке 2 осей аи 6. 

Ответ. а) 4; 6) В: в) С; 0р; 
д) точка, не являющаяся вершиной 
квадрата. 

9. В треугольнике АВС отрезок 


АМ — медиана. Укажите вектор х = 


= АМ + ВМ. 

Ответ. а) АВ; 6) АС; в) ВС; 
г) ВА; д) СА. 

10. Высота правильного — тре- 
угольника АВС равна 1. На каком 


расстоянии от вершины А следует 
провести прямую, параллельную пря- 
мой ВС, чтобы она делила треуголь- 
ник АВС на две части одинаковой пло- 


щади? 

Ответ. а) \,; 6): в) 
г) и 2/2; д) Из. 
Х классе 

1. Сколькими различными  спо- 


собами 12 человек можно распреде- 
лить на работу в две смены по 6 че- 
ловек? 


Ответ. а) С; 6) 4; в) > 15; 
г) С.С; д РР. 


2. Ланы два действительных чис- 
ла х = 0,1093... и у= 0,3006 . 
Сколько цифр после запятой Можно 
указать у их суммы х | и? 

Ответ. а} четыре; 

в) две; г) одну; д) ни одной. 


6) трн; 


ПируКуаРитсстие.гу 


3. Какими из свойств монотон- 
ности и ограниченности обладает по- 


следовательность а, = 


= —-? 


п?" 

Ответ. а) возрастает и не огра- 
ничена; 6) убывает и не ограничена; 
в) возрастает и ограничена; г) убы- 
вает н ограничена; д) не ограничена 
и не монотонна. 

4. Функция { дифференцируема в 
точке х,. Чему равен предел 


НИ, (7 + 49) —Р (о). 


Ответ. а) 0; 6) #(х)); 
в) —/ (2); г) Ё (%%); д) этот предел 
не существует. 

5. Найдите производную функ- 
цин о (9 рю. 

Ответ. а) 10 (5 +1}; 


6) 100 (х® + 1); в) 
г) 1008 (9 + 1; д) м (+1. 

6. Плоскость пересекает ребра 
АВ, ВС и СО тетраэдра АВСР 
(не в вершинах). Какое еше ребро 
будет пересекать эта плоскость? 

Ответ. а} [АС]; 6) 140]; 
в) {ВР]; г) никакое; д} еще два реб- 
ра. 

7. а, 6, с — векторы в простран- 
—= 90”, (5. с) = 90°. Ка- 
ково возможное значение ф = а, ©)? 


ф = 0; б) Ф = 90°; 


10х® (хе + 1); 


-^Щъ 


стве, (а, 6) 


Ответ. а) 


в} ф = 180°; г) 0° 9 = 90°; д 0’=< 
< ф= 180°. 
Советуем десятиклассникам ре: 


шить и задачи для ]Х класса. 


(8: 3), (6; №, 6: 1. 6; 2). (2; 4). (0; 0). 9; — 1. 
Продолжаем (6; 3), (5; 6), (4; 6), (4; 7 н (10; —2), (8; —4), (9; —2), 
к (12; "5. (—10; 17), ре № о. ти ты [10 

ожннков СООО ео 
{9; . (С ). (2; —2).4Е—0-К 0, 12; 

художников 62. 6 3 орз 4 
Напоминаем, что точки в де- (П; —6), (1; 4), 4: —И) (6; 4, (8:3. 09; 3). (И; 5), 


картовой системе координат 
нужно ставить по очереди и 
соединять каждую точку от- 
резком с предыдущей точкой. 

Что у вас получится, вы 
увидите сами! 

1. (4; 7, 65; 8), (6; 8}, 
(8; 93), (9; 9), (2; 8). (9; 8, 
{6; 7), (7; 6), (9; 6). (11; 5), 
(12; 3). (2; 2). (3; 3), 
(12; 1}, {7; 1. 8; 2). 60: 2). 


(5; —Н)}), (5; —18), (—5:—18), 


(5; И с — 
{— 1:4), 3:2). 21, 
(9: 59. (--11; —4), (1:5) 

—5; 8), (—12: 15) и 


— 14). (-1; | 
(0: — 14), (4: М), (4: —16), 
(0; —16). 

3. (10; 7), (11; 6), (12; 7). 
(12; 6), (13; 5}. (14; 3), (13: 3), 


(10; К н 025: 5). 


3-9). 4-2 
же Зе; 4), © 10: 
СВ: Е 1, 18 
—14), (И; —14), СЮ; 
—12), {—9; — И), -5; —9), 


{—6; —9), (—5; —8), (4; 
—6)}, (5; —5). (4—4). 
(—3; Ч н(-& -3,5). 


А. Синельников 
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Ее 


«Квант» для младших школьников 





Задачи 


1. Один гражданин захотел вы- 
пить стакан сока. Он подошел к кио- 
ску и выложил перед продавщицей 
все деньги. которые у него были — 
бумажные купюры и мелочь. Пр одав- 
щица пересчитала деньги. положила 
их в общую выручку, затем налила 
стакан сока стоимостью 9 копеек н 
отсчитала сдачу. Но при этом она 
ошиблась’ дала столько копеек, 
сколько полагалось дать рублей, 
а рублей дала столько, сколько по- 
лагалось дать копеек. 

Гражданин, не счигая, положил 
деньги в карман и ушел, а придя 
домой, обнаружил, что денег у него 
стало в четыре раза больше, чем было. 
Сколько денег было у гражданина? 


2. Килограмм пломбира на 40 ко- 
пеек дороже килограмма шоколад- 
ного мороженого. Андрей и Виктор 
заказали по 150 г мороженого. при- 
чем у Андрея иломбира вдвое болыше, 
чем шоколадного, а у Виктора того 
н другого поровну. Чья порция до- 
роже и на сколько? 


3. Ромб АВСР «раздули» в четы- 
рехугольник А,В,С.О, (см. рисунок: 
А, 1)А), | А.А| == | АБ] и т. д.). 
Площадь ромба АВСО равна 5. До- 
казать, что А,В.С,О, — параллело- 
грамм и иайти его площаль. 


4. Почему ножницы, которыми 
пользуются портные, делают с ко- 
роткими ручками и с длинными аез- 
внями, а ножницы, которыми режут 
металлические листы, например, 
жесть, делают с длинными ручками 
н с короткими лезвиями? 
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А. Перышкин 
Оригинальное 
доказательство 
закона Архимеда 


{Из истории физики) 


Вопросами гидростатики, основы ко- 
торой были заложены Архимедом, 


занимались многие ученые. Среди 
них — голландский ученый Симон 
Стевин (1548—1620). В своей кни- 


ге «Начала гидростатики» Стевин дал 
простое, но очень оригинальное до- 
казательство закона Архимеда. Из- 
ложению этого доказательства пред- 
шествуют семь постулатов — утвер- 
ждений, не требующих доказательств. 
Вот один из этих постулатов: 

«Собственным весом тела является 
вес его в воздухе; в воде вес тела являет- 
ся иным» *). 

Далее Стевин доказывает такое 
«Предложение»: «Вода удерживает в 
воде любое положение». 

Дана невесомая форма А. содер- 
жащая воду и номешенная в воду ВС 
(рис. 1). Требуется доказать, что вода 
А не будет перемещаться. 
Доказательство. Еслн бы 
было иначе и вода А не осталась бы 
на месте. а опустилась в ДР, то вода, 
которая заняла бы ее место, также 
опустнлась бы по той же причине; 
таким образом, вследствие перемеще- 
ния А вода пришла бы в вечное дви- 
жение, что является абсурдом. 

Подобным же образом доказывает- 








*) Долгое время «вес» рассматривался 
как некая характеристика тела. В этом смыс- 
де «собственный вес» следует полимать как 
«чистую» характеристику. ничем не нска- 
женную. Следовало бы говорить о собствен- 
ном весе тела как © весе его в вакуухе. но 
в то время не различалн понятия «воздух» 
и «вакуум», 


ся, что А не поднимется и не переме- 
стится в какую-либо сторону; по- 
этому она будет пребывать там, где 
она помещена — в Д, АД, Ё, С или 
любом другом месте в воде ВС. 

Опираясь на доказанное предло- 
жение, Стевин затем доказывает сле- 
дующую теорему: 

Всякое твердое тело весит в воде 
менее чем в воздухе на величину веса 
равного ему объема воды. 

Дано твердое тело А и вода ВС 
(рис. 2). Требуется доказать, что 
если А будет помещено в воду ВС, 
то вес его будет меньше чем в возду- 
хе на величину веса воды, занима- 
ющей объем, равный объему А. 
Доказательство. Пусть О— 
невесомая форма, подобнля и равная 
по объему телу А. Наполним ее водой 
н поместим в воду ВС. Согласно до- 
казанному выше  «Предложению», 
форма Д будет сохранять в воде ВС 
любое положение. Выльем из формы 
Ю воду и поместим в нее тело А. 





Рис. 2. 


Рис. 1. 


Теперь вес содержимого формы Д бу- 
дет равен весу тела А, уменьшенному 
на вес вылитой воды. Но объем вы- 
литой воды равен объему А. Следо- 
вательно, вес тела А в воде меныше 
чем в воздухе на величину веса воды, 
занимающей объем, равный объему 
тела А. 
* ж ж 

В заключение мы рекомендуем 
тем. кто интересуется историей фи- 
зики, прочитать киигу «Начала гид- 
ростатики. Архимед, Стевин, Гали- 
лей, Паскаль» (Государственное тех- 
нико-теоретнческое изд-во, Москва, 
1932 ). В ней приведены переводы ори- 
гннальных работ по гидростатике Ар- 
хнмеда, Стевина, Галилея, Паскаля. 
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Раскрой квадрата 


Редакция получила свыше 1000 композиций 


по объявлениому конкурсу (см. «Квант» 
№ 2. 1977). Было отобрано 24 композиции 
цая публикации: 1!— А Рябчиков (Го- 
мельская обл.}; 2, 7, 9— А. Можарова 
(Тамбов); 3— А. Царев (Черновцы); 4, 
17, 18 —А. Потапов (Московская обл.}; 
5 —Н. Трифонов (Красноярский край); 
6 — И. Олейникова (Ставропольский край}; 
8 — С. Петраш (Ленииград); 10 — А. Сой- 
фер (Пермь); 11, 12 — С. Губенина (Усть- 
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Каменогорск); 13 — И. Цыганков (Севасто- 
поль); 14, 15 — А. Парфиров (Ульяновск); 
16 —©0. Шац (Московская обл.); 19 — 
Н. Тарасов (Новгородская обл.); 20, 21 — 
С. Коряк (Днепропетровск); 22 — 0. Дым- 
кова (Пенза); 23 — П. Капралов (Пенза); 
24 — Л. Таначева (Удмуртская АССР). 

По итогам конкурса лучшими были призна- 
ны композиции шестнклассиицы Светы ГУ- 
БЕНИНОЙ и девятиклассниц Иры ОЛЕЙ- 
НИКОВОЙ и Тоня МОЖАРОВОЙ, которые 
награждаются подпиской има «Кваить иа 
1978 год. 








> =. 


&.савнн 


КОоОРДИНЕТЫ 


Я думаю, каждому из вас прнходн- 
лось обращаться к прохожим с прось- 
бой объяснить, где находится то или 
нное здание или учреждение. Отве- 
чающих можно разделить на трн ка- 
тегорин. Первые машут рукой в не- 
котором направления ни говорят «там», 
иногда добавляя «минутах в двадца- 
тн ходьбы». Вторые говорят прибли- 
знтельно так: «Пройдите булочную, 
там будет поворот налево, но вы туда 
не поворачивайте, а идите прямо ми- 
мо кафе, а когда пройдете книжный 
магазин, поверните налево, идите мн- 
мо школы, потом будет желтый двух- 
этажный дом с колоннами, вот на- 
против него и будет ваше учреждение». 
Третьн отвечают так: «Идите прямо 
до улицы Чернышевского, поверните 
по ней налево и второй дом от пере- 
крестка с улицей Добролюбова на 
правой стороне — тот, который вы 
нищете». 


И вот, следуя совету, вы двигае- 
тесь в указанном направлении. Если 
возникает сомнение в правильности 
выбранного путн, вновь обращаетесь 
к прохожим и в конце коннов нахо- 
дите нужный дом. Как говорится, . 
«язык до Киева доведет». 

А что делать мореплавателям? У 
кого им спросить дорогу в откры- 


ного в Карском 
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ческие координаты: широту и дол- 
готу. С помощью этих двух чисел 
можно точно определить положение 
острова, поселка, горы или колодца 
в пустыне и нанести их на карту или 
глобус. Научившись определять в 
открытом море широту н долготу 
местонахождения корабля, морякн по- 


лучнли возможность, ннкого не спра- 


шивая, выбирать нужное им направ- 
ление. 

Напомним, что восточиую долготу 
н северную широту обозначают чис- 
лами со знаком «плюс», а западную 
долготу и южную широту — со зна- 
ком «минус». Таким образом, пара 
чисел со знаками однозначно опреде- 
ляет точку на земном шаре. Например, 
пара -+-70°, +60 определяет точку 
в центре острова Вайгач. расположен- 
море. 

У одного из моих любимых пнса- 
телей, Жюля Верна, некоторые рома- 
ны прямо построены на ситуациях, 
связаиных с географическими коор- 
динатами. В романе «Удивительные 
приключения дядюшки Антифера» од- 
ному из героев известна широта ост- 
рова, на котором спрятаны сокро- 
внща, а другому — долгота этого ост- 
рова. А вспомним текст записки из 
романа «Дети капитана Гранта»: 

«7 июня 1862 года трехмачтовое 


том море? Как объяснить другим, : 
где находится открытый ими остров? СУДНО «Британия» Глазго потерпело 
крушение ...гони... южн... берег 
И вот за 200 лет до нашей эры ...два т м В Гр... до- 
греческий ученый Гиппарх предла- сти... контин.. . жесток... инд... 
гает хорошо вам известные географи- брошен этот ат ... ДОЛГОТЫ 
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и ЗИ широты 


окажите им по- 
мощь ... погибнут.» 

Сколько трудностей пришлось ис- 
пытать героям романа, пока они наш- 
ли капитана Гранта, и все из-за того, 
что оказалось невозможным восстано- 
вить долготу. 

В ХУ веке французский матема- 
тик Н. Орсем ввел, по аналогии © 
географическими, координаты на пло- 
скости. Он предложил покрыть пло- 
скость прямоугольной сеткой и на- 
зывать широтой вн долготой то, что 
мы теперь называем абсциссой и ор- 
динатой. 

Это нововведение оказалось чрез- 
вычайно удачным. На его основе воз- 
ник метод координат, связавший гео- 
метрию с алгеброй. Основная за- 
слуга в создании этого метода принад- 
лежит великому французскому ма- 
тематику Рене Декарту. В его честь 
такая система координат называется 
декартовой. На этой системе 
основаны многие способы указания 
места. Например, на билете в кино- 
театр стоят два числа: ряд и место — 
нх можно рассматривать как коор- 
динаты вашего места в зале. Подоб- 
ные же координаты приняты в шах- 
матах, правда, вместо одного из чн- 
сел берется буква: вертикальные ря- 
ды клеток обозначаются буквами ла- 
тинского алфавита, а поризонтарь- 
ные — цифрами 

Таким образом, каждой клетке 


шахматной доски ставится в соответ- 
ствне пара из буквы н числа, и шах- 
матисты получают возможность запи- 
сывать свон партин. 

Тот же «шахматный» принцип при- 
меняется сейчас на планах городов. 
План города разбивают на квадраты, 





‘бить на две части: 
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Или 
а в счеран 


занумерованные с помощью букв н 
цифр, а на оборотной стороне пере- 
числяют все изображенные улицы 
в алфавитном порядке и указывают, 
в. каком квадрате онн находятся. 

Существуют на плоскости и дру- 
гие системы координат. Вспомним 
прохожего, который показывал на- 
правленне рукой н говорил, сколько 
временн нужно идти. На таком прнин- 
ципе основана полярная система коор- 
динат. Чтобы ее ввести, выбирают 
начальную точку, называемую лолю- 
сом (поэтому система и называется 
«полярной»}; из этой точки проводят 
луч, называющийся полярной осью. 
Чтобы определить координаты точки 
на плоскости, ее соединяют отрез- 
ком с полюсом и вычисляют длину 
этого отрезка н угол между ним 
н полярной осью. 

Иногда координаты выступают в 
завуалированном виде. Например, в 
здании Московского университета на 
Ленинских горах комнаты нумеруют- 
ся так, что по номеру аудитории мож- 
но узнать этаж, на котором она на- 
ходится. Для этого номер нужно раз- 
число сотен и ос- 
тальную часть. Число сотен и есть 
этаж. Например, ауднторня 1503 на- 
ходится на 15-м этаже, а 817 — 
на восьмом. 





















До сих пор мы говорили о коорди- 
натах на сфере или на плоскости, за- 
дающихся двумя числами. Сущест- 
вуют также координаты, задаваемые 
одним числом. Это координаты на 
прямой. Я думаю, каждый из вас 
знает, что достаточно задать одно 
число — расстояние от точки до на- 
чала отсчета, чтобы указать на пря- 
мой положение этой точки. В жизни 
мы очень часто сталкиваемся с такими 
координатами. Пример — железная 
дорога с километровымн столбами 
вдоль нее. Другой пример — номера 
домов на улнце. А время? Хотя каж- 
дый момент времени мы обозначаем 
целым ворохом чисел: годом, меся- 
цем, днем, часом, минутой и секун- 
дой, ясно, что можно обойтись одним 
























числом, выраженным, например, в се- 
кундах. Одиим числом задается нпо- 
ложение точки на окружности. Ког- 
да мы говорим «Ваня родился 14 сен- 
тября», мы, по существу, нмеем дело 
с координатами на окружности (по- 
чему?). 

Ну. а сколько координат зададут 
положение точки в пространстве? 
) Естественно, три. Эти три числа мож- 
НЙ но получить, например, так. Соеди- 
ним лучом центр Земли и нашу точку 
м рассмотрим широту и долготу пере- 
сечения луча с Землей и расстояние 
от нашей точки до центра Земли. 
Такая система координат называется 
сферической. Можно поступить по- 
другому. Выберем некоторую пло- 
‚скость и введем на ней декартову 
мыс р... м 








систему координат, а нашей точке 
сопоставим координаты ее проекции 
на эту плоскость и расстояние от - 
нее до плоскости, взятое со знаком 
плюс для одной половины простран- 
ства и со знаком минус — для дру- 
гой; так мы получим декартову систе- 
му координат в пространстве. 
Сферической системой координат 
обычно пользуются на аэродромах. 
Рядом с аэродромом ставят радиоло- 
катор. Этот ирибор умеет определять 
дальность до самолета, угол, под 
которым самолет виден над горизон- 
том, и угол между направлением на 
самолет и направлением на север. 
В заключение обсудим одно дело- 
вое предложение. Каждую точку в 
пространстве можно задать тремя чис- 
лами. Тем более можно задать тре- 
мя числами положение моей или ва- 
шей квартнры. Так зачем же писать 
на конвертах длинные адреса? До- 
статочно было бы договориться о сн- 
стеме координат (например, долготе, 
широте и номере этажа) и письма 
прекрасно приходили бы к адресату. 
Вот тут-то пришла пора вспомнить 
пясьмо капитана Гранта. Ведь если 
вы ошибетесь в одной из цифр такого 
короткого адреса или эту цифру нель- 
зя прочесть (мало ли что случится 
в дальней дороге), письмо до адресата 
не дойдет. Обычный адрес более 
устойчив. Если вы: ошибетесь в нем 
не слишком сильно, письмо все рав- 
но дойдет до места. В адресе содер- 
жится, как говорят, избыточ- 
ная информация. Избыточ- 
ную информацию включил в свое 
письмо н капитан Грант. Он написал 
свое письмо на трех языках н сосб- 
щия не только коордннаты места 
крушения, но и материк, вблизи ко- 
торого оно произошло. Но н этого 
оказалось недостаточно. Так что пе- 
реходить на упрощенный адрес, по- 
жалуй, не стоит. 
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Ответ 
в тригонометрическом 
уравнении 


Запись ответа тригонометрического уравне- 
ния нередко связана с лпонятнями объеди- 
нення и пересечения множеств. Обычно при 
решении таких уравнений получаются серин 
корней, н в окончательном виде ответ за- 
писывается в внде объединения этих серий. 
Но как быть. если эти серии пересекаются? 
Надо ли исключать повторяющиеся решения 
нли это можно не делать? 

С понятием пересечения множеств связан и 
еще один. виднмо, самый важный вопрос: 
в ответе не должно быть значений перемен- 
ной, при которых выражения в левой нля 
правой частях уравнения не определены. Та- 
кие значення, если они появились в процессе 
решения, надо исключить. А для этого надо 
уметь находить пересечение различных се- 
рий. 

Этим вопросам н 
статья. 


посвящена настоящая 


Один пример 


Рассмотрим решение следующей за- 
дачи. 
Пример 1. Реннить уравнение 


[ | 1 (1) 


их — Яп2х зп 4х - 

Допустимые значения переменной 
определяются условиями 5тх + 0, 
зп 2х 0, яп4х 20. Это дает 
нам х = лА, х-2 пп, х в ли (8, 
т, п62). Легко заметить, что эти 
три условия можно заменить одним: 
х = лл/4 (пЕР). Заметить это можно 
как из рассмотрения тригонометриче- 
ского круга (серия х = ля!4 содержит 
в себе серии х = яА и х = пм/2)}, 
так и чисто алгебраически: при чет- 
ных п из серни х = пл!/4 получается 
серия х == лт/2, а прн п, кратных 
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четырем, получается серия х = д&. 
Можно и вообще ие решать уравне- 
ния зтх = 0, чт 2х -= 0, а заметить, 
что множество корней уравнения 
51п 4х = 0 содержит и корни уравне- 
ний зплх = 0, зт 2х = 0, лоскольку 
и 4х 2 чи 2х 60$ 2х == 

4 тх с0$ х с0$ &х (отсюда сле- 
дует, что корнями уравнения $1 4х = 
= 0 являются не только корни урав- 
нения 51 2х = 0, но и корни уравне- 
ния с05 2х = 0, и аналогично для 
уравнения п х-—=0). 

Теперь, домножив уравнение (1) 
на т х-$т 2х-зт 4х, получим урав- 
нение 

чт 2х т 4х — зп х 5 4х = 
их $ 2х, 


равиосильное исходному на области 
допустимых значений переменной. 
Преобразуя это уравнение, получим: 


зп 2х т 4х = зтх $1 2х 9 4х}, 
т 2х мп 4х = 2 м х зп Зх 605 х, 
= ми 2х ми Зх, 
яп 9х (511 4х — и Зх) - 0, 
х 


а -_Х 
яп 2х- па `605 = 0. 


Остается рассмотреть три случая: 


чт 2х т 8х 


7 
= =0, со = 0, 


Ут 2х -=0, яп 5 


Уравнение $11 2х — 0 не дает нам 
корней исходного уравнения. так как 
в рассматриваемой области должно 
быть чп 2х = 0. 


;.. Х 7х 
Уравнения $11 —- =Ои ©0905 = 0 


о. 2 
дают нам соответственно серии х, 
= 2 и х,- > (8+0 (#Е 2. 


Остается проверить, лежат ли они 
в областн ХЕВ, Хх лп.4, — пЕД. 
Серию х, проверить легко: поскольку 
х +. лн/4, а при п, кратных восьми 
л = 8[, получается как раз х =: 211, 
вся серия х, исключается. Сложнее 
обстонт дело с серией х,. Здесь нам 
надо выяснить, при каких целых Ё 
найдется такое п, что выполняется 
равенство 
д (7-1) дл 


7 д 


и исключить такие А. Последнее урав- 


$3 


нение приводится к виду 
8 4 = 7п, 


прнчем решать это уравнение надо 
в целых числах. 


Линейные диофантовые уравнения 
< двумя переменными 


Линейным диофантовым уравнением 
с двумя переменными называется урав- 
ненне вида 

ах + фу = с, (2) 


где ан $ — целые числа, отличные 
от нуля, с — произвольное целое чис- 
ло, причем требуется найти толь- 
ко кцелочисленные решения. 

Можно считать, что числа а, Бис 
в уравкеннн (2) взаимно просты (мы 
всегда можем сократить обе части 
уравнения (2) на НОЛ (а, 6, 6) = 1). 
Но три взанмно простых числа по- 
парно взанмно простыми могут 
и не быть (пример: 6, 10, 15). Оче- 
видно, что если числа а и 6 в урав- 
нении (2) не взанмно просты, то цело- 
численных решений это уравнение 
не имеет. В самом деле, положив а= 
= №а,, В = #6, получим (ах + 
+ 6,5) # = с, откуда ах + Бу=еЕ, 
н если хи у— целые, то н СЕ — це- 
лое число, а это невозможно, по- 
скольку с не делится на # (мы пред- 
положили, что а, 6 и с — взаимно 
простые числа). 

Если жеаи Вв уравнении (2} — 
взимно простые числа, то уравнение 
имеет целочисленные решения. Мы 
не будем останавливаться на дока- 
зательстве этого факта, а покажем 
лишь, как найти все решения, если 
известно хотя бы одно из них (его 
надо нскать лодбором). 

Пусть (х.. и.) — какое-то цело- 
численное решение уравнения (2): 
ах, + бу. = с. 

Вычтем почленно это равенство 
из уравнения (2); получим 


а (х— х,) Но (и— и) = 0, 
откуда 


х = хж— 2—0 ус} ё (3) 


Чтобы х, определяемое формулой 
(3), было целым числом, необходимо 


ь = 
и достаточно, чтобы число вв. 


также было целым. Но, по предполо- 
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жению, ан & взанмно просты, следо- 
вательно, целым должно быть число 
У 
а 
буквой [, получим: 
х=х, — 8 
У -\ нЕ о, 


‚ Обозначив отношение > 


где Еех. 


Продолжение примера 


Итак, нам надо решить в целых чис- 
лах уравнение 


71 — 4 = 8. 


Сразу видно, что п должно делиться 
на четыре; полагая п = 4, находим 


7.4 —4 = 24 = 84, 


откуда А = 3. Нам удалось доволь- 
но быстро найти одно решение урав- 
нения: & = 3, п = 4. Общее реше- 
ние тогда записывается в виде # = 
=3+7 п=4+81062). 

Отсюда следует, что в серии х, 
(см. с. 53) надо исключить все Ё 
вида 3 -|- 7, то есть ответ к примеру 1 
можно записать в внде 


х=- (+ 1), Е 52 72+ 3, ЕЕ 
или 


[ ее +3; 1,162). 


Уравнение 8А--4—7л можно решать н 
без использования общей теории. Из иего 
следует. что п-4[ (поскольку левая часть 
уравнення делится на четыре). Подставляя 
п-=4{ в уравнение, получаем: 8#--4—=28}, 
откуда 2А--1=7{. Далее { должно быть не- 
четно, [ЕЕ поэтому 2#--1= 14+ Т, 
#—744-3. Вот решение н получилось: А= 
71-3, п=41=4 (2641) ==81--4. 


Запись ответа 


Теперь рассмотрим ещеодну задачу. 
Пример 2. Решить уравнение 
$10 2х + $? Зх -- мп? 4х + 

{+ $11? 5х = 2. 

Пользуясь известными тождествами, 

получаем: 


1 — с0$4х 1 — с0$ бх 
2 + 2 т 
| — с0$ 8х 1 — со$ Юх _ 2 
р 
с0$ 4х + с05 бх 2 со$ 8х + 


-+ со$ 10х = 0, 
2 с03 5х с05 х -- 2 <0$ 9х с0$ х == 0, 


с0$ х (05$ 5х - с0$ 9х) = 0, 
с0$ х с0$ 2х с0$ 7х = 0. 
Рассматривая трн случая, получаем 


три серии корней (Е, 1, т ЕД): 
1) созх=0, х,=-5- + я; 
2) 052 =0,х,= 
3) со$ 7х = 0,х: =4 +“. 


Как записать ответ? Надо ли пере- 
числять все три серии? Посмотрим, 
пересекаются эти серин или нет. 
Здесь можно действовать разными 
способами. 

Способ геометриче - 
ский. «Пернод» серий равен л. Рас- 
смотрим те корни из серий хи, х., хз, 
которые попадают в промежуток 
0; я]. Это будут 


м 

х.: 1:4, 31/4; 

Хз: 1/14, 3л/14; 61/14, л/2, 9д14, 
1]л/14, 135/14. 

Сразу видно, что серия х, содержит- 
ся в серни хз, а серин хх и хз не пере- 
секаются. Значит, ответ можно за- 
писать в виде 


л ПА. д 7-3 | 
(++ р ть 

Способ алгебраиче - 
ский. Общим знаменателем в се- 


риях х! нх, будет 4: 


д (2+ 44) _ 2а+20 
— РЕ Васы 


х, = 4 | 

Если х;: = х», 10 2 +4 =! + 
4-2, но слева — четное число, а 
справа — нечетное. Равенство невоз- 
можно, серни х, н х„ не пересекаются. 
Аналогично получаем, что серии х. 
и хх тоже не пересекаются. А вот для 
серий х, н х. получаются формулы 


п(Т- 14) _ 2+2) 


В Со о 


Из равенства 7 -|- 14 = 1 4+ 2т по- 
лучаем т = 7 +3. Это означает, 
что для всякого & найдется целое т 
такое, что будет выполняться равен- 
ство 7 -+- 148 = | + 2м, то есть вся- 
кий корень из серии х, встретится 
и в серии х;, поэтому серия х, со- 


держится в серин х., и в ответе пи- 
сать ее не надо. 


Пример 3. Решить уравнение 
с0$ 7х (т 5х — 1) =0. 
Сразу получаем два случая (,пЕ 2): 


Ь) с0$ 7х = 0, д: 


л 21 
5 

Пересекаются ли эти серин? По- 
смотрим. Из равенства 


л ЛЕ л  2лл 
тю 5 


2) чт 5х =, х. = 


следует 5 = 14" +1. Это уравнение 
нмеет решения. Одно из них нахо- 
дим подбором: А = 3, п=1, а общее 
тогда имеет внд А -=3+ 14 п=1+ 
+ 56. 

Ответ можно записать в виде 





[+ А [3+ 146, 
вп, 162 | 

или в виде 

[рю м1 5 
вп, 62|. 


Замечание. Иногда объедине- 
ние серий выглядит довольно просто. 
Например, объединение серий х, = я^ 


дп 
+ д{ имеет вид х=—. 


д 


2 


Пренебрегать таким упрощением от- 
вета не стоит. А иногда, наоборот, 
объединение серий выглядит сложнее 
самих серий. В таких случаях быва- 
ет полезно разбить эти серии на 
«куски». Например, объединение серий 


ЗЕ 
ос 


их, = 


л ЛА 
ИХ. = = -Е —_ можно за- 


писать в виде 


Г ДА д 
2; 5+; 


5л 
5 - ЛЕЕЕ 2. 
Системы 


Прн решенни некоторых трнгономет- 
рических уравнений их заменяют эк- 
вивалентной системой уравнений, 


$5 
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Олимпиады МФТИ 


Различные математиче- 
ские конкурсы в истории ма- 
тематики известны с давинх 
пор. Исторня доиесла до нас 
свеления о математнческих 
конкурсах, проводимых еще 
в ХШ веке. 

История школьных фи- 
зико-математических  олим- 
пнад начинается с 1894 го- 
да, когда в Венгрин была 
проведена первая математн- 
ческая олнмпнада школьни- 
ков {так называсмое «сорев- 
нование Этвеша»). 

В Советском Союзе пер- 
вая математическая олим- 
нинада школьннков была про- 
ведена в Ленинграде весной 
1934 гора. Инициаторами 
проведення этой олимпналы 
были член-корреспондент 
АН СССР Б. Н. Делоне 
(председатель оргкомитета 
олнмпнады) и профессор 
В. А_ Тартаковский. 

По инициативе — Мос- 
ковского математнческого об- 
щества осенью 1935 года 
была проведена первая Мос- 
ковская математическая 
олимпиада ШКОЛЬНИКОВ. 
Московские математикн 
встретили ее с большим во- 
одушевлением. В оргкомн- 
тет вошли крупнейщие ма- 
тематнкн-москвичн. 


Вплоть до Великой Оте- 
чественной войны математи- 
ческие олимпнады в Москве 
проводились ежегодно и 
очень скоро завоевали все- 
общее признанне. Во время 
войны московские  мате- 
матики провели олнмпнады в 
Ашхабаде и Казанн. После 
Отечественной войны прове- 
ленне математическнх олнм- 
пиад стало траднцией во мно- 
гнх городах Советского Сою- 
за. 

Вслед за  математикамн 
свон олимпиады стали про- 
водить физнкн, хнмики, ас- 
трономы, географы, биоло- 
ги, а затем и лннгвисты. 

Первые олимпиады по фи- 
знке были проведены Мос- 
ковскнм универснтетом еще 
в 1938 году. С тех пор этн 
олнмпнады стали траднцией 
для московских — школьни- 
ков. 

В дальнейшем  такне 
олимпиады начали прово- 
днть Московский физико-тех- 
нический  ннститут (МФТИ) 
н другие вузы Москвы. Почин 
москвнчей подхватнли В дру- 
гих городах страны. 

В феврале 1962 года со- 
стоялась первая «боль- 
‘шая» физико-математнческая 
олнмпнада школьников, про- 
водимая По ннициативе 
МФТИ. В ней приняля учас- 
тие свыше 6500 школьников 
нз 58 городов Советского Со- 
юза. Она проводнлась в один 
тур во время зимних каннкул. 

Интересна форма про- 
ведения олимпиады.  Сту- 
денты н аспиранты института 
проводилн ее во время зим- 


них каникул в своих родных 
городах. А затем решения -зз - 
дач привезли в Москву, где 
нх проверяли. Всю работу 
по организации олнмпнады 
возглавил комнтет ВЛКСМ. 

Начиная © 1964 года фн- 
зическне и математические 
олнминады проводнлись сов- 
местно под руководством 
Миннстерства просвещения 
РСФСР. Этн олимпиады по- 
лучкли название Всероссий- 
ских физнко-математических 
олимпнад. 

С 1967 года проводятся 
уже Всесоюзные — физико- 
математические и хнмиче- 
скне олнмыпнады (Всесоюз- 
ные олимпиады). 

К сожалению, и нстория 
олимпиад и задачи. пред- 
лагаемые на этих олимпна- 
дах, постепенио забываются 
н с годами все труднее и 
труднее их восстановить. 

Вышедшая в издатель- 
стве «Знаине» кинга «Физико- 
математнческне олнмпна- 
дыз ®) призвана в какой-то 
степенн заполиить этот про- 
бел. В ее основу леглн ма- 
терналы, накопленные орга- 
инзаторамн олнмпнад веду- 
щего физнческого вуза стра- 
ны — Московского  физико- 
технического ниститута. Од- 
нако, это не означает, что 
она носит узко «ведомствен- 
ный» характер. Олимпиады 
МФТИ являются важнейшей 





*) А. П. Савин и др. «Фн- 
знко-матемагические олим- 
пнады». М.. «Знание», 1977. 





а затем находят пересечение множеств 
решений. Часто эти нересечения на- 


ходятся легко. Но 


нногда для 


на- 


хождения решений необходимо ре- 


шать днофантово уравнение. ока 
Пример 4. Решить уравнение 
} Зх 
с0$ 2х -— =. 
05 2% + 60$ — 2. (4) 
Поскольку наибольшее значение (№, нЕ? ). 


функиии у = с0$ # равно 1, уравне- 
нне (4) равносильно системе 
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Решением 
является пересечение серий х, и х., 
то есть нам надо решить уравнение 


60$ 2х =1, 
Зх 


0$ =}, 


Х; = ЯА, 


8лл 
Хз = З 





уравнения (4) 





составной частью Всесоюз- 
ных олиминал. а задачи, пред- 
ставленные в кииге, отлича- 
ются высоким научным уров- 
нем н хорошо продуманы с 
методической точкн зрения. 

Книга начиизется с рас- 
сказа об истории олимпнад- 
Авторы  кинги пепосрелст- 
венно принимали участие в 
проведеини «большнх» олнм- 
пиад. и им есть что расска- 
зать читателям. Эта глава, 
написаниая живо и эмоцио- 
нально. является хорошей за- 
травкой к книге. 


Вторая и третья главы 
содержат формулировки за- 
дач, соответственно по мате- 
матике и физике, Предлагав- 
щихся иа олимпиздах МФТИ. 
Собранные задачи являются 
лишь частью того множества 
задач, которые за 15 лет пред- 
лагались из олимпиадах. 


Следует подчеркнуть, 
что болыцинство задач со- 
вершенно не стандартны и 
в целом довольно трудны. 


Многне задачи сформу- 
лнрованы очень затейлиао н 
пожалуй даже чересчур 
искусственно: в формули- 
ровках участвуют не толь- 
ко разные звери. насекомые 
и рыбы, но даже — .приве- 
дения. Но за замысловатой 
формулнровкой скрываются 
очень содержательные и 
трудные математическне за- 
дачи. Так одна очень ие- 
обычная задача связана с 
Али-бабой и... селедками. Са- 
ма по себе она очень слож- 
на — требуется придумать 
стратегию, следуя которой. 
можно привести все селед- 
ки в одиизковое положение 


за фиксированное чнсло 
ходов (задача 98). 

Побезитель  междупа- 
родной олимпиады 1975 го- 
да Боря Юсин (теперь он 
студеий МГУ; вместе с 
младшим братом довольно 
долго пытались обобщить 
эту задачу. когда  «селс- 
док» п. а смотреть и 
менять разрешается  толь- 
ко Ё из цих. В  ковие 
коицов они придумали ди- 
же два различных решения. 
Вот как Б. Юсин сформу- 
лнровал задачу в общем 
виде: 

Петя и Вася играют в 
следующую  нгру. У них 
есть пластнна в форме пра- 
вильного  м-угольника, в 
углах которой расположены 
л выключателей, закрытых 
колпачками. Петя хочет, 
чтобы все выключатели бы- 
ли олновремсино либо 
включены, лнбо выключены. 
Для этого он может ог- 
крыть любые А колизчков 
и поставить каждый из 
этих & выключателей в лю- 
60е положение по’ своему 
выбору. после чего ов дол- 
жен отисрнуться. а Вася 
тем временем — закрывает 
колпачкн и может повер- 
нуть пластину на любой 
угол. Затем Петя снова мо- 
жет сделать то же самое 
и т. д Начальюе положе- 
ние Пете неизвестно. Еслн 
он добивается своего, Вася 


сообщает ему это, как 
только он отворачивается 
При каких ил у Пети 


есть выигрышная стратегия? 
Попробуйте и вы ре- 

шить эту задачу. Ответ 

оказывастся таким- 


Разложим л ма простые 

О 

множители: д Пр р.Х, 

причем рор>р.>..2>р) 

Тогда вынгрышная стратс- 

гия существует в том и 

только в том случае. когда 
йзи—фнр. 

Возможно и другие за- 

дачи вл этого сборника мо- 


гут иатолкиуть вниматель- 
ных читателей иа интерес- 
ные размышления. 

В то же время в книге 
есть и относительно про- 
етые задачи, их  присут- 
ствме делает книгу вполие 


доступной тем. кто только 
начинает учнться решать за- 
дачи. Нетрадицисиность 
(< точки зрения школьных 
критериев) фюрмулнро- 
вок задач требует н 
некоторой — нестзилартностн 
мышления прн решении та- 
ких залач. Именио это и от- 
личает олимпнадиые задачи 
от задач. обычно решаемых 
ва школьных уроках. В то 
же время все собранные в 
книге залачи ие требуют ни- 
чего выходящего за рамки 
обычной школьной програм- 
мы. Представляется иитерес- 
ным и включенне в кингу 
иескольких задач по физнке. 
взятых из архивов жюрн 
физтеховских олимпиад н тре- 
бующих умения оценить те 
или нные физические вели- 
чины из соображений размер- 
ностн. К сожалению, таких 
задач обычио мало бывает 
даже на олимпиадах, школь- 
ников практически ие учат 


делать оценки. Уменне же 
оценивать те или ниые вели- 
чины в практических зада- 





8лл 


ЛА И Из него получаем уравне- 


ние ЗА = 8н, имеющее решение А 
= 8 л = 3. Значит, ответ в задаче ь 


выглядит так: 
1811 167). 


Упражнения 


Решить следующие уравнення. 


1 1 
1. 


1 
—` с0$ 2х со 4х * 


сх № созхеккох 


сх (ах Г 3х) = 4 5п Зх 5 4х, 


с0$ Зх 4 5х == $1 7Х. 


. Шх аа Зх (4х =: 0. 
5 со Е м 
- с05* 5 + с05" -—&1 #х-- 
— 5124х = 0 
6. 1-- мпх — с0$5х — за 7х = 
== с0$* 5-х. 
й 2 
зтх 7. 2 60523х -- зи 5х = |. 


8. пхп Зх -- т бх зип 10х = 9. 


5х 
9. с0$ Зх -:- с0$ = 


> =2. 
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чах может придти только пос- 
ле соответствующей практн- 
ки, и этому надо учить и 
школьников, н студентов как 
можно раньше. 

В четвертой и пятой гла- 
вах ирнводятся решения за- 
дач. собранных в главах 2 и 
3. Решения написаны доста- 


точно подробно. Понима- 
нию, а часто и  крат- 
костн решеннй, очень спо- 


собствуют рнсунки,  сопро- 
вождающие формулировки н 
решения задач. 

Некоторое — неуловлет- 
ворение остается от полн- 
графического оформления 
книги. К сожалению, зна- 
Чительная часть рисунков, 
относящихся к отдельным за- 
дачам, приводится не на тех 
страннцах, гле напечатаны 
сами задачн. Это затрудняет 
чтенне кннгн. Досадно, что 
отсутствует едннообразие и 
в наборе формул (например, 
по-разному набраны дробные 
выраження).- 

В последней главе кин- 
ги — шетой —  приводят- 
ся задачи, также предлагав- 
шнеся на олимлнадах, но уже 
без решеннй. Включение та- 
кон главы в кннгу чрезвы- 
чайно полезно именио пото- 
му, что она дает очень бога- 
тый дополнительный матернал 
для самостоятельной работы 
школьннкам, материал для 
учителей и руководителей фи- 
знко-математических  круж- 
ков, для студентов и органи- 
заторов олнмниад, который 
можно использовать для раз- 
янчных видов внеклассной 
работы по физике и матема- 
тнке. 

Эта книга, рассчитаниая 
на школьников старщих клас- 
сов н учнтелей, безусловно 
сыграет важную роль в про- 
паганде физико-математиче- 
скнх знаний. 

В заключение мы хоте- 
ли бы привести несколько за- 
дач из этой книги; 


Математика 

1. Дан угол на плос- 
хости. Найтн множество 
центров окружностей, опи- 
саиных вокруг равнобедрен- 
ных треугольников, у кото- 
рых вершины при основании 
лежат на противоположных 
сторонах этого угла, а третья 
вершина — в данной точке А 
на его биссектрнсе. 

2. В выпуклом четырех- 
угольннке АВС проведены 
диагонали. Доказать, что 


четырехугольник с верши- 
нами в точках пересечения 
медиан треугольников АВС, 
АВР. АСР н ВСР подобен 
данному. 

3. В основании  четы- 
рехгранной пнрамиды — 
ромб с углом 60° при вер- 
шине А. Боковое ребро, вы- 
ходящее из вершнны А, равно 
стороне ромба. Доказать, что 
нз остальных боковых ребер 
можно составить прямо- 
угольный треугольник. 

4. На шахматной лоске 
8 клеток ставятся две 
фншкн. Два игрока поочеред- 
но делают ходы каждый своей 
фишкой. Фншка первого нг- 
рока может при каждом ходе 
передвнгаться яншь на одну 
клетку по вертнкалн или 
горизонтали. Фншка второ- 
го — на одиу клетку по вер- 
тикали или горнзонтали лнбо 
иа одну клетку — по диаго- 
иали. Выигрывает тот, кто 
поставит свою фншку на фнш- 
ку партнера. Кто вынгры- 
вает прн правнльной игре? 

5. п игроков играют в 
следующую нгру: — имеется 
{2п + 1} шашек, из ннх 2% 
черных, остальные белые. 
Играющие садятся вокруг 
стола н каждый из них полу- 
чает по две шашки. По жре- 
бню однн из нгроков берет 
оставшуюся шашку. Если у 
него при этом три шашки ока- 
зываются одного цвета, то 
ои вынграл, и игра прекра- 
щается, если нет, то он остав- 
ляет себе шашки одннакового 
цвета, а третью отдает со- 
седу справа. Еслн у того ока- 
жутся три шашки одинако- 
вого цвета, то он вынграл, 
если нет, то он делает то же, 
что н первый, ит. д. 

Доказать, что при А, ие 
равном п, игра окоичится за 
конечное число передач ша- 
шек (ходов). Найти максн- 
мально возможное число хо- 
дов в этой нгре. 


Физика 


6. Человек нлет по шла- 
лам железной дороги. Мак- 
симальная длина его шага 
0,8 м. Шпалы уложены так, 
что ина любом стометровом 
участке ровно 200 шпал. Рас- 
стоянне между шпалами не 
меньше 0,3 м и не больше 
0,6 м н может меняться в этих 
пределах от шпалы к шпале. 
Прн какой укладке шпал че. 
ловек сделает максимальное 
число шагов на | км пути, а 
при какой мнинмальное? 


7. Два автомобиля име- 
ют одинаковую — мощность. 
Максимальная скорость пер- 
вого 0; км/ч, второго в 
км/ч. Какую максимальную 
скорость смогут развнть авто- 
мобили, если один возьмет 
на буксир другого? 


8. Оценнте — минималь- 
ную  допустнмую — продол- 
жительность суток для пла- 
неты с массой М и радну- 
сом В. 


9. Прн неправильной 
регулировке двигателя внут- 
реннего сгорання нногда 
вместо сравнительно мед- 
ленного сгорания горючей 
смеси пронсходит так назы- 
ваемая «детонация», когда 
смесь сгорает быстро со взры- 
вом. Почему при этом падает 
к.п.д двигателя? 


10. В кабине  космиче- 
ского корабля имеется высо- 
кочастотная печь для иссле- 
дования плавления в усло- 
внях мевесомости. Хорошо 
проводящий тепло металличе- 
скнй шар нагревзется в печи 


токамн высокой частоты н 
начинает плавиться. Раз- 
работайте методнку экспе- 


риментального определения 
временн полного расплавле- 
иня шара. Для простоты счи- 
тайте, что теплообмен шара с 
окружающей средой пропор- 
ционален разности нх тем- 
ператур. — Космонавт-иссле- 
дователь имеет возможность 
наблюдать за плавленнем ви- 
зуально, может изменять под- 
водимую к шару мощность и 
пользоваться необходимыми 
ему приборамн и справочни- 
ками. 


И. Оцените, какимн 
должны быть размеры метал- 
лическнх пылннок в Солиеч- 
ной системе, чтобы солнечное 
световое лавление сообщнло 
бы им скорость, направлен- 
ную от Солнца? Светимость 
Солнца [. = 4.1033 эрг/с, его 
масса М = 2.1033 г, грави- 
тациоиная Постояниая = 
= 6,67-10-8 дин-см2/ Г. 


М. Смолянский, 
А. Стасенко 
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Список читателей, 
приславших правильные 
решения задач 

из Задачника «Кванта» 


В этом номере мы публикуем фамнлни чита- 
телей, приславшнх правнльные решения за- 
дач М406—М420, Ф423—$437 (жирные циф- 
ры после фамилий — последнне цифры но- 
меров решенных задач). 


Математика 


Большинство читателей, прнславших свон 
решения, успешно справились с задачей 
№406. Остальные задачи решили: С. Абад- 
жян (с. Дараков ГрССР) 07, 08: А. Аббасов 
(Джебранльскнй р-н АзССР) 18; Б. Амо- 
сов (Мытищи) 08; В. Ансоткин (Ленинград} 
07, 08. 08. 102—г), 13, 15, 17—19, 20: С. Ан- 
тонов (Кнев) 07. 18; Б. Аронов (Саратов} 
07, 11, 12, 16, 17, 19; А. Балинский (с. Дуб- 
ляны Львовской обл.) 07, 08, 16; П. Бань- 
ковский (Уральск) 07; В. Батырев (Москва} 
07, 08, 12—16, 18; В. Беняш-Кривец (Ново- 
грудок) 08; А. Бер (Ташкент) 08, 14; М. Бе- 
ствина (СФРЮ) 08; П. Билер (ПНР) 07— 
09, 13, 14; И. Биргер (Кнев) 07. 08; И. Бли- 
одзе (Тбилиси) 07; Б. Блок (Москва) 07— 
09, 12—14, 16. 17, 19; В. Бугаенко (Кнев) 
07, 08, 17; И. Вайсбуро (Томск) 08; И. Во- 
ронович (г. п. Сопощкнио Гроднеиской обл.) 
07, 08, 16; А. Гарнаев (Таллин) 08: Р. Гас- 
сиев (с. Суижа СОАССР) 08; А. Гатилов 
{Воронеж) 08; Р. Геворкян (Ереван) 08, 18; 
И. Гершенгорин {Харьков) 08; Б. Гисин (Ле- 
нинград) 07—09, 10а—г), 12, 13. 15—19, 
20: Е. Глезин (Ленинград) 07.09). 10а—г), 
12, 13. 15—19; Д. Гольденберг (Ленинград) 
09; А. Готовиков (с. Кубенское Вологод- 
ской обл.} 08; С. Гришечкин (Москва) 07— 
09, 13, 19, 20; В. Гроссман (Одесса) 12; 
М. Грунтович {д. Новый Двор Гродненской 
обл.) 08; С. Губанов (Ворошиловграл) 08; 
А. Даниелян (Ленинакан) 07, 08; А. Ди- 
денко (Краснодар) 08; А. Егоян (Тбилиси) 
07; Д. Ефашкин 'Юренбург) 13. 14, 16, 19, 
20; Н. Захаревич (Ленииград) 098, 09, 12, 
13: Р. Измайлое (Баку) 07; С. Исаков (Пермь) 
08, 12: ИН. Искендеров (с. Нюснюс Нахиче- 
ваНЪской АССР) 18; А. Исмаилова (Минге- 
чаур) 18: „7. Казарова (Ереван) 16; Б. Кап- 
лан (Киев) 07—09, 
пов (Ленннград) 08, 09; В. Карташев (Елец} 
08; Ш. Касимов (Кнев) 13; В. Каскевич 
(л. Новый Двор Гродненской обл.) 08; 
А. Касянчик (Николаев) 08, 09, 12, 16, 18, 
19; А. Кириллов (Ленинград} 07, 08, 12; 
В. Книжник (Москва) 07—09, 13—19, 20: 
А. Князюк (Киев) 07--00; В. Кокоц (Липецк) 
09; Л. Корельыитейн (Москва) 07—09, 12, 


13, 16. 17. 19; А. Кар- 


13, 15, 18, 18, 19; А. Крейндлин (Москва) 
07, 08, 12, 14; А. Кулеско (Донешк) 07—09, 
13, 16, 20; С. Лавренченко (Москва) 12, 13, 
16, 19; Е. Лаврова (Ленинград) 12, 13: М. Ле- 
винзон (Ленииград) 07—09; Р. Леманн (ГДР) 
13: Е. Лумельская (Пермь) 07; С. Майский 
{Москва) 17; Г. Мамедов (Баку) 08. 12; 
3. Мамедов (Баку} 18; В. Медведь (Молодеч- 
но) 07—09; А. Мирлин (Ленинград) 07—09, 
13, 16: А. Мкртчян (Ленннакаи) 07, 08; 
А. Мошонкин (Кирово-Чепецк) 07, 08, 13, 
15—19; А. Набутовский (Новосибирск) 08, 
12, 16; М. Нородицкий (Куйбышев) 07; 09, 
13; Е. Огиевецкий (Днепропетровск) 08; А. По- 
неях (Москва) 12, 13. 15; д Папу (Харь- 
ков) 07-09, 16, 17; Д. Патарая (Тбилиси) 
08, 14. А. Петухов (Новосибирск) 07, 08; 
С. Полыгалов (Пермь) 07; В. Рогава (Тби- 
лисн) 07: А. Родников (Москва) 07, 08, 12, 
13, 15, 16, 18; М. Свикловский (ПНР) 19; 
В. Свинцов (Камышни) 07; В. Свиридов (Во- 
ронеж) 08; Р. Севдималыев (Шаифлин АзССР) 
18; М. Селектор (Ленннград) 07—09, 16— 
19, 20; А. Сердюк (Херсон) 17; П. Сильве- 
стров (Новосибнрск) 08: М. Соколовский (Мо- 
сква) 07, 11, 13, 16-19; А. Сорчимелия (Тби- 
лисн) 13; В. Стовба (Москва. `07, 0%. 17; 
Л. Стотлан (Хабаровск) 14; Н. Гренев {Мо- 
сква) 07, 09, 19; В. Трофимов (Москва) 07— 
09, 12—18; В. Угриновский (Хмельник) 08, 
18; У. Умирбаев (с. Туркуль Чныкентской 
обл.} 08, 18; В. Фалько (Харьков) 07. 08, 
12, 17, 18; Г. Фирсова (Ленинград) 13, 18; 
С. Харенко (Ангарск) 08; Г. Шахбазян (Ле- 
иинград) 18; В. Шпильрайн (Москва) 07; 
Ю. Штейншрайбер (Баку) 08, 09, 13; В. Щу- 
кин (Ленниград) 07—09, 102—в), 16—19; 
И. Энтин (Москва) 07. 09, 11—13; В. Эткин 
(Москва) 14; Р. Эфендиев (Баку) 18; А. Юр- 
новец (с. Романовка Красноярского кр.) 
07. 08; Н. Ясинская (с. Мазуровка Внннии- 
кой обл.) 18. 


Ф иэзнка 


Почти все чнтатели, приславшие решення 
задач Ф423—Ф437, справились с задачами 
$423 н $436. Остальные задачи правильно 
решили: А. Абрамян (Ереван) 24—26; А. Ава- 
несян (с. Нор-шен АзССР) 33; Б. Авдеев 
(ст. Старомннская Красиодарекого кр.) 35; 
А. Авдюшхков (Минск) 37; В. Акопян (Лени- 
накан) 29, 32; Е. Александрова (Глазов) 32; 
Б. Амосов (Мытиши) 24, 26; И. Ананьев 
(Москва) 33—35, 37; А. Арбатский (Благо- 
вещенск Амурской обл.) 37; М. Багаутди- 
нов (Магнитогорск) 25: Ф. Багдасарян (Ба- 
ку) 27—29; А. Багиров (с. Кировка АзССР) 
37; К. Базык (Москва) 33—35, 37; А. Бакан 
{Кнев) 33, 37; О. Батищев (Череповец) 24— 
28, 30; А. Беликов (Москва) 25, 27—30, 32: 
О. Березюк (Челябннск) 37; П. Билер (Врои- 
лав ПНР) 24, 26, 35, 37; В. Бирюков {Туй- 
мазы) 35, 37; А. Бобров (Пермь) 24—27. 30, 
32; Г. Болтуруков (с. Тюп КнргССР) 28; 
А. Большаков (Саратов) 37; Е. Бурлакова 
(Асбест) 37; Н. Вайсбирд (Томск) 24, 25, 
28, 29, 34; А. Васильев {п. Черноголовка 
Московской обл.) 33—35; Д. Великанов (Кра- 
сноярск) 24—27; Н. Великороссов (Конаково) 
24. 28, 29; С. Веселянский (Харьков) 24, 
26, 31, 32, 34, 35, 37; Я. Виннишин (Туапсе) 


ПирукуаРитестие гу 


29, 31, 32, 34. 35, 37. В Вирясов (Павло- 
град) 24, 27, А Вихров (Калининград Мо- 
сковской обл} 24, 25, 34, 35, 37, О Вишне- 
польский (Рига) 34, 35, 37, В Гаврилов 
(Орск) 24, 28, 34, 35, 37, М Гаврилов {п Чер 
ноголовка Московской обл) 35, 37, Ю Гав 
рилов (Славянск) 37. Н Газда (п Клевань 
Ровенской обл) 35, В Гаркавый (Лида) 
23—32, 34, 35, 371, В Гармаш (Запорожье) 
24—30, 32—35; Л Гатиссов (Воронеж) 37; 
Р Геваркян (Ереван) 32. М Глазунов (Ста- 
рый Оскол} З1, 33, 34, 37, О Глушко (Москва) 
24, 25, 35, О Голощилов (с Архангельское 
Тульской обл ) 25, 26, Е Гордиенко (Киши- 
нев) 24—26, 32. 35, Е Горюнова (Петропав- 
ловск-Камчатский} 26, А Готовиков (с Ку. 
бенское Вологодской обл } 24. 27, А Грай- 
фер (Запорожье) 33, 35, 37. Б Грибов {Во- 
ронеж) 24—26, 28, 30—32, В Гришачев 
(п Лесной Рязанской обл ) 34, 35, 37, С Де- 
реченник (по Межиречье Гродненской обл }) 
37, М Диберчуес {с Хунзах ДАССР) 28, 
29. 32. А Дубровин (д Березовка Кировской 
обл ) 24, 26, 33, 35. 37. Д Дубровин (Кз- 
линикграл} 24, 25, 27, 30, И Еникеев (с 
Ютца ТАССР) 29. 32, Ф Еникеев (Уфа) 24, 
В Ерофеев (Новосибирск) 33—35, 37. К Жан- 
гозичн (Караганда) 24. 37. В Жиков (Абаза) 
25, 26. М Жухов (Москва) 31, А Забродин 
(п Черноголовка Московской обл) 24—30. 
34. 35, 37, А Завриев (Москва) 35, 37. Н За 
зизняк (пгт Ольшанка Кнровогралской обл) 
35, В Запасвикон (Волгоград) 35, В Заслав- 
скаи (Днепропетровск) 24, А Захаров (Брест) 
24, 25, 27. И Захаров (Ленинграл) 395, 
А1 Зельман (Троицк) 28, 29. В Иванов 
(Минск) 34, 35, 37, В Иванов (с Борогонцы 
Усть Лабинской обл) 24, 27, Н Иванова 
(Броды) 35, А Нванушкин (Рига) 35, 37, 
Н Ден Нам (Южно Сахадннск) 25, 26, 
7 Ильчик (Рогатни) 34. 35, 37. В Каган 
(Минск) 34, 37. 3 Кидыров (с Муслюмово 
ТАССР) 35, Е Казарова (Ереван) 24, 7 Кака- 
бадзе (Тбилиси) 34, 35, 37, А Кан [Алма Ата) 
35. В Карлов (Сочи) 26. С Карнаих (Ростов- 
на Дону) 34, 35, 37, О Карленко (Киев} 
35, 37. „Л Киневскии (Челябинск) 35. 37, 
М Кюжанов (Тула) 24—26. 28. 29, 32, 
И Кирюшин (Ивано-Франковск) 24. 25, 34, 
35, С Кленмон (пгт Луков Волынской обл ) 
24 26. 35, 37, Г Колпаков {Набережные 
Челны) 35, В Комов (Алексанаров) 37. 
Г Корионов (Москва) 26, 29. 31, 34, 37, 
В Коробов (Саратов) 31. 37. А Косенкова 
(Баку) 33. И Костенко (Сумы) 24, 25. В Ко- 
пюк (Харьков) 24—27, А Кречетников (Су- 
мы} 24, 26, 37. С Криминский (Сарань) 37, 
В Кузьменко (Чернигов) 24. 28. В Куликов 
(Иваново) 25. Г Кулчишин (  Чижовка 
Житомирской обл} 29, 32, 35, „Л Киурав 
скни (Калуга) 24-26. 31, 32, С Куратов 
(Кишинев) 31. 37. М Курбатов (Москва) 
24, 268-32. 35. 37. С „Лавренченко (Москва) 
26, 35, Л Лапин {Калинниград) 35, Д Лап- 
анин (Калинниград) 24. 25, В Лашкин (Киев) 
24, 34, 35. А „Левченко (Свердловск) 33, 37, 
А Листовничий (Киев) 24, 27, 31, Ю Лис 
твинович (по Ситннца Брестской обл) 24— 
26. 31, В Лобзин (Свердловск) 24—27, 29— 
31. И Лозицкий (Ганцевичи) 37, „7 Лоз- 
нер (Минск) 24-27, Т „Лозовой {п Совостлей- 
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ко Горьковской обл) 24—27, С Лукашенко 
(Минск) 34, 35, 37, С Ляхимец (Кнев) 27, 
А Магадеев (д Карачаево БашкАССР) 28, 
35, 37, С Магомедов (с Кубра ДАССР) 35, 
С Майский (Москва) 24, 26, 27, 31, 34, 35. 
Т Макиенко (Днепропетровск) 24, А Ма- 
лаховский (Львов) 24, В Малинин (Нижний 
Тагил) 24, 25, 27—29, 31, 32, А Масягин 
(Смоленск) 24—32, М Матвеев (Канаш) 
24--28, 30—32, А Матякубов (Хазарас- 
пский р-н Хорезмской обл) 37, А Мача- 
хов (с Верхневилюйск ЯАССР) 35, Б Межг- 
левич {Киржач} 31, В Мелани (Еревзи) 


33—35, 37. В Мелихов (Электрогорск) 35, 
37. А Местников (с Верхневилюйск ЯАССР) 
35. Г Метревгли (Цхинвали) 35, 37, Ю Ми- 
додеиивили (Цхиивали) 24—27, С Минаев 
(Кемерово) 35, 37. Ю Минаев ( Киев) 24— 
27. А Мирлин (Ленинград) 24, 26, 37, 
А Михайлов (д Кисербош ЧАССР) 24, 33— 
35, 37, М Молдовский (Тбилиси) 25—27, 
К Морозов (Пермь) 24, 28, 27, Н. Мумага- 
лов (Уфа) 24, 26. О Мисагв (Баку) 24. 25, 
27, 30, 31, Ю Миухарский (Киев) 24—27, 
29—31, С Мухин (Ленинград) 33, 35. Б На 
либоцкий (Минск) 24—35, 37, Б Наткович 
(Тбилиси) 24, И Нескоромный (Симферополь) 
34. 35. С Нестер (Лпепропетровск) 24, 37, 
О Нетсадзе (Кутаиси) 33, 35, А Никитен- 
ков (Велнкие Луки) 24—35, Н Никифоров 
(Великие Луки) 25—27, 29, 31, 32, 37. А Ни- 
колиев (ст Дубки) 37, Л Николиев (Москва} 
29. 31, О Николаев (с Верхневилюйск 
ЯАССР) 28, 29, В Николайчик (Старые До- 
роги) 24—27. В Николаичик (Москва) 28, 
29. 31. 32. 34, 35, 37. Н Овсянников (Саратов) 
24, 27—35; Е Огиевецкий (Днепропетровск) 
24. 26. 27. 31. Э Озолин (Борнсов) 28. 31, 
32, 35, 37. М Онегин (Архангельск) 24, 
25, 28. 35. А Осипов (п Новосельский Нов- 
городской обл ) 37. К Осланов (Байрам-Алн} 
25. 26, 31, 35, 37, М Оспанов (Семипала- 
тниск) 37, В Пелей {Харьков) 26, 28, 32, 
34. 35, 37. А Панченко (Харьков) 34, 35, 
О Пегазнер (Днепропетровск) 28, 30, 32, 33, 
35, 37. И Петренко (Поти) 37, С Петренко 
(Запорожье) 34. 35, 37. В Петров (Псков) 
28, 32, 33. 37. А Петухов (Цимлянск) 24— 
26. 34. 35. 37, В Писецкий {Запорожье} 
24—27, 29—32. 37. Н Плотникова (с Верхне- 
внлюйск ЯАССР) 32, П Побылица (Леннн- 
град) 24—27, 33—35, 37, А Поавонов (Ха- 
зарапский рн Хорезмской обл }) 35, А По- 
меранцев (Москва} 28. Е Пономарев (п Чер- 
ноголовка Московской обл) 28—35, 37, 
А Попов (Чусовой) 28. 32, 37, С Попов 
(Москва} 24, 25. Д Портнов (Ннколаев} 
34, 35. 37. В Потемкин (Великие Луки) 
28—30. Я Поярков (Владивосток) 35. 37. 
Н Прыьдзе (Кутаиси) 33. 35. В Реви (с Хулол- 
цевка Полтавской обл ) 32, А Родин (Вели- 
кне Луки) 24, 26, 28, 32. 35, 37, С Розуван 
(Киев) 24. 25. А Романов (Киев) 24. 25, 
И Романови (Москва) 28, 37. Ю Ростовцев 
(Горький) 25, А Савков (Иркутск) 37. И Сов- 
ченко (Киев) 24—29. 32, 34. 35. 37, Ю Са- 
жин (Магиктогорск) 34. 35. А Саипов (Таш- 
кент) 24. 25. Г Салахлы (с Сарачло ГрССР) 
24, 27, М Салахлы (© Сарачло ГрСОСР) 24, 
Д Сомедов (Масаллы) 25, С Самохин (Ка- 
лниннград} 28, 30—32, Г Санадзе (Тбилиси) 


24. 26. 27: А. Сатилин (Киев) 28; Н. Свечко 
(Гродно) 37: И. Семенов (Воронеж) 26; Ю. Се- 
менов (Одесса) 28: А. Семеренко (Краснодар) 
24; ЛП. Сильвестров (Новосибирск) 24. 30, 
34. 37: В. Синицын (Ульяновск) 25. 28, 32; 
Л. Скатков {Харьков) 25. 26; В. Сассарев 
(п. Широкин Ворошиловградской обл.) 35, 
37; В. Смирнов (Лешинград) 26; В. Слир- 
нов (Уфа) 24. 25, 27; А. Сиышаяев (Ленин- 
град) 28: В. Сорокин (Диепропетровск) 30, 
33—35; В. Сорокин «“Усть-Каменогорск) 24, 
25. 27. В. Софронов (Москва) 34, 35, 37; 
В. Спимеев (Вороииловград) 24. 26; М. Ста- 
иенко (Киев) 32—35, 37; В. Стовби (Москва) 
24. 25: М. Стоймов (Москва) 30. 33: С. Сус. 
ботин (Алма-Ата) 25; М. Султанон (Бостан- 
лыкский р-н Ташкентской обл.) 29, 32; 
Р. Султанов (Ташкент) 26. 34, 37; А. Су- 
хинов (с. Бутырки Воронежской обл.) 37; 
С. Татулов (Дербент) 25. 26, 28: В. Тихон 
{<. Метибово Гродненской обл.) 25; Г. Тка- 
ченко (Чирчик) 37; Н. Толох (Жидачов) 24, 
25. 28—30; К. Гретьяченко (Киев) 24—27; 
А. Тычинский (Витебск) 24; А. Тюрин (Курск) 
35; А. Уверский (Сестрорецк) 37; М. Ур. 
шенский (Ижевск) 24, 30; А. Фольковский 
(Алма-Ата) 35. 37; А. Фарбер {Тамбов} 35. 
37; Н. Федин (Омск) 24—29. 31, 32; Р. Фг- 
дин (Кемерово) 35; В. Фекета (Турьи Ре. 
меты Закарпатской обл.) 37; И. Фесенко 
{Днепропетровск) 24; А. Фомин (Новосн- 
бирск) 24, 30—32, 37; А. Франкенбере (Таш- 
кент) 33. 35, 37; С. Фуриан (Черновцы) 37; 
К. Хаджиев (Хазарасиский р-н Хорезмской 
обл.) 28. 32; О. Хайкин (Чебоксары) 34. 
35. 37. А. Хачатуров (Баку) 26. 27: Л. Хи- 
заншвили (Тбилиси) 37; А. Худошиам {Харь- 
ков} 24-27, В. Цветков п. Комсомалец 
Кустанайской обл.) 35; И. Цуркис (Кали- 
нинград) 24.—26, 28. 30—32: Д. Чичава (Тбн- 
лнен} 37; В. Чеканов (Быхов) 24. 25, 28. 29. 
32. 34. 35, 37. „1. Черных (Лида) 28. 29, 33; 
5. Черным (ст. Лысоторская Ставрополь: 
ского кр.) 26; А. Чурилов (Харьков) 24---26; 
28. 34, 35; Г. Шарипов (с. Угалн БАССР) 
34. 35, 37: Р. Шарипов (Каракуль Бухар- 
ской обл.) 24--26; А. Шафаренко (Кара- 
ганда) 24—27; Д. Шофер (Левинтрад) 37; 
А. Шафир (Челябинск) 37: К. Шахназарян 
(Баку) 33. 35. 37; А. Швейдель (Великие 
Луки) 24. 26, 28. 35. 37; В Шевченко (Крас- 
нодар) 24, 26, 28, 35, 37; О. Шейнин (Мозырь) 
34; А. Шептовецкий {Москва) 24—27, 33- 
35. 37. Э. Шифрин (Днепропетровск) 24. 
26, 27, 32—34, 37; И. Шиян (Киев) 24—27; 
Ю. Штейншрайбер (Баку} 24—27; Р. Мт- 
вар (п. Рогатин Ивано-Франковской обл.) 
24—23, 31. 52; Д. Шулембаев (Алма-Ата) 
37: В. Шитько (Новосибирск) 37: В. Щукин 
(Ленниград) 25—27, 30; М. Щуикюров с. 
Днгях АзССР) 28; А. Яременко (Калиевка) 
26; И. Яунюс (Шнлуте) 37. 


ПируКуаРитестие.пу 


Ответы, указания, решения 


К статье «Задачи на повторение» 

Ответы. 1Х класс. в. 9. д. 
3. г 4.6.5 в.б.г 7 в. В. г. 9.6. 10. г. 

Хх класс. Та 2. г. 3. в. 4. а. 
5. г. 6. 6. 7. д. 

Решення н комментарии 
к оталельным задачам. 

1Х—.1. Лля того чтобы соответствие 
межлу комечнымн множествами Хи У, 


заданное с помошью стрелок, являлось 
функцней с областью определення Х. необ- 
ходнмо н достаточно. чтобы из каждого 
элемента множества Х выходила одна н 
только одна стрелка. Значит, число стрелок 


должно равняться чнслу элементов мио- 
жества А: в даниюм случае, когда х С {хь, 
х..х,}. число стрелок может быть от 0 ло 


3 (коответствие с 0 стрелками есть Функция 
с пустой областью определения). 

1Х— 3. 2 и бах у-Онли хи 0. 
ноэтому нехолное уравнение задает объедн- 
ненне прямых и хиу —х. 

1Х.--5. Значение 2А можно указать с 
точностью до 0,02, а еслн два числа извест- 
ны с точностью ло 0,02, то их разность мож- 
но указать с точностью ло 0,02 --0,.02=0,04. 
(Граннцы погрешностей как при сложении, 
тах и при вычитаиии — складываются.) 

|Х—6. Треугольник < длннами сторон 
а, Вин с существует тогда и только тогла, 
когда справедливы неравенства в—6 << 


«аб. 
1—8. 5.(А)- В. ЗЫВ)-О, поэтому 
(бь-5„НА) О (аругая запись: (5$. {А} 
$$.) $ыВ) 2). Отметим, что при 


решенин этой задачи участники реснубли- 
канских олимпнал ошибались чаше всего. 


- — 


1Х—9. вм МС. поэтому х=АМ 


МС АС. 

1Х— 10. Плошадн подобных треуголь. 
ников относятся как квадраты длин сход- 
ственных отрезков. ноэтому для искомого 
расстояния Й имеем К?:1— 1:2, откуда 


‚- ИТ-УХ. 


Х—1{1. Достаточно указать 6 человек 
работакицих в первую смену (остальные пой- 
дут во вторую); ня 12 нх можно выбрать 
Е. снособамн. 

Х 2. Известно. что 0,1093 = хх 0,1094 
н 0.3006=и<0,3007. поэтому 0.4099=х 
:-у< 0.4101. Следовательно. первая цифра 
после запятой обязательно 4. а вторая мо- 
жет оказаться как ©, таки 1. 


Х—4. Это — лемма из п. 45 учебинка 
«Алгебра и начала анализа 9». 

Х—5. Нужно правильно применить фор- 
мулу для производной сложной функции. 

Х—6. Плоскость пересекает ребро, ес- 
ли границы этого ребра лежат по разные 
стороны от плоскости, поэтому. точка А 
лежит по одну сторону от плоскости, точка 
В —- по другую. Тогда точка С — там же, 


гле А, точка Ю — там же, где В. Следова- 
тельно, плоскость должна пересечь реб- 
ро АР. 


Х--7. Для пронзвольных некулевых 
векторов аи с в пространстве можно ука- 
зать вектор 5. перпендикулярный к ним 
обонм; поэтому угол между векторами а 


и с может быть любым. 


К статье «Ответ в 
уравнении» Е 

1. {2 д; д 2--лА №62}. Ука- 
заннке. — Уравиение приводнтся к виду 
4 Зх=| в области, определяемой условиями 
хеВ, эт 4х3 0, с0$ 3х0. 

2. {(—1)2л/36--лА/б; д; л/4-- 1/2 |267}. 
Указанне. Уравнение приводится к 
виду эт 4х=0, зп бх==М. в области, опре- 
деляемой условнями хе К, с0$ Хэ 0, с0$ ЗхзЕ 


тригонометрическом 


3. {лЕ; л/20-рлЕ/10 462}. Указа- 
ние. Привестн уравнение к виду с0$ 10хх 
ЖЗИ 2х=0 при условни с0$ 5х0. 

4. (12-4 1)/8; л(п-|- 16 ие 1--ЗЕ 
& 1. ПЕ 2}. 

5. {п(22-- 1/4; З-- 1; тер 1)/5)тяе 
5п--2; #, т, п6 7}. 

6. {1284 1)78; —п/4--да ие 7}. 

7. {31/2221 1 АЕ 2}. 

8. {л/9; ли/Т и7т; №, т пе 7}. 

9. {АлЕ 62}. 

10. © 


К статье «Сигиалы, графы и короли на 
торе» 


(см «Квант» №7) 


1. (6-1, н. и. м. — любая вершина; 
(с)=3. и. н. м. {1.3.4}: 062, 
н.н. м. — {1,5}, {1.6}. 42,5}, {2.6}: 
а(6)=4. одно из и. н. м. {1, 4, 7, Ц}. 

2. ие]. 

3. 6? и 6: изображены на рисунке 1; 

с] 
в графе 6? все вершины соединены; граф 05 
нзображеи на рисуике 4 в статье „(кадо толь- 
ко не скленвать его края); граф (д постройте 
самостоятельно. 

4. а) Разбейте граф В. иа квадратики 

х2, в кажлом нз инх будет не более одной 
точки из М. 

6} Предположите, что ина какой-то вер- 
тикали стоит меньше $ точек из Л! и восполь- 
зуйтесь тем, что на любой паре соседних 
вертикалей стонт не более |п/2] точек из М. 

в} Решается аналогнчно  предылущей, 
только здесь на вертикалях чередуются $ 
и $-+- | точек из М (кроме одной пары сосединх 
вертнкалей). 
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{3 ® (37 

{2:1) (2;1) 

(1:0 {1:27 (1:3) (1: (12) 11:3) 
с, ры 


Рис. 1. 


5. 2(Р?)==5. Перегоним одну из вершин 


М в точку (0; 0). Еслн на вертикали 0 или 
горизонтали О стоит еще одна точка из М, 
то еще более двух вершнн из А размес- 
тить не удастся. Дадее рассмотреть еще точ- 
ку на вертикали | или горизонтали | и пе- 
регнать ее (симметрией) (в 1; 3) илив (2; 1)— 
после этого все определнтся 

6. В графе 0^ есть н. м. №8 (М —н. 
и. м. С}. 

ии: 

8. 3—1. 

9. Провести инлукцию по #. 

10. (л/2)^. Указание. См. зада- 
чу 4а и указание к ней (н. н. м. здесь — МА, 
ге М —н.н.м. графа Р)). 


К статье «Теория игр» 
{см. «Квант» № В) 


1. Матрица игры имеет вид 





Это дает следующую задачу: Зр, — р» > 
23а 29. жи ритр: = 1; если положить 


ХЕ = ро, Хе раи. [= Но. то полу- 
чится задача линейного программирования 


Зх + х.=1, 
2х1. 

х,—0. 

х.0, 

Е (Жж,ь ха) == х, - Ха. 


(ищем минимум}. Решенне этой задачи даст 


} 2] 
хр Иа, ха = Увы РЕ, 
Е 1 . 3 
у 12. В: 1 Рз = .. 


Таким образом. Сеню следует ставить в 
одном случае из четырех, а Васю во всех 
остальных. Этого можно добиться. скажем, 
подбросив две монеты: если иа обенх выпадет 
решка, то играет Сеия. Легко найтн. что 





протнниикам надо одннаково часто ставить 
Алика н Колю (то ссть перед матчем бросать 
лишь ойдму монету). 

2. Здесь Получается р = 0. р.= 1. 
Поразительное дело: мепее результативмого 
Петю нужно ставить в каждой нгре. хотя в 
среднем уже удастся забить только однн 
гол, а ие полтора’ Но и противникн должны 
быть начеку и чаще прежнего ставить высо- 
корослого защитника; нх остнмальная стра- 
и оанять Алика в одном случае из 
трех (4: = М. 9: = /;; впрочем. тот же 
итог даст им любая стратегия 0 = 4, = И: 
$. —= 1—9:. например, 9, = 0. 9. = 
Алнк сидит на скамье запасных). 

3. Русский сразу же отпадает. так как 
в любом случае дает не больше баллов. чем 
любая из двух других стратегий. Здесь имсет 
место доминирование двух стратегий над 
третьей. Решение дает: физика — 1/;. ал- 
гебра — ?/,. Как а аа такую сме: 
шанную стратегию? Петя должен бросить 
итральлую кость, и если выпадет 3 илн 6 — 
учить физику, в остальных случаях — алгеб- 
ру- Все это, разумеется, вепно, если учите- 
ля действительно приднраются к Пете. — 

в этом случае они должны с вероятностью 
3/; устроить т = по алгебре. а с 
вероятностью №. — по физике. Если же учи- 
теля ие пресле: уют Петю (Гораздо более 
разумное предложенне). то правильнее 
применить подход Бейеса и учить алгебру. 


К задачам «Квант» для младших школьниковя 


{си. «Квант» № 8) 


1. 20 кг. 2. См. рис. 2. 3. 123 457 896. 
4. 37.99= 3663. 5. В деревне А. Действи- 
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Рис. 4. 
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тельно, для любой другой точки М будет 
им мВ | МВ АМ |4- МСТ > 
> МСЪ причем хотя бы в одном случае 
неравенство строгое. Зиачит. 20|АМ |+ 
+ |МВ |2 20 [АВ | и 10| АМ |-- 10 ММС |2 

> ЮМС]- Поскольку хотя бы в одиом слу- 
‘чае неравенство строгое, то, складывая не- 
равенства, получаем 30|АМи201МВ |-- 
10 МС] >20 АВ |--10 АС |. 


К головоломкам 
(см. «Квант» № 8, 3-ю с. обл.) 
См. рис. 3—5. 
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Ребята 
с нашего двора 


Кто не знает ребят с нашего двора Симу, 
Римму, Фиму, Тиму и Дину? Их часто на- 
зывают «дружной пятеркой» и не без осно- 
вания они все делают вместе Вместе ходят 
в школу (хотя учатся в разных классах), 
летом вместе купаются в пруду, зимой вмес- 
те катаются иа катке во дворе нашего дома, 
и даже — удивительное совпадение! — день 
рождения у них общий все пятеро родилнсь 
в один день, хотя и в разные годы В этом 
году ребятам исполнилось впрочем, это 


вы узизете, заполнив следующий «крос- 
снамбер» 
По горизонтали 

1 Куб возраста Фимы в том году, 


когда Сима была вдвое старше Димы, а 
Римма — вдвое старше Тнмы 3 Утроенное 
произведение возраста Фимы и суммы воз- 
растов Симы и Тимы 5 Произведение воз- 
растов Тимы и Симы, когда они станут на 
год старше 7 Произведение возраста Фимы 
и наименьшего из трехзначных простых 
чисел. больших наименьшего трехзначного 
простого числа 9 Произведение удвоенных 
возрастов Симы и Димы 11 Возраст Симы 
в том году, когда она станет втрое старше, 
чем был Тима, когла Снма была вдвое стар- 
ше его 12 Произведение возрастов Фимы 
и Тимы, когда Дима был вдвое моложе 
13 Возраст Димы в том году, когда Римма 
достнгнет совершеннолетия 14 Квадрат воз 
раста Тимы 16 Удвоенное произведение 
возрастов Симы и Димы через год 19 Квад 
рат суммы возрастов Фимы н Симы 21 Трех- 
зиачиое число, первая цифра которого сов- 
падает с половнной возраста Днмы, а две 
последние — с удвоениым возрастом Димы 
23 Произведение квадрата возраста Лимы 
и полусуммы возрастов Симы вк Риммы 
25 Квадрат суммы возрастов Тимы и Димы 
минус квадрат возраста Димы 27 Произве 
дение возрастов Фимы и Тнмы, когда каж- 
дый из них станет на 10 лет старше 28 Про- 
извеленне возрастов Тимы н Димы через год 
29 Произведенне возрастов Димы 5 лет на- 
зад и через 5 лет 30 Куб возраста Лимы 
31 Произведение суммы возрастов Снмы 
и Фимы и суммы возрастов Риммы н Тимы, 
когда все ребята станут на год старше 
32 Куб возраста Симы, когда Сима была 
втрое старше Днмы 35 Произведение воз- 
раста Фимы и суммы возрастов Риммы, 
Симы и Фимы 37 Квадрат возраста Риммы 
38 Куб возраста Тимы 40 Произведенне 
возрастов Фимы и Димы 41 Сумма воз 
растов Тнмы, Димы и Риммы 42 Возраст 
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Димы в том году. когда Тиме исполнится 
столько лет, сколько сейчас Римме 43 Сум- 
ма возрастов Риммы, Фимы и Димы 46 Куб 
возраста Фимы в том году, когда Сима была 
вдвое старше Димы 49 Произведение воз- 
раста Симы через 5 лет н возрастов Симы 
и Риммы 5 лет казад 50 Квадрат возраста 
Симы, когда ей было столько лет, сколько 
сейчас Римме, а Римме — столько лет, сколь- 
ко сейчас Днме 51 Куб возраста Димы 
53 Произведение возраста Симы иа число 
лет, которое ей исполнится, когда она ста- 
нет вдвое старше 


По вертнкалн 
1 Возраст Симы в том году, когда са- 
мому младшему из ребят исполнится 100 лет 
2 Произведение суммы возрастов Риммы 
и Фимы и суммы возрастов Симы, Тимы н 
Димы 4 Произведение возрастов Симы н 
Фимы 5 Возраст Риммы в том году. когда 
Фиме исполнится 100 лет 6 Сумма воз- 
растов Симы, Риммы, Фимы, Тимы и Димы 
7 Произведение возраста Тимы и двузнач- 
иого простого числа 8 Куб возраста Рим- 
мы, когда она была втрое старше. чем Сима, 
когда та была втрое старше Ричмы 93- 
Учетверснное произведение возрастов Тимы 
и Римчмы через год 10. Произведение воз 
растов Симы и Тимы, когда онн станут на 
11 лет старше 1$, Квадрат возраста Фимы 
17 Разность квадратов возрастов Фимы 
и Тимы 18 Суммы возрастов Снмы, Риммы 
и Димы 19 Квадрат возраста Тимы, когда 
он станет старше на столько лет, сколько 
сейчас Тиме и Диме вместе 20 Простое 
чнсло 21 Утроенный квадрат возраста Сн- 
мы 22 ЖКЮвадрат суммы возрастов Риммы, 
Тимы н Фимы 23 Произведенне возрастов 
Симы, Риммы ин Фимы год назад 24 Произ 
ведение возраста Симы, когда Тиме испол 
интся столько лет, сколько сенчасе Симе, 
и возраста Симы, когда Тима станет еще на 
10 лет старше 25 Произведение возраста 
Димы, когда Фиме исполнится столько лет, 
сколько сейчас Симе, и возраста Тимы, 
когда Диме будет столько лет, сколько 
сейчас Симе 26 Произведение возрастов 
Симы и Риммы 33 Сумма возрастов Симы, 
Риммы, Фичы и Димы в том голу, когда 
однлся Тима 34. Произведение возрастов 
имы и Симы 36. Произведение возрастов 
Риммы через 5 лет н 5 Зет назад 38. Про 
изведенне возраста Симы. когда она станет 
на год старше, и суммы возрастов Риммы, 
Фнмы н Лимы 39 Произведенне возрастов 
Тимы и Фнмы и разности возрастов Симы 
и Тимы 40 Произведение возраста Риммы, 
когда она стамет в полтора раза старше, 
и квадрата возраста Тимы 44 Произведение 
возрастов Риммы. Фимы и Димы 45 Сумма 
возрастов Тимы и Димы через 20 лет 47 Про- 
изведение возрастов Тимы сейчас, через 4 го- 
ла и 4 года назад 48 Квадрат возраста Рнм 
мы, когда она была из год моложе 51 Учет- 
веренное произведение возриста Симы. ког 
да она станет старше на столько лет, сколь- 
ко сейчас Тиме, н возраста Тнмы 52 Произ 
веленне возраста Фимы сейчас. через 7 лет 
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ходится сталкиваться при иоступле- 
нии в вузы, читатель найдет в разде- 
ле «Практикум абитурнента». 
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К 60-летию Великого Октября 


И. Кикоин 


Как создавалась 
советская физика 


Редакция обратилась к Герою Социалисти- 
ческого Труда, академику И. К. Ккконну с 
просьбой рассказать 0б основных этапах 
становленыя советской физнки. Исаак Кон- 
<тантнновнч Кнконн начал заниматься фн- 
знкой в 1927 году — в год десятилетия 
Советской власти. Ему посчастливилось ра- 
ботать со многимн замечательнымк учены- 
мк, которых по праву можно считать осно- 
воположинкамн советской физики. Поэтому 
его рассказ — это рассказ очевидца н 
участника опксываемых событий. 

В этом номере мы начннаем публикацию 
воспомннаннй академнка И. К. Кнконна. 
Публикация подготовлена Т. Петровой н 
И. Слободецким. 


Жи“ 


Физнко-технический институт нм. 
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С первых же лет своего существо- 
вания молодое советское государство 
улеляло огромное внимание развитию 
отечественной науки. По инициативе 
и при активной поддержке Владимира 
Ильича Ленина в стране было созлано 
немало новых научных центров. Од- 
ним из них был Ленинградский фи- 
зико-технический институт. основан- 
ный в 1918 году академиком Абрамом 
Федоровичем Иоффе. В этом.институте 
я и начал заниматься физикой. 

До революции наука в России 
развивалась в осиовном в универсн- 
тетах и была оторвана не только от 
практической жизни, но даже и от 
настоящей совремсиной науки. Аб- 
рам Федорович Иоффе рассказывал, 
что, когда он начал заниматься физи- 
кой, в университстах России гос- 
подствовала такая точка зрения на 
работу ученого-физика: дело науч- 
ного работника — повторять опыты, 
которые ставились за граинцей, а но- 
вые идеи и самостоятельные работы 
считались немыслимыми, потому что, 
мол, у нас нет достаточно подготовлен- 
ных ученых. 

Еще в 1918 году, сквозь дым по- 
жара гражданской войны, А. Ф. Иоф- 
фе сумел увидеть будущие контуры 
социалистической страны и понять, 
что будущая техника и промышлен- 
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ность должны базироваться на хо- 
рошо развитой физической науке. А 
для этого нужны были физики, зна- 
комые с техникой, которые могли бы 
в будущем связать физическую на- 
уку с потребностями техники. Для 
подготовки таких специалистов Иоф- 
"фе создал в Ленинградском политех- 
ническом институте физико-механи- 
ческий факультет. На этот факуль- 
тет я и поступил в 1925 году. 


Учиться на факультете было труд- 
но, потому что физико-математические 
дисциплины преподавались на уровне 
университетской пограммы, а вме- 
сте с тем студенты должны были 
изучать ннженерные дисциплины. По- 
ступив в институт, я сразу погру- 
знлся в атмосферу настоящей науки. 

Мы, студенты, знали, что наш 
декан — знаменитый ученый, име- 
нем которого назван открытый им 
эффект. Эффект Иоффе заключается 
в том, что при смачивании поверхно- 
сти кристалла каменной соли (№а(]) 
водой его прочпость возрастает в 
несколько сот раз. Результаты не- 
обычайно простого по исполнению 
‚опыта, поставленного Моффе, вмели 
чрезвычайно важное значение. И вот 
почему. 

В 1915 году замечательный немец- 
кий физик Макс Бори создал стро- 
гую теорию кристаллов. Эта теория 
объяспяла оптические, электрические 
и другие свойства различных кристал- 
лов. Многочисленные эксперименталь- 
ные данные, имевшиеся в то время, 


подтверждали справедливость — тео- 
рии. И только в одном теория резко 
расходнлась с экспериментом В 
оценке прочности кристаллов. Бы- 


ло, например, известно, что кристалл 
каменной солн прн его растяжении 
разрушается, когда возникающие в 
нем в результате деформации напря- 
жения составляют приблизительно 
4.5.108 Нл’. (Напряжением с на- 
зывают отношение силы упругости 


№Руар| к площади $ поперечного 
сечения образца, перпендикулярного 


направлению деформации: @ |ЁРуир/5. 
Значение а, при котором образеи 
разрушается, называют пределом 


прочности.) А теоретический расчет 
давал совершенно иную оценку — 
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Абрам Федорович Иоффе (1880—1960) 


порядка 10 Н/м?. И объясвить это. 
расхождение в рамках теорни Бор- 
на никому не удавалось. 

А. Ф. Иоффе предположил, что 
рассматриваемая в теорни модель раз- 
рунения кристалла отличается от 
того, что происходит в реальном 
кристалле при его деформации. Те- 
оретические расчехы предела проч- 
ности делались в предположении, что 
кристалл разрушается мгновенно по 
всему сечению образца. Иоффе же 
предположил, что разрушение кри- 
сталла просходит постепенно. На- 
чннается оно в каком-то самом «сла- 
бом» месте, а потом распространяется 
вдоль по сечению образца. Постепен- 
ность разрушения связана с тем, что 
на поверхности кристалла имеются 
микросконические трещины. С та- 
кой трещинки и начинается разруше- 
ние при напряжениях, конечно, мень- 
ших, чем теоретические значения пре- 
делов прочности. Трещинка постепен- 
но разрастается И ирнводит к раз- 
рыву всего кристалла. 

Идея опыта. который А. Ф. Иоф- 
фе поставил для проверки своего 
предположепия, была необычайно 
сэоста. Тонкий монокристаллнческий 
счразенц каменной соли погружался 


частично в теллую воду. Вода посте- 
пенно растворяла соль, мокрая часть 
образца становилась тоньше, но по- 
верхность ее делалась гладкой, 
трещины исчезали. В таком виде об- 
разец подвергался растяжению. Опы- 
ты показали, что сухая часть образца 
разрушалась при напряжениях 4,5 х 
х 10% НА, а погруженная в воду 
часть образца выдерживала напря- 
жения до 1,6. 10? Н/м?. Так блестяще 
подтвердилась гипотеза А. Ф. Иоф- 

Многие физики считали, что пред- 
ложенная Иоффе модель разрушения 
кристалла не соответствует действн- 
тельности. Но многократно повторен- 
ные убедительные опыты подтвердилн 
ее правильность. И обнаруженному 
Иоффе явлению повышения прочности 
кристаллов при сглаживании их 
поверхности было присвоено назва- 
ние «эффекта Иоффе». 

На одной из своих популярных 
лекций студентам-первокурсникам 
А. Ф. Иоффе иллюстрировал свою 
ндею следукящими простыми опытами. 
Он брал прямоугольную полоску бу- 
магн и пытался ее разорвать, не- 
посредственно растягивая ее рука- 
ками. Для этого ему приходилось 
прилагать значительное усилие. Но 
стоило эту полоску чуть надорвать 
поперек (то есть создать в ней «тре- 
щинку?), как разрыв ее происходил 
при ничтожном усилии. (Читатель 
легко сам может повторить этот опыт.) 
Другой опыт проводнлся со стеклян- 
ными палочками. Абрам Федорович 
приготовил к лекции. стеклянные па- 
лочки лиаметром 2—3 мм, которые в 
гечение нескольких часов были погру- 
жены в сосуд с дистиллированной во- 
дой. Такие же, но сухие палочки ле- 
жали рядом на столе. Попытка со- 
гнуть сухие палочки в «дугу» не- 
изменно кончались неудачей — лалоч- 
ки ломались. Палочки же, только 
что выпутые из воды, легко сгибались 
в обруч! Объясняется это тем. что, 
хотя ин мнюго медленнее, чем соль, 
во стекло тоже растворяется в воде. 
ин вода «смывает» трещинки с по- 
верхности палочек. 


Мы, студенты, очень внимательно 
следили за научными успехами на- 
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Александр Александрович Фриямаи 
{1888—1925) 


ших профессоров, боледи за них. 
Мы очень гордились тем, что у нас 
на факультете работает Алексанар 
Александрович Фридман — один 
нз крупнейших механиков в мире. 
Мы знали, понаслышке, что ой внес 
очень существенный вклад в общую 
теорию относительности, поправив 
самого Эйнштейна. 

Эйнштейн в первой четверти ХХ 
столетия сформулировал вслед за 
специальной теорией относительности 
общую теорию относительности. Эта 
теория позволяла создать математн- 
ческую модель Вселенной — соста- 
вить систему уравнений, решение кото- 
рой описывало состояние Вселенной. 
Сам Эйнштейн нашел стационарное 
решение, и модель Вселенной, по- 
строенная Эйнштейном, была статич- 
ной, неизменной во времени. Фрил- 
ман догадался, что наряду со стати- 
ческим решением Эйнштейна суще- 
ствует дннамическое решение. Это 
означает, что состояние Вселенной 
постоянно изменяется во времени, 
Вселенная расширяется. 

Известно, что поначалу Эйнштейн 
встретил эту работу Фридмана в шты- 


ки, но потом понял, что идея, которую 
высказая Фридман, справедлива*.) 
Оказалось, что расширение Вселен- 
ной следует из общей теорни относи- 
тельности. Когда это было учтено, 
теорня относительности стала прак- 
тически законченной теорией. Таким 
образом, Фридман наряду с Эйн- 
штейном является одним из авторов 
общей теории относительности. Мы 
этим очень гордились. 

У нас в институте Фридман читал 
курс механики. А в нашей студенче- 
ской библиотеке был отпнечатанный 
курс лекций, прочитанных Фридма- 
ном в Военно-морской академии. 
Назывался он «Опыт гидромеханики 
сжимаемой жидкости». Мы тогда 
еще не понимали, что это означает. 
И только потом мы узнали, что в пем 
впервые была решена задача о двн- 
жении жидкости или газа с очень 
большими скоростями, когда жид- 
кость или газ принципнально нельзя 
считать идеальными и надо учитывать 
их сжимаемость. Теперь эта работа 
Фридмана стала общепринятой тео- 
рией, на которой основана вся гид. 
ромеханнка сверхзвуковых скоростей. 
Этот раздел гндромеханики называ- 
ется газовой динамикой. Так что ро- 
доначальником газовой динамики был 
наш профессор А. А. Фридман. К со- 
жалению, он погиб очень рано —в 
1925 году, когда ему было всего 
37 лет. 


Напротив нашего института, через 
улицу, которая называлась «Дорога 
в Сосновку», находился Ленинград- 
ский физико-технический институт 
(тогда он назывался Физико-техниче- 
ский рентгеновский институт). Ди- 
ректором его был академик А.Ф. Иоф- 
фе. Зрелых физиков в этом иисти- 
туте было очень мало. Был сам ака- 


*) 18 сентября 1922 года Эйиштейн опуб- 
ликовал свое «Замечание к работе А. Фрил- 
мана «О кривизие пространства», в котором он 
пнсал: «Результаты относительно нестацио- 
варного мира, содержащиеся в упомянутой 
работе, представляются мне подозрительны- 
мн». Но уже 31 мая 1923 года Эйиштейн писал: 
«В предыдущей заметке я подверг критнке 
работу Фридмана... Однако моя критика, как 
я убедился... освовывалась на ошибке в вы- 
числениях. Я считаю результаты Фридмана 
правнльными ..» 


Куапитесите.ги 


демик Иоффе; он привлек к работе 
профессора Дмитрия Аполлинарие- 
вича Рожанского, крупного радно- 
физнка; привлек Ивана Васильевича 
Обреимова, недавно окончившего 
университет (ныне академика); при- 
гласил работать недавно кончившего 
университет Николая Ннколаевича 
Семенова (ныне академика, Нобелевс- 
коголауреата):; к работе был привлечен 
профессор Яков Ильич Френкель, 
крупный ученый, один из основате- 
лей советской теоретической фнзики; 
был привлечен Александр Алексее- 
вич Чернышев — крупный электрик, 
который занимался вопросами элект- 
ротехники. Основную массу сотруд- 
ников составляли молодые люди, па- 
чавшие работу, будучи студентамн 
физико-механнческого факультета. 
На этом основании недруги коренного, 
я бы сказал, революционного преоб- 
разования в физике и в развитни на- 
учных работ, которое начиналось в 
физико-техническом институте, на- 
зывали этот институт детским садом. 
Тем не менее, ЛФТИ уже стал одним 
из основных центров физической 
науки в СССР. 

Отбирались студенты на работу 
в институт таким способом. Препо- 
даватели факультета — сотрудникн 
института, в том чнсле и студенты 
старших курсов, которые руководи- 
ли лабораторными работами студен- 
тов, имели указания А. Ф. Иоффе 
присматриваться к студентам, ко- 
торые проявляют интерес и способ- 
ности к экспериментальной физике, 
и приглашать их на работу в Физн- 
ко-технический институт. В 1927 го- 
ду, булучи студентом второго курса, 
я был приглашен на работу в Физи- 
ко-технический институт. Там мо- 
лодежь сразу приобщалась к совре- 
менной науке. С нами не очень нян- 
чнлись и не считались с тем, что у 
себя на факультете мы еще чего-то 
«не проходили». На научных семн- 
нарах, которые происходили регу- 
лярно по пятнинам, с 5 до 7 вечера, 
разбирались научные работы, только 
что сделанные сотрудниками инсти- 
тута нли опубликованные в зарубеж- 
ных журналах. Мы принимали уча- 
стие в работе семинара, должны были 
слушать и понимать, о чем идет речь, 
а если не понимали, то спрашивать. 


В первое время мы даже ие решались 
спрашивать, потому что не понима- 
лн ничего. Но довольно быстро’ по- 
ниманне наступило, по-видимому, по- 
тому, что мы привыкли к стилю из- 
ложения н сами много читалн. 


У нас на факультете былин, ко- 
нечно, учебные студенческие семи- 
нары. Одним из них руководил про- 
фессор Рожанский, а другим — про- 
фессор Френкель. На этих семинарах 
разбирались самые современные во- 
просы физики, и мы довольно быстро 
усваивали, какие проблемы волнуют 
физиков. В частности, в 1927 году на 
‘семинаре профессора Рожанского раз- 
биралась только что вышедшая рабо- 
та Дэвиссона н Джермера, в которой 
впервые было экспериментально по- 
казано, что прин отражении электро- 
нов от кристаллов наблюдается диф- 
ракционная картина, как при рас- 
сеянии самого обычного света на 
дифракционной решетке. Мы зна- 
ли, что дифракция света объясня- 
ется тем, что свет — это волна. Но 
электрон считался нормальной части- 
цей, полчиняющейся законам меха- 
никй. И сначала представлялось про- 
сто невозможным понять, почему от- 
ражение электронов происходит так, 
как булто на поверхность кристалла 
падает не пучок частнц, а пучок све- 
та. Этот вопрос мы и разбирали на 
семинаре Рожанского, на котором 
подробно разбирался опыт Дэвиссо- 
на и Джермера (докладывали сту- 
денты) и обсуждалась его интерпре- 
тация. Этот опыт был первым убе- 
дительным доказательством  спра- 
ведливости предположения, сделан- 
ного в 1924 году французским физи- 
ком ле Бройлем, о том, что движущие- 
ся электроны проявляют свойства 
не только частиц (корнускул), но и 
волн, подобно тому, как электро- 
магнитное излучение, например, свет 
обладает свойствами как волн, так 
и частиц. И еще де Бройль предполо- 
жил, что соотношения между корпу- 
скулярными характеристиками и вол- 
новыми должны быть одними и теми 
же для электронов и излучения. Опыт 
Дэвиссона и Джермера показал, что 
действительно электроны при от- 
раженин от поверхности кристалла 
ведут себя как волны, и что длина 
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Рожанский 


Дмитркя 
(1882—1936) 


Аполлиннарневич 


волны А, соответствующая двнжуще- 
муся электрону, равна А/то, где В — 
постоянная Планка, т — масса элект- 
рона, и — его скорость. В наши лни 
это стало уже тривиальностью. 


На семинаре Френкеля тоже раз- 
бирался вопрос, который волновал 
физиков того времени. Вопрос ка- 
сался не отдельных атомов и не 
отдельных электронов, а строения 
вещества. Мы уже знали, что атомы 
притягиваются, пока расстоянне меж- 
ду ними примерно равно размеру ато- 
ма. А при дальнейшем сближении 
атомов между ними начинают дей- 
ствовать силы отталкивания. Но бы- 
ло непонятно, почему атомы рас- 
полагаются в твердом теле, об- 
разуя правильную кристаллическую 
решетку. 

Тогда теорией твердого тела за- 
нимались довольно мало. Начало соз- 
ланию современной теорин твердого 
тела положил Эйнштейн. В 1907 году 
он разработал квантовую теорию теп- 
лоемкости твердого тела. Твердое 
тело Эйнштейн рассматривал как со- 
вокупность атомов, совершающих ко- 
лебания около положения равнове- 
сия с одной и той же частогой. При 


Яков Ильмч Френкель (1894—1952) 


нагревании тела меняется амплитуда 
этих колебаний, следовательно, ме- 
няется и энергия колеблющихся ато- 
мов. Изменение энергии тела при 
его нагревании на один градус н есть 
теплоемкость тела. Формула Эйн- 
штейна для теплоемкости твердого те- 
ла правильно описывала характер 
изменения теплоемкости с темпера- 
турой, но ири иизких температурах 
рассчитанные по этой формуле зна- 


чения теплоемкости не  совиада- 
ли с экспериментальными  резуль- 
татами. 


Теорию Эйнштейна усовершенст- 
вовал Дебай в 1912 году. Он пред- 
положил, что атомы в твердом теле 
колеблются не независнмо, они свя- 
заны между собой и образуют еднную 
колебательную систему. Расчеты, ос- 
нованные на этом предположении, да- 
ли прекрасное совпадение теоретн- 
ческих значеннй теплоемкости с эк- 
спериментальными данными. Онн, в 
частности, согласовывались с давно 
известным фактом —- так называе- 
мым законом Дюлоига н Пти, по 
которому теплоемкость одного моля 
любого твердого вещества одна и та 
же и равна 25 Дж/моль.К). 
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Но в разработанной теории тепло- 
емкости было одно «темное место» — 
это теплоемкость металлов. Металл, 
как известно, состоит из нонизирован- 
ных атомов, образующих кристалли- 
ческую решетку, и свободных элект- 
ронов. Эти свободные электроны ведут 
себя как обычный идеальный газ (его 
называют электронным газом). Ка- 
залось бы, теплоемкость | моля ме- 
талла должна складываться из теп- 
лоемкости решетки (25 Дж/ 
(моль-К)) и теплоемкости электрон- 
ного газа. А последнюю подсчитать 
совсем нетрудно — как теплоемкость 
олноатомного идеального газа: эпер- 
гия ЕЁ одного моля газа равна %.ЮТ 
(К — универсальная газовая постоян- 
ная), а теплоемкость 





АЕ 3 КАТ 3 
С=ат=3 тя 


К—12,5Дждмоль-К). 


Итак, теплоемкость моля металла 
должна бы равняться приблизитель- 
но 37,5 Дж/(моль.К). А измере- 
ння показывали, что она равна 
25 Дж/моль-К). Это было настоль- 
ко непонятно, что физики называли 
этот парадокс «катастрофой тепло- 
емкостих. 

Объяснить этот факт стало воз- 
можно только с появлением квантовой 
механики: Квантовомеханическую тео- 
рню электронного газа в металле 
разработали Зоммерфельд в Герма- 
нии, ау нас в Советском Союзе поо- 
фессор Яков Ильич Френкель. Со- 
гласно этой теорин свойства элект- 
ронного газа существенно отличаются 
от свойств одноатомного газа. В ча- 
стности, при обычных {не очень вы- 
соких) температурах энергия сво- 
болных электронов в металле практи- 
чески не зависит от его температуры, 
тогда как кинетическая энергия ато- 
мов газа прямо пропорциональна тем- 
пературе. Иными словами, при 
нагреванни металла сго внутренияя 
энергия изменяется только за счет 
изменения энергии колебания атомов 
(точнее — ионов) кристаллической 
решетки; энергия же электронного 
газа остается неизмениой. Следова- 
тельно, теплоемкость металлов — это 
теплоемкость атомов его решетки ни 
равна она 25 Дж/моль`К). Так 
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была устранена 
лоемкости». 

На семинаре Я. М. Френкеля он 
сам рассказывал нам элементы теорин 
Зоммерфельда и о своих исследова- 
НИЯХ В ЭТОМ направлении, 


«катастрофа  теп- 


Была еще одна проблема в физике 
металлов, которая волновала уче- 
ных. Есть такое явление, которое 
называется эффектом Холла. Заклю- 
чается оно в следующем. Представим 
себе прямоугольную металлическую 
пластину, вдоль которой течет элект- 
рический ток / (рисунок 1). Очевидно, 
что между точками Аи А’ пластины 
напряжение равно нулю. Но если эта 
пластина помещена в магнитное поле, 


индукция В которого перпендикуляр- 
на плоскости пластины, то между 
точками А н А’ возникает некоторое 
напряжение И, которое называют 
э. д. с. Холла. Э. д.с. Холла можно 
измерить с помошью гальванометра, 
подсоединенного проводниками к точ- 
кам Аи А’. 

Возникновение в проводнике с то- 
ком под действием магнитного поля 
разности потенциалов в направлении, 
поперечном по отношению к ваправ- 
лению тока, н называется эффектом 
Холла. (Это явление было теоретически 
предсказано в шестидесятых годах 
прошлого столетия Максвеллом.) Как 
объяснить возникновение э. д. с. Хол- 
ла? 

Известно, что ток представляет со- 
бой движение электронов, а на элект- 
рон, движучцийся в магнитном поле 


со скоростью и, перпендикулярной к 


индукции поля В, действует сила 


Лоренца Р., равная по абсолютной 


величине е |0 | |В |. Направление силы 
Лоренца определяется правилом ле- 
вой руки (если левую руку располо- 


жить так, чтобы вектор В «входил» 
в ладонь, четыре сложенных пальца 
были вытянуты вдоль направления, 
противоположного направлению ско- 


ростн & электрона, то отогиутый 
большой палец укажет направление 
силы Лоренца). Пусть пластина рас- 
положена в магнитном поле так, как 
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показано на рисунке 1. По пластине 
вдоль оси У течет ток (скорость элект- 
ронов направлена в противополож- 
ную сторону!). Тогда под действием 
силы Лоренца электроны будут от- 
клоняться к грани а’ пластины, и на 
этой грани скопится избыточное ко- 
личество электронов. Накопившиеся 
электроны создают внутри пластины 
электростатическое поле, напряжен- 
ность которого пропорциональна их 
числу. В этом поле на электроны 


действует сила |ЁР.|-=е!Е |, на- 
правленная противоположно силе Ло- 
ренца, то есть тормозящая их. Оче- 
видно, что когда эта снла станет рав- 
ной силе Лоренца, действующей на 
«протекающий» по пластине электрон, 
поперечное перемещение электронов 
прекратится. Из условня равенства 
этих сил можно найти напряжен- 


ность |Е| установившегося электро- 
статического поля внутри пластины: 


е|Е | = е18В Нор 
откуда 


Е] = ВН у|. 
При этом между точками А и А’ пла- 
стины установится разность потен- 
циалов 


О = 1616 = В Пу, 

где 6 — ширина пластины. Скорость 
электронов легко определить, зная 
ток Г, концентрацию л электронов в 
образце (число их в единние объема) 
и площадь $ сечения пластины, пер- 
пендикулярного направлению тока. 
Действительно, 


Г = пе ю |$, 
откуда 


=НИпе$ =Ипера 
пластины}. 


1о| 
(4— толщина 


в, 





Рис. 1. 


Таким образом, напряжение (, 
возникающее между точками Ди А" 
пластнны. равно 


и = В Итед. 
Эту разность потенциалов впервые 
обнаружил и измерил американский 
физик Холл. 

Итак, электронная теория метал- 
лов довольно просто объясняет эф- 
фект Холла. Однако, в этом вопросе 
существовала одна трудиссть. Из 
приведенного выше объяснения сле- 
дует. что знак э.д.с©. Холла опре- 
деляется только направлением тока, 
протекающего через пластину, и на- 
правлением магнитиого поля н дол- 
жен быть одним и тем же для вссх 
металлов. Между тем опыты показа- 
ли, что у ряда металлов э. д. с. Хол- 
ла имеет обратный знак, как будто 
в них носители тока не электроны, 
а положительные заряды. Этому ник- 
то не мог найти объяснения, 

И только в тридцатых годах уче- 
ник Зоммерфельда Рудольф Пайерлс 
дал объяснение этому явлению. Он 
сумел это сделать на основе кваитсво- 
механических представлений о но- 
ведении электронов в металлах. Как 
почти всем квантовым явлениям, дать 
наглядное объяснение возникновегия 
обратной э.д.с. Холла нельзя. 

Когда работа Пайерлса появилась 
в печати, Френкель поручил мне рёс- 
сказать ее на вашем «пятничном» 
семинаре в институте. Плохо по- 
нимая эту работу, я все же выполнил 
поручение Френкеля. И только после 
«дополнений» к моему докладу, сде- 
лавных Яковом Ильичом, я сам н, 
думак, слушатели, поняли, о чем 
пвсал Пайерлс. 

В теории металлов был еще один 
вопрос, связанный с эффектом Хол- 
ла. Дело в том, что в то время эф- 
фект Холла наблюдали только в твер- 
дых металлах, и никому не удалссь 
наблюдать его в жидких металлах. 
А из теории следовало, что эффект в 
жидких металлах может быть мень- 
ще, чем в твердых, но все же он дол- 
жен быть. 

Когда я начал работать в Ленин- 
градском физико-техинческом — ин- 
ституте, под влнянием лекций и се- 
минаров Я. И. Френкеля, который 
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рассказывал нам о современных нде- 
ях в физике металлов, я решил за- 
няться вопросами именно этой обла- 
сти физики и. прежде всего, эффектом 
Холла. Я решил проверить, возни- 
кает ли эффект Холла в жидких мс- 
таллах. Этим вопросом ранее. в на- 
чале века, занимались такие корифеи 
наукн. как Нернст. Друде. Про- 
смотрев имевшуюся по этому вопрссу 
литературу, я пришел к выводу, что 
выбор жидких металлов в проводив- 
ншхся ранее опытах был сделан не- 
удачно. В первых экспериментах в 
качестве образца выбиралн ртуть, 
потому что при комнатной температх- 
ре она всегда в жидком состоянии. 
Эффекта Холла в ней не обнаружили. 
Как потом, оказалось, и в твердой рту- 
ти этот эффект очень мал, и его труд- 
но измерять. Проводились опыты 
и с висмутом. Висмут казался очень 
подходящим образцом, поскольку в 
твердом висмуте э.д.с. Холла на 
несколько порядков больше, чем в 
других металлах: в «обычвых» ме- 
таллах она измеряется в микроволь- 
тах, а в висмуте — в милливольтах. 
Олнако в жидком висмуте эффекта 
не обнаружили. Теперь известно, что 
аномально большой эффект Холла в 
твердом висм\уте связан © особенно- 
стями его кристаллической  струк- 
туры. В жидком состоянии эта струк- 
тура пронадает. А экспериментаторы, 
собиравшиеся измернть большой эф- 
фект. увидев, что в 100 раз 
меНныше ожидаемого, пришли к выво- 
ду, что эффекта просто нет. 

Я решил взять в качестве образ- 
ца металл. который является нанбо- 
лее простым. Это — щелочной металл. 
Щелочные металлы хороши тем, что 
у них практически все теоретические 
предсказания относительно их свойств 
хорошо оправдываются в опытах. Я 
выбрал для эксперимента сплав нат- 
рня с калием, который прн известной 
концентрации компонент сташювнтся 
жидким уже ири комнатной темпе- 
ратуре. 

Мне представлялось, что отрн- 
пательные результаты в предыду- 
щих опытах связаны не только © не- 
удачным выбором образцов, но и с 
недсстаточно точной постановкой эк- 
сперимента. Дело в том, что когда 


через жидкий металл, находящийся в 
магнитном поле, пропускают ток, то 
со стороны магнитного поля на металл 
начннают действовать силы, которые 
приводят к смещению отдельных сло- 
св жидкого металла друг относительно 
друга. (В твердом металле этого пс- 
ремацения слоев, естественно, нет.) 
В результате возникают вихревые 
токи, которые «смазываюл» эффект 
Холла в жидком металле. Так что 
необходимо, если не свести на нет, 
то максимально уменьшить влнянне 
этих «паразитных» токов. Для этого 
мы взяли образец в внде тонкого слоя 
жидкого металла. Тщательно про- 
веденные измерения обнаружили на- 
личие эффекта Холла. Года через пол- 
тора вышла работа Зоммерфельда, в 
которой рассказывалось об опытах, 
подтверждающих современную ТЕО- 
рию металлов. Ссылался Зоммер- 
фельд ин на наш опыт. По правде го- 
воря, я был необыкновенно горл со- 
бой — такой авторитет, как Зоммер- 
фельд, оценил мою работу. 


Была еше одна проблема в физике 
металлов, которая тогда очень вол- 
новала физиков-теоретиков — вопрос 
о ферромагнетизме. Было хорошо 
известно, что из всех металлов, ко- 
торые имеются в природе, только три 
металла являются фер ромагнитны- 
ми — это железо, никель и кобальт. 
(Сейчас их известно значительно боль- 
ше.) Они отличаются тем, что их 
намагниченность, появляющаяся в 
очень слабом магнитном поле, до- 
вольно большая, в несколько сотен 
тысяч раз больше, чем у обычных ме- 
таллов. Например, чтобы в обычном 
металле получить такую же намаг- 
н иченность, какая появляется у 
железного сбразца в поле ^—0.01 Т, 
необходимо иметь внешнее магнит- 
ное поле ^—1000 Т. Для объясие- 
ння этого непонятного явления фран- 
цузский физик Вейсс создал теорию, 
согласно которой в ферромагнитных 
металлах — в железе, никеле и ко- 
бальте — существуют области, в ко- 
торых магнитные поля отдельных 
атомов орнентированы строго пварал- 
лельно друг другу. Так что суммар- 
ное магнитное поле такой обла- 
сти — ее называют доменом (от 
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французского слова «4оташт» — об- 
ласть) — достаточно большое. Раз- 
меры этих областей очень малень- 


кие — порядка долей микрона, но в 
каждой из них умещается много сотен 
тысяч орнентированных «элементар- 
ных магнитиков». Сами домены рас- 
пределены по металлу совершенно хао- 
тически, так что в обычном состоя- 
нни (в отсутствие внешнего магнит- 
ного поля) намагниченность фер- 
ромагнитного образца равна нулю. 


Когда такой образец помещается в 
магнитное поле, то происходит ори- 
ентация магнитных полей отдельных 
доменов вдоль внешнего поля, и обрз- 


зеи в целом сильно намаг- 
ничивается. А ориентировать це- 
лые домены легче, чем огромное 


количество отдельных «элементарных 
магнитиковх. 


Вот так. грубо говоря, выгляде- 
ла теория ферромагнетизма, пред- 
ложенная Вейссом. Для того чтобы 
объяснить наличие доменов — наан- 
чие областей с ориентированными 
«элементарными магнитиками —Вейсс 
предположил существование внут- 
ри металла особого магнитного 
поля, которое ориентирует магнит- 
ные поля внутри доменов. Это 
поле — Вейсс назвал его молекуляр- 
ным магнитным полем — по подсчетам 
Вейсса должно быть порядка 100% Т. 
Одиако происхождение этого поля 
было совершенно непонятно. 


Чтобы обнаружить это огромное 
гипотетнческое поле, профессор Яков 
Григорьевич Дорфман, в лаборато- 
рин которого я тогда работал в Ле- 
нинградском Ффизико-техническом ин- 
ституте, проделал такой опыт. Он 
установил в магнитном подле тонкую 
железную фольгу так, что плоскость 
листочка фольги была параллельна 
индукции поля. Фольга очень силь- 
но намагиичивалась. Сквозь фоль- 
гу, перпендикулярно ее поверхности, 
н следовательно, перпендикулярно 
внешнему магнитному полю, пропу- 
скался пучок быстрых электронов, 
испускаемых радиоактивным источ- 
ником, «вырезаемый» установленной 
перед фольгой щелью (рисунок 2). 
За фольгой была установлена фото- 
пластинка. Пролетевшие через фоль- 
гу электроны попадали на пластинку, 


вызывая се почернение. Если, про- 
ходя фольгу, электроны попадают в 
громадное молекулярное поле, то оно 
должно привести к смещению поло- 
ження почернения на пластинке. Од- 
нако это смещение в эксперименте не 
наблюдалось. Отсюда следовало, что 
если существуют такие силы, кото- 
рые ориентируют «элеметарные магни- 
тнки» в отдельных доменах, то они не 
магинтные, потому! что па движущийся 
электрон они практически не дей- 
ствуют. 


И только в 1928 году Я. И. Френ- 
кель в Ленингралском  физико-тех- 
ническом ипституте Н ПОЧТИ одновре- 
менно с ним немецкий физик Гей- 
земберг создали квантовомеханиче- 
скую теорию ферромагнетизма. Они 
показали, что на самом деле ннка- 
хого молекулярного поля нет. Силы, 
которые ориснтируют  «элементар- 
ные магнитики» внутри доменов — 
электрические силы спепифического 
хараклера. Их называют тенерь об- 
менными сйлами. Небольшая статья 
©9б этом была опубликована Френке- 
дем в 1928.году в июньском номере 
немецкого физического журнала «Дец- 
ЗАгие Их РАучК» а в июльском 
номере этого же журнала появилась 
подробная статья Гейзенберга. Так 
что независимо друг от друга они 
создали теорию  ферромагнетизма. 
{Впоследствин Яков Ильич Френкель 
говорил мне, что ой занялся ферро- 
магнстизмом потому, что мы, экс- 
периментаторы, постоянно его «на- 
магничивали»). 


После создания теории ферромаг- 
нстизма появилось много работ, по- 
священных вопросам магнетизма в 
металлах. В частности, было показа- 
но, что, как и следует из теорин, об- 
менные силы могут возникать только 
в кристаллах. Жидких ферромагие- 
тиков быть не может. Было также 


показано, что вдоль разных направ- 
лений внутри кристалла обменные 
силы различны. То есть было показа- 
но, что имеется резко выраженная анн- 
зотровия магнитных свойств ферро- 
магнитных кристаллов. Это и сейчас 
имеет очень большое значение ирн 
созданни новых магнитных материа- 
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лов, на которых базируется вся 
электротехника. И трансформаторы, 
н генераторы, н электродвигатели — 
все сделаны из ферромагнитных ма- 
терналов, и их характеристики су- 
щественно зависят ст свойств самого 
ферромагнитного материала.  Не- 
сколько позже теорию ферромагнетиз- 
ма развили наш выдающийся теоре- 
тик Лев Давыдович Ландау и его 
ученик Евгений Михайлович Лиф- 
шиц. Теперь современная теория 
ферромагнетизма исликом базируется 
на работах Френкеля, Гейзенберга, 
Ландау и Лифшица. 


Как я уже говорил, у нас на фи- 
знко-механическом факультете былн 
учебные семинары. Один из таких 
семинаров был организован для сту- 
дентов 4—5 курсов. Назывался этот 
семинар расчетным, и вел его наш 
профессор академик Владимир Алек- 
сандрович Фок. Проходил семинар 
не совсем обычно. Фок придумывал 
какую-нибудь хитрую задачу, ре- 
шения которой оп сам не знал. 
И тут же у доски он вместе с нами 
(вернее, мы вместе с ним) начинал 
решать ее. Так что мы могли наблю- 
дать, так сказать, «творческую кух- 
ню» такого замечательного теорети- 
ка, каким был В.А. Фок. 

И вот мы видели, как он подхо- 
дил К решемию задачи: пробовал 
один способ — не получалось; он сти- 
рал с доски, пробовал другой спо- 
соб — тоже ме получалось. В конце 
концов, рано или поздно, решение 
отыскивалось. Иногда на этом же за- 
нятни, иногда на следующем. Мы ви- 
дели не просто готовое решение, а как 
постепенно находились пути к этому 
решению. Это было очень поучитель- 
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но для нас. Однажды на семинаре 
Владимира Александровича был та- 
кой случай. Решали мы какую-то 
сложную несимметричную задачу по 
электростатике. На первом семинаре 
мы решения не нашли, а на следую- 
щем, в конце концов, получили длин- 
нюшее дифференциальное уравнение. 
Оно занимало всю доску. За мате- 
матическими выкладками мы сле- 
днли очень внимательно, так что с 
математикой все было в порядке, 
а вот усмотреть физический смысл 
скрытый за этой длинной формулой, 
мы не могли. Кто-то из студентов 
спросил Владимира Александровича: 
«А какой физический смысл имеет 
это уравнение?». Он на нас посмотрел 
с укором и сказал: «А физический 
смысл этого уравнения заключается 
в том, что оно имеет решение». 

В.А. Фок занимался — различ- 
ными проблемами теоретической фи- 
зики. Но наряду с этим он не гну- 
шался решений прикладных задач, 
чисто практических. В частности, его 
привлекли геофизики для решения ря- 
да задач о распределении электричес- 
кого поля внутри Земли. Это решение 
было очень важным для геологиче- 
ской разведки. Фок решил эту зада- 
чу вместе с В. К. Фредериксом. Во- 
обще, для всего стиля работы Ленин- 
градского физнко-технического инс- 
тнтута было характерно, что наряду 
с разработкой теоретических и экспе- 
риментальных проблем физики боль- 
шое внимание уделялось решению 
чисто прикладных задач, связанных 
< нуждами техники, промышленности 
и сельского хозяйства. 


В 1930 году, когда я только что 
окончил институт и получил звание 
инженера-физика, по рекомендации 
А. Ф. Иоффе меня направили в ко- 
мандировку в Германию, чтобы озна- 
комиться с физическими лаборато- 
риями запада. Я пробыл в Германии 
около трех месяцев и смог познако- 
миться © работами физических ла- 
бораторий Лейпцига, Мюнхена, Гам- 
бурга. И нужно сказать, что я был 
очень удовлетворен, когда убедился, 
что уровень наших физиков, в част- 
ности, мой собственный уровень, был 
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ничуть не ниже уровня физиков, с 
которыми я встречался в лаборато- 
рнях за рубежом. Правда, они имели 
некоторое преимущество по сравне- 
нию с нами: их лаборатории были 
очень хорошо оснащены приборами. 
У нас в Советском Союзе не было еще 
тогда отечественного приборострое- 
ния, нам часто приходилось самим 
делать приборы, либо покупать их 
за рубежом, а это было трудно в те 
времена, когда большие средства за- 
трачивались на развитие народного 
хозяйства. Но в смысле уровня зна- 
ний, уровня понимания, даже тех- 
ники эксперимента мы находились, 
как я убедился, не ниже, чем самые 
крупные университетские лаборато- 
рии Германии. 


Находясь в командировке, я около 
месяца работал в лабораторин в Мюн- 
хене, в бывшей лабораторин Рентге- 
на. Там работали и университетские 
докторанты (так назывались у них 
заканчивающие университет студен- 
ты, которые готовят дипломные ра- 
боты). Однажды я заметил, что док- 
торанты, готовясь к выпускным эк- 
заменам, читают книгу Я. И. Френ- 
келя «Курс электродинамики», из- 
данную на немецком языке. Я спро- 
сил: «А кому вы сдаете экзамены?» 
они ответили: «Зоммерфельду». Тому 
самому Зоммерфельду, крупнейшему 
теоретнку мирового класса, про ко- 
торого у нас, Когда мы были студен- 
тами, ходила поговорка «нет Бора 
кроме Бора, н Зоммерфельд его про- 
рок». Я знал, что имеется пятитом- 
ный курс физики самого Зоммерфель- 
да, и спросил, почему докторанты 
учат электродинамику не по Зоммер- 
фельду, а по Френкелю. А потому, 
ответили они, что Зоммерфельд ска- 
зал, что он будет принимать экзамены 
только по курсу Френкеля, посколь- 
ку лучшего курса в мнре сейчас нет. 
Когда я сказал, что лично знаком с 
Френкелем, то почувствовал, что 
мой авторитет в них глазах резко воз- 
рос. А я испытал чувство истинной 
гордостн за наших советских физи- 
ков, заслуживших широкое призна- 
ние в среде крупнейших теоретиков 
мира. 


К 60-летию Велмного Октября 


Куапетесите.ги 





Н. Н. Лузин (1883—1950) 





Лузинская математическая школа 


Автор этой статьн — один из 
крупнейших советских мазе- 
матиков, Герой Соцналисти- 
ческого Труда, академик Па- 
вел Сергеевич Алехсандрог. 
В статье рассказывается © 
становлении одной из самых 
плодотворных  математиче- 
ских школ — школы акаде- 
мика Н. Н. Лузина. Слева (в 
узкой — колонке) — разъяс- 
на:стся мало — знакомые 
школьникам термины, встре- 
чающиеся в статье. 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬ- 
НАЯ ГЕОМЕТРИЯ часть 
геометрин. изучающая Глад- 
кие кривые линин и поверх 
ностн  методамн  днфферен- 
циального исчисления. В ней 
рассматриваются спойстна ка 
сательных прямых к плос- 
кнм° и  пространеавенным 
кривым. касательных нлос- 
костей к кривым поверх- 
ностям. различные тивы лн- 


П. Александров 


Современная московская математическая школа 
теоретнко-множественной математики возникла в 
первые годы революции в стенах Московского уни- 
верситета. Ее основателями были Дмитрий Федо- 
рович` Егоров н Николай Николаевич Лузнн. 

В предшествовавшие ее возникновению десяти- 
летия, начиная с семидесятых годов девятнадцатого 
века, интересы математнков Москвы концентри- 
ровались главным образом вокруг проблем диффе- 
ренциальной геометрии и механики. 

Эти проблемы, тесно связаниые с теорией днф- 
ференциальных уравнений с частными производ- 
ными и теорией конформных отображений, куль- 
тивировались, с одной стороны, проживавшим в 
Москве н занимавиим скромную должность учи- 
теля гимназин выдающимся латышским геометром 
Карлом Михайловичем Петерсоном, а, с другой сто- 
роны, были связаны с замечательными работами 
великих московских механиков: Николая Егоро- 
вича Жуковского н его ученика Сергея Алексе- 
евича Чаплыгина. Деятельность этнх ученых была 
тесно связана с основанным в середине 1860-х 
годов Московским математическим обществом, слу- 
жившим во все последнне десятилетня прошлого н 
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ний н поверхностей (наприя- 
мер. цилиндрические. ко- 
нические, вннтовые поверх- 
ности). измерение длин ля- 
ний. площадей областей и 
углов на кривых поверхно- 
стях. а также свойства но- 
взерхностей. не изменяющиеся 
прн тех или иных отображе- 
ниях. Важным разделом диф- 
ференннальной геометрия яв- 
ляется теория геодезических 
линий на поверхностях, то 
есть кратчайших линнй. со- 
еднняющих две точки поверх- 
ностн (на плоскости — это 
отрезок прямой. на сфере— 
дуга большого круга}. В ра- 
ботах Московской диффе- 
ренцяально - геометрической 
школы изучались. в част- 
ности. нагибаиия поверхно: 
стей. то есть отображения. 
не изменяющие длии ляний 
на них. По существу вы име- 
ли дело с дифференинальной 
геометрией, когда заннма- 
лнсь в 9-м классе проведе- 
ннем касательных к графн- 
ку функции. 


ЛИФФЕРЕНЦИАЛЬ- 
НЫЕ УРАВНЕНИЯ — 
уравнения. содержашие про- 
изводные от искомых функ- 
ций. Если эти функциы за- 
висят от одного аргумента. 


дифференциальные — уравне- 
ния называют обыкновен- 
ными. а если от несколь- 


ких — уравнениями й част- 
ных производных. эти послел- 
нне часто называют уравнени- 
ями математической физики. 


КОНФОРМНЫЕ ОТО- 
БРАЖЕНИЯ — отображе- 
ния  поверхностн иа по- 
верхность, сохраняющие углы 
между линихмн. Пример 
пресбразования подобия, ко- 
торые вы изучали в геомет- 
ри". Еще пример — стерео- 
графическая проекция сферы 
на нлоскость (проекция, при 
которой сфера проектируется 
из северного полюса на плос- 
кость. касающуюся в в 
южном полюсе) Конформные 
отсбраження Играют — важ- 
ную роль в картографин. 
гидромеханике, аэромеха- 
нике и других областях нау- 
кн. 
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первые десятилетия текущего столетия основной 
научно-общественной базой Московской матема- 
тнческой школы. 


Дифференциальной геометрни принадлежали на 
рубеже прошлого и нынешнего столетий ин мате- 
матические интересы  Б. К. Млодзеевского и 
Д. Ф. Егорова, бывших в ту пору наиболее попу- 
лярными профессорами-математиками в Москов- 
ском университете. Фундаментальное участие 
Д. Ф. Егорова в созданни московской школы тео- 
рии функций относится к 1911—1913 годам, когда 
он доказал (1911) свою знаменитую теорему о по- 
следовательностях измеримых функций и поставил 
в связи с этой теоремой перед своим лучшим уче- 
ником Н. Н. Лузиным задачу доказательства одной 
нз основных теорем развивающейся в то время тео- 
рии функций. То отношение, которое к созданию 
Московской школы теории функций имел 
Б. К. Млодзеевский, конечно, не может быть даже 
сравниваемо с основополагающим участием 
Д. Ф. Егорова, но тем не менее должно быть упо- 
мянуто: оно заключается в том, что Б. К. Млод- 
зеевский, никогда сам не работавший в этой об- 
ласти, но являвшийся широко образованным ма- 
тематиком, имевшим представление обо всем, что 
делалось в ней в его время, был первым профессо- 
ром Московского (н вообще какого-либо русского) 
университета, прочитавшим в университете курс 
общей теорни функций действительного перемен- 
ного. Курс этот слушал и Н. Н. Лузин и неодно- 
кратно с болылим признанием отзывался о нем. 


Два самых выдающихся профессора-математи- 
ка, преподававшие в Московском университете в 
первой трети текущего столетия: Д. Ф. Егоров и 
Н. Н. Лузин как лекторы и вообще профессора 
университета принадлежали к двум противополож- 
ным типам. Д. Ф. Егоров принадлежал, я бы ска- 
зал, к классическому типу, а Н. Н. Лузин — к ро- 
мантическому. В лекциях Д. Ф. Егорова, всегда 
безукоризненно тщательно приготовленных, все 
доказательства были до конца продуманы и изло- 
жены в абсолютно строгой форме. В них не было 
места никаким элементам импровизации, н они со- 
ответствовали подготовке и уровню понимания тех 
слушателей, для которых были предназначены. 
Внешне Д. Ф. Егоров всегда был крайне сдержан, 
он не пользовался никакимн ораторскими прие- 
мамин или украшениями н на непривыкшего к его 
манере изложения слушателя его лекции могли да- 
же производить впечатление несколько суховатых. 
В действительности в его изложении бывал и на- 
стоящий подъем, но подъем этот, как и вся вообще 
эмоциональная сторона его личности ученого и 
профессора, был подчинен строго продуманной и 
даже несколько суровой на вид форме. В протива- 
положность этому Н. Н. Лузин был ярким пред- 
ставнтелем «романтического» типа профессоро 
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Д. Ф. Егоров 


ИЗМЕРИМЫЕ — МНО- 
ЖЕСТВА — множества, об- 
ладающие мерой. В конце 
ХХ века французским ма- 
тематиком Анри Лебегом 
была построена теорня меры. 
позволяющая — приписывать 
меру весьма широкому классу 
множеств. Мера Лебега яв- 
ляется обобщением — обыч- 
иых понятий длины, площа- 
ди. объема. Оказалось. что 
«длина» множества рацио- 
нальных чисел на отрезке 
[0.1] равна нулю. а длина 
множества нррациональных 
чисел на том же отрезке рав- 
ва | («Квант», 1975, № 8). 
Одни из самых общих мето- 
дов конструировання изме- 
римых множеств был пред- 
ложеин автором данной статьи 
академиком П.С. Алексан- 
дровым — в те годы начинав- 
шим свои занятия матема- 
тикой студентом универсн- 
тета 


ИЗМЕРИМЫЕ ФУНК- 
ЦИИ — фупкинн,  обладаю- 
щие тем свойством, что для 
любых а н 6 множество то- 
чек`х. для которых а5Их}« 
<. измернмо. Любая не- 
нрерывная функция нзмерн- 
ма. Примером всюду разрыв- 
ной. но измеримой функцин 
может служить функния Ди- 
рихле. равная нулю во всех 
иррациональных точках и 
единице во Всех рациональ- 
ных точках. Есля выкинуть 
из области определения функ- 
ция Дирихле все раинональ- 
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университета. Все его преподавание было чрез- 
вычайно эмоционально. Форма этого преподавания 
далеко не всегда бывала безукоризненной. 
Н. Н. Лузину случалось приходить на лекцию и 
плохо подготовленным ни тут же, стоя у доски перед 
студентами, импровизировать еще неготовое дока- 
зательство. При этом он часто ошибался, путался 
в выкладках и откладывал до следующей лекции 
материал, предназначавшийся для данной лекцин, 
но оказавшийся не подготовленным. Словом, об- 
разцовым его преподавание назвать было нельзя. 


При этом он иногда в несколько кокетничал этой 
своей «необразцовостью». Но лекции Лузина, в 
эпоху расцвета его педагогической деятельности в 
Московском университете, были полны новыми и 
интересными идеями, способными побудить слуша- 
теля к дальнейшим самостоятельным занятиям. 
Даром увлекать умы и воспламеиять сердца 
Н. Н. Лузии обладал в высшей степени. Естест- 
венно, что результаты этого увлечения н воспла- 
менения былин различны в зависимости от того горю- 
чего материала, на который падали брошенные в 
него искры вдохновения. Способные молодые на- 
чинающие математики, а их было немало среди 
студентов, слушавших Н. Н. Лузина, побуждались 
к серьезным и глубоким собственнымисследованиям, 
осуществлявшим дальнейшие продвижения в ма- 
тематической науке. Но были и просто восторжен- 
ные девицы, восклицавшие, что слушать Лузина 
лучше, чем слушать Шаляпина, чем и ограничива- 
лось их восприятие математических идей великого 
учителя. 


Не менее важным, чем характер лекций Лузина, 
побуждавший и, я бы сказал, вдохновлявший слу- 
шателей к самостоятельным исследованиям в об- 
ласти математики, был н введенный Лузиным в 
практику нашего факультета совершенно новый 
стиль взанмоотношений между профессором и сту- 
дентами. В нем поражали большая свобода и не- 
принужденность, отсутствие всякой официальностн 
и замена внешних проявлений почтительности со 
стороны студентов действительно глубоким ува- 
жением, часто переходившим в восторженное пре- 
клонение. Это уважение и делало невозможным вы- 
рождение свободы и непосредственности в отно- 
шениях между Н. Н. Лузиным и его студентами в 
какое-либо панибратство. 


Я впервые встретился с Н. Н. Лузиным в 
1914 году. будучи студентом 2 курса. Впечатление 
от этой встречн было, можно прямо сказать, потря- 
сающим н навсегда запомнилось мне. Обратившись 
к Лузину после окончания его лекций за советом, 
как мне заниматься математикой дальше, я был 
прежде всего поражен внимательностью и {не могу 
найти другого слова) уваженнем к собеседнику, 
как ни странно звучит это слово, когда речь идет 
о беседе уже знаменитого, хотя еще и молодого 
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В. В. Голубев 


ные точки (которых с неко- 
торой точки зрения хменьше». 
чем иррациональных), то 
функция Дирихле превратит- 
ся в константу, т.е. станет 
непрерынной на сокрашен- 
вой области определения, 
Большнм достиженнем ана- 
лиза явнлось лонимание того. 
что разрывные функцни. яме- 
ющине интерес для анализа, 
«в основном»  непрерывны. 
Такими и являются  фуик- 
ЦИН. «измеримые но Лебегу»- 
В выясиении всех  стнося- 
щихся сюда вопросов боль- 
шую роль сыгралн резуль 
тааы Д. Ф. - Егорова и 
Н. Н. Лузина 


АКСИОМА ЦЕРМЕ- 
ЛО — использованиее италь 
инским математиком Цермс- 
ло утвержденне. что для 
любой совокупностн  попар- 
но не пересекающихся мнс- 
жеств можно постронть по- 


вое множество. выбрав ио 
одному элементу из каж- 
дого множества. Несмотря 


ма свою кажущуюся очевид- 
ность. это утверждение (на- 
зываемое также аксиомой 
произвольного выбора} @арн- 
водит к весьма парадоксаль- 
ным результатам (например. 
к утверждению. что сферу 
можно разбить на 4 конгру- 
энтных друг другу множест- 
ва так. что из лвух таких 
множеств можно получить 
всю сферу. повернув их от- 
носительно центра). Ряд нис- 
следований Московской ма- 
тематической школы был ио- 
священ выяснению того. ка- 
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ученого с 18-летним студентом, еще только начи- 
навшим интересоваться математикой. Выслушав 
меня, Лузин посредством умело поставленных воп- 
росов очень скоро разобрался в характере монх ма- 
тематических склонностей и сразу же в доступной 
мне форме обрисовал основные направления, ко- 
торые он мог мие предложить для дальнейших за- 
нятий; очень осторожно он сам меня склонил к вы- 
бору одного из этих направлений, причем все это 
сделано было тонко, без всякого нажима и, как я 
теперь могу сказать, правильно. Я стал тогда же 
учеником Лузина. 

Мое знакомство с Лузиным пришлось довольно 
точно в середину того десятилетия, в котором ои 
получил самые значительные свои результаты. Он 
жил тогда совершенно один в меблированных ком- 
натах (Кокоревское подворье на Балчуге), жил 
только наукой. Мие запомнилась одна его фраза, 
сказанная в одну из многочисленных наших встреч: 
«Я дни и ночи думаю над аксиомой Цермело (ак- 
снома произвольного выбора в теорни множеств}. 
Если бы только кто-нибудь знал, что это за вещь!». 

Видя Лузина в этн годы, я действительно видел 
то, что может называться вдохновенным отношением 
к науке, и я не только учился у него математике, 
но ин получил урок того, что такое настоящий уче- 
ный, а также н того, каким должен быть профессор 
уни верситета. 

Тогда же я понял, что наука и приобщение к ней 
новых молодых людей — две стороны одной и той 
же деятельности — деятельности ученого. Все это 
осталось мне на всю жизнь. Педагогическая дея- 
тельность в Московском университете осуществ- 
лялась школой Егорова — Лузина в нескольких 
направлениях. Д. Ф. Егоров читал обязательные 
курсы дифференциальной геометрии, дифферен- 
цнальных уравнений н варнационного исчисления. 
Кроме того, он читал ряд спецкурсов, которые хотя 
н не были обязательными, но пользовались большой 
популярностью и посещались болыпим числом сту- 
дентов. Курсы Д. Ф. Егорова могли служить и 
первым введением в только что возникавший тогда 
функциональный анализ. 

Н. Н. Лузин ежегодно читал тот илн иной курс 
теории функций действительного (иногда н ком- 
плексного) переменного, меняя его специальную 
тематику, но доводя изложение каждый раз до воп- 
росов непосредственно нитересовавших его самого 
н составлявших в данной областн сегодняшний день 
науки. 

К старшему поколению учеников Д. Ф. Егоро- 


ва принадлежали кроме Н. Н. Лузина В. В. Го- 
лубев. И. И. Привалов и В. В. Степа- 
нов, принимавшие активное участие в мос- 


ковской математической жизни, в частности в ире- 
подавании в Московском университете. В. В. Го- 
лубев и И. И. Привалов вели интенсивную ‘науч- 
ную работу и читалн ряд курсов в направлении, 





И. И. Привалов 


кне утверждения теории 
множеств можно получить, 
не опираясь ма аксиому 
Цермело. В настояшее время 
локазано. что аксному Цер- 
мело нельзя ни вывести, ни 


опровергнуть. опираясь на 
остальные аксномы  теорин 
множеств. 


ВАРИАЦИОННОЕ ИС 
ЧИСЛЕНИЕ — ветвь мате- 
матики. изучающая задачи 
на максимум и минимум 
функций. зависящих от 
линий. других функций 
ит. д. (например. отыскание 
геодезических линий на по- 
верхностях. отысканне ли- 
нии наименьшей длины. ог- 
раничивающей область дан- 
ной площади ит. д.). Многие 
принципы физики н механи 
кн нмеют варнационный ха- 
рактер (нанрнмер: свет рас- 
пространяется так. что вре- 
ия, за которое он проходит 
от одной тонкы 80 другой, 
микимально). 


ТРИГОНОМЕТРИЧЕ- 
СКИЕ . РЯДЫ — ряды, ‹о- 
стоящие из гармонических 
колебаний с кратными час- 
тотаму: 

А, — А,соз (вх -- 9} = 

-=` А с9$ (2х Г аз) |. 

..- + А дс0$ (пох — Чл) Г... 
Физнки часто представляют 
колебання весьма общего вн- 
да как результат наложе- 
иия друг на друга бесконеч- 
ного множества гармоннче- 
ских колебаний, то есть как 
сумму  тригонометрического 
ряда. Такое представление 
функций используется н прн 
решеини многих. задач тео- 
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продолжавшем проблематику Н. Н. Лузина. 
В. В. Степанов, обладавший исключительной ши- 
ротой математической эрудицин вн математических 
ннтересов, читал курсы и вел семинары по самым 
различным вопросам математического анализа в 
широком смысле слова. Мне, например, запомнил- 
ся один прослушанный мною с большим интересом 
курс В. В. Степанова по проблеме Дирихле, очень 
увлекательный, хотя и прочитанный в строгой ма- 
нере Д. Ф. Егорова, верным учеником которого 
был и считал себя В. В. Степанов. Хочу также 
вспомнить, что первые получившие широкую из- 
вестность работы А. Н. Колмогорова по теорин 
функций (а именно, по теории тригонометрических 
рядов) были сделаны им, когда он был участником 
семинара В. В. Степанова. Упомянув об этом се- 
минаре, я уже забегаю вперед, в первую половину 
двадцатых годов, когда первоначально единая шко- 
ла Егорова—Лузина уже дала начало ряду новых 
школ, разработавших различные области матема- 
тики н живших самостоятельной жизнью. 

В первые годы педагогической деятельности 
Н. Н. Лузина в Московском университете (а это 
были годы, непосредственно предшествовавшие ре- 
волюции) в университете работал один-единствен- 
ный математический семинар. Он имел своим ру- 
ководителем Д.Ф. Егорова и так и назывался: 
Математический семинар или, точнее, Математнче- 
ский семинарий. Теперешнее слово «семинар» по- 
лучнло распространение в Московском универ- 
ситете лишь в середине двадцатых годов и было при- 
везено в Москву О. Ю. Шмидтом из Киева, гле, 
по-видимому, было распространено в школе 
Д. А. Граве. Так вот, Математический семинарий 
Д. Ф. Егорова происходил каждый год в весеннее 
полугодие; тема его менялась от года к году. Я впер- 
вые принял участие в этом семинаре в 1914 году, 
будучн еше студентом второго семестра первого 
курса; считая, что он предназначен для старших 
курсов, я не сразу и лишь после настойчивой ре- 
комендации В. В. Степанова решил записаться на 
этот семинар. (Тогда в Университете еще господ- 
ствовала так называемая предметная система, н 
каждый студент мог записаться на любой курс нлн 
семинар по своему выбору, что было, в частности, 
связано с платностью обучения и отсутствием го- 
сударственных стипендий для студентов.) Как я 
уже говорил, каждый год семинар Д. Ф. Егорова 
был посвящен одной какой-нибудь теме. В 1914 го- 
ду темой семинара были «Бесконечные последо- 
вательности». Тема разбивалась на несколько под- 
тем, работа над которыми шла параллельно; участ- 
никн семинара, заннмавшиеся данной подтемой, 
образовывали определенную «группу» семинара. 
Моя группа называлась «Функциональные последо- 
вательности». Мы изучали работы о различных 0606- 
щениях понятия равномерной сходимости. Была 
также н группа, занимающаяся более элементар- 
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П. С. Александров 


ретической физики. Доктор- 
ская диссертация Н.Н. Лу 
зина «Интеграл и трнгоно- 
метрический ряд» была по 
священа изучению многих 
тончайших вопросов теорнн 
тригонометрических рядов с 
помощью нонятяй нзамеримой 
функции, интеграла Лебега 
и т. д. Эту тематику продел- 
жалн многие ученики Лу- 
энна (А.Н. Колмогоров, 
Д.Б. Менынов, ИН. К. Ба- 
ри м 4р.)}. 
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нымн вопросами: рядами с постоянными членами и 
различными признаками сходимости этих рядов. 
Каждая группа несколько раз собиралась на дому 
у Д.Ф. Егорова. На первом из этих собраний 
Д. Ф. Егоров распределял литературу между 
участниками группы, ин эта литература доклады- 
валась соответствующими участинками на после- 
дующнх собраниях группы. Наконец, в заключе- 
нне работы группы один или два участника группы 
должны были выступить с докладом уже на пле- 
нарном собранин семннара. Так, один доклад был 
посвящен рядам с постоянными членами, по функ- 
циональным рядам было два доклада и т. д. Пле- 
нариые собрания семинара Д. Ф. Егорова собира- 
лк фактически всех активно работающих матема- 
тиков Москвы и в этом отношении в некотором ро- 
де даже конкурировали с математическим общест- 
вом. Эти пленарные собрания проходили всегда 
очень оживленно. Доклады, делавшиеся на них, 
в большинстве случаев вызывали интересные вы- 
сказывання многочисленных слушателей, среди 
которых особенно активными бывали Н. Н. Лузин 
н В. В. Степанов, имевшие, впрочем, совершенно 
различные темперамеиты. 
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Оживленный, хотя и совершенно «камерный» 
характер имели и немноголюдные собракия от- 
дельных групп семинара, происходившие, как уже 
было сказано, на дому у Д. Ф. Егорова. Тон на эТих 
собраниях задавал всегда сам Дмитрий Федорович. 

Сформировавшаяся еще в 1914—1916 гг. груп- 
па старших учеников Н.Н. Лузина состояла из 
Д.Е. Меньшова, А. Я. Хинчина, М. Я. Суслина и 
меня. К 1919—1920 гг. она пополнилась рядом мо- 
лодых математиков: П. С. Урысон, Л. А. Люстер- 
ник, М. А. Лаврентьев, Н. К. Бари, несколько дру- 
гих учеников н учениц Н. Н. Лузнна. Так возник 
очень дружный коллектив, к которому вскоре при- 
соединились два таких выдающихся математика, 





Л. В. Кеядыш как А. Н. Колмогоров и Л. Г. Шнирельман. В этот 
коллектив сразу же включился из математиков не- 
ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ = СКОЛЬКО более старшего поколения В. В. Степанов. 


ПОСЛЕДОВАТ Е ЛЬНО- Несколько позже в этот коллектив вошлн П. С. Но- 
СТИ — последовательности, Ввиков и Л. В. Келдыш. Так возникла знаменитая 
состоящие из функций (на- Лузитания — сообщество молодых математиков, 
р а. “5, ‘^^ спаянных не только тесными дружескими отно- 
Уп пх....). Назовем рассто. Ш@ниями между его сочленами, но и горячей лю- 
янием между функциями $  бовью и живым бескорыстным интересом к матема- 
и ф на отрезке [а; 5] наи- тической науке. 

в ие Лузнтания сразу осознала себя как нечто целое 
резке. Говорят, что функции. И провозгласила себя «орденом? с чкомандором» 


ональная последовательность Н.Н. Лузиным и «гроссмейстером» Д. Ф. Его- 
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Фч, Фа, ...› Фл, -.- Равномерно 
сходится на отрезке (а; 5] 


к функции ф, если расстоя- 
нне между фл и ф стремится 
к нулю, когда п-коо. Рас- 
сматрнваются и иные внды 
сходнмостн функциональных 
последовательностей, напри- 
Берн содЕжоть в среднем: 


Нт 1616) — 9) [4х = 0 


нт. д. В основе определения 
различных видов сходимости 
функциональных последо- 
вательностей лежат различ- 
ные способы определения рас- 
стояиия между функциями. 


ФУНКЦИИ КОМП- 
ЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ. 
Функции, являющиеся в ок- 
рестностн любой точки ху. где 
они определены. суммами ря- 
дов вида 
ао а (х—хо) + аз(х—хо)" + 

+... + аи(х— хо)" +... 
(коэффициенты такого ряда 
выражаются через производ- 
ные исходнон функции 
в точке хо), называются 
аналитическими функциями. 
К нх числу относятся изу- 
чаемые в школе рациональ- 
ные. показательные. лога- 
рифмические и тригономет- 
рические функции, а также 
вочтн все фуикции, встре- 
чающиеся в приложениях 
математики. Разрывные 
функции н функция, графи- 
кн которых имеют изломы 
{например. и = [х|] нлн 
у = |х]). не  аналитичны. 
Замечательно, что лве ана- 
литические  функцин, сов- 
падающие 
малом промежутке. равны 
друг другу всюду. В полной 
своей красоте теория анали- 
тических функций раскры- 
вается. если рассматривать 
нх не только для действнтель- 
ных. по и для комплексных 
значений аргумента. Поэто- 
му эта теория называется 
также теорией финкция 
комплексной переменной. Ока 
тесно связана с теорией кон- 
формных отображекнй, 

В комплексной области 
можно выразнть значения 
аналитической функцик 
внутри некоторой областн 
через ее значения на грани- 
це области. Однако эти гра- 
ничные значения — могут 
оказаться не только не ана- 
литической. но Даже раз- 
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ровым. Лузитания была коллективом болышого 
трудового, творческого и эмоционального подъ- 
ема, отражавшего в «микрокосме» тогдашнего ма- 
тематического факультета Московского универси- 
тета грандиозный и всеобъемлющий подъем, пе- 
реживавшийся всей страной в те годы, в первые 
годы революции, годы становления новой жизни. Об 
этом особенно хочется вспомнить сейчас, в год шес- 
тидесятилетия Великой Октябрьской революции. 

Существенным элементом общения Н. Н. Лу- 
зина с его учениками были встречи и беседы, ко- 
торые Н. Н. Лузин имел с совсем небольшими их 
группами (примерно в 1—3 человека, занимавшими- 
ся какой-нибудь темой). Кроме того, был еженедель- 
ный общий приемный день для всех учеников Ни- 
колая Николаевича. Одно время это были четвер- 
ги, потом среды. 

На этих еженедельных собраниях на дому у 
Н. Н. Лузина кроме непосредственных учеников 
Н. В. Лузина часто бывал В. В. Степанов, иногда 
и И. И. Привалов. Эти вечера у Н. Н. Лузина со- 
стояли из двух частей: сначала была математиче- 
ская часть в кабинете Николая Николаевича, очень 
уютной комнате, в которой, как, впрочем, и во всей 
тогдашней квартире Н. Н. Лузина (Арбат, 25, тре- 
тий этаж), было (по желанию хозяина) керосино- 
вое освещение. Никогда не забуду тех насыщенных 
самой живой математикой разговоров, которые 
тогда происходили. Эти разговоры иногда затяги- 
вались за полночь, но, когда бы они ни кончались, 
за ними следовал чай с неизменным очень вкусным 
ореховым тортом. За этим чаем — уже не в каби- 
нете, а в столовой квартиры Лузиных — разгово- 
ры принимали другой, нематематический характер 
и касались самых различных вопросов культурной 
и общественной жизни. Иногда что-нибудь читалось 
вслух. В. В. Степанов с большим увлечением чи- 
тал стихи Блока, чаще же читались менее серьезные 
вещи. Так, например, Н. Н. Лузин с большим мас- 
терством и артистичностью читал предназначенные 
собственно для детей произведения Корнея Чу- 
ковского. Я, помню, однажды прочитал рассказ 
Анатоля Франса «Чудо святого Николая». 

Собрания у Н. Н. Лузина кончались глубокой 
ночью. После их окончания участники большой 
гурьбой выходили на Арбат и его переулки и по- 
степенно, в различных последовательных комби- 
нациях провожая друг друга, наконец расходн- 
лись — обычно уже к утру—по своим домам. 

Лузитания жила не только дружно, она жила 
весело, и ещё как весело! Это веселье даже захлес- 
тывало «старших», и не только Н. Н. Лузина, но 
и Д. Ф. Егорова, принимавших, так сказать, пол- 
ноправное участие в наших оживленных веселых 
собраниях. Собрания эти были многочисленны ни 
происходили по различным поводам. Встреча Но- 
вого года и Татьянин день, именины Д. Ф. Егорова 
и Н. Н. Лузина, дни рождения отдельных лузитан- 


рывной (хотя н нзмернмой 
по Лебегу) функцней. Ряд 
работ Н.Н. Лузина и его 
ученнков (И.И. Прнвало- 
ва и других) посвящен нзуче- 
нию свойств граннчных зна- 
чений аиалитнческих функ- 
ций. 


РАЗМЕРНОСТЬ— чнсло 
измерений данной фнгуры 
(например. размерность от- 
резка и окружиости равна 
едниице, размерность квад- 
рата. круга и сферы — двум, 
8 размерность куба н шз- 
ра — трем). После введения 
в математику множеств весь- 
ма общей природы возникла 
задача общего определення 
поиятня размерностн и изу- 
чения свойств этого понятня. 
В окоичательном формиро- 
вании теории размерности 
основное значение имеют ра- 
боты П. С.  Урысона 
(«Кезнт». 1974. № 8). а позд- 
нее П.С. Александрова. В 
работах П.С. Александро- 
ва н его учеников обнару- 
жены очень тонкне связи 
между размерностью. н дру- 
гимн геометрическими свой- 
ствамн множеств. 
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цев — все давало повод для наших встреч, и на них 
было всегда в высшей степени оживленно и весело 
и при этом, заметьте, ни на одной из этих встреч 
не было выпито ни капли вина, пива и вообще ка- 
кого бы то ни было содержащего алкоголь напитка: 
это были годы «сухого закона», и он в нашем кругу 
соблюдался абсолютно. Бывали и бесконечные, 
многочасовые прогулки — дневные и ночные, как 
загородные, так н по московским улицам ин переул- 
кам, в том числе лодочные прогулки, купанья и 
так далее до бесконечности. Но не надо думать, что 
мы только развлекались. Вся Лузитания жила 
интенсивной и самой рабочей научной жизнью. 
«Две половины» лузинских вечерних приемов ста- 
ли широко выполнявшейся традицией и собственно 
лузитанских собраний и развлечений: в них разв- 
лекательная часть чередовалась, а иногда и объе- 
динялась с самой серьезной математической частью. 
Так, например, эскизы впоследствии ставшей зна- 
менитой совместной работы Н. Н. Лузина и 
И. И. Привалова по функциям комплексной пере- 
менной были впервые намечены во время загород- 
ного «похода». Вся программа построенной 
П. С. Урысоном теории размерности была им из- 
ложена мне во время затянувшегося на несколько 
часов купанья в реке Клязьме в деревне Бурково 
близ Болшева в 1921 году. Эти примеры можно было 
бы умножать без конца. 

Лузинская школа, Лузнтания, была единствён- 
ным в своем роде, неповторимым коллективом мо- 
лодых, в большинстве своем одаренных и жизне- 
радостных математиков. 

В августе 1924 года этот коллектив пережил тя- 
желый удар: погиб один из самых талантливых 
членов Лузитании и вообще один из самых талант- 
ливых советских математиков — Павел Самуило- 
вич Урысон. 

Члены Лузитании восприняли этот удар судь- 
бы как личное горе каждого из них, а Лузитания 
как целое недолго его пережила. К этому времени 
в недрах Московской, тогда еще единой, математи- 
ческой школы начался процесс формирования от- 
дельных школ по различным областям математики: 
по теорин функций комплексного переменного, по 
топологии, по теории вероятностей, по дифферен- 
циальным уравнениям н др. Повторяю, школы эти 
возникали в рамках самой Лузитанин, но, раз воз- 
никнув, они сразу, как новорожденные киты, за- 
жили самостоятельной жизнью и быстро и успешно 
росли и развивались. 

Лузитания как таковая перестала существовать, 
превратившись в непроходящее воспоминание каж- 
дого из ее участников, слившееся с воспоминанием 
о его собственной юности. 
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4-го октября 1957 года 
впервые в мсторми челове- 
чества был запущен искус- 
ственный спутник Земли. Эта 
дата является иачалом кос- 
мической эры человечества. 
Мы можем гордиться, что 
эта эра началась в нашей 


стране — первый спутник 
был запущен в Советском 
Союзе. 






— >” 


7% уе” 
С 
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Академнк С. П. Королев — 
Главный конструктор пер- 
вых ракетно-космических 
снстем 


<Старт космического корабля 
«Союз». 


Первый в мнре искусствен- 
ный спутник Земли. 
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_ КОСМИЧЕСКОЙ ЭРЫ 


227 бот зы 


За прошедшие двадцать 
лет в космосе быпи прове- 
дены многочисленные науч- 
ные исследованмя. Доста- 
точно сказать. что только в 
Советском Союзе запущено 
свыше тысячи различных 
аппаратов для исследования 
космоса. 

Освоение космоса мдет 
гигантскимм шагами. Нашей 
стране — родоначвльнице 
космонавтики — принадле- 
жит приоритет в этапных со- 
бытиях, связаиных с освое- 
нмем космоса. Советский 
Союз первым осуществил 
запуск спутныка с челове- 
ком на борту — первым в 
мире космонавтом стал 
граждвнын Советского Сою- 
за коммунист Юрмй Алексе- 
евмч Гагарин. Первый чело- 
век. вышедший в открытое 
космическое пространство, 
был гражданин Советского 
Союза коммунист — Алек- 
сей Архипович Леонов. Со- 
ветскийя Союз впервые осу- 
ществмя запуск многомест- 
ных летательных аппаратов, 
автоматическую стыковку пе- 
тательных аппаратов на ор- 
бите, фотографирование 
обратной стороны Луны, 
мягкую посадку станции на 





Первый космонавт Ю. А. Гагарнн. 


Первая женщина-космонает Космонавт А. А. Леонов — первый человек, совершнв- 
В. В. Николаева-Терешкова. — ший выход в открытый косыос. 
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Луне, созданме спутников 
Луны, облет Луны м возвра- 
щенме космических аппара- 
тов `нв Землю, доставку на 
Землю лунного грунта авто- 
матическими станциямы, соз- 
данме самодвыжущихся ди- 
станционно - управляемых 
лунных аппаратов {лунохо- 
дов], посадку автоматиче- 
скых станция на поверхность 
Венеры м Марса. 

Влияние  космонветыки 
на изучение Вселенной ог- 
ромно. Космические иселе- 
дования оказалм стимулыру- 
ющее воздействие на развы- 
тме научной м техимческой 
мысли, экономики м культу- 
ры. Они привелм к резкому 
подъему уровня науки м тех- 
никм в таких актуальных и 
передовых областях, как 
аэродинамика,  теплофиызм- 
ка, химическая физика, ра- 


диотехнмка м техиика теле- 
вмдения, техника систем ав- 
томатического управления, 
примененме в промышлен- 
ности эпентрониых машин, 
лроблемы ммиматюризацим 
технических конструкций. 

В настоящее время кос- 
мические исследования всту- 
пают в новую фазу. Спустя 
двадцать лет после выхода 
человека в космос оным все 
больше становятся нормаль- 
ным вмдом научно-мсследо- 
вательскоя деятельностм, 
э космос — рабочим местом, 
лаборатормей ученых. После 
первых, можно сказать, ре- 
когносцировочных экспери- 
ментов начапась эпоха си- 
стематическых мсспедова- 
ный, м грядущие десятыле- 
тмя, несомненно, будут от- 
мечены еще более крупны- 
ми достижениямы. 


Публикацию подготовил 
М. Смолянский. 


Фото ТАСС 
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На месте приземлення космн- 
ческого корабля «Союз-19» 
А. А. Леонов и В. Н. Кубасов 
с понсковой группой. 


«Луноход-1». 


Куап. тссте.ги 





В. В. Горбатко н Ю. Н. Глаз- 
ков во время тренировок 


Экнпажи космнческнх кораб- 
лей «Союз-19» н «Апол- 
лон». 








25 


К 60-летию Великого Октября 


В. Большаков 


Оптическое 
зондирование 
Земли и Луны 
из космоса 


Двадцать лет назад 4 октября 1957 го- 
да запуском первого в мире искус- 
ственного спутника Земли Советский 
Союз открыл новую эру в истории 
человечества — эру завоевания кос- 
моса. 20 лет — срок небольшой, а ус- 
пехи науки и техники в освоении 
космического пространства грандиоз- 
ны. И ведущее место в мире здесь 
по праву принадлежит нашей стране, 
где последовательно осуществляется 
научно-обоснованная программа изу- 
чения космического пространства, 
Луны и планет. Эти задачи решаются 
с помощью автоматических средств 
(искусственных спутников, космиче- 
ских аппаратов-зондов, автоматиче- 
ских станций) и с. помощью пилоти- 
руемых космических кораблей «Союз» 
в орбитальных станций «Салют». 

Много новых возможностей перед 
наукой открыла практическая космо- 
навтика, особенно после успешного 
решения технической задачи возвра- 
щения с космических трасс на Землю 
автоматических и пилотируемых стан- 
ций. Одна из таких возможностей — 
дистанционное зондирование Земли 
и Луны оптическими средствами, 
прежде всего, методом фотографиро- 
вания. 

Как известно, возвращение косми- 
ческих аппаратов из дальнего кос- 
моса впервые в мире было выполнено 
в СССР во время полета станции 
«Зонд-5». Станция облетела Луну н 
21 сентября 1968 года вернулась на 
Землю, совершив мягкую посадку 
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в заданном районе. Тогда же было 
положено начало практическому нс- 
пользованию метода космического фо- 
тографирования: при полете станции 
с расстояния 90 тыс.км была 
сфотографирована Земля (рис. 1). 

Фотографии, на которых изобра- 
жена вся Земля или другое космиче- 
ское тело, принято называть гло- 
бальными. Сразу же после получения 
глобальных фотографий Земли с «Зон- 
да-5» они были использованы, в ча- 
стности, для изучения закономерно- 
стей распределения облачных обра- 
зований в масштабах всей Земли 
ин сравнения фактических погодных 
условий с прогнозируемыми, а также 
для определения размеров Земли. По- 
скольку Земля фотографировалась не- 
прерывно в течение почти 30 минут, 
любая точка земной поверхности, рас- 
положенная на экваторе, перемести- 
лась относительно оптической оси 
фотоаппарата (вследствие вращения 
Земли вокруг своей оси) примерно 
на 800 км (длина экватора 
==40 000 км). В результате на сним- 
ках, соединенных попарно и разне- 
сенных по времени, получилось объ- 
емное (так называемое стереоскопиче- 
ское) изображение Земли. Это позво- 
лило (с помощью измерений на спе- 
циальных фотограмметрических при- 
борах) определить пространственные 
координаты дуг произвольных сече- 
ний объемного изображения Земли 
и, зная расстояние от точки фото- 
графирования до центра Земли, вы- 
числить размеры Земли. 

Для самой Земли это практически 
не нужно, так как для нее геодезиче- 
ские методы дают достаточно хоро- 
шие результаты. Но это позволило 
разработатьметодику определения раз- 
меров космических тел по измере- 
ниям на глобальных фотографиях и 
применнть, эту методику, например, 
для определения размеров Луны (пос- 
ле фотографирования ее с расстояний 
около 10 тыс. км межпланетными ав- 
томатическими станциями «Зонд-6, 
7,8»). 

Данная методика подходит и для 
определения размеров других пла- 
нет Солнечной системы. 


Через два месяца после возвраще- 


ния станции «Зонд-5» (в ноябре 
1968 года) к Луне стартовала совет- 
ская автоматическая станция 
«Зонд-6», которая выполнила в соот- 
ветствни с программой полета два 
сеанса фотографирования Земли и 
Луны (рис. 2} и совершила виртуоз- 
ный спуск на поверхность Землн. 
В результате полета станцни «Зонд-6» 
впервые в мнре были получены и 
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Рис. 1. Освещенная часть 
земной поверхности отранн- 
чена мернднанамн 60° вос- 
точной н 50 западной долго- 
ты. Терминатор (граница све- 
та н тени на планете) прохо- 
днт прнмерно по мернднану 
50° западной долготы. На 
сннмке хорошо просматри- 
ваются очертания матернков 
н водных поверхностей, не 
закрытых облачностью: райо- 
ны Среднземного, Черного, 
Каспийского и Аральского 
морей, Аравнйскнй полуост- 
ров.  Иранское нагорье н 
большая часть Афрнкн. 
Значительная часть земной 
поверхности закрыта облач- 
ностью разлнчной структу- 
ры — слонсто-кучевой, ку- 
чевой, высококучевой, перн- 
сто-кучевой н разорванной. 
В северных шнротах земного 
шара хорошо просматрнва- 
ются два мощных циклоии- 
ческнх образовання, 


Рис. 2. В первом сеансе фото- 
графнровання после орнен- 
тацни по Солнцу и звездам 
станция «Зонд-6» была раз- 
вернута такнм образом, что 
оптическая ось фотоаппарата 
оказалась направленной на 
центр Луны, примерно на 
границу между ее вндимой и 
невнднмой с Земли частямн, 
прн этом в кадр попал почти 
весь лунный днск. Второй 
сеанс фотографнровання про- 
водился для получення сннм- 
ков в возможно более круп- 
ном масштабе с целью карто- 
графнровання невндимой ча- 
стн Луны. Прн этом в поле 
зрення попала н Земля. Во 
время первого сеанса рас- 
стоянне до Луны составля- 
ло 9.3 тыс. км, во время 
второго — от 3,3 до 
2,4 тыс. им н до Землн— 
388 тыс. км. 


доставлены на Землю снимки обрат- 
ной стороны Луны, позволившие при- 
ступить к составлению топографиче- 
ских карт. 

Для — автоматических станций 
«Зонд» характерны высокая точность 
н совершенство системы ориентации 
н стабилизации. Так, точность вы- 


держивания оптической оси съемоч- 


ной камеры в процессе сеанса фото- 
графирования, вычнсленная по не- 
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Рнс. 3. Синмок планеты Зем- 
ля получен с помощью авто- 
матнческой станцин 
«Зонд-7» с расстояння 78 
тыс. км. На снимке хорошо 
вндны террнторин среднеазн- 
атских республнк, Аральское 
море, озера Балхаш, Иссык- 
Куль. Отчетлнво выделяются 
горные хребты Памнра и 
Тянь-Шаня. К востоку в 
просветах между облаками, 
просматриваются горы Ал- 
тая, а далее — озеро Байкал. 
За граннцей сплошной облач- 
ности, затянувшей весь Кав- 
каз, вндиы Черное и Азов- 
ское моря к Крымский полу- 
остров. Севернее, за грядой 
облаков, просматрнваются 
очертания Ботннческого за- 
лнва, Карелни н Белого мо- 
ря. На южной части снимка-—— 
террнторни Ирана, Афганн- 
стана, Ирака, Малой Азии 
и Аравийского полуострова. 
За Красным морем вндны 
пространства Северной Афри- 
кн. В момент  фотографн- 
ровання лнння  термннато- 
ра проходнла в Атлантнче- 
ском океане. з 


совпадению центра диска Земли, изо- 
браженного на космическом снимке, 
с оптическим центром фотоснимка, 
составляла 30—40 угловых минут. 

На борту стаиций «Зонд» находи- 
лась съемочная камера с фокусным 
расстоянием 400 мм и форматом кал- 
ра 13х 18см. Она обеспечивала, 
при полном использовании пленки, 
получение около двухсот снимков. 
Доставленная станциями «Зонд-5, б» 
фотоннформация по своему качеству 
значительно превосходит ранее пере- 
даваемые телевизионные изображе- 
ния, снятые с тех же расстояний. 
Например, в интервале между чер- 
ным и белым тонами лучшиетелеви- 
зионные системы передают до 12 то- 
нов различной плотности (градаций). 
Доставленные станциями фотосним- 
ки позволяют использовать все воз- 
можности человеческого глаза — до 
60 градаций, а с применением соот- 
ветствующих приборов — до 100 тра- 
даций. Или еще один пример. Фото- 
телевизионная система — передает 
три — лять пар черных н белых 
штрихов на участке шириной в один 
миллиметр (так называемая разре- 
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шающая способность изображения). 
Фотографирующая система, установ- 


ленная’ на станциях «Зонд», имеет 
в 10—20 раз большую разрешающую 
способность, что существенно увели- 
чивает объем полученной информа- 
ЦИН. Прн этом значительно 
уменьшаются и геометрические иска- 
жения. 

В августе 1969 года и октябре 
1970 года состоялись полеты автома- 
тических станций «Зонд-7, 8», во вре- 
мя которых продолжались физиче- 
ские исследования на трассе полета 
и в окололунном пространстве. Со 
станции «Зонд-7» впервые были поду- 
чены цветные фотографии Земли и 
Луны (рис. 3).  Безусловный ин- 
терес представляют и черно-белые 
фотографии (рис. 4). 

Какне же научные задачи реша- 
лись с помощью станций серии 
«Зонд»? 

Это прежде всего наблюдения Лу- 
ны с близкого расстояния и по на- 
правлениям, недоступным для на- 
блюдений с Земли. Искусственные 
спутники Луны позволяют изучать 
лунное гравитационное поле. Для 


Рис. 4. На черно-белом сним - 
хе.  получевном при фото- 
графнрованин с автоматнче- 
ской станинн «Зонд-8» с рас- 
стояния 9.6 тыс. км. видиа 
га часть поверхности Луны, 
которан ограничена мерндна- 
намн 17 (линня термннато- 
ра) н 150 западной долготы. 
Северо-восточную область 
снимка заннмает Океан Бурь. 
На светлой частн фотогра- 
фии рельефно выделяется Мо- 
ре Восточное с окаймляю- 
ими ето торами. 


Рис. 5. На рнсунике показан 
внд ландшафта обратной сто- 
роны Луны и приведены ос- 
иовные характеристики ©е 
фотографировання с автома- 
тической станции «Зонд-8». 





ПАТАСаЕМКИ 24 октября 1970г 
ВРЕМЯ ФОТОГРАФИРОВАНИЯ 14А9мин-2ч16мин 


МИНИМАЛЬНОЕ РАССТОЯНИЕ ДО Луны 110О0кмы 


рАсСТОЯНИЕ ДО Земпи 400 000 км 
зАСсНЯТАЯ ПЛОщЩАЛЬ 2 000000 кв км 
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привязки гравитационного поля к 
ориентирам лунной поверхности, изу- 
чения ее физической природы, гео- 
логических структур н Т. ин. необхо- 
димо знать форму именио физической 
поверхности. Фотографирование Лу- 
ны с помощью станций «Зонд» позво- 
лнло получить изображения как ви- 
лимой, так и неввдимой с Земли ча- 
стей лунной поверхности. А это дает 
возможность построить  иростран- 
ствениую модель Луны и определить 
се фигуру. 


Другой целью фотографирования 
Луны с «Зондов» было летальное 
изучение лунной поверхности, в ча- 
стностн, топографии обратной сторо- 
ны Луны (рис. 5). а также изучение 
отражательных свойств лунной по- 
верхности. 

По фотографичееким материалам, 
полученным с автоматических стаи- 
ций «Зонд», впервые составлена тоно- 
графическая картз обратной стороны 
Луны. Оказалось, что невидимая сто- 
рона нашего спутиика по характеру 
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Рис. 6. Снимок аква- 
торни восточной частн 
Атлантического океана полу- 
чен < борта научной орбнталь- 
ной станции «Салют-3». Ца 
первом плане над необозри- 
мым пространством океана, 
сливаясь, закручиваются от- 
дельные спирали  слонсто- 
кучевых облаков. На втором 
пяане до лниии горизонта 
простнрается мощный пок- 
ров облачности с незначн- 
тельнымн просветамн мор- 
ской глади. Тони изображе- 
ния облаков неоднородный: 
от голубовато-белого до ярко- 
белого. 


Рис. 7. Па космическом сним- 
ке Земли, полученном при 
съемке с орбитальной стан- 
ции «Салют-3», сквозь слон 
облачных образований про- 
сматривается Прикаспийская 
низменность, северная и во- 
сточная части акваторин Кас- 
пийского моря, русло ре» 
ки Волги, ее дельта. К во- 
стоку от дельты Волги 
на фоне сплошного облач- 
ного покрова заметно темное 
ПЯТИО — «глаз» циклона (об- 
лачность наиболее поинжен- 
ного давления). Раститель- 
ный покров в пределах Прн- 
каслийской низменности 
на синмке можно различить 
по красным и пурпурным пят- 
нам, водная гладь Каспий- 
ского моря имеет голубой 
тон, облачность ”— от свет- 
ло-серого до ярко-белого. 


ландшафта совершенно не похожа 
на ту, которую видели и изучали 
астрономы. На ней мало морей, все 
пространство занято кольцевыми об- 
разованиями. Это различие в строе- 
нии двух полушарий Луны еще не 
нашло исчерпывающего объяснения 
и стоит перед учеными очередной, 
ждущей решения, задачей. 

К числу научно-прикладных задач 
экспериментов принадлежит состав- 
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ление более точных карт Луны, не- 
обходимых для научных исследова- 
ний, ориентировки во время полетов 
в окололунном пространстве и при- 
вязки орбит космических аппаратов 
к физической поверхности Луны. 
Непосредственное фотографирова- 
ние Земли с больших высот тоже поз- 
воляет получить ряд важных науч- 
ных данных. Например, по сннмкам 
земной поверхности можно устано- 


вить взаимное пространственное по- 
ложение крупных метеорологических 
структур (циклоиов, антициклонов, 
облачных образований и т. д.). Сним- 
ки Земли из космоса позволяют изу- 
чить отражательную — способность 
земной поверхности. Как известно, 
отражение света от различных ве- 
ществ происходит по-разному. Это 
дает возможность при изучении сним- 
ков распознавать (дешифрировать) 
сфотографированные объекты по так 
называемым коэффициентам яркости. 
Так, по фотографиям Земли и вели- 
чинам коэффициентов яркости рек, 
озер, морей, океанов, материков, лес- 
ных массивов и т.д. можно судить: 
о водных запасах рек, озер и других 
водных бассейнов; о запасах и сер- 
тах лесных массивов; о величине 
и качестве пастбищ; о геологическом 
строении и полезных ископаемых; 
о почве и о том, какие посевы выгод- 
нее производить на ней; о том, где 
выгоднее и удобнее проложить трас- 
су шоссейной или железной дорог, 
газопровода, нефтепровода или судо- 
ходного канала. 

Выдающиеся полеты советских 
станций серии «Зонд» со всей 
убедительностью показали, что на 
современном этапе многие научные 
проблемы изучения Луны и Земли 
могут быть решены с помощью ав- 
томатических устройств, многократ- 
но доказавших свою эффективность. 
Однако существуют и такие задачи 
освоения космического пространства, 
когда участие человека необходимо 
и оправдано. ь 

Создание длительно действующей 
в космосе научной лаборатории, по- 
сещаемой в орбитальном полете смен- 
ными экипажами, позволяет прово- 
дить периодические фотосъемки из 
космоса, которые способствуют реше- 
нию актуальных научных и практиче- 
ских народнохозяйственных задач. 
Для выполнения фотографических 
экспериментов на борту научных ор- 
битальных станций устанавливается 
специальный комплекс аппаратуры, 
производящий съемку в различных 
диапазонах спектра электромагнит- 
ных излучений на различные типы 
пленок с учетом метеорологической 
обстановки и фактической орбиты 
(рис. би 7). 
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Полученные при фотографирова- 
нии с орбитальных станций «Са- 
лют-1, 3, 4, 5» высокоинформативные 
космические снимки Земли, обрабо- 
танные на электронных устройствах, 
принесли разнообразную информа- 
цию о состоянии природной среды 
в различных районах нашей страны. 

Так, по материалам космических 
съемок составлены десятки карт раз- 
личных районов нашей страны — 
структурно-геологических, — геомор- 
фологических, почвенных, ландшафт- 
ных, грунтовых вод н т. д. 

В результате гидрологического изу- 
чения космических снимков установ- 
лено правильное очертание береговой 
линии озера Зайсан, изменившейся 
вследствие создания Бухтарминской 
ГЭС и водохранилища; выявлены `не- 
отразившиеся на картах озера в рай- 
оне Казахского мелкосопочника и 
водохранилища (Чарвакское и Ток- 
тогульское) в районе Западного Тянь- 
Шаня; по различному типу водной 
поверхности на цветных снимках оп- 
ределены границы пресных и соленых 
вод, вод с различиым содержанием 
взвешенных частиц. 

Изучение космических снимков 
геологами позволило получить новые 
сведения о строении территории Руд- 
ного Алтая (установлено его блоковое 
строение) и проектировать поиски 
в.этом районе месторождений поли- 
металлов, обнаружить новые перспек- 
тивные нефтегазоносные районы (Ту- 
ранская плита и др.), выполнить 
оценку гидрозэнергетических ресур- 
сов Памира, Тянь-Шаня и Кавказа, 
получить ценную информацию о ланд- 
шафте мелководной акватории Чер- 
ного, Азовского, Аральского морей 
и озера Балхаш. 

В настоящее время фотографин 
Земли, полученные из космоса, ис- 
пользуются все шире и шире в раз- 
личных областях науки и практики; 
такой метод изучения Земли полу- 
чает все болышее признание. 


Лаборатормя «Кванта» 
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В. Майер 


Зеленая 
красная 
лампа 


В замечательной книге У. Брэгга «Мир 
света. Мир звука» *} описан краси- 
вый опыт, демонстрирующий одно 
любопытное свойство глаза. Опыт 
этот настолько прост, что каждый 
из вас без особых затруднений может 
повторить его у себя дома. 

Прибор для поставовки опыта 
(рис. 1) можно собрать из деталей 
механического конструктора. На алю- 
миниевом основании (/} размером 
15 х 60 х 110 мм скобой из жести 
или алюминия закрепите микроэлек- 
тродвигатель {2}. В отверстня двух 
стоек (3) высотой примерно 60мм 
вставьте вал (4) со шкивом (5) внут- 
ренним диаметром 15—25 мм. К тор- 
цу вала предварительно должен быть 
прикреплен картонный диск (6) диа- 
метром 100—140 мм (если вал с 
резьбой, диск можно закрепить дву- 
мя гайками с шайбами). На основа- 
нии прибора расположите алюминис- 
вую стойку (7) с отверстием для лам- 
почки (8). Наденьте на вал мнкро- 
электродвигателя и шкив резиновое 
кольцо (9). Двигатель подключите 
к одной или двум последовательно 
соединенным батарейкам карманного 
фонаря. По рекомендации Брэгга 
диск должен вращаться со скоростью 
2—3 об!/с. Сксрость вращения диска 
в некоторых пределах можно регули- 
ровать, притормаживая шкив паль- 
цем. 





*) У. Брэгг. Мир света. Мир звука. 
М., «Наука», 1967. 
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После предварительного испыта- 
ния подготовьте прибор для опыта. 
В картонном диске вырежьте сектор 
с дугой примерно 45” и оклейте одну 
половину оставшегося сектора белой 
бумагой, а другую — черной (рис. 2). 
Стеклянный баллон лампочки кар- 
манного фонаря, рассчитанной на на- 
пряжение 3,5 В, покройте красной 
нитроэмалью (можно попробовать ис- 
пользовать лак для ногтей). Когда 
краска высохнет, вверните лампочку 
в отверстие стойки прибора и подклю- 
чите к ее электродам проводники. 
Перед диском на расстоянии 20— 
50 см от него расположите настольную 
лампу так, чтобы свет от нее падал 
на диск. Подсоедините лампочку к 
батарейке и включите микроэлектро- 
двигатель. 

Если направление вращения ди- 
ска такое, что при каждом обороте 
лампочку сначала перекрывает чер- 
ная часть диска, то при любых осве- 
щенностях и скоростях вращения 
лампочка выглядит красной. Если, 
поменяв полярность источника пита- 
ния, изменить направление враще- 
ния, то есть заставить крутиться диск 
так, чтобы лампочку перекрывала 
сначала его белая часть, то лампочка 
будет... зеленой или сине-зеленой! 
Если условия эксперимента (скорость 
вращения диска, краска, которой по- 
крыта лампочка) подобраны недоста- 
точно хорошо, лампочка выглядит 
не сине-зеленой, а светло-голубой с 
белесоватым оттенком. 

Попробуем объяснить результат 
опыта. Диск вращается быстро, и ког- 
да прорезь в нем оказывается перед 
красной лампочкой, на сетчатке глаза 
на мгновение получается красное изо- 
бражение лампочки. Если при даль- 
нейшем вращении диска лампочку 
перекрывает его белая половина, то 
на сетчатку глаза попадает рассеян- 
ный белый свет настольной лампы. 
Белый цвет действует на сетчатку 
в течение более длительного проме- 
жутка времени, чем красный цвет. 
После того как перед глазом про- 
крутится черная половина диска, про- 
цесс повторяется. При этом лампочка 
воспринимается сине-зеленой. 








Рис. 2. 


Если «смешать» сине-зеленый цвет 
и красный цвет, то получится белый 
цвет. Эти цвета называют дополни- 
тельными (сине-зеленый цвет допол- 
нителен красному и наоборот). Таким 
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образом, в опыте глаз вместо истии- 
ного цвета лампочки воспринимает 
дополнительный сму цвет. 

Можно высказать предположение, 
что при кратковременном освещенин 
сетчатки красным светом сетчатка 
в дальнейшем лучше реагирует на 
все другие спектральные составляю- 
щие белого света. Она как бы «утом- 
ляется» красным светом, и когда 
освещается белым светом, то воспри- 
нимает его без «красной компоненты», 
то есть только дополнительный крас- 
ному — сине-зеленый свет. Посколь- 
ку время освещения сетчатки белым 
светом значительно больше времени 
освещения красным светом, лампоч- 
ка выглядит сине-зеленой, а не 
красной. 

Это предположение подтверждает 
результат опыта, в котором диск 
вращается в обратную сторону — так, 
что лампочку перекрывает сначала 
его черная половина. Действительно, 
область сетчатки, тде получается 
красное изображение лампочки, за 
время, в течение которого перед гла- 
зом находится черная часть диска, 
успевает «отдохнуть». Поэтому, когда 
перед глазом оказывается белая по- 
ловина диска, все цвета, входящие 
в состав белого света, воспринимают- 
ся глазом одинаково хорошо. Так 
как красный свет воздействует на 
сетчатку более длительное время, чем 
остальные компоненты белого света 
(сначала воздействует красная ком- 
понента белого света, а затем — крас- 





Задачи 
наших читателей 


1. В мокрую погоду при 
быстрой езде па велоснпеде 
без «крыльев» на спине не- 
лосипедиста остается грязная 
полоса от попавших на нее 
брызг. Почему? 

Г. Барванян (г. Очамчира) 





ный свет лампочки). то лампочка 
выглядит красной. 

3. Тонкая плоско-вы- 

пуклая линза, нмеющая в 


воздухе фокусное расстоя- 
ние А, встросна в стенку ак- 
вариума, в который налита 
жнякость < коэффициентом 
преломления л. На каком 
расстоянин от линзы будет 
собираться параллельный пу- 
чок света. падающий на с®е- 
рическую поверхность лин- 
зы? 


2. При игре в биллиард 
иногда возникает ситуация, 
позволяющая загнать одним 
ударом два шара в -разные 


лузы. Можно ли сделать это 
прн таком положении шаров, 
которое показано на рисун- 
ке? 


Ю. Балашов (г. Москва) 


А. Шведов (г. Запорожье) 
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Математический кружок 
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А. Егоров 


Уравнения 
и пределы 


. Простой пример 


Для приближенного вычисления 
квадратного корня из положитель- 
ного числа а’ поступают следующим 
образом (см., напрымер, книгу «Ал- 
гебра и начала амализа 9», с. 83). 

В качестве первого приближения 
берут произвольное число а > а. 
Следующее приближение @, находят 


по формуле 


а, = ыы ре 
1 ет ( Та Я |’ 
по а, находят а2: 
а \ 
еб: | 
и вообще 


1 
а = = (в. а). 


Последовательность {а„} монотон- 
но убывает н ограничена. По теореме 


Вейерштрасса она имеет предел. 

Пусть Нта, = $. Тогда $>0 и 
п->о 

5=— ев: =). то есть 52 = а, а так 


как а то $=Ка. 

Если взять достаточно большое п, 
то а, будет достаточно мало отличать-“ 
ся от Ка. 


Упражнення 
1. Докажите, что последовательность [ап! 
монотонно убывает. 


2. Оцените разность |ав— а Ь 
Проанализируем наш способ вы- 
числения последовательных прибли- 


жений для И а Последователь- 


3& 


ность приближений |[а„| задавалась 


рекуррентно: а, =Ф (а,_,), гдеф (х)-= 
1 а 


г <» (‹ ы- г. 
последовательности [а„|, мы заклю- 
чили, что ее предел $ удовлетворяет 


1 а 
равенству $ = ($ — | ‚ то есть яв- 
ляется корнем уравнения 
ф(®)=х (1) 
На рисунке 1 нзображен график 
функции => > (х ь' х>0, и 


показаны три первых члена после- 
довательности 


ОЕ, 


. Установив сходимость 


1 у 2 
а. 327 [@-1 + нь 


Упражненне 3. Выразите аз через 





п, если @=1н а) ал =@.@.-1; 6) а, = 
а ==. 
=а 1-1; в) аа = Ка-а—; г) аа = 
пл * 1 
Дан 
и в” т а-, *- 
| 1+ а + @а— 


2. Уравнения и пределы 


Пусть нам нужно решить уравнение 
(1), гле ф — некоторая функция. 
Возьмем произвольное число а,ЕО\4) 
и определим рекуррентно последова- 
тельность {а„|: а» = $ф(а,-1). Пред- 
положим, что а„ Е О ($) для всех пЕМ. 





Теорема 1. Если  последова- 
тельность [а„| сходится к $ и функ- 
ция Фф непрерывна при х=$, то $ 
является корнем уравнения (1). 

Эта теорема и была фактически 
применена в п. 1. Выбор первого 
приближения (или «нулевого члена» 
нпоследовательности) диктуется сооб- 
ражениями удобства — а, естественио 
брать поближе к искомому корню. 

Как будет видно из дальнейшего, 
умение исследовать  разрешимость 
уравнения (1} позволяет иногда ре- 
шить вопрос о сходимости соответ- 


ствующей последовательности {аи}. 
Упражнания 
4. Исследуйте сходимость — последова- 


тельностеи: 
а) аи = Уа + ап-ь, в = 0; 
6) ав = $ @п-—1, % =аЕ 1; л[; 
} 


в) ап = ао = 1. 


1--@1— ' 


5. Укажите способ иахождения положи- 
тельного корня уравнения 


ж—х— |=. (}) 
6. (Способ 
вычисления р/в.) Последовательность 
{а} строится по следующему правилу: 
< = а, 
1 —_ 
ап = —3 (24-1 == ре ) 


` п—\ 


приближенного 


т 
п-о 


Докажите, что 


7. Пусть а>0, 5> 0, р>0, 9> 0. Рассмот- 
рнм последовательность 


а. №. ра--96 ав 
5 ра ' рё--9фа-+ 96) * 5’ 


Где @пн: — бп, бп, = ра» - 961- Сущест- 
вует лн у этой последовательности предел? 
{Эту задачу предложил наш читатель В. Фи- 
щук.) 


3. Главный пример 


Остальная часть статьи посвящена 
вопросу о сходимости последователь- 
вости 

4% =, 

@н = ап 2 (2) 

а а 
то есть |, а, а@, 0? „а“ ‚.... Эта схо- 
димость зависит, конечно, от пара- 
метра а. 
Оказывается, для больших а вы- 

яснить существование прелела срав- 
нительно легко, а для маленьких — 
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Рис. 2. 


гораздо труднее. Приведем несколько 
примеров. 

При а 
тельность 


2 получаем последова- 


1: 2; 4; 16; 65536; ... 
(она, очевидно, расходится). 
При а = 1,5 — последователь- 
ность 
1; 1,5; 2,106; 2,3349; 2,592; ...; 
© ух — 10,99; сл. 2 86.163; 
13 > 8 
(она тоже расходится, но здесь с са- 
мого начала это далеко не так оче- 
видно). и 
При а=И 2 =1,4142 ... —после- 
довательность 
№ И, 2 Ц: сс 

ов 25 1,966; ©; == 1.9999 
(тут, как мы увидим, предел суще- 
ствует и равен 2). 

При а = 1 
РР 
(предел, очевидно, существует и ра- 
вен 1). 
При а = 9,5 
1; 0,5; 0,707; 0,613; 0,654; ...; 
9,» ^ 0,641206; ©, з == 0,641177. 
При а = 0,01 
1; 0,01; 0,955; 0,0123; 0,945; 
0.013: 2. 

15 А 0,013; аь = 0,941 
(поведение двух последних послело- 
вательностей мы прокомментируем в 
конце статьи). 

‚ Из теоремы | мы знаем, что если 
Ит а, = $, то $ является корнем 


п-ъ-о© 
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Рнс. 3- 


уравнения 

а == м (3) 
(функция х-— а* т. во всех 
точках числовой прямой). Следова- 
тельно, если уравненне (3) при веко- 
тором а не имеет корней, то соответ- 
ствующая последовательность (2) рас- 
ходится, 

На рисунке 2 изображен график 
функции у — а* и первые члены по- 
следовательности (2) — при аз | и 
предположении, что уравнение (3) 
имеет корни; на рисунке 3 — то же 
при О <а< 1. 


4. а>>1 


При а >| носледовательность (2) 
монотонно возрастает (проверьте!). 
Теорема 2. Приа> 1 ло- 
следовательность (2) сходится тогда 
и только тогда, когда уравнение (3) 
имеет хотя бы один корень. В этом 
случае ге предел равен меньшему из 
корней уравнения (3). 
Доказательство. Мы 
только что отмечали, что если после- 
довательность (2} сходится, то ее 
предел является корнем уравнения 
(3). Пусть теперь уравнение (3) имеет 
корни. Обозначим через $, наимень- 
ший корень. Покажем, что м, < % 
при всех п@ЕМ. Легко видеть, что 
5% >1 = 0,. Если ж %>а,, то 
5 — а > а“ —= 9,1. Из теоремы 
Вейерштрасса следует, что последо- 
вательность (2) сходится, причем, оче- 
видно, к 5». Теорема доказана. 
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5. 0<а<1 


В этом случае последовательность (2) 
ограничена: 0 «а, < 1. К сожале- 
нию, она не монотонна. В самом деле, 
поскольку 09 <а <1, функция у = 
= а^ убывает, и <, = @ <1 =а,, 
следовательно, а. = ач" > ай — а, то 
есть а 294, Далее, а. = 0 < 
< 0%: = оз, то есть | = 4 а, > 
>а. Пользуясь методом математи- 
ческой нидукции, легко доказать, что 
подпоследовательность @1, Яз» 5, 

‚ “п-т: -:: Нашей последовательно- 
сти монотонно возрастает, а подпосле- 
довательность — бу, 4, ,, ---, Чоп, +. 
монотонно убывает. При этом всегда 
“п > @:п-1. Потеореме Вейерштрас- 
са каждая из этих подпоследователь- 


ностей имеет предел. Пусть 
Пт “п, = $1 И Нша,, = $2. Ясно, 
л-ъо по 


что $. > $, И последовательность (2) 
будет сходящейся в том и только 
в том случае, когда $, = $» (докажите 


это!). 
Что можно сказать про числа $1 
аи 
и 5? Побкольку Фи. = й""", 
с — 
сатна = а "1 у функция х- 04" 


непрерывна во всех точках числовой 


прямой, числа $; и $, являются кор- 
нями уравнения 
Е 

а =. (4) 


Теорема 3. Числа $1 и $. 
являются, соответственно, меньшим 
и болыицим корнями‘ уравнения (4). 

Доказательство. Пусть 
$ — произвольный корень уравне- 
ния (4). Для доказательства теоремы 
достаточно установить, что @.„-, < 
<$<а., для всех пЕМ. 

Прежде всего заметим, м1о $ < 1. 
В самом деле, если $ 2 |, то, ввиду 
а° > 0, а'< 1, то есть а 52 5. Кро- 
ме того, очевидно, 5>0. Из 0< 
<5<! 1 следует а°> а° > а!, то есть 
о, >а >а.. Значит, 2 < 04° < а, 
то есть “, <$<а.. ИЕН 
шаг проделывается аналогично. 

Следствие |1. Если уравне- 
ние (4) имеет более одного корня, 
то последовательность (2) расходит- 
ся. 

Следствие?. Дсли уравнение (4) 
имеет ровно один корень, то после- 
довательность (2) сходится, и предел 





у=та, па> Ие 





Рис. 4. 


этой последовательности есть корень 
уравнения (3). 

Легко видеть, что всякий корень 
уравнения (3) удовлетворяет также 
и уравнению (4). Но при 0 <а<!1 
уравнение (3), очевидно, имеет ко- 
рень (нарисуйте графики!). Значит, 
нри таких а н уравнение (4) обяза- 
тельно имеет хотя бы один корень. 

Упражнекние 8: Рассмотрим после- 
довательность ©) = х>> 0, а, = а" При 
каких д эта. последовательность сходится? 
(Рассмотрите отдельно случая а> 1и0< 
<а< 1.) 

. Итак, вопрос о сходимости после- 
довательности (2) сводится к вопросу 
о числе корней уравнения (3) при 
а> 1 и уравнения (4) — при 0 < 
<а<1. 


6. Исследование уравнения (3) 

при а>1 

Уравнение (3} равносильно урзавне- 
нию 


тх 
= па. 





(5) 


шх- 
Построим график функции у = — 
(рис. 4). Эта фуикиня определена при 
х > 0, достигает максимума, равного 
1/е, при х =е, убывает при хе 
и возрастает при О < х < е. 


Упражнение 9. Проведите под- 


1тх 


робное исследование функции и + 


Следовательно, при та > Ше, то 
есть а>е!*, уравнение (5) корней 
не имеет. 
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4=Ита<- М 


Рис. 5. 


При 0 < та < Ше, то есть 1 < 
<а <е", уравнение (5) имеет два 
кория. 

При а =2!* оно имеет один ко- 
рень. 

Заметим для дальнейшего, что при 
та 0, то есть 0 <а< 1, уравне- 
ние (5) имеет единственный корень. 


7. Исследование 
при 0О<а< 


Мы уже знаем, что все корни уравне- 
ния (4) заключены в интервале ©; 11. 
Уравнение (4) равносильно уравне- 


ниям ах — ю.х,х = 00 х иаи 
1 шх 
х=— 2 Ш-на о. Обозначим через ф 


функцию 


уравнения 


(4) 


1 шх 
и па 


Мы хотим выяснить, сколько корней 
в зависимости от параметра а имеет 
уравнение ф(х) = 0, равносильное 
уравнению (4). Чтобы это сделать, 
нужно посчитать, сколько существует 
точек пересечения графика функции ф 
С осью абсцисс. ° 

Прежде всего заметим, что к этим 
точкам пересечения заведомо принад- 
лежит точка 5, где $ — едииствем- 
ный корень уравнений (3), (5).— 
см. замечания в конце пи. бин 5. 

Исслелуем функцию ф. 

Так как Ша 0, функция Ф 
определена при О <х < 1. При х— 
—0 (справа) $ (х}— — 0; при х-— 1 
{слева) ф(_хр— то. 
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Рис. 6. Рис. 7. 


Найдем экстремумы функции $; 
для этого исследуем ее производную: 


1 
Ф' (х) = хшхна- 1. 


Прнравняв ее к нулю, мы полу- 
чим уравнение 


Е ь (6) 


На рисунке 5 изображен график 
функции у = хШх. 

Упражненне 10. Исследуйте функ- 
цию ух шх и постройте ее График. 

Мы видим, что при х = 1е функ- 
ция у = хх достигает минимума, 
равного —1.е. Поэтому, если па < 
< — Ше, то есть та —е или а> 
>2®, то уравнение (6) корней пе 
имеет. Так что при е-* <а < 1 про- 
нзводная функции ф строго больше 
нуля, то есть при таких значениях а 
функция ‹ф строго возрастает. Зна- 
чит, уравнение ф (х) = 0 при е@ < 
«а < имеет единственный корень 
5, (примерный график функции ф 
для е@ «а <! изображен на ри- 
сунке 6). 

Если а =е"*, та $’ (х) =0 при 
х = Неиф’ (х) > 0 при всех осталь- 
ных хе10: 1#е Ц] 1 Ме; 1. 

В этом случае ф тоже строго воз- 
растает во всей области определения, 
и уравнение Фф(х) = 0 ло-прежнему 
имест единственный корень х = Ше 
(график функции ф для а = е*® изо- 
бражен на рисунке 7). 

Итак, если ее ха < 1, уравне- 
ние (4) имеет ровно однн корень. 





хх = 
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Рис. 8. 


Если же 0 <а <е°, то уравне- 
ние (6) имеет два корня: Хх; и х, 
(рис. 5). Причем при хе] 0; 
х: |] ]х.: Е [ производная $’ (х) по- 
ложительна, а при хЕ1х:; х, [ — 
отрицательна, так что х,—точка мак- 


симума, а х, — точка минимума 
функции $; значит, Ф при хе10; 
х, [ возрастает и при хех, 1 


возрастает, а при хЕ]|х,; х. [ 
вает (разберитесь в этом!). 

Покажем теперь, что 6] х,; х.[. 
Для этого достаточно доказать, что 
ф (5) < 0. Имеем 


убы- 


1 








$” (6%) = 50 т $0 ша = — (п5): — 1 
п $6 
(так как « = ша). Докажем, 
что пу <—1 (огда ф’ ($) <9. 
Для этого обратимся вновь к функ- 
шх 
ции у= (рж. 4). Поскольку 
она при О <х < | возрастает, а 


па < —е. корень % уравнения (5) 
лежит левее корня уравнения 
шх 
х «=—е, тоесть левее точки 6`'. 


Значит. 5% < Шен Ш; <—. 

Итак, про функцию Ф нам теперь 
известно, что 

ПФ({\)-— —©< при х>0; 

2) ‹ (х)— > при х— 1: 

3) ф возрастаст на промежутке 
10; х.[, в точке х, имеет максимум, 
убываег на промежутке ]х,; х.|, в точ- 
ке х, имеет минимум и снова возра- 
стает па промежутке |х,; 11; 





4) $ обращается в нуль в точке 
5, промежутка ]х,; х.|. Этих сведе- 
ннй достаточно, чтобы нарисовать 
примерный график функции ф для 
0 <а<е®; мы видим, что он пере- 
секает ось абсцисс, кроме точки $,, 
еще в двух точках $: и $. (рис. 8), 
так что в случае 0 <а<е* урав- 
нение ф (х) — 0, а следовательно, н 
уравнение (4) имеет три корня: $, < 
< < $... 

Вопрос об уравнении @а“ = ю0.х в 


«Кванте» уже обсуждался. В частности, раз- 
биралось уравнение (1/16)“ = ю8,,х. Из 
нашего исследования следует, что у этого 
уравнения ровно три корня. Два нз них легко 
найти подбором: х, = М; их, = М. 

Упражнение 11. Исследуйте раз- 
решимость уравнений в завнеимости от пара- 
метра а: 

И 3 — Зе -а=0; 2) м ох = 
= 0: 3} а* = х?; 4) а" = 2х1; 5) со хх 
Х со$ Зх = а, хЕ ]0; д[. 


8. Подведем итог 


Теорема 4. Госледовательность 
(2) сходится тогда и только тогда, 
когда 


(еде<акеи* 
1(1/е)е : 0,065988 ...; @\ = 
= 1,444668 ...; случай а =: Ё оче- 
виден |. 


Возвращаясь к последовательно- 
стям, с которых мы начинали п. 3 
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(см. с. 35), мы можем теперь сказать: 
при а = 2; 1,5 и О] последова- 
тельность (2} расходится: 
прна=И 2и 0,5 последователь- 


ность (2) сходится. 
хх жж 


Ниже мы публикуем несколько необычных 
«уравнений» с выражениями }„(х), содер- 


жащими бесконечное число — операций. 
Прежде чем их решать. надо  разо- 
браться, как понимать такие выражения. 


Об этом рассказано в статьях А. Егорова 
и Г. Дорофеева, Н. Розова (см. с. 34 и 
с. 60 этого номера): такое [о (х) нужно 
понимать как предел при п->=о° зыражения 
ра (х), в котором наша операция встреча- 
ется п раз. В каждой из предлагаемых 
задач требуется провести целое исследо- 
вание: аккуратно определить. о каком 
именно выраженни идет речь, затем найти 
все «подозрительные» хи доказать существо- 
вание предела. 


хх а - 4 хЙ... =. 





ори им 

3. ИжьИжну о =. 

4. ю8. (3*-Нов, (3х--юя. (3*...)))=5. 

х И ор — 

6. к рен 4. 

т. Уз-ИУтуиЕ.. +6. 
Н. Федин 





Вот это близнецы! 


Семья математических задач- 
близнецов пополнилась еще 
одной поистине фантастиче- 
ской ларой. Почему фанта- 
стической? 

Во-первых, потому, что 
у этих «близнепов» разные 
родители. Одного пам «под- 
кинул» Э. Рекстин из Риги 
(первое письмо). другого — 
В. Чайковский из Берлян- 
ска. В каждом примере оди- 
наковые цифры зашифрова- 
ны одинаковыми буквами, 
разные инфры — разными 
буквамн. звездочка может 
быть любой инфрой. Каждый 
пример — расшифровывается 
единственным образом. 

Во-вторых, эти близне- 
цы... впрочем. расшифруйте 
нх ин посмотрите, что полу- 
чнтся. 
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Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с момента 
основання журнала. Публн- 
куемые в нем задачи ие 
стандартны, но для нх ре- 
шення не требуется знаний, 
выходящих за рамкн ны- 
нешней школьной програм- 
мы. Наиболее трудные за- 
дачи отмечены звездочкой. 
Разумеется, не все эти за- 
дачн публикуются впервые. 
Решення задач из этого но- 
мера можно присылать не по- 
зднее 1 декабря 1977 года 
по адресу: 113035. Москва, 
М-35, Б. Ордыика, 2016, 
редакция журнала «Квант». 
После апреса на конверте 
напишите номера задач. ре- 
шення которых вы посыла- 
ете. например, «М468. М467» 
иан «$478». Решення за- 
дач по каждому из предме- 
тов (математике и физнке), 
а также новые задачи прось- 
ба присылать в отдельных 
конвертах. Задачи нз раз- 
ных номеров журнала при- 
сылайте также в разных кон- 
вертах. В письмо вложнте 
конверт с написанным на 
нем вашнм адресом (в этом 


конверте вы получите ре- - 


зультаты проаерки решений). 
В начале каждого пнсьма 
просим указывать ваши имя, 
фамнлию, номер школы н 
класс, в котором вы учитесь, 
Условня орнгинальных задач, 
предлагаемых для публнка- 
ции. присылайте в двух эк- 
земплярах вместе с вашими 
решеннями этих задач (на 
конверте пометьте; «Задач- 
ник «Кванта», новая за- 
дача по физнке» иян «... но- 
вая задача по математнке» }. 
После формулировки завачи 
мы обычио указываем, кто 
предложил нам эту задачу. 


задачник 


ибанта 


Задачи 
М466—М470; Ф478—Ф482 


М466. Среди 1977 монет 50 фальшивых. Каждая 
фальшивая монета отличается от настоящей на | г 
(вту или другую сторону). Имеются чашечные весы 
со стрелкой, показывающей разность масс одной и 
другой чашки. За одно взвешивание про одну вы- 
бранную монету нужно узнать, фальшивая она или 
настоящая. Как это сделать? 

С. Фомин 


М467. Точки р и Е делят стороны АС и АВ пра- 
вильного треугольника АВС в отношениях |АБ |: 
ШРС |= 1ВЕ|: ЕА]|= 1:2. Прямые ВБ н СЕ 
пересекаются в точке О. Докажите, что угол АОС — 

прямой. 
А. Краснодемская 


№468. Точки А, В, Си В плоскости таковы, что 
для любой точки М этой плоскости скалярные про- 


— — — > 
изведения векторов МА. МВ и МС. МО не равны 


друг другу. Докажите, что АС = БВ. Верно ли 
обратное утверждение? 
Ю. Нонин 


№469. а) Уравненне х‘ -- ах? + 6х + с = 0 имеет 
четыре различных вещественных корня. Докажите, 
что ав < 0. 

б*) Уравнение х” -- а,х”-т +... + ах” + 
++ ак-ах”"® 9... + а, = 0 имеет п различных 
вещественных корней. Докажите, что а» зак +:<<0. 





В. Вавилов 
№М470*. Докажите равенства 
ЕЕ [вы + 20 


(Па 1). 


п12 ы 





Рнс. 2. 


р 1 пе ‚2.4 
= + —т-т-+... — = 
7 с те. 


С, Си С 
п, 
ит Г + +++} 


Л. Курляндчик, А. Лисицкий 
$478. На кубик, лежащий на гладкой горизонталь- 
ной поверхности, налетает точно такой же кубик, 
причем кубики сталкиваются своими параллель- 
ными гранями. Скорость налетающего кубика до 
столкновения была направлена под углом < к бо- 
ковым граням (рис. 1). Как будут двигаться кубики 
после столкновения, если коэффициент трения меж- 
ду гранями кубиков равен и? 


$479. Для определения неизвестного объема У, 
баллона 1 собирают схему, приведенную на рисун- 
ке 2. Объем баллона Ц равен У, иУ, < 1.. 
Сначала систему откачивают до давления ро, 
близкого к нулю. Затем закрывают кран В и запол- 
няют баллон [ газом до давления р.. После этого 
закрывают кран А, открывают кран В и измеряют 
установившееся в системе давление р: манометром 
С. Затем при закрытом кране В вновь наполняют 
баллон газом до давления р., открывают кран В 
и измеряют установившееся в системе давление р». 
Эту операцию повторяют п раз. Покажите, что от- 


ношение И есть величина постоянная и рав- 
м а 

р ВА ВИ 

и, И, 


А. Митрофанов 


$480. Корабль приводится в движение водометным 
двигателем, выбрасывающим с кормы струю воды 


со скоростью и. Ежесекундно выбрасывается масса 
воды и, которая берется из реки. При каком зна- 
чении скорости корабля к. п. д. двигателя макси- 
мален? Силой трения и сопротивлением воды пре- 
небречь. 


$481. В старой аккумуляторной батарее, состоя- 
щей из л последовательно соединенных аккумуля- 
торов, резко возросло внутреннее сопротивлеяие 
одного из аккумуляторов и стало равным р = 10 г, 
где г — внутреннее сопротивление нормального ак- 
кумулятора. Считая э. д. с. всех аккумуляторов 
одинаковыми, определить, при каких сопротивле- 
ниях нагрузки А мощность, выделяемая на нагруз- 
ке, не изменится при коротком замыкании повреж- 
денного аккумулятора. 


Ф482. Капля воды равиомерно падает в воздухе. 
На сколько отличается радиус кривизны К, по- 
верхности капли в ее верхней точке от радиуса кри- 
визны К, в нижней точке, если расстояние между 
этими точками равно 4 = 2-10-38 м? Коэффициент 
поверхностного натяжения воды равен © = 7х 
х 10-2 Н/ум, 
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№426. Таблица изп Х п кде- 
ток запоянена числами от 
1 до п так. как показано на 
рисунке 1. При каком п в ней 
жожно выбрать п каеток 
шак, чпюбы никакие две 
клетки не прикадаежали о9- 
ной строке или одноми столб- 
цу и чтобы все числа в вы- 
бранных клетках были раз- 
ные? 


Е 
Весы 
ВАРЫ: Ги 






№427. а) Докажите, что су- 
цествует нечетное число п, 
для которого ни при каком 
четком В ни одно из чисел 
бесконечной последовательно- 
сти 


р: ты 

В ГА РЕ Т,... 
ке делится на я. 

6) Докажите, 
каждого катирального п 
существует такое нату- 
ральное число Ё, что каждый 
из чаденов — бесконечной по- 
следовательности 


Е А 


ЕЁ. 
мо -И, ... 
делитея на п- 


что дая 


к +1. 


№428. В олимпиаде участ- 
виют  (т-—Ип -Е { человек. 
Докажите, что среди них 
либо найдутся т участников, 
поларно незнакошых между 
собой. либо найдетен один 
участних. энакомый не менее 
чем с п участниками олим- 
пиады. Останется ли верным 
утверждение задачи, если 
число участников олимпиады 
уменьшить на единицу? 
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Решения задач 
М426—М430; Ф438—Ф4А1 


Дегко видеть, что если л — нечетное. то условию зада- 
чи удовлетворяют клетки диагонали, идущей из левого 
верхнего угла в правый нижний угол таблицы (в этих клет- 
ках стоят сначала все нечетные. а затем все четные числа). 

Докажем, что в случае четного п выбрать п клехок 
нужным образом нельзя. Занумеруем строки таблицы снизу 
вверх: 1.2. ..., п, а столбцы — слева направо. Обозначим че- 
рез а;; число, стоящее на пересечении ?-го столбца и /-й стро- 
ки. Легко показать. что 


1—7], если > р, 
91; =}. Е В ь 
Е—/--И, если 1 |. 


Поэтому, если все л чнсел а;; взять из разных строк и 
разных столбцов, то сумма их обязана делиться на п {Ги } 
пробегают все значення от | до л). 

С другой стороны. если все эти п чисел — разные, то 
ап) 





это числа |. 2..... п. Сумма их равна и при чет- 


ном 2 на Я не делится. Зизчит, в этом случае выбрать клетки 
так, как требуется в задаче, нельзя. 

{ Маогие читатели ошибочно считали. что еслн все п 
чисел взяты нз разных строк и разных столбцов, то это обя- 
зательно числа, стоящие по диагонали таблицы (идущие из 
левого верхнего в правый нижний угол). и доказывалн невоз- 
МОЖ ность АА выбора (при четных п) только для это- 
го случая. 

А. Ненашев 


* 


а) таково. иапример. число п=3. В самом деле, поскольку 
# — четное число. все числа А, АЁ....-_ также четные, 
и любой член вашей последовательнссти имеет внд А2”-р |= 
(27)?--1, гле т — натуральное число. Но квадрат любого 
целого числа либо делится иа 3, либо дает в остатке 1, так 

что число (#”)3--1 на 3 не делится ни при каком т. 
|Некоторые читатели неправильно поняли условие за- 

дачи а) и для каждого В находили свое значение п. ] 
6) Положим А-=2п--[ и докажем, что любой член пос- 


Е 
ледовательности #-Н1, А*-НИ, ВА-НИ, ... делится на п. 


В самом деле, любое из чисел Ё№, АА", ... прн иечетном 
К является нечетиым, так что любой член нашей последова- 
тельности имеет вид 4? +1--| (т — натуральное) и делится 
на 2-1 = Заатча-ь } — (хх |) т ат”... 
... Е (—14х* +... 1)]. что и требовалось доказать. 


С. Лавренченко 


Ф 


Вначале ответим па последний вопрос: еслн число участников 
олимпиады равно (л`—1)л. то утверждение задачи неверно. 
Сказанное подтверждает такой пример: на олимпиаду прие- 
хали (т-_1] команд по п участвиков в каждой, причем чле- 
ны каждой команды знакомы друг с другом. а любые два 
участника из разных команд между собой не знакомы. 

Докажем теперь утверждение зздачи для (т-—Юя-Е1 
участников индукцией но числу т. Ч 

Для т==2 утверждение очевидно. Допустим, что оно вер- 
но для т—1 н докажем его для т. Выберем любого участ- 
ника олимпиады. Он либо знаком ие менее чем с пл другими 
участннками, и тогда ннчего доказывать не нужно, либо зна- 
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ком ие более чем с (п—1) участннком. В этом случае он не- 
знаком не менее чем с (т — Пя — (в— |) = т—а-| 
учистниками. По предположению индукинн среди них либо 
найдутся (т — |) участников, попарно не знакомых между 
<060й — в этом случае они вместе с ранее выбранным обра- 
зуют группу из 7: участников, попарно не знакомых друг с 
другом: либо среди них изйдется участник, знакомый не ме- 
нее чем с 7 другими участниками олимпиады. Утверждение 
доказано. 


№4293. в) Сколько 
имеет уривнение 

[1 — 1977 {х} == 19782 
(Здесь [х]|] — целая часть х. 
а (х} = х— {х |.) 


6} Локажите. 


решений 


что при 


аюбых р Он д уравнение 
[НР =9 

имеет [17] или РИЧИ 

ренений. 








№М430. а) Докажите, что лю- 
бую выпуклую плоскую фигу- 
ри площади $ можно поме- 
стить в прямохгольник пао- 
щади 25. 

6] Докажите, 
бое выпуклое тело объема У 


чта  аю- 


можно поместить в ящик, 
имеющий форми пряшоуголь- 
ного параллелепипеда объе- 
мо бу. 


Э. Тиурхевич 


Ф 


Приведем одно из наиболее коротких решений, присланных 
читателямн. Пусть р5ё!. (Случай р= | тривиален: уравиение 


“1-5 р} = 9 (1) 
превращается в х = 9.) Тогда (1) эквивалентно 
вх — 
[ар - рх— р 1х] = 991] Е: @) 


Прямая у = (рх — 9)/(р — 1) пересекает края полосы. ог- 
раинченной прямыми у=х и у х— | и заключающей 
график и == [х], в точках А (9; 9) и А1(9—р+ Е 9— р) (рн- 
сунки 2 и 3; чтобы найти абсциссы хо. х; этих точек. нужно 
лншь решнть уравнения рхо — 4 = хор — и рх, — в= 
= (х, — (р — 1). Ясно, что число решений уравнений 
(2). то есть число горизоитальных прямых у = Й (# целое), 
пересекаемых отрезком [А А, [(6е3 точки Аз). равно коли- 
честву целых чисел, заключенных между ди 9 — р (вклю- 
чая 9. если оно целое, но не включая 9 — р). Теперь нетруд- 
но привести ответ в задаче а): отрезок [1978; 1978-* 
+: 1977 [содержит 1977 целых точек, — и доказать утверждение 
задачи 6): на любом отрезке длины |р| числовой прямой ле- 
жит [[р|] или [р] -- Г целых точек. 

Можно решать эту задачу. оставив в уравнении хи {х} 
(«дробную часть» х). Некоторые читатели, которые шли по это- 
му пути, ошибалисьз определении (х} при х<0 (обратите вии- 
0,9; [— У? } = —2+1 2 ит. п.). 

Наше решение приятно тем, что случаи разных знаков 
р {рисунки 2 н 3) рассматриваются одиовременно. Разоб- 
равшись в нем, вы сможете провести исследование множества 
решений такого уравнения: ах -- 6 [х] + с = 0 (эту задачу 
прислал нам И. С. Петраков); не забудьте рассмотреть 0со- 
бые случаи. когда решения заполняют целый ннтервал. или 
составляют бесконечную арифметическую прогрессию. 


мание. что {—0.1} 


Ф 


Назовем диаметром выпуклой фигуры (или выпуклого тела) 
отрезок. соединяющий две точки, расстояние между кото- 
рымн нанболышее (диаметров может быть. конечно. больше 
одного: существовайне днаметра для выпуклого 
многоугольинка н многогранникз очевндио — им будет от- 
резок, соединякимий наиболее далекие друг от друта верши- 
ны; существование диаметра произвольного замкиутого ог- 
раничеиного множества на плоскости или в пространстве 
мы оставим здесь без доказательства). 

а) Пусть [ММ№|--диаметр даниой выпуклой фигуры $. 
Прямые. проходящие через точки Л] и №, перпендикуляр- 
ные к отрезку ММ. будут опорными для фигуры Ф. то есть 
Ф целиком заключена виутри полосы. ограничениой ими: ведь 
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Рис. 6. 


$438. Однородная — палочка 
лежит внутри шероховатой 
сферической полости. Длина 
палочки равна радиусу сфе- 
ры. Коэффициент трения 
равен и. Какой наибольший 
цгол с ‘горизонтом может 
составлять палочка? 
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для любой точки Х вие этой полосы либо |ХМ| > [мм я 
либо |ХМ|>> |ММ|. Проведем еще две перпендикулярные» 
этим прямым опорные прямые, содержащие некоторые гра- 
ничные точкн Ки 2. фигуры Ф (рис. 4}. Полученный прямо- 
угольник Л удовлетворяет нужному условию: если площадь 
прямоугольника 77 равна $, то площадь Ф не меньше $. кмым-Ё 
+ 5$л1мм== $2. 

6) Пусть [МХ] — диаметр даниого выпуклого тела Т, 
Ф — проекция тела на опорную плоскость &@. проходящую 
через нижиий конец А диаметра (мы считаем [МА] вертн- 
кальным. рис- 5, а). Докажем. чтоесли закаючить фигуру Ф 
в прямоугольник Л такой. как в задаче а), то прямоугольный 
параллелепипед < осповаиием Й и высотой [ММ] — нуж- 
ная прямоугольная коробка для Т. Сделаем с Т такое пре- 
образование: каждый отрезок {[Г]Т, где Г — вертикальная 
прямая. сместим вниз так. чтобы нижний его конец попал на 
плоскость ©. Объединение получениых отрезков обозначим 


т {рис. 6, а; на рис. 5, бн 6. 6 показано преобразование от- 


дельных сечений). Ясно. что объемы Ги 7% совпадают [это — 
аналог принципа Кавальгри. о котором говорилось в «Кван- 
те» № 2 (статья С. Пухова} и № 3 — (статья В. Болтян- 
ского}, но здесь тела пересекаются не семейством параллель- 
ных плоскостей, а семейством параллельных прямых |. При 


этом Р содержит конус с основанием Ф и высотой [ММ] — 
это нетрудно доказать, рассмотрев вертикальные сечения. 
Если объем построенной нами прямоугольной коробки ра- 
вен И, то объем цилнидра с основанием Ф и высотой [МА] 
не меньше У/2, а объем конуса — не меньше (И/2)/3 = У/б. 
Значит, и объем нашего тела не меньше У/б. 

Н. Васильев 


Ф 


Очевидно. что палочка будет составлять наибольший угол 
© с горизонтом. когда плоскость болышного круга. проведеи- 
ная через точки касания палочки со сферой. ›° вертикальна. 

— 


В этой плоскости на палочку действуют снла тяжести МФ. 

> = => 

снлы нормальной реакции сферы №, и №; и силы трения Ру 
> 


н Е. (рис. 7). 

Палочка находится в покое. если сумма проекцнй этих 
сил на любое направленне и сумма моментов снл относитель- 
но любой неподвижной оси равна нулю. Запишем условие рав- 
новесия палочки в проекции на <е иапразление: 


[№1 | с08ф — |А2| с05ф Е |Р.| за ф- || 51 — 
— | Ме] зт а = 


Проектнруя снлы на направление, перпендикулярное к па- 
лочке. получим, 


[А [т Ф -- [Мат ф — |2, | со$ Ф + 


зы с05 ф — ма! с0$ @ = 0. 
Уравнение моментов удобно-записать относительно осн. нер- 
пендикуляриой К плоскости рисунка и проходящей через 
центр сферы: 


| ГВ [ЕЮ — [МЕ Ю зтпфяпа = 0. 
Здесь ф = ‘л/З. — длина палочки, равная раднусу сферы. 

При наибольщех утле тах иаклона палочки к торизоиту 
силы трения достигают своих нанбольших значений: 


[| = ВМ | и [82| = в|М№,|. 


|: мп фр хм м 





Рис. 7. 





Рис. 8. 


$433. Неоновая лампочка 
{Н.Л) загорается. когда на- 
пряжение на ней достигает 
значения И. При этом со- 
противление лампочки сто- 
новитея пренебрежимо ма- 
лым. Когда напряжение на 
лампе падает 90 значения 
0. лампа гаснет, и ее со- 
противление становится бес- 
конечно большим. Эту лом- 
пу вкаючили 8 цепь, как пока- 
зано ка рисунке 9. Считая 
#> И: >И .. построить при- 
мерный график зависимости 
напряжения на конденсаторе 
от времени после замыкания 
ключа К 





Куап.тссте.ги 


Решив полученную систему пяти уравнений. найдем 


4 
18 тах — Зуя фо ф = З— Ш. 


4 
Обтах = агс 8 — 


Задачу можно решить также, используя так назывземую 
«теорему о трех силах»: если тело находится в равиовесии 
под действием трех приложенных к нему непараллельных 
сил, то линии действия этих ‘снл пересекаются в одной 
точке. 

В нашем случае тремя силамн, прнложеннымн к палоч- 


ке. являются сила тяжести Ма и результнрующие сил реак- 
и > е 


ео > = 

ций К = В №, и В. = ЕЁ, - М, (рис. 8). Поскольку 

силы трения ири цаибольшем утле Ятах Наклона палочки 
— => 


макснмальны, силы Ю; и А» составляют с радиусами сферы, 
нроведенными в точках касания, озии и тот же утол В = 
— агсёр и (угол трения)- 

Рассмотрим треугольник АСВ, в котором палочка яв- 
ляется основанием. а точка С пересечсиия лнний действия 
сил — противолежащей вершниой. Линия действия силы 
тяжестн делит уномянутый треугольняк на два, нмеющих 
общую сторону длиной 1 (медиану треугольника АСВ) и кон- 
груэнтные основания длиной по Ю/2. Применнв к каждому 
треугольнику теорему синусов, получим 


п (1/2 + а-ф—В) — т (ФВ) 
ря г 


Ю/2 
и 
зи (л/2—а— ФЕВ — 54—06) 
Ю/2 и { Е 
где и 6 =ниФх ИЗ. 


Поделив эти два уравнения одно на другое, получнм 


<03 (&«—фШ— В) _ мп ФИ. 
с0$ (@ + ф—_ВР) — зт(Фф— В) ' 


из которого найдем 
ов _ 4 
450, = 192$ — Ш?В = 3—2 


Б. Буховцев 
Ф 


После замыкания ключа А в цепн потечет ток. и напряжение 
на конденсаторе начнет расти, пока не достигиет значения 
{.. прн котором зажигается пеоновая лампочка. Поскольку 
“>И, можио считать. что в течение всего времени заряд- 
ки конденсатора ток # = &/Ю и иапряженне Ус на конденса- 
торе растет по линейному закону (рис. 10}. 


Рис. 9. 


Рнс. №. 


$440. Оцените — прибли- 
женно, при каком  мини- 
мальном радиусе планеты 
она сможет удерживать ат- 
мосферу. состоящую в основ- 
ном из кислорода и азота, 
если температура — поверх- 
ности планеты Т = 800 К. 
Среднюю плотность — ве- 
щества  плачеты принять 
равной р = 4. 103 ке/м3. 
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В момент времеин #;. когда напряжение на конденсаторе 
станет равкым (С, загорится лампочка. Время {, можно най- 
ти из условия 


Си.в 
НН =9=СИьны = а : 





При загораини лампочки коиденсатор практически мгно- 
венно разрядится до напряжения {». прн котором лампоч- 
ка гаснет. Затем в течеине промежутка времени т конденса- 
тор снова будет заряжаться до напряжения И, ит. д. 

Таким образом, напряжеине на конденсаторе перноди- 
чески изменяется с периодом 


_ © —вэск 
а. 


Рассмотреиная схема представляет собой так называе- 
мый генератор лилообразного напряжения. 
В. Копылов 


Рассмотрим молекулу, входящую в состав атмосферы пла- 
неты. Эта молекула будет удерживаться в непосредственной 
близости от поверхности планеты. еслн ее кинетическая энер- 
гия ие превосходит потенциальной энергии молекулы в гра- 
внтационном поле планеты: 


Здесь т — масса молекулы. у? — средний квадрат ее ско- 
рости. 7? — гравитациониая постоянная, М — масса пла- 
неты к г — ее раднус. Оценку минимального раднуса пла- 
иеты можно провести, используя равенство кинетической 
н потенциальной энергий по порядку величины: 
то? ‚ тм 
—— 7 
2 Га 





. (1) 


Средний квадрат скорости молекулы газа связан с тем- 
нературой Т газа соотношением 


— ЗАТ 


и? —= 








ЗЮТ 
я ТОЙ 


где # — постоянная Больцмана, К — универсальная газо- 
вая постоянная, п — молярная масса газа. Массу планеты 
можно выразить через среднее значение р» плотиости вещест- 
ва планеты н ее минимальный раднус Грир: 


4 
М=—- м 


пу В - 


Тогда соотношеине (1} можно переписать в таком виде: 


ЗАТ 4. 
Ри ^^ `8 Тиц р. откуда 


Гице 75 И . (2) 


Из формулы (2) следует. что гнии зависит (при прочих 
равных условиях) от моляриой массы |\: утиа тем меньше, 
чем больше и. По условию задачи атмосфера планеты состо- 
ит в осиовном из кислорода н азота, для которых молярные 
массы равны соответственно рди—32.10-3 кг/моль и ра= 

28-10-3 кг.моль. Очевидно, для оценки минимального ра- 
днуса планеты достаточно найтИ глуа. считая, что атмосфера 
состоит только из азота. 

Итак, 


ЭАТ 


—— 23.108 м = 300 км. 
ВУлрра . 


мо 7 


С. Козел 


Ф44А1. Между 
замкнутого плоского — кон- 
денсатора — каходится то- 
чечный заряд 4. Площадь 
пластин бесконечно — вели- 
ка, расстояние между ними 
равно 4. Первоначально за- 
ряд находится на расстоя- 


лластицками 


нии 4от левой пластины. 


„Какой заряд пройдет по про- 
водкику. замыкающему пла- 
стины — конденсатора, при 
перемещении заряда 9 в новое 
положение, при котором он 
будет находиться на рас- 
стоянии --а от правой 


паастины? 





Рнс. 11. 


Куап.тссте.ги 


Так как пластины конденсатора большие, индуцированные 
на них заряды не изменятся при перемещении заряда 4 парал- 
лельно нлоскостям пластин (краевыми эффектами мы пре- 
небрегаем). Это означает. что ме изменятся заряды пла- 
стин И в том случае, если заряд 9 равномерно «размазать» 
ио плоскости, параллельтой пластинам конденсатора и на- 


1 
ходящейся первоначально вз расстоянии = 4 от левой пла- 


СТИНЫ . 

Обозначим через 9: заряд левой пластины конденсатора. 
Тогда заряд правой пластины (согласко закому сохранения 
заряда) равен —9:. Заряды 9: и —94,; пластин конденсатора 
создают между пластинами злектростатическое поле с напря- 
91 
2053 
а находящаяся внутри 





=> 
женностью [Е | =— ($ — площадь каждой пластины), 


конденсатора пластина с зарядом 
—» 
4 — поле с напряженностью | Ё| = 5 (рис. 11]. С одной 
о 


стороны от пластины направления напряжениостей обоих по- 
лей совпадают, а с другой стороны — противоположны друг 
другу. Поэтому разность потенциалов Аф между пластинами 
хомдеисатора равна 


—> —> —»> — > 
ав = (Е -)-- а Е --а. 


С другой стороны, так как пластины конденсатора замкиуты, 
напряжение между инми равно нулю: Аф = 0. Следователь- 
но, 


1 Ча 4 2 91 & 
З 4( 25 9205 + 3 4 2.5 + 25 } о. 
Из этого уравнения иайдем заряд 7: 


1 
9 — — 9 9: 


` 





‚ 
Аналогично можно найти заряд 4, левой пластины кои- 
денсатора. когда средияя пластина (заряд 4) находится! от 


нее на расстоянии —5- 4: 
. 1 
1 = 56 9. 


Таким образом, при перемещении внутри ‘конденсатора 
точечного зарядя 9 (или заряженной пластины} по провод- 
нику. соединяющему пластины конденсатора, проходит за- 
ряд 


1 
49 =9:—9, = -3- 9. 


Н. Слободецкий 
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По страницам школьных учебников 


куапетесте.ги 





Б. Гейдман 


Гомотетия 

И замечательные 
точки 

в треугольнике 


В этой заметке мы расскажем, как с 
помощью гомотетнн решаются многие труд- 
ные планнметрнческие задачн — в частностн, 
задачи про замечательные точки в треуголь- 
инхе. 


Задача про тралецию 


Начнем с задачи про трапецию. Вот 
ее формулировка: 

Доказать. что прямая, проходя- 
щая через точку пересечения продолже- 
ний боковых сторон трапеции и точ- 
ку пересечения ее диагоналей, прохо- 
дит через середины оснований трапе- 
ции. 

Как ее решать? Нарисуем трапе- 
цию, продолжим ее боковые стороны, 
проведем диагонали, соедииим сере- 
дины оснований (см. рис. 1). Мы ви- 
дим, что образуется много пар по- 
добных треугольников. С подобны- 
мн фигурами связано отображение 
плоскости на себя, которое называет- 
ся гомотетией. При гомотетии с цен- 
тром О и коэффициентом Е =Е0 об- 
разом произвольной точки Х являет- 


ся точка Х, такая, что ОХ, = ОХ 
(см. «Геометрию 7», п. 79). Попробуем 
решить нашу задачу про трапецию, 
используя гомотетию. 

Пусть $ — точка пересечения про- 
должений боковых сторон АВ и СР 
трапеции АВСР. О — точка пересе- 
чения ее днагоналей (рис. 1). 

Рассмотрим две гомотетии: Нз с 
центром $ и Но — с центром О, пере- 
водящие основание АР трапеции в 
основание ВС. Середина отрезка 
АР и в той и в другой гомотетни пе- 


рейдет в середину № отрезка ВС, 
а потому точки М и М лежат на пря- 
мой 0$. проходящей через центры 
гомотетни Нз и Но. 

Разберем это решение подробнее. 

Гомотетия Н»з задается своим цен- 
тром $ ин парой соответствующих то- 
чек А и В. По свойству гомотетии 
прямая АР при этом перейдет в па- 
раллельную ей прямую ВС. Образ 
точки Р будет находиться на прямой 
ВС. С другой стороны, точка, соот- 
ветствующая точке О, лежит на пря- 
мой $5Р, проходящей через центр 
гомотетии $. 

Таким образом, гомотетия Ну пе- 
реводнт точку Р в точку пересечения 
прямых ВС и 5$Р, т.е. в точку С, 
а основание трапеции АР — в осно- 
вание ВС: Нз ЦАР] = [ВС]. 

Аналогично доказывается, что 
Н. ЦАР ]) = 1СВ1 (гомотетия Но за- 
дается центром О и парой соответ- 
ствующих точек А и С). 

Середину отрезка гомотетия пере- 
водит в середину образа этого отрез- 
ка. так как при гомотетии все рас- 
стояния между точками умножаются 
на одно и то же число, равное модулю 
коэффициента гомотетии. 

И, наконец, середины оснований 
трапеции, как соответствующие точ- 
ки гомотетии, лежат на прямой, про- 
ходящей через ее центр. 


Центр тяжести треугольника 


Докажем теперь с помощью резуль- 
тата задачи о трапеции теорему о 
медианах треугольника, а именно, 
докажем, что медианы треугольника 
пересекаются в одной точке и делятся 


8 ней в отношении 2:1, считая 
от вершины. 
Доказательство. Пусть 


АР, ВЕ и СЕ — медианы треуголь- 
ника АВС (рис. 2). В трапеции АРОС 
медианы АР и СЁ служат днагона- 
лями, а потому точка М их пересече- 
ния лежит на прямой, соединяющей 
серелину Е основання АС трапеции 
с точкой пересечения продолжений 
ее боковых сторон АЁ и СО, 
то есть —с вершиной В треуголь- 
ника. Таким образом, точка М пере- 
сечения медиаи АД и СЕ лежит н 





Рис. 1. 


м 





Рне. 3. 


на мелнане ВЕБ, то есть все три ме- 
дианы треугольника АВС действи- 
тельно пересекаются в одной точке 
М. Точка пересечения медиан тре- 
угольвика и называется его центром 
тяжести. 

Далее. Гомотетия Нм. переводя- 
щая основание АС трапеции АРОС 
в основание РА, имеет коэффициент 


1 

&= —-5. так как ЕР =--Аа 

([2О] — средняя линия треугольника 

АВС). Поэтому |АМ|:| МР| = 

= КМ: МЕТ = 18ВМ|: |МЕ| = 
2:1. Это завершает доказатель- 

ство теоремы о медианах. 


Куап.тссте.ги 


Ортоцентр треугольника 
Докажем еще одну теорему. 

Высоты треугольника пересекают- 
ся в одной точке. (Точка пересечения 
высот называется ортоцентром тре- 
угольника.) 

Доказательство. Пусть 
М — центр тяжести данного тре- 
угольника АВС; Е. Р и Е сере- 
дины его сторон (рис. 3). Рассмотрим 


гомотетию Нм’ с центром в точке М 
и коэффициентом & —= —9. Эта гомо- 
тетня переводит точки Е, Ди Е соот- 
ветственно в вершины С, А и В 
треугольник АВС, а высоты тре- 
угольника РОЕ — в высоты треуголь- 
ника АВС. Но высоты треугольника 
ЕРЕ, являясь серединными перпен- 
днкулярамн к сторонам треугольни- 
ка АВС, пересекаются в одной точ- 
ке О — центре описанной около тре- 
угольника АВС окружности. Следо- 
вательно, их образы (при гомотетии 


Нм’) также пересекаются в одной 
точке Ю (ортоцентре треугольника 
АВС). 

Попутно мы доказали такое важ- 

следствне: 

Центр тяжести М любого тре- 
уУгольника, его ортоцентр Ю и центр 
О описанной около него окружности 
лежат на одной прямой‘ (она называ- 
ется прямой Эйлера), причем точка М 
расположена между точками ОиЮ 
так, что МЮ] = 2 ЮМ|- 


Задачи 


ное 


1. Найдите гомотетни, переводящие одни 
нз двух ланных параллельных отрезков в 
другой. 

2. На плоскостн заданы окружность и 
две точки Ан В на ней. Пусть № — пронз- 
вольная точка этой окружностя, М — центр 
тяжести треугольника АВМ. Найдите мно- 
жество точек М. 

3. На плоскости заданы две концентрни- 
ческие окружности. Проведите хорлду в боль- 
щей из них так, чтобы она делилась меньшей 
окружностью на три конгруэнтиные частн. 

4. Лве окружности касаются внециим 
образом. Точки касання общих внешних ка- 
сательных последовательно соединены. До- 
кажнте, что в получившейся четырехуголь- 
ник можно вписать окружность- 

5. Дан острый угол ЛОВ и внутри него 
точка С. Найдите иа стороне ОВ точку М, 
равноудаленную от стороны ОД и от точки С, 

6*. Докажите, что во всяком треуголь- 
нике основания высот, середины стороп и се- 
редины отрезков. соединяющих ортоцентр с 
вершинами треугольннка, лежат на одной ок- 
ружности. та окружность называется ок- 
ружностью девяти точек.) 
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«Квант» для младших школьников 





Задачи 


1. а) В трехзначном числе зачер- 
кнули первую слева цифру, затем 
полученное двузначное число умно- 
жили на 7. В результате получилось 
нсходное трехзначное число. Найти 
такое число. 

6) В трехзначном числе зачерк- 
нули среднюю цифру, получилось 
число, в 6 раз меньшее. Найдите та- 
кое трехзначное число. 

в) Найдите все трехзначные числа, 
которые при зачеркнванни средней 
цифры уменьшаются в 7 раз, в 9 раз. 

2. На столе лежат в ряд четыре 
фитуры: треугольник, ромб, круг, 
квадрат. Цвета этих фнгур: зеленый, 
желтый, снннй, красный. В каком 
порядке лежат фигуры и каков цвет 
каждой из них, если фигура красного 
цвета лежит между зеленой и синей, 
справа от желтой фигуры лежит ромб, 
круг лежит правее треугольника и 
ромба, причем треугольник лежит 
не с краю, и, наконец, фигура синего 
цвета не лежит рядом с фигурой жел- 
того цвета? 

3. Тамаре в 1977 году исполнится 
столько лет, какова сумма пифр года 
ее рождения. В каком году она роди- 
лась? 

4. Квадратная таблица п Х п за- 
полнена натуральными числами от } 
до п?, причем в первой строке запн- 
саны подряд числа от | до п, во вто- 
рой отп -!- до 2п и так далее. 

Доказать, что если вырезать из 
этой таблицы квадрат п: х т, то сум- 
ма стоящих в нем чисел будет делить- 
ся на т?. 
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Е Семенов 


(Степа Мошкин 
повторяет 
геометрию 


1. В чем ошибка? И есть ли она? 


Давно уже Степа Мошкин не прихо- 
дил домой Таким расстроенным. 

— Ты посмотри, папа, как я ста- 
рался,— жаловался он отцу.— Вот 
ось симметрии — проведена черным 
цветом (см. рис. 1). Вот данный тре- 
угольник — синенький! А вот жел- 
тый треугольник — это образ данно- 
го треугольника в осевой снмметрии. 
Все в цвете, сделано аккуратно, как 
надо! А Петр Иванович даже не по- 
смотрел как следует,’ даже в руки 
не взял. Бросил взгляд и говорит: 
«Неверно! Плохо повторяешь геомет- 
рию. Придется переделаты» А что 
тут переделывать, если все сделано 
так старательно! 

Отец не спеша, пережидая, пока 
сын немного успоконтся, рассматри- 
вал его рисунок. Потом произнес: 

— Да, к сожаленню, Петр Ива- 
нович прав: плоховато ты повторил 





этот материал. Тут на самом деле 
есть ошибки. 

— Какие же?! — воскликнул Сте- 
па. 

— А ты сначала скажи, что такое 
осевая симметрия с осью [? 

— Ну-у, это перемещение, в ко- 
тором точкн прямой { остаются на 
месте, а... 

— Не продолжай, достаточно. Вы- 
полнено это условие на твоем 
чертеже? 

Степа замер над чертежом в по- 
исках ошибкн. 

Посмотрнте и вы на рисунок. 
Видите маленький желтый треуголь- 
ник, образовавшийся при пересеченни 
прямых [, АСн А,С,? И еще один — 
с другой стороны? В этом и заклю- 
чается ошибка Степы. Отрезок А,С, 
должен пересекать прямую [ в той же 
точке, что и отрезок АС, ведь в сим- 
метрин с осью { точки прямой [ 
остаются на месте. 

Такие точки — остающиеся на ме- 
сте в некотором отображенни — на- 
зываются неподвижными. Их часто 
можно использовать для построення 
образа фигуры. 


2. Другое построение 


Таня решила ту же задачу, чтон Сте- 
па, нначе, и на следующем уроке 
Петр Иванович предложил Степе, гля- 
дя на Танин рисунок (рис. 2), расска- 
зать, как она выполняла построения. 
Степа сразу заметил, что Таня поль- 
зовалась циркулем и линейкой, прн- 
чем точки А,, Ву и С, получились 
как пересечения дуг окружностей. 

— При чем здесь окружность? — 


си 
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Рис. 3. 


Рис. 4. 


стал вслух размышлять Степа.— Ок- 
ружность — это множество точек, на- 
ходящихся на одном и том же рас- 
стоянии от данной точки. А расстоя- 
ния... расстояния осевая симметрия 
сохраняет! Ага, Таня, наверное, ис- 
пользовала точки М и К пересечения 
прямых АСи ВСс прямой 1. Точка М 


остается на месте, поэтому должно 
быть 

[МС1= МС, |, 
и аналогично 

1КС| = КС, |. 


Значит, точка С, получится как пе- 
ресечение окружности с центром в 
точке М радиуса |МС | с окружностью 
с центром К радиуса |КС|. Правда, 
эти окружности пересекутся в двух 
точках. Какая же вторая?.. Так 
это же точка С. Все ясно. Так же 
Таня строила точки А, иВ,. Получа- 
ется. что линейка для построения 
образов точек в осевой симметрии 
вообще ке нужиа. Хватит двух то- 
чек на оси [Г и циркуля. Здорово! 


3. Неподвижные точки помогают 
Степе 


Вечером Степа рассказал папе о Та- 
нином способе построения образов 
точек в осевой симметрии, а затем 
сел делать урокн. Открыв тетрадь, 
он прочитал. «На дом —- решить за- 
дачу 33» (см. «Геометрия 6», стр. 104%. 
Вот она, эта задача. 

Даны ось симметрии (МК), сим- 
метричные точки А и А’ и еще одна 
точка В такая, что прямая АВ пе- 
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Рис. 5. 


ресекает ось симметрии. С помощью 
одной линейки постройте точку В’, 
симметричную В относительно (МК). 

Слепа изобразил указанные эле- 
менты черным цветом (см. рис. 3) 
и задумался. 

— Если бы воспользоваться уголь- 
ником! Но нельзя. И циркуль также 
нопал в число «запрещенных» ин- 
струментов.Можно пользоваться толь- 
ко одной линейкой. Как поступить?.. 
У Танн был один циркуль. Она про- 
водила им окружности и находила 
образы точек как точки пересечения 
окружностей. У меня одна линейка. 
Тоже одна И проводить я могу 
только прямые. Так, может, искать 
точку В” как пересечение двух пря- 
мых? Что же это будут за прямые? 
Видимо, образы прямых, проходя- 
щих через точку В. А как искать 
образы прямых? Нужны образы 
двух точек. Ну что же, образ одной 
точкн есть — ведь даны точки А 
и А’. 

Степа нарисовал синим цветом пря- 
мую АВ (рис. 4) и стал рассуждать 
дальше. 

— Нужен образ еще одной точки 
прямой АВ. Ага, если прямые АВ 
н МА пересекаются в точке Е, то 
эта точка Е — неподвижная в сим- 
метрин с осью МК. Значит, обра- 
зом прямой АВ будет прямая Д’Е. 

Степа провел пунктиром прямую 


А’Е (рис. 4) и снова задумался. 
— Где же на прямой А’Е будет 
точка В’? Нужна еще прямая. А 


как ее проводить? Может, есть образ 
еще одной точки? 


Степа еще раз перечитал условие 
задачи. Нет, образов других точек 
нет. Впрочем, ..сказано «симметрич- 
ные точки А и А’». Что это значит? 
Точка А” — образ точки А. Но ведь 
тогла А — образ точки А’. 

Степа поскорее схватил красный 
карандаш и провел прямую А’В. 
Ура! Она пересекла прямую МК 
в точке Е (рис. 5), прямая АР пе- 
ресеклась с прямой А’ЁЕ, и Стспа, 
торжествуя, поставил около  точ- 
ки нх пересечения: В’. 

Упоенный победой нал непокор- 
ной было задачей, Степа закрыл тет- 
радь. И в то же мгновение его что- 
то кольнуло: с задачей не все ладно. 
Степа открыл тетрадь. посмотрел на 
рисунки и замер. 

— А что, если прямые АЁ ин 
А’Е параллельны? — Спеша, он на- 
бросал рисунок. — Как тогда решить 
задачу? Да и прямая АВ может пе- 
ресечь прямую МК за пределами 
листа бумаги, и тогда неподвижной 
точки не будет! 

Но, немного полумав, Степа ус- 
покоился. Он нашел способ решения 
задачн и в этом случае. 


Задачи 

1. На рисунке 6 снним иветом изображе- 
ны данные фигуры, а красным — их образы в 
осевой симметрии © осью г. Нмеются ли ошиб- 
ки в этих построениях? Можете лн вы их 
обнаружить «с первого взгляда»? 

?. Стела нашел способ решения задачи 
{№ 33) в случае, когда (АР) || (А’Е) или точ- 
ка Е (нли 2) оказывается за пределами листа 
бумаги. А вы сможете это сделать? 

3. Дана ось симметрии {, пара симметрич- 
ных точек Ди А’ и прямая а, параллельная {. 
Пользуясь одной линейкой, постройте образ 
прямой а. 


4. Что за перемещение?... Нензвест- 
но... Но нужно ли это знать? 


Повторяя геометрию. Степа до- 
шел до пункта 20, написанного мел- 
ким шрифтом (см. «Геометрия 6», 
<. 48). 

— Это не обязательно, поду- 
мал он. Но из любопытства посмотрел 
на рисунок, а затем наугад прочел. 

$2. „Любое сохраняющее расстояние 
отображение плоской фигуры Ф на 
лежащую в той же плоскости фигуру 
Ф, можно выполнить при помощи 
перемещения, то есть при помощи 
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отображения всей плоскости на себя, 
сохраняющего расстояния». 

— Отображение фигуры Ф на фи- 
гуру Ф,. сохраняющее расстояния... 
— размышлял Степа. — Но ведь 
это означает, что ФеФ,! — Точно, 
вот в п. 14 опредедение конгруэнт- 
вых фигур’ Но тогда прочитанное 
мною свойство можно пересказать так: 
если ФФ, то существует переме- 
щение, при котором Ф отображается 
на Ф,?! И в этом перемещении можно 
постронть, вероятно, образ любой 
фигуры? Интересно. Возьму-ка я в 
качестве Ф треугольник АВС {рис. 7), 
в качестве Ф, — треугольник А.В. С, . 
Конгруэнтны они? Вроде, да. Так. 
Значит, существует перемещение, от- 
ображающее треугольник АВС на 
треугольник А,В,С,. Теперь нари- 
сую еще полуплоскость с границей 
ВС,не содержащую треугольник АВС. 
И еще квадрат РЕРСО. Куда же они 
отобразятся? Чтобы это найти, надо... 
надо знать, что’это за перемещение. 
Но что же это за перемещение? Осе- 
вая симметрия?... Нет. Поворот? Па- 
раллельный перенос? Кажется. тоже 
нет. 

Степа задумался. Он долго ломал 
голову, пока, наконец, не произнес. 

— А может, это и не нужно знать? 
Достаточно знать, что перемещение, 
и все? Ведь можно же воспользовать- 
ся свойствами перемещения вообще! 
При перемещении полуплоскссть ото- 


бражастся на полунлоскссть, пря- 
мая — на прямую. У меня (ВС) 
| 
{ 
а) 6) 
{ 
{ 
в) г) 
Рис. 6. 


А, 


Рис. 7. 


— (В,С,). Но полуплоскостей с гра- 
ницей (8,С,) две. На которую отобра- 
зится «синяя» полуплоскость?.. Си- 
няя полуплоскость не содержит точ- 
ку А... Значит, ее образ не должен 
содержать точку А! 

И Степа, сияя от догадки, за- 
красил искомую полуплоскость крас- 
ным иветом. 

— Победа! Но еще неполная. 
А как построить образ квадрата?.. 
Квадрат не лежит в «синенькой» по. 
луплоскости, значит, его образ не 
будет лежать в «красной^ полупло- 
скости... Но как же его постронть!? 
Что я могу? Могу построить образы 
точек Ки Ё — эти образы будут ле- 
жать на отрезках А.В, и А, С,, при- 
чем на том же расстоянии от точки 
А:. что точки Ки Г — от точки А. 
Затем могут провести прямую А\ 1, 
и на ней с помощью циркуля найти 
точки О, и С,... циркуля... Стоп. 
Так уже делала Таня. Она одним 
циркулем стронла образы новых то- 
чек по образам уже известных. Мо- 
жет, и здесь засечь точку О из точек 
А и Вн перенести эти размеры на 
образы точек? Еслн я проведу ок- 
ружности с центрами в точках А, 
и В, радиусов |АР|и |ВО |, то они 
пересекутся в двух точках. Одна из 
них О,. Какая же именно? Ага, точ- 
ка Д вне треугольника АВС, значит 
р, — вне треугольника А,В,С,. А 
можно еще сделать засечку из точки 
С:, тогда все будет совсем ясно. И 
Степа тут же построил квадрат 
ВЕ. Раба. 

— Ну вот, еще одно открытие! 
До чего же хороший инструмент — 
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Рис. 9. 


циркуль! — облегченно вздохнул наш 
герой, и стал придумывать повые 
задачи. 


Задачи 

4. В некотором перемещении треуголь- 
ник А ВС отобразился на треугольник А,В,С!. 

а) Постройте фигуру, на которую ото- 
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5. Дала равиобедренная трапеция. © по- 
мощью одной линейки Постройте ее ось сим- 
метрии. 

6. Задан ценар поворота О м утол пово- 
рота а. Пользуясь одним циркулем, построй- 
те образ произвольной точки А, если угол 
поворота равен: а) 60°; 6) 120°. 

7. Задаи центр симметрни О. Как. поль- 
зуясь одним циркулем, построить точку, 
симметричную произвольной заданной точке 
А? 

8. Дан отрезок АВ. Пользуясь одним 
циркулем. постройте отрезок. нмеющий в 
три раза большую длину. 

9. На листе клетчатой бумаги отмечены 
некоторые точки (см. рис. 10). 

а) В некотором перемещении треутоль- 
ник АВС отобразился иа треугольник ОЕХ. 
Найдите образы точек А, В, С в этом переме- 
щенни. 

6) В некотором перемещении треуголь- 
ник АСЕ отобразился на треугольник КЕМ. 
Отметьте все точки, которые могут быть об- 
разами точек А, В. С, О, Е, ЕЁ. С помощью 
каких известных вам перемещений треуголь- 
ник АСЕ можно отобразить на треугольник 
КЕМ? 





Рис. 30. 


бразится в этом перемещении прямая а 
4рих. 8). круг РГ. квадрат АСРЕ. точка Ау, 
угол КРТ. 

6) Постройте образы окружности и поло- 
сы, наображекных на рисунке 9. 





нужным образом. достаточ- 
но, чтобы в исходном поло- 
жении точки А, Х и У на- 


При исследовании рабо- 
ты пантографа естественно 
возникает вопрос: какого раз- 
мера фигуры оп можег вы- 
черчивать? 


Пантограф 


В 5 а у 

2. Художник,  нарисо- 
вавший в учебнике рисунок 
186, немного ошибся. Най- 





ходились на одной прямой. дите ошибку художника 
Тогда в любом другом поло- пани ето лн расставлены 
жении они будут также на-  булавки?). 


ходиться ия одиой прямой 
н траектория точки У будет 
гомотетична траекторин точ- 
ки Х. Поэтому. если обводить 
точкой ЛХ контур какой- 


3. Найдите множество то- 
чек Х. если Б=3. с=5. 


4. Покажите, что если 
р=5. 6—3, то множество 


Мой прнятель, которому по- 
дарили  пантограф, обра- 
тился ко мие с вопросом: 

Какому соотношению 
должны удовлетворять длины 
в. 6. с. ав этом пантографе, 
чтобы траектория точки У 
была подобна траектории 
точки Х? 

Мы нашли опнсание ра- 
боты паитографа (правда, ие- 
сколько иного вида} в п. 
97 учебияка «Геометрия 7». 
Оказалось. что для того, 
чтобы пантограф работал 


нибудь фигуры. то точка У 
будет  вычерчивать контур 
подобной фигуры. 

По-видимому, читателю 
нетрудно будет самому от- 
ъетить на вопрос моего ирия- 
теля. сопоставить устройст- 
во его пантографа н панто- 
трафа, изображенного в учеб- 
нике. а также ответить иа 
контрольные вопросы. 

1. Будет ли траектория 
точки У подобна траектории 
точки Х. еслн 


1°) а=5. 6=3. с=10, 
4-=6: 

2) а=3, 6:=5, с==Ю, 
4—6? 


точек Х совпадает со мно- 
жеством ИЗ задачи 2 


Занявшись — исследова- 
нием работы пантографа, 
мы с приятелем навели справ- 
ки н выяснили. что панто- 
граф был описан, по-види- 
мому. еще в 1635 году Хрис- 
тнаном Шейнером в книге 
«РатюргарМа 3е: Агз 4ен- 
пеаи$} гез дшазИЪеб. а слово 
«пантограф» в переводе оз- 
начает примерно «рисующий 
&се». 


В. Гутенмахер 
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Н. Андрианова, 
Т. ИШюрыгина 


Подготовительные 
курсы при МИСИ 


В этом номере мы помещаем статью об оч- 
ных и заочных курсах по подготовке в вуз 
при МИСИ. Подобные курсы созданы прак- 
тнчески при всех вузах. Эти курсы особенно 
полезны тем. кто проживает вдали от круп- 
ных городов, давно окончил школу н хо- 
чет в теченне оставшегося до экзаменов вре- 
мени провернть свон знания. восполнить 
пробелы. Для поступления на подготовитель- 
ные курсы мадо послать в нэ‹бранный вамн 
вуз письмо (8 адрес подготовительных кур- 
сов). вложив в него конверт со свонм адре- 
сом, в котором вы получите подробную нн- 
струкцнию. 


Курсы по подготовке к поступленню в вузы 
при Московском инженерно-стронтельном ин- 
ституте им. В. В. Куйбышева функциони- 
руют около двадцати лет. Этн курсы дают 
возможность производственникам со стажем 
работы н демобнлизованным воинам, имею- 
щим значительный перерыв в учебе, повто- 
рить программу средней школы без отрыва 
от производства и подготовиться к сдаче 
вступительных экзаменов в вуз. помогают 
учашимся десятых классов более глубоко 
усвоить наиболее трудные вопросы школь- 
ной программы. Кроме того, подготовитель- 
ные курсы являются переходной ступенькой 
от школы к вузу, занятия на подготовитель- 
ных курсах ирнучают к иовым формам обу- 
чения, с которыми сегодняшиие абитурненты, 
а завтрашние студенты столкнутся в вузе: 
лекциям. семинарским занятиям, коллоквну- 
мам; прнучают работать с кингой. 

Занятия на курсах проводятся как по но- 
вой, так и по старой программам. Работа кур- 
сов проводится в несколько потоков с про- 
должительностью от 1 до 10 месяцев. 

Занятия по математике и физике на оч - 
ных подготовительных курсах проводятся 
следующим образом. Абитуриентам чнтают- 
ся лекции по основным разделам курса, 
при этом основное внимание уделяется вопро- 
сам, часто вызывающим затруднення прн от- 
ветах иа экзаменах. По каждой пройденной 
теме регулярно проводятся практические за- 


% 


нятия, на которых рассматриваются типовые 
задачи по данному разделу, а затем сдается 
«домашнее задание», состоящее из 20—25-за- 
дач. которые следует решить, и списка теоре- 
тических вопросов, которым падо уделить 
особое внимание. «Прнем домашнего зада- 
ння» по форме близок к вузовскому коллок- 
виуму- 

Два раза в год (в январе — феврале и в 
мае) слушатели подготовительных курсов 
сдают письмеиные и устные зачеты. Эти за- 
четы проходят в обстановке, близкой к эк- 
заменационной. Билеты зачетов составле- 
ны по тнпу экзаменационных, принимают за- 
четы члены предметных комиссий. Все это 
является хорошей психологической подготов- 
кой будущих абитуриентов, помогает им 
оценить уровень требоваинй на вступитель- 
ных экзаменах в вуз, выявить недостатки в 
своих знаннях и своевременно принять меры 
к их устранению. Варнанты трех билетов 
весеннего письменного зачета по математнке ни 
задачи из билетов зачета по физике приво- 
дятся в конце статьн. 

Прнем на очные подготовительные курсы 
начинается 1 сентября ин продолжается до 
\ нюля (на разные потоки). Поступающие на 
курсы предоставляют документ © среднем 
образованин или справку с места учебы, 
справку с места работы (для работающей мо- 
лодежи), одну фотографию, квитанцию почто- 
вого отделения связи о перечислении 26 р. 
на расчетный счет института. 

Поступившим ма заочные курсы 
институт высылает методические пособия по 
математике, физнке, русскому языку н лите- 
ратуре, а также коитрольные работы. Конт- 
рольная работа состоит из ответов на теоре- 
тические вопросы и решения задач. Изучение 
каждой темы закаичивается контрольной рё- 
ботой. которую слушатель должен выслать в 
указанные графиком сроки в ниститут (две 
контрольные работы по математике и физике 
приведены в конце статьи). 

В процессе выполнения контрольной ра- 
боты слушатель может обращаться к препо- 
давателям с вопросами теоретического и прак- 
тнического характера, а также посещать раз в 
месяц консультации (при наличии такой воз- 
можности). 

Учащиеся заочных курсов, выполпившие 
контрольные работы, приглашаются перед 
экзамеками на очные курсы. Занятия прово- 
дятся ежедневно, кроме воскресенья, с 1-го 
по 31-е июля (абитуриенты обеспечиваются 
общежитнем}. 

Для поступления на заочные курсы необ- 
ходимо выслать в адрес курсов заявленне на 
имя ректора. После этого вы получите под- 
робную инструкцию о прнеме на курсы. Наш 
адрес: Москаа, #13114, Шлюзовая набережная, 
дом &, МИСНИ, комн. 2254, подготовительные 
курсы. Телефон: 235-25-17. 


Математика 
Очный зачет 


Варнант 1 
$. Найти производную функцин 


1 
у == З1ювь (2х Е 1) — хз в точке х= |. 

2. На кривой у--4х?*—бх--3 найти точ- 
ку, в которой касательная параллельна пря- 
мой У 2х. 

3. Найти промежутки монотонного воз- 


х 
растания н убывания функции у = —° 


| \3 
4. Найти для функцин у == (= -- = 


первообразную, график Которой проходит че- 
рез точку (—1; 1). 

5. Плоскость, проходящая через сторону 
основания правильной треугольной призмы 
и середнну противолежащего ребра, обра- 
зует с основанием угол 457. Стороиа основа- 
ния равна Г. Олределить площадь боковой 
поверхности призмы. 

6. В треугольнике АВС - проведены _мелна- 


ны АО, ВЕ, СЕ. Найти АР+ВЕ+-СЕ. 


Варнант 2 
1. Найти производную функции 
= (4х? -|- 3)3 — 2х. 


2. Е существует ли на графи- 
ке функции и- х — ж- Зх— 2 точка, 
в которой касательная параллельна прямой 

= Хх. 
г 3. Данное положительное число а разло- 
жнть на двз слагаемых так, чтобы нх произ- 
ведение было ианбольшим. 

4. Вычислить площадь фигуры. ограин- 
ченной прямой у— 2х — 3 ин параболой 
у — хе. 

5. Показать, что биссекторы трех дву- 
гранных углов трехгранного угла пересе- 
не: по одиой прямой. 

6. Дан вараллелограны- АВСР. Выразить 


— = — 


р торН ЯВ. ВС, СР н БА через векторы 
АС = = а н 80 = ь. 


Варизнт 3 

1. Найти __ 
ут ИТ -Ех?. 

2. Закон движения точки по оси Ох есть 
х (9) — 3( — . Найти скорость и (1) движе- 
ння точки в момент + — 0, #1 = Е (< изме- 
ряется в сантиметрах, { в секундах). 

3. Исследовать на  экстремум функцию 


у = 2х3 +. Зх? — 12х-- 5. 
4. Найти для фуинкцин 


о В 
= 5 - с05 5 


первообразную, график которой проходит че- 
рез точку (0; 1). 

5. Найти углы  треугольинка АВС, 
нмеющего наибольшую возможную площадь. 
если даны основаине |ВС | = а нвелизниа 

—^ 


протнволежащего угла ВАС -= а. 
$. Даны три точки: А(2; 1; —1), 8(3; 2; 
—1!), С (3; 1; 0). Найти величину угла между 


—= 


векторамн АВ н АС. 


производную функцин 


Куапетесите.ги 


Заочные курсы 





Контрольная работа №! 
1. Найдите целочисленные решения сн- 
стемы неравенств 
х—1 х—4 
ее Аьыа. 
х—5 
|. 3 >х— 3. 


2. В двузначном числе цифра единиц на 
1 меньше цифры десятков. Если к этому числу 
прибавить 7, то полученная сумма будет 
больше 19, но меньше 51. Найдите это дву- 
значное число. 

3. Решите неравенства: а) х? — 3х их 
<0; 6) —16х*+24х — 9>0. 

4. Покажите штриховкой множество то- 
чек М(х; у) координатной плоскости, для 
которых |х]|-- |у] = 2. 

5. Покажите штриховкой множество точек 
М(х;: у) координатной плоскости, для которых 


В + 12>0, 
ху—2<0. 


8. Майтв пронзводные следующих фуик- 


ций: а) у= № х.4* | 3х; 6) у = 
НЕ 4 
УЕ — злу САНЯ 


7. Найти значение производной функцин 
у — зт 2х + 4х в точке х -= л/3. 

8. Найтн области возрастания и убывания 
следующих функций: а) у = (х | 4)3; б) у = 
= 1 — 4х — х2; в у=х3—фух. 

9. Исследуйте функцию у — х— 2х 
х(х +. 1)3 и постройте ее график. 

10. Турист, поднимаясь в гору, за первый 
час достиг высоты 800 м, а за каждый следую- 
щий час проходил на 25 м мевьше (по высоте), 
чем в предыдущий. За сколько часов он до- 
стигиет высоты 5700 м? 

11. Известно, что сумма первых п членов 
некоторой арифметической прогрессин выра- 
жается формулой $, = 47л*— Зп. Напн- 
сать три первых члена этой прогрессни. 

12. Найти число членов конечной геомет- 
рической прогрессии, у которой первый. 
второй н послединй члены 3,12 н 3072. 

13. Упростить выражение соз 20° 
+ с0$ 40°-- соз 60°... {-соз 160° + со5180°. 

14. Доказать тождество 


250532 а — | 


2 (=- а ) чт (т — «) 


15. Общей хордой лвух кругов стягива- 
ются дуги в 60° и 120”. Найти отношенне 
площадей этнх кругов. 


$ 


16. Периметр прямоугольного треуголь- 
ника равен 24 см. площадь его равна 24 см?. 
Найти площадь описанного круга. 


Контрольная работа №2 


1. Может ли функция. нмеющая максн- 
мум (минимум), не нметь нанбольшего (нан- 
менышего) значения? Может лн функция, 
нмеющая нанбольшее (наименьшее) значенне, 
не иметь максимума (мниимума)? 

2. Найти наибольшее н нанменьшее зна- 
чення функции у = х3 — 6х на промежут- 
ке [—3; 4}. 

3. Найти число, которое, будучн сложен- 
иным со своим квадратом, дает нанменьышую 
сумму- 

4. Кусок проволокн длины а согнуть в 
внде прямоугольника так, чтобы площадь по- 
следнего была нанбольшей. 

5. Найднте первообразные следующнх 
функций: в) у= Их хр с0$ т б) у= 


= 150$ х — 5х — 2/3; в) И ан 
Е ЕВЕ 
$112 х-с05 Хх” 


хрнволинейной 
кривой у= е* 


Ь — постоянные); гру = 


8. Вычислить площадь 
трапецин, ограниченной 
н прямыми х = 0, х= 1. 

7. Вычислить площадь фигуры, ограин- 
ченной параболой у-=: 4х — х? и осью абс- 
цисс. 

8- Решите следующие системы уравнений: 


а) (2х ут 2=7, 6) (х+2у-т32=3, 
в ет, 
ху 22 =9; 9х + Зи 2 = 2. 


. 9. Найти множество решений следующих 
систем: 


6) и: 6) (к у =4, 
хз + > 0; 1х2 -- у 1. 

10. Длина отрезка перпечдикуляра, за- 
ключенного между двумя параллельнымн 
плоскостями, равна 4 м, наклонной — 6 м. 
Расстояние между их концами в каждой пло- 
скости равно по 3 м. Найти расстояние 
между серединамн Перпендикуляра н на- 
клонной. 5 

1!. Расстояние от точки М, лежащей вне 
плоскости данного прямого угла, до его 
вершнны В равно а, а до каждой из сто- 
рон — В. Чему равно расстояние от точки М 
до плоскости прямого угла? 

12. Доказать, что если из вершины угла, 
лежащего на плоскостн. провестн наклонную 
к плоскости так. чтобы она составляла со 
сторонами угла конгруэнтные углы, то проек- 
ция этой наклонной будет биссектрисой дан- 
ного угла. 


Физика 


Задачи очного письменного зачета 


1. Свободио падающее тело в последнюю 
секунду проходит половину всего пути. Оп- 
ределить время падення ни высоту падения. 

2. Груз массой 50 кг придавливается к 
вертикальной стенке снлой 98 Н. Какая не- 
обходима сила, чтобы равномерио тянуть 
груз вертикально вверх н чтобы удержать 
его в покое, если коэффициент трения 0,32 


Куапатесите.ги 


3. Тележка массой 120 кг движется по 
ннерцин по горизонтальной плоскости со 
скоростью 6 м/с. С тележки соскакнвает 
человек массой 80 кг под углом «==30° к на- 
правлению ее движення. Скорость тележки 
уменьшается при этом до 4 м/с. Кзкова была 
скорость прыжка? 

4. Три однородных шара массой т, = 
= 0,1 кг, л1.= 0,2 кг и т,— 0,3 кг укрепле- 
вы на невесомом стержие таким образом, 
что центры первого н второго, а также второ- 
го и третьего находятся на расстояниях 
4 = 0,3 м друг от друга. На каком расстоя- 
ним от центра третьего шара находится 
центр тяжести системы? 

5. Шар массой 5 кг висит на веревке, прн- 
крепленной к гладкой стене (рис. 1). Опреде- 
лить силу натяжения веревки ни снлу давле- 
ния шара на стену. Нить образует со стеной 
угол == 15°. 

8. В цилиндрический сосуд налнты вода и 
ртуть в равных по массе количествах. Общая 
высота двух слоев жидкости 29 см. Опреде- 
лить давление жидкости на дно сосуда. Плот- 
кость ртути 13,6 г/см. 

7. Пузырек воздуха поднимается с глу- 
бины 140 м до поверхиости воды. Во сколько 
раз увеличится при этом его объем, если ат- 
мосферное давление 10° Н/м?, температура у 
поверхности воды 23°С, а на глубине 140 м 
7°<? 

8. В лед при 0°С попадает пуля, летящая 
со скоростью 770 м/с. Масса пули 10 г. Счн- 
тая, что 50% кинетической энергин пулн идет 
на плавление льда, найтн массу растаявше- 
го льда. Удельная теплота плавления льда 
3,35 10% Дж/кг. 

9. Электрон, пролетая в электрическом 
поле из точки А в точку В. увеличил свою 
скорость с 800 км/с до 4000 км/с. Опреде- 
лить разность потенциалов между точками 
Ан В электрического поля. Отнощенне за- 
ряда электрона к его массе е/т==1,76х 
х ЮИКал/кг- 

10. Большая шарообразная капля воды 
получена в результате слняння 125 одинако- 
вых мелкнх шарообразных капелек. До ка- 
кого потенциала были заряжены мелкие ка- 
пелькн, если-потенциал большой капли ока- 
зался равным 2,5 В? 

11. Определить сопротивление цепочки 
между точками А н В (рис. 2). Сопротивление 
каждого звена г. 





Рис. 1. 


Рис. 2. 


12. Электрический чайник, содержащий 
1 л воды, подключен к генератору с 53. д. с. 
120 В н внутренним сопротивлением 4 Ом. 
На сколько градусов нагреется вода за 1 мин, 
если вольтметр, подключенный к клеммам 
генератора, показывает напряжение 110 В? 
К. п. д. чайннка 70%. Током через вольт- 
метр пренебречь. Удельная теплоемкость 
волы св=4190 Дж/(кг.К). 

13. Переменный ток возбуждается в рам- 
ке нз 200 витков с площадью витка 300 см?, 
вращающейся в магнитном поле с нндукцней 
1,5.10-? Т. Определить э. д. с. нндукции 
через 0,01 с после начала двнження рамкн 
нз нейтрального положения. Амилнтудное 
значенне з.д. с. равно 7,2 В. 

№. Водолазу, находящемуся под водой, 
кажется, что Солнце находится на высоте 
а-=60 над горизонтом. Определить действн- 
тельную высоту В Солнца над горнзонтом, 
еслн показатель преломления воды относи- 
тельно воздуха п = 4/3. 

15. Определить красную граннцу фото- 
эффекта для никеля, еслн для него работа 
выхода электрона равна 5 эВ. Указать, в 
какой области спектра лежит эта граница. 


Заочные курсы 

Контрольная работа №1 

1. Два автомобиля выходят нз одного 
пункта н движутся в одном изправленнн. 
Второй автомобиль выходнт на 20 с позже 
первого. Оба денжутся равиоускоренно с ус- 
кореннем 0,4 мХ?. Через какое время, счн- 
тая от начала движения второго автомобиля, 
расстоянне между ними окажется равным 
240 м? 

2. Свободно падающее тело проходит в 
последнюю секунду половнну своего путн. 
Определить время падення н высоту падення. 

3. Автомобнль массой 2 т движется в го- 
ру, уклон которой равен |1 м на длину 10 м. 
Коэффициент трения 0,08. — Определить: 
а) работу. совершаемую двигателем автомо- 
бнля на путн 5 км; 6} мощность, развнвае- 
мую двигателем, еслн этот путь пройден 
38 10 мнн. 

4. Подсчитать силу тягн локомотнва, со- 
общающего составу массой 2500 т ускорение 
5 см/сй. Сила сопротналення движенню со- 
ставляет 0.005 веса состава. 

$. Клетка подъемной машины массой 
300 кг удержнвается канатом. Найтн снлу 
натяжения каната, еслн клетка движется вер- 
тикально вверх: а} равноускоренно с уско- 
реннем 1,2 м/с; 6) равномерно; в) равноза- 
медленно с ускореннем — 1 м/?. 


Ккуапетесите.ги 


6. Подъемный кран в течение восьмн- 
часового рабочего двя должен поднять 
3000 т строительных материалов на высоту 
9 м. Какова мощность двигателя крана, если 
коэффициент полезного действия установкн 
60%? 

7. Конькобежец движется по окружности 
со скоростью 12 м/с. Раднус окружностн 50 м. 
Под каким углом к горнзонту он должен иа- 
клоннться, чтобы сохранить равновесие? 

Контрольная работа №2 

1. Поле создано в воздухе двумя одно- 
нменнымн точечными зарядамн, каждый из 
которых равен 4.10? Кл. Расстоянне меж- 
ду зарядами равно 8 см. Найтн напряжен- 
ность поля в точке. отстоящей от середины 
отрезка, соеднняющего заряды (по перпен- 
днкуляру) на расстояннн 3 см. 

2. Два одинаковых шарнка подвешены в 
воздухе на нитях так, что них поверхностн со- 
прнкасаются. После того, как каждому нз 
шариков был сообщен заряд 1.10-7 Кл, 
шарнкм разошлнсь на угол 2а= 60°. Найти 
массу шариков, еслн расстоянне от точкн 
подвеса до центра каждого шарнка. {=0,2 м. 

3. Электронный луч, проходя между об- 
кладками конденсатора путь 5 см, отклоияет- 
ся на 1 мм. Определить среднюю скорость 
электронов в луче. Напряженность электри- 
ческого поля между обкладкамн конденса- 
тора 150 В/ы. Заряд электрона 1,6- 10-1 Кл, 
масса электрона 9,1. 10—34 кг. 

4. Точечный заряд в 15 ед. заряда СГСЭ 
находнтся на расстоянии 0,45 м от поверхно- 
стн шара диаметром 10`см, заряжениого до 
потенцнала 2400 В. Какую работу надо со- 
вершить, чтобы уменыцить расстояние меж- 
ду ними на 40 см? 

5. Колхозная гндроэлектростанция пнта- 
ет током электродвигатель. работающий прн 
токе 12 А. Сколько (по массе) пойдет же- 
лезного провода на оборудованне лнннн, 
подводящей лок, если расстояние от станции 
до двнгателя 0,5 км. а потеря напряжения 
в подводящнх проводах не превышает 40 В? 


6. Два элемента соединены параллельно. 
Первый элемент нмеет э. д. с. 2 В, второй — 
1,5 В. Виутреннее сопротивление каждого эде- 
мента равно 0,5 Ом. Сопротивленне внешней 
части цепн 2 Ом. Найти ток в каждом эле- 
менте н во внешней частн цепн. Какова будет 
величнна тока во внешией частн цепн, еслн 
второй элемент выключить? 


7. Желая провернть показання ампер- 
метра, его включили последовательно с эле- 
ктролитической ванной. Прн постоянном 
режиме тока за 20 мин выделилось 1300 мг 
серебра. Амперметр показывал 0,8 А. Верно 
лн показанне амперметра? 


8. Электрическая печь в течение | мин вы- 
деляет 57,6 ккал тепла. Выразить ее мощность 
в киловаттах, подсчитать расход злектрнче- 
ской энергнн за 8 ч работы и стоимость нз- 
расходованной энергии прн тарнфе 4 коп. 
за 1 кВт-ч. 

9. Полагая свободный пробег электрона в 
воздухе прн нормальном давленни равным 
0.005 мм, определить напряженность поля, 
при которой может произойти ионизация 
ударом. Для совершення нонизации электрон 
должен обладать энергней 24.10-13 эрг. 


я 
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Спрашивайте — 
отвечаем 


Редакция «Кванта» получила письмо от чн- 
тательннцы Елены Глнкиной нз города Се- 
веродонецка Ворошнловградской  областн. 
Вот что она пншет: 


«Мне случилось встретиться с таким инте- 
ресным парадоксом. Беру уравнение 
5." ° 


хх ==8; {п 
его можно переписать в яиде х?>=2, откуда 
х =И 2 ‚а потомь 


—# 2 
—_—у’о 
и». =. 2) 
Бери другое уравнение: 

У’ =4; 8) 
его можно переписать в виде =4, откуда 
у=И 2, а потому 

„и“ 
Щи 
Ив ^^ 4. (4) 


Отсюда следует, что 2=4. Я прошу объ- 
яснить причину столь парадоксального ра- 
венства.. » 


Нам кажется, что подумать над этнм пись- 
мом будет полезно всем нашим читателям. 
Имеино поэтому мы помещаем на страницах 
журнала и само пнсьмо, и ответ на постав- 
ленный в ием вопрос. Не спешите, однако, 
прочнтать ответ — сначала попытайтесь ра- 
зобраться в причинах появления «столь па- 
радоксального равенства» самостоятельно. 


Итак, цепочка рассуждений прн- 
вела нас к равенству 2==-4. Ложность 
полученного равенства не вызывает 
сомнений, а потому нужно искать 
ошнбку. Проведем детальный логн- 
ческий анализ каждого сделанного 
шага, обращая особое вниманне на 
законность каждого логического пе- 
рехода. Одни из этих переходов ос- 
нованы на общих законах логики 
или математики, другие связаны с 
конкретными особенностями рассмат- 
рнваемой задачн. 


Например, на последнем шаге на- 
шего рассуждения мы из равенств (2) 
и (4) выводим, что 2=4. При этом мы 
опираемся, очевидно, на следующее 
свойство: если а=68 и а=с — истин- 
ные равенства, то и Ь==ес — истин- 
ное равенство. Это свойство мы, ес- 
тественно, подвергать сомнению не 
будем. 

Но следствие 2—4 все-таки лож- 
но, и поэтому неверно, по крайней 
мере, одно из равенств (2), {4). 

Рассмотрим более внимательно ра- 
венство (2). Оно получнлось в ре- 
зультате подстановки в уравнение ( 1) 
значення х-| 2, найденного при 
решении этого уравнения. Однако. 
если У2 — корень уравнения (1), 
то равенство (2), конечно, справед- 
ливо — в силу самого определения 
корня. Таким образом, нужно про- 
верить, действительно ли число И’ 2. 
является корнем уравнения (1). 

Решение уравнения (1), если го- 
ворить подробнее, проводнлось так: 


пусть число а — корень уравнения 
(И, т. е. пусть 
а = 0. (5) 
Перепишем равенство (5) в виде 
а” 59: (6) 


Тогда в силу того же равенства (5) 
заключаем, что а*-=2. Это равенство 
выполняется при значении а=уУ 2, 
которое ни объявляется корнем урав- 
нения (1}. 

Все лн удовлетворяет нас в таком 
решении? Очевидно, нет: уравнение 
х?=2 есть следствие исходного 
уравнения (1), и потому нужно про- 
вести проверку с помощью, на- 
пример, непосредственной подстановкн 
значения (2 в уравнение (1) [отсут- 
ствие проверки является в приведен- 
ном решении существенным пробе- 
лом |]. 

Для проведения проверки необхо- 
димо выяснить, действительно ли зна- 
чение левой части уравнения (1} при 


-= И? равно 2. Однако после подста- 
ка мы приходим к левой части 
равенства (2), которая, с точки зре- 
ння школьных определений, не имеет 
смысла: в школе мы имеем дело лишь 
с результатом. конечного числа 


операций возведения в степень, а по- 
тому равенство (2) просто бессмыслен- 
но. Равенство (4), конечно, столь же 
бессмысленно, и не удивительно, что 
нспользование этих двух «равенств» 
привело к неверному равенству 2=4. 
Возникших логических трудно- 
стей сразу можно было бы избежать, 
если бы с самого начала посмотреть 
на уравнение (1) внимательно. Дей- 
ствительно, подставляя в его левую 
часть любое число, например, х=2 
или х-=М., мы получаем выражение, 
содержащее бесконечное число воз- 
ведений в степень и потому не имею- 
щее смысла. Попробуйте, например, 
ответить на вопрос, что такое 


(5) 
р ‚\(=) 
р или (=) 

Между тем примеры, содержащие 
бесконечное число операций, встре- 
чаются в некоторых задачниках для 
поступающих и, к сожалению, даже 
в варнантах вступительных экзаме- 
НОВ. 

В математике часто встречаются 
выражения, содержащие бесконечное 
число операций. Но для таких вы- 
ражений всегда предварительно да- 
ются четкие определения. Новая 
школьная программа дает возмож- 
ность в некоторых случаях приписать 
смысл сумме бесконечного числа сла- 
гаемых (бесконечного ряда) 

ЖЕ а а ЕР РТ 
(см. учебник «Алгебра и начала ана- 
лиза 9», с. 67—68), а также и многим 
другим бесконечным — выражениям. 

С помощью понятия предела мож- 
но, например, естественным образом 
придать смысл выражению 


а=УзИ 3737. @ 


Именно, рассмотрим последователь- 
ность {х„} 


х=ИЗ, ж=И ЗИЗ, 
»„=УзИзуз. 


н будем понимать выражение (7) как 


предел этой последовательности: 
А = Имх, 


л-+о 
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(если, конечно, этот предел сущест- 
вует). Покажем, что он действитель- 
но существует. Поскольку 

1 1 1 


| 
| 


в силу непрерывности показательной 
функции у=3* 


|- 


1 
ах а ТЯ 


й-+2 п-о 


ьз 


1 1 ОВ | 
ит | +—+...+— 
па ой +) 3 
Следовательно, выражение (7) имеет 
смысл и равно 3. 

Попробуем теперь придать смысл 
выражению 


и= ге (8) 


для чего, естественно, используем 
понятие предела. Рассмотрим после- 
довательность 


= ИР 
2. И? 





су’ } в 
(9) 


В статье А. Егорова «Уравнения 
и пределы» (с. 34) доказано, что урав- 


нение 
(Из =х (10) 
имеет ровио два кория (поскольку 
1 


1<иИ2<1,42< в последова- 


тельность (9) сходится к меньшему 
из этих корней. Корни уравнения 
(10) легко найти подбором: х,=2, 
х.=4. Следовательно, предел после- 
довательности (9) равен 2, и если вы- 
ражению (8) придать указанный выше 
смысл, то верно равенство (2), а (4) — 
неверно. 


Г. Дорофеев, Н. Розов 
#1 


Рецензим, библиография 


Настольная 
книга 
по астрономии 


Тридцать лет назад на прн- 
лавках книжных магазинов 
появилась кинга известного 
советского астронома про: 
фессора Московского  унн- 
верснтета Борнса Александ- 
ровича Воронцова-Вельямн- 


нова «Вселенная». Это пер- 
вая обстоятельная совет- 
ская научно-популярная 
книга о Вселенной. Она 


быстро исчезла с книжных 
прнлавков н приобрела за- 
служенную любовь  ‘чнтате- 
лей. С тех пор кннга неодно- 
кратно переиздавалась. В 
1976 году издательство «Нау- 
ка» выпустило седьмое, пе- 
реработанное и дополненное, 
нзданне этой кннгн под на- 
званнем «Очерки о Вселен- 
ной». 

Тридцать лет, которые 
прошли с момеита выхода пер- 
вого издания книгн, былн пе- 
рнодом необычайного расцве- 
та астрономнческой наукн. В 
этот период роднлась новая 
область астрономии — ра- 
дноастрономня, которая ос- 
вонда второе «окно прозрач- 
ности» в спектре электромаг- 
нитных излученнй н добавн- 
ла к оптической ниформацин 
о небесных телах н явлениях 
громадное колнчество сведе- 
ннй, доставленных радно- 
волнамн в сантнметровом н 
дециметровом днапазонах. 

Двадцать лет назад, с за- 
пуска первого советского нс- 
кусственного спутннка Зем- 
лн, началась новая эра в нзу- 
ченнн космического прост- 
ранства. Подняв за пределы 
земной атмосферы сложную 
научную аппаратуру, астро- 
номы получнли возможность 
регистрировать все винды 
электромагнитных — нэлуче- 
ний н космических частнц, 
рождающнхся в глубинах 
космоса. 


62 


Можно с уверенностью ут- 
верждать. что в этн трн деся - 
тилетия наука узнала о кос- 
мосе больше, чем 38 всю ире- 
дыдущую нсторню астроно- 
мин. Квазары, пульсары н 
«черные дыры», ядра гадактнк 
и взрывающнеся галактнкн, 
релнктовое нзлученне н сол- 
нечный ветер — со множест- 
вом удивительных небесных 
объектов и явлений мы позна- 
комилнсь впервые. Расска- 
зать обо всем этом одинаково 
подробно в одной книге прак- 
тнческн невозможно. Это н 
заставило автора назвать 
последнее нзданне книги бо- 
лее скромно — «Очерки о 
Вселенной». 

Правда, это вовсе не озна- 
чает, что автор рассказыва- 
ет только о каких-то отдель- 
ных интересных проблемах 
современной астрономии. По 
существу, кннга Б. А. Во- 
ронцова-Вельямннова явля- 
ется своеобразной  научно- 
популярной — знцнклопедней 
нашнх знаний о Вселенной. 
Она охватывает все разделы 
современной астрономнче- 
ской науки. 

Во введенин автор зиа- 
комит читателей с основны- 
мн средствамн астрономнче- 
ских наблюдений > оптн- 
ческимн телескопамн, спект- 
рографами, радиотелеско- 
памн н раднолокаторамн, а 
также с методами регнстра- 
цин частнц высокнх энергий. 

Первая часть книги по- 
священа мнру твердого ве- 
щества. В ней рассказыва- 
ется о больших н малых пла- 
нетах Солнечной системы, о 
кометах, метеорнтах н метеор- 
ных дождях. Во второй ча- 
стн, которую автор назвал 
«Мир газа»,  ндет речь о 
Солнце, звездах н галактнках 
Особеняо хороша глава о ту- 
манностях, изучению — кото- 
рых Б. А. Воронцов-Велья- 
минов посвятил многие годы 
своей жнзни. Попутно ав- 
тор сообщает множество нн- 
тереснейшнх подробностей, 
связанных с открытием н нс- 
следованнем этнх небесных 
объектов. 

В последних главах 
второй части рассматрива- 
ются рожденне, эволюция н 
смерть звезд, а также пронс- 
хождение Солнечной снсте- 
мы. Не обходит вниманнем 
автор и сложные философ- 
скне проблемы, касающнеся 
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нзучения Вселенной. Им 
посвящено несколько спе- 
цнальных параграфов {«От 
атомного ядра до Метагалак- 
тики», «Есть лн граница мн- 
ра н что за ней?», «Возмож- 
на лн связь с цивилизациями 
другнх планет?» ит. д.). 
Кннга «Очерки о Вселен- 
Ной» во МНОГОМ орнгниналь- 
на. В нее, например, вклю- 
чены стихи друга автора по- 
эта А. А. Коваленкова. В 
книге много юмора, шуток, 
образных сравнений, воспо- 
мннаний автора. Он часто ве- 
дет с читателямн  откровен- 
ный разговор, не скрывая 
своего личного отношення к 
обсуждаемым проблемам. 
Книга Б. А. Воронцова- 
Вельямннова хорошо извест- 
на всем астрономам. У мно- 
гих из них нменио она, про- 
чнтанная в юные годы, про- 
буднла нитерес к серьезным 
занятням астрономней. 
Научный уровень книги 
очень высок — в ней нет 
какнх-лнбо ошибок,  уста- 
ревшнх нлн отвергнутых на- 
укой взглядов и фактов. 
Она во всех свомх частях 
представляет чнтателям дей- 
ствнтельно современную аст- 
рономию: Но стиль и харак- 
тер нзложення сложных на- 
учных достижений таковы, 
что книга вполие доступна 
школьникам старшнх клас- 
сов. И если кто-то захочет 
поближе познакомиться с 
разгаданнымн н неразгадан- 
ными  тайнамн Вселенной, 
трудно найтн для этого более 
подходящую книгу. 

Чтобы дать читателям 
возможность самим убедить- 
ся в правоте сказанного вы- 
ще, мы приводим здесь текст 
небольшого параграфа из ре- 
цензнруемой кннгн. Он на- 
зывается, казалось, бы, не- 
сколько странно — «Есть лн 
жизнь на Земле?». По этому 


поводу автор пишет: «Такой 
вопросе представляется не 
только излишним, но н 


странным. Мы-то знаем, что 
жизнь вокруг нас на Земле 
существует! Но такой во- 
прое могут задавать себе 
разумные  жнтелн другнх 
миров так же, как мы задаем 
вопрос, есть лн жизнь на 
Марсе нлн на других небес- 
вых телах. 
А как онн могут найтн 
ответ на этот вопрос? 
Конечно, мы выясняем фи- 


зические условня на плаие- 
тах, сравннваем их с земны- 
мн и на основании этого за- 
ключаем, может ли быть на 
них жизнь, сходная с зем- 
ной. Научное решение во- 
проса может опнраться толь- 
ко на опыт наблюдения 
жизни иа нашей Земле. На- 
учно можно мыслить жизнь 
только на той же основе, кз- 
кая известна на Земле. На- 
пример. мы знаем, что живой 
белок — основа развитой 
жизни — прн высокой тем- 
пературе свертывается. Но 
..нельзя полностью  пору- 
читься за пределы возможно- 
го приспособлення жизнн н 
даже за возможность жизни 
на других основах. Мы бу- 
дем говорнть здесь о непо- 
средственно вндимых следах 
разумной деятельностн. Их в 
принципе можно вндеть с 
более далеких расстояний, 
чем сами разумные существа. 
Лучшие снимкн поверхности 
Марса, полученные на по- 
следннх космических аппа- 
ратах с высоты менее 2 000 
кнлометров н позволяющие 
различить образования раз- 
мером от несколькнх сотен 
метров, не показывают сле- 
дов разумной деятельностн. 
Пусть разумной жнзни на 
Марсе нет, это почти несом- 
ненно. Но насколько вндна 
нздалн разумная  деятель- 
ность, заведомо существую- 
щая на Земле? Этот вопрос 
полезно выяснить, н нм 3а- 
нялся американскнй ученый 
Саган. 

В 1966 году он н его со- 
трудннкн просмотрели ог- 
ромное  чнело фотографий 
Земли, полученных с метео- 
рологическнх спутннков н 
дававших разрешенне до 2— 
0,2 кнлометра. Можно было 
ожидать, Что наиболее за- 
метнымн следамн разумной 
деятельности прин этом будут 
сезонные изменения — вида 
больших, правильно огрз- 
ниченных полей, засеянных 
сельскохозяйственными куль- 
турами. Но контрастность 
нх нзображеннй мала, а нх 
сезонные нзменення маскк- 
руются  измененнями угла 
падення солнечного света и 
угла, под которым сделан 
снимок. 

Более обещающимн явля- 
ются большие нскусственные 
сооруження  прямолннейно- 
го вида — дороги, мосты, пло- 
тины, следы за кормой ко- 
раблей в море нли белые по- 


лосы,  оставляемые самоле- 
тамн. Их следы разыскнва- 
лнсь на тысячах снимках, 
свободных от облаков, 

Было найдено лишь одно 
четкое указанне на техниче- 
скую культуру: яркая линня 
только что законченного от- 
резка автострады. Более 
сомнительно изображение в 
ВН узкого пролнва между 

анадой н Гренландией. Оно 
состояло нз длинных поло- 
сок — белой и черной, тя- 
нущихся параллельно друг 
другу над покровом облаков. 
Возможно, что это был след 
самолета н его тенн илн обла- 
ко, оставленное реактивным 
самолетом. Еще одним сле- 
дом человеческой — деятель- 
ностн была белая сетка про- 
сек в лесу, на которые вы- 
пал свежий снег. 

Авторы заключили, что ес- 
ли бы воображаемые марсна- 
ие нмели снимки Землн в та- 
ком же количестве и такого 
качества, какие былин полу- 
чены «Марннером-4» — пер- 
вой автоматической станци- 
ей, пролетевшей иад поверх- 
ностью Марса на высоте 
12 000 километров, то по ним 
нельзя было бы найтн ннка- 
кнх признаков разумной 
жизнн на нашей планете.» 

Мы закончим нашу ре- 
цензню самым маленьким 
параграфом из этой кннгн. 
Он называется: «Ваш адрес 
в безграничной Вселенной». 
«Подведем итог развитню на- 
ших знаний о месте Челове- 
ка во Вселенной, насколько 
мы представляем себе сейчас 
ее строение. — Представим 
этот итог в внде вашего ад- 
реса, уважаемый Чнтатель: 

Безграничная Вселенная 

«Нашз» Метагалактнка 
Местное скопление галактнк 

Наша Галактика 
Зведное облако — «Местная 
система» 

«Наша» Солнечная снстема 
Планета Земля 
Советский Союз 

РСФСР (илн др.) 

Город 

Улица 

дом № 

Квартнра № 

Гр. -.ъ 

Остается только доба- 
вить, что эта книга удостое- 
на первой премни на прохо- 
днвшем в 1977 году Всесо- 
юзном конкурсе Общества 
«Знание» на лучшую научно- 


популярную книгу. а 
. ГУ 


Куапитеситеги 


Задачи 
наших 


читателей 


1. Решить уравненне 


1 
$? 1917 х + 1? 1977х = 


т 19 х. $1 1977х. 
А. Аляев {Пензенская обл. } 


2. Пусть 5 — площадь 
треугольника АВС, а-= |ВС|, 
ь = |АС|. с = |АВ|. бо, бь. 
С‹—точкн касання винсан- 
ной окружности со сторона- 
мн ВС, АС н АВ соответст- 
венно, Ло, Ль, А. — длины 
высот, опущенных на этн же 
стороны нлн них продолже- 
ння. Докажнте, что 


| 
2) $ = = (45166114 
+ 6с| бьб, [+ 


+ ас | боб. 1)**з; 
Е у| бобь | * 
6) $= — таг 
) 2 ( т С 
ры ; 
зт А т 
о бы 19.0:* 
а“ь ос 
| бабе 
к 


У. Алла {г. Выру) 

3. Сумма двух двузнач- 
ных чисел вдвое больше 
третьего, у которого число 
десятков равно числу десят- 
ков первого чнсла. а чнсло 
еднинц — числу еднинц вто- 
рого. 

Доказать. что все этн 
числа равны друг другу. 
М. Штеренберг (г. Саратов) 


4. Найтн однозначные 
чнсла х, у, удовлетворяю- 
щне уравненню 

И Цяи 
ху = 10° 

И. Михолкович (Мин- 

ская обл.} 


5. Найтн все натураль- 
ные яп, прн которых справед- 
ливо неравенство 


97 10712”. 


В. Федотов (г. Петроза- 
водск) 


#3 


Ответы, указания, решення 





К статье 
МИСИ» 


Математнка 


«Подготовительные курсы прн 


Вариант 1 

1. +3. 2. (1; 1). 3. Функция 
монотонно т на промежутках |-—со: 2|и 

Зх 1 109 

[2:о1-4. 9 + 4+3; — +8 
5 ЗУЗЁ. в 5. 

Варнант 2 

1. 24х-(4х? -|. з—-. 
= 2/2 ья @/2. 4 32/3. 
6. АВ = @— 52. вс = @+ 5. СБ = 


2. Нет 3. а= 


= (6 — а), РА = —в -- 5/2. 

Варнант 3 

1. а -с05 ИТ -- х?. 2. и (0) = 
=3 см/сек, © (1) = 0 см/ек. 3. утах= 25, 
Упал = — 2.4. х- 605х202. 5. АВС 
-АСВ = (п—а)/2. 6. ф= 3. 

Контрольная работа №1 


1. —6, —5, —4, —3, —2, 10.2. 21, 
32, 43. 3.а) 2; 6) х= 3/4. 4. Квадрат с 
вершннами А(0; 2). В(—2; 0), С(0; 


0(2; 0). 5. Угол с вершиной А(—4/7; 18,7), 
4х 
содержащий начало координат. 6. а) Зе + 
+ л 1 -- Зх 
8х. 4 Ю4— зы: } Е 
—16 со5(3х--2)—12х зт(Зх-- 2} 
—3с05х; в) т ее Кети 


7. —1 --4л2/3. 8. а) функция возрастает на 
В: 6) |-со; —2] — возрастает, [—2; со [ — 


убывает: в) [0; 1] — убывает, [1;о° | — воз- 

растает. 10. 8 часов. 11. 1. 9, 17. 12. 6. 

13. —1. 15. 3:1. 18. 25п см. 
Контрольная работа №2 


1. Да. 2.и(4)- 40, у(-3 = 9. 
3. —1/2. 4. Квадрат со стороной а/4. 5. 
а) шп |х | х‘;4 -- $1 2/2 + С; 6) Шх-- 
+ 52/2 — 2х3 + С; в) шах - вре с; 


г) чех — Чех -+- С.. 6. 2—1. 7. 32:3. 8. 
а) х= 1 у=2, #=3; 6) х:--2, у 
2=1. 9 а) хе |—05;0{1} ]0; со[, у=й 


6) координаты точек кольца, ограннченного 
окружностямн с цеитром в начале координат 


раднусов |1 ин 2. 10.2м. Ш. У 258 — а 


4 


—-2)}.! 
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Ф нэзнка 
Задачн очного пнсьменного зачета 


1. 225 3,4 сл 57 м2. |4, |=520Н; 
|: 1=460 Н. 3. юр 10,4 ме. 4. х= 
= 0,2 м. 5. Е | = &Н; Ев | = 13ЗН. 
6. р== 5.3.108 Н/м?. 7. яв 15,8 раз. 
8. =4 г. 9. Алая —43.6 В. 10. ф = 
== 0,1 В. 11. Юдв= 13/7 г. 12. АТ=3 К. 
13.3 =5,1 В. №4. В= 48°. 15. А=22,5х 
х 10-1 м; красная граннца фотоэффекта ле- 
жнт в ультрафиолетовой областн слектра. 


Заочные курсы 


Контрольная работа №1 
1. 1 = 20 с. 2. 123.4 с; А м. 
3. А-=2.107 Дж; а кВт. 4. |= 


= 2,5. 10$ Н. 5. а) №1 = 3360 Н; 6) 1Е1 = 


3000 Н; в) |2 | = 2700Н. 6. № 
2= 15.6 кВт. 7. а == 74°. 


Контрольная 
[Е | == 0,27  В/м. 2. 
3. |0] 7 5,7. 108 м/с. 4. А = 48 зрг. 5. ти 


работа №2 


т=4%0© г 


—> 281] кг. 6. 7,== 0.89 А; 71, =0,ПА; Г => 
== 0,78 А; Г 0,8А. 7.`Амперметр показы- 
вал меньше. 8. Р-= 4 кВт У 


== 32 квт.ч; Гр. 28 коп. 9. ]Е | = 3.108 В/м. 


К задачам «Квант» для младших школьнн- 
ков» 

(см. «Кванть № 9) 

1. 4 рубля 26 копеек. 2. Порция Андрея 
на | копейку дороже (она получается из пор- 
ции Виктора, если в ней заменнть 25 г шоко- 
ладного мороженого пломбиром). 3. 5%. 
4. Вспомните правило рычага. 


Мод номером работали: 
А. Виленкнин. И. Клумова. Т. Петрова, 
В. Тихомирова. Ю. \Шниханович 


Номер оформили: 
Г. Красников, В. Машатнн, Э. Назаров. 
А. Пономарева, И. Смирнова, Э. Смнрном 
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убОаеЕный редактор Т. Макарова 
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113035. Москва. Б. Ордынка. 
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Чеховский полиграфический комбинат 
Союзполиграфирома 

прк Государственном комнтете Совета 
Министров СССР по делам издательств, 
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Рукописи ме возвращаются 
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| 
Каждое слово из шестн букв вписыва- | 


ется по часовой стрелке вокруг номе- 
ра, под которым оно стонт, начиная с 
клеткн, отмеченной стрелкой. 

1. Основа естествознания. 2. Нанбо- 
лее распространенный изотоп водоро- 
да. 3. Летательный аппарат с реак- 
тнвным лангателем. 4. Положитель- 
ный мон. 5. Электронная лампа. 
6. Разлел физнки. 7. Нанболее уда- 
ленная от центра Землн точка орбиты | 
нскусственного спутннка. 8. Вспомо- 
гательная шкала, по которой отсчнты- | 
вают долн делений основной шкалы 
какого-лнбо средства нзмерення. 

9. Планета Солнечной снтемы. 10. Гре- 
ческая буква. 11. Советский физик — 
лауреат Нобелевской премин. 12. Об- 
щее название протона н нейтрона. | 
13. Четвертое состоянне вещества. | 
14. Единица электрической емкости. 
15. Еднинца снлы. 16. Одновременное 
звучание нескольких звуков одной ча- 
стоты. 17. Русский физнк ХУПТ века. 
18. Сильно разреженный газ. 19. Италь- | 
янский физик, создавший первый нс- 
точннк постоянного тока. 20. Непо- 
двнжная часть электрических машнн. 
21. Безмоторный летательный аппа- | 
рат. 22. Сплав, который применяется 
для нзготовлення нагревательных эле- | 
ментов. 23. Астрономнческая единнца 
длинны. 24. Часть оптического прибо- 


ра. 
Д. Ишонкулов 


ГголоволюФмкА 


Как разделить число 18 пополам, чтобы получнлась еднница? 
=— И. Михалковнч 


РАТЬ ИЗ ЛЕНТАНИМ 
1. Любую низ 12 фишек | Е ео Е 


Е мумии ОСИ 
р пентамнно (см. рнс. 1) кроме ,. 
«креста» можно разрезать на 
Я квадрат 1Ж1 н два прямоуголь- 
| ника 2х1, Если этн прямоуголь- 
| никн разрезать по днагоналн, то 
. из полученных пятн кусков 
можно сложить квадрат 
| (рнс. 2). 

На какое нанменьшее число 
кусков н как надо разрезать 
«крест», чтобы нз него можно | 
было сделать квадрат? 

й! Какне пентамнно можно 
и. разрезать на 3 куска. из кото- 
й рых можно сделать квадрат? 
9 2. Разбейте этн же 12 фн- 
и/ щек пентамнно на три группы 
по 4 фишки в каждой и сложн- 
/ М те низ каждой группы по квадра- 
ту. разрезая на частн не более 
2 фншек нз каждой группы. 
На какое (нанменьшее) чн- 
сло частей придется для этого 
разрезать отобранные фишки? 


| 


а 


тиНЯ 


ыы 





и. — 
еж 


ще. не 
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Л. Мочалов 


Куап. тссте.ги 


„Человечество не останется вечно на Земле, 
но, в погоне за светом и пространством, 
сначала робно прониннет за пределы ат- 
мосферы, а затем завоюет себе все оНоло- 
солнечное пространство, 


Н. 3. Циолновсний 


к 





ена 30 коп. 
Индекс 70465 
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НАУЧНО-ПОПУЛЯРНЫЙ ФИЗИКО - МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ 
АКАДЕМИИ НАУК СССР И АКАДЕМИИ ПЕДАГОГИЧЕСКИХ НАУК СССР 








Советские Физики лидируют в областн ис- 
следованнй проблемы управляемых термо- 
ядерных реакций н возможности использо- 


вания термоядерной энергни в мирных 
целях. Особенно важные результаты полу- 
чены на экспериментальных термоядерных 
установках «ТОКАМАК», созданных в Ин- 
ституте атомиой энергин нменн И. В. Кур- 
чатова. 


На помещенной здесь фотографни нзобра- 


Куап.тссте.ги 


жена самая мощная установка этого тн- 
па — «ТОКАМАК-10». Полученная в ней 
водородная плазма имест рекордные ха- 
рактернстнки. На этой установке мы уже 
имеем развнтую термоядерную реакцию в 
лабораторных условнях. 

По образу и полобню советскнх токамаков 
созданы термоядерные установкн во мно- 
гнх странах мнра. «ТОКАМАК-10» послу- 
жиг прообразом будущих термоядерных 
электростанций. 


Глаяный редактор 
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главного редактора 
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Лаборатормя «Кванта» 
В. Мипер. 
Математический кружок 
Повороты и пересечения 


«Линкоя» струя 


многогранников 
Задачкик «Квантаю 

Задачи М47|-—М475. $483—Ф487 
Решения задач М431—М433. Ф442— Ф44А 


По страимцам шнольных учебинков 
А. Сивин. Что эпачит «больше» 


«Квант» для младших школьныков 
Задачи 

6. Коган. 
Х! Всесоюзная опимпмада школьников 

И. Климова. М. Смозлянский. Олимимада по 
7. Тиманов. Рагсиие залам олимокалы 

Т. Петрова. Л. Чернова. Олимппада во физике 
Й. Лик. Экспериментальные задачи олиминады по физике 
Победители ХУ Всесоюзной олимвнады 


А 
М. Биамаков. Ленкптрадская олимпиада средних прекртех- 
учниати 


И. Васильев. 


Пкетные тени 


математике 


Задачи республикавеких олимпиад 
Практиынум абитурмента 


В. Грушин. А. Диденко. Г. Либровский. 
дннамики материальной точки 


Э. Шувалова. Коордннатгиый метод 
Рецензии, библиография 

И. Клумови, М. Смолянский. Новые книги 
В. Рудов. Жизиь — научный подинг 
Ответы, указания, решения 

Смесь (с. 52, 9Г) 


С Глаавиан редакция физико-математической литературы 
нодательства «Наука». «Кианд»., 1977 


Залачи ина законы 


К 60-летию Великого Онтября 


Статья 25. В СССР существует и совершенствуется единая 
система пародного образования. которая обеснечивает обще- 
образовательную и професспональную полготовку граждан. 
служит коммупистическому воспитанию,  лухонному и физи- 
чеекому развитию молодежи. готовит се к труду Н обществен- 
мон деятельности. 


Статья 26, В соответствии © потребнестями общества госх- 
ларство обеспечивает планомерное развитие науки п подготовку 
научных калрон. органнзуст внедрение результатов научных 
исследований в народное хозяйство ин другие сферы жизин 


Конституция СССР 


Наука общества, строящего коммунизм 


60 лет отделяют мас от того знаменательного дня, когда ребочме м крестьяне Россим 
взялк власть в свом руки, создав первое в мире пролетарское государство. Великая 
Октябрьская соцмапистичесная революция открыла человечеству путь к социализму. 
С тех пор на этот путь сознательно вступили десятки государств. Социапизм с каждым 
годом становится все более могучей политической, экономической м социальной сн- 
стемой современного мира. 

Год от года крепнет м развиезется могущество Советского Союзв. Нашв страна — 
страна развытого социализма — приступила к созданию коммунистического обществв. 
Выдающиеся достижения советского народв отражены в новой Конституции СССР, при- 
иятой недввно Верховным Советом СССР после поистине всенародного обсуждеиннмя. 
И каждая победа, каждый успех на путн к социализму мн коммунизму неразрывно свя- 
замы с нашей наукой м школой. 

Октябрьская революция кореиным образом изменипа роль м место наукм в го- 
сударстве. Еще Кврл Маркс, разрабатывая идем научиого соцмализма, пришел к вызо- 
ду. что социализм будет по-научному относиться к процессу своего развития и совер- 
шенствоваиия. В. И. Ленки глубоко м всесторонне разработвп вопрос © ропн науки в 
стромтельстве социвлизмв м коммунизма. В своей знаменитой речи на Ш Всероссий- 
ском съезде комсомола, промзнесенной в 1920 году, он ГгОвОрнл: «Мы знвем, что ком- 
муннстическое общество нельзя постромть, если не возродить промышленности м зем- 
педелня, причем надо возродить нх не по-старому. Надо возродить мк на современ- 
ной, по последнему слову наукм построенной, основе». 

Несмотря на чрезвычайно неблвгоприятные условмя — гражданскую войну, раз- 
руху. чудовищную отстапость и нищету, — Ленин уделял огромное внимание развитию 
молодой советской наукм. Она м семчас опирается ив принципы, зввещанные Мльмчом. 
Впервые в мировой мсторим организация нм планмрованке нвукн стали осуществляться 
кам одна мз авжнейших госудврственных эвдач. Прим этом бопьшое виммание уделялось 
развитию физико-математических наук, которые исегда былм основой техники м про- 
мзводства. 

До революцим в Россик существовал только один физический институт [в Москве}, 
да н тот был построем без какой-пыбо поддержим со стороны царского правительства. 
Он возник по иницивтиве выдающегося русского физика П. Н. Лебедева на частные по- 
жертвования. Но уже в 1918 году по указанкю В. М. Ленина в Петрограде былм созда- 
ны Физико-техимческий м Оптыческий институты, е Нижием Новгороде (Горьном]) — 
специвльная редколаборатория. Вскоре к ним присоединились Физико-математический 
миститут Академии наук м Рвдмевый миститут в Петрограде, Центральный аэрогидро- 
динамический институт в Москве. Теперь в стране работвют сотин нвучио-нсследова- 
тепьсммх институтов, спецмапизмрующихся в областм физино-математических наук. 
Многне мз них, такие, как Физико-техиический институт АН СССР имени 
А. Ф. Моффе. Физический институт АН СССР имени П. Н. Лебедееа, Имститут фызиче- 
скнх проблем АН СССР имени С. И. Вавмпова, Институт атоммой энергим ммени 
И. В. Курчатова, Математыческий ииститут АН СССР имени В. А. Стеклова, стали круп- 
нейшими центрвмн мировой науки. Научно-нсспедовательские физико-математические 
мистмтуты имеются во всех республиквх нашей страны. Успешно развивают советскую 
науку институты, примадлежащие м другмм вкадемням, в том числе Академим педвго- 
гических наух СССР, а твкже высшме учебные звведения, 
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В 1940 году Министерство народного просвещеныя царской Россмм отклонмло 
просьбу Академии наук выделить ей 800 рублей для органмзацим экспедиции по ис- 
спедованмю месторождений радноамтманыхк мынералов. В наши дим государство еже- 
годно выделяет на развитие наукм десятки миллиардов рублей. 

Наши ученые внесли огромный вклад в созданне тяжелой мндустрмы, в победу 
над гитлеровскими полчищами, в строительство развитого социалистического обще- 
ства. В невыданно короткие сроки оим ликвидировапи монополмю США на атомное 
оружие. Советская наука открыла человечеству путь к мирному мспользоваиню втом- 
ной энергии, проложила дорогу в Космос, первой осуществила управляемые термо- 
ядерные резкцим в пабораторных условмях — предвестнык энергетикн будущего, за- 
ложыла осмовы математической экономики, топологии м ряда других разделов совре- 
менной математикм. 

Достижения советских ученых навсегда вошли в сокровищницу мировой наукм. 
Эффекты Иоффе, Черенкова, Капицы, Кикомиа, Кепдыша—Франца, Шпольского, Сер- 
пуховсной эффект, днамагнетизм Ландау, метод Хартри—Фока, теория Гиизбурга—Лаи- 


дау— Абрикосова—Горькова, критерий Крускапа—Шафранова — эти термины можно 
прочитать теперь в статьях м кингах на всех языках. Высшие международные научные 
награды — Нобелевские премии — присуждены советским ученым  академикам 


Н. Н. Семенову, И. Е. Тамму, И. М. Франку, П. А. Черенкову, Л. Д. Ландау. А. М. Про- 
хороау, Н. Г. Басову, Л. В. Каиторовычу. Многме отечественные научные журизлы ре- 
гулярно переводятся м перенздаются за рубежом. 

Читатели оКванта» — современникы научно-технической революции, ее активные 
участники в будущем. Генеральный секретарь ЦК КПСС Л. И. Брежнев в своей речи 
на ХХ! съезде КПСС поствамл перед всем нашим народом историческую задачу: 
«Органичесми соединить достыжения научно-текнической революции с преммущестив- 
ми социалистической сыстемы хозяйствв, шире развивать свом, присущие соцмапызму 
формы соедимения наукм с производством». Решение этой задачк связано с дальнея- 
шим развытием и совершанствованием советской наунм. 

Октябрьская революция широко открыпа молодежи доступ к образованию. 
В 1914 году в школах Россим обучалось 96 миллмона учащикся, мз которых более 
9 миплмонов посещалм начальную школу м лишь 625 тысяч (т. е. около 7% от общего 
числа ученмнов| имели возможность продолжать свое образованме. В 1976 году в 
СССР было 46,5 миллкона учащихся средних шкоп; ивждый из ммх должем получить 
среднее образоваине. На каждую тысячу жителей царской России приходилось 
56 школьников; сейчас чиспо школьников на тысячу жителей нашей страны составляет 
481. В советских школах работает и 10 раз больше учителей, чем в школах дореволю- 
ционной Россим. 

Достомнства советской школы широко известны всему миру. Недаром сразу же 
после запуска первого искусственного спутимка Земли амернканцы приступили к реор- 
ганизации среднего образоваимя в своей стране, публично признав превосходство 
нашей школы. 

Партия м правительство уделяют большое внимамме разантию нитереса молодежи 
к науке. В нашей стране создано много специальных физико-математыческих школ, 
в том числе м заочиых — доступных самым широким слоям учащихся. Ежегодно про- 
водятся олимпмады школьников, в которых участвуют сотин тысяч учеников. Многие 
школы поддерживают тесную связь с научно-мсследовательскими учреждениями. Вес- 
ной 1977 года ЦК ВЛКСМ, Министерство просвещения СССР, Всесоюзный совет науч- 
ио-техныческих обществ м Всесоюзное общество «Знание» приняли совместное поста- 
мовление © созданим в каждой республике спецмальных научных обществ учащихся. 
(О работе одного мз таких обществ — Молдавского научного общества учащихся 
ВМИТОРУЛ [БУДУЩЕЕ] — рассказано я апрельском номере нашего журнапа за 
этот ГОД. | 

Этим же целям — разамтию интересов молодежи к мауке м укреплению связн 
между наукой м школой — служит м журнал «Квант», родмашнися по мимцмативе уче- 
ных, поддержанной руководителями нашего государства. 

Молодые ученые внеслм огромный вклад в развитие отечественной науки после 
победы Октября. На примере физико-математических наук об этом подробмо расска- 
зано в статьях © развмтим советской физикы н математики. публикация которых мача- 
пась и 10 номере нашего журнвпа. 

Советскый Союз получает необходимые ему научные кадры мз иедр своего на- 
рода — бесконечно талантливого н неповторимо орыгинального. Недаром еще в 1966 
году одын мз крупнейших американских математиков, принимавших участие в работе 
Международного конгресса математиков а Москве, на вопрос журналистов: «Что про- 


извело на Вас намбольшее впечатленме в ходе работы комгресса!», — ответил тан: 
обольше всего меня поразило обилме талантливых молодых матемвтиков в вашей 
стране». 


Моподыми пришлм в науку амадеммин И. В. Курчатов, Н. Н. Семенов, П. Л. Капица, 
Л. Д. Лвидау, Л. А. Арцимович, Ю. Б. Харитон, Я. Б. Зельдович, А. Н. Колмогоров, 
Н. Н. Боголюбов, С. Л. Соболев м тысячи других крупных советских ученых. Молодежь 
и сегодня составляет большую часть научных работников нашей страны, М в этом — 
залог дальненшего расцвета советсном ивукн. 
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К 60-петию Великого Онтября 


И. Кикоин 


Как создавалась советская физика 


Мы продолжаем публикацию воспоминаний 
Героя Социалистического Труда, академика 
И. К. Кикоина, начатую в 10 номере. 


В конце 30-х годов академик Абрам 
Федорович Иоффе поставил перед 
своимн сотрудниками новую задачу: 
нсследовать особый по свонм элект- 
рическим свойствам класс веществ — 
полупроводники. Как известно, по- 
лупроводникн — это вещества, про- 
водимость которых слишком мала, 
чтобы считать их металлами, и слиш- 
ком велика, чтобы относить их к 
диэлектрикам. 

В то время полупроводникн не 
имели широкого применения. И тем 
не менее, Иоффе, интуитивно понн- 
мая, что в будущем они приобретут 
большое практическое значение, с 
самого начала уделял много вннма- 
ния работам по исследованию их 
свойств. А исследования эти были 
нелегкими. И вот почему. У разных 
образцов одного и того же по хими- 
ческому составу полупроводника фн- 
знческие характеристики оказывалнсь 
совершенно различными. Например, 
у разных образцов закисн медн (Си2О} 
проводимость оказывалась различной, 
так же как и зависимость проводимо- 
сти от температуры. Полученные раз- 
нымн способами образцы вели себя 
одни как диэлектрики, другие — как 
проводинки. Ясно, что выявнть ка- 
кие-то общие закономерности, иссле- 
дуя столь «капризные» вещества, очень 
трудно. М связано это с тем, что, 
как оказалось. свойства полупровод- 
ников необычайно сильно зависят от 
ничтожных количеств примесей, имею- 
щихся в образцах. Например, если в 
образце закиси меди атомов кнслоро- 
да на стотысячную лолю процента 
больше, чем в «чистой» закиси меди 
(то есть при точном химическом со- 
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отношении меди н кислорода), то он 
ведет себя как проводник, хотя чистая 
закись меди — диэлектрик. 

Эта особенность полупроводников 
в каком-то смысле предопределила 
направление исследований. Прежде 
всего необходимо было установить, 
как зависят‘свойства полупроводни- 
ков от количества содержащихся в 
них примесей. А для этого надо было 
иметь образцы с точио известным 
химическим составом и количеством 
примесей. 

В эти работы очень активно вклю- 
чнлся Борис Васильевич Курчатов 
(брат И. В. Курчатова). Он нашел 
способ получения образцов закиси 
меди с заданным избыточным колн- 
чеством кислорода. Создав несколько 
таких образцов, он несследовал, как 
меняется проводимость закисн меди в 
зависимости от примеси кислорода. 
Оказалось, что проводимость резко 
растет с увеличением количества прн- 
меси. Эта классическая работа поло- 
жила начало созданию полупровод- 
ников с заданными свойствамн вве- 
дением определенного колнчества 
той или иной примеси. Сейчас они 
находят огромное — практнческое 
прнменение. 


После того как Абрам Федорович 
Иоффе переключил наше вниманне 
на полупроводникн, я решил занять- 
ся исследованием так называемого 
внутреннего фотоэффекта. Явление это 
заключается в том, что под действием 
света в полупроводнике появляются 
дополнительные свободные электро- 
ны и проводимость образца увеличи- 
вается. Мне хотелось выяснить, об- 
ладают ли эти дополнительные элект- 
роны той же подвнжностью, что и 
темновые электроны {то есть свобод- 
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ные электроны. которые имеются В 
неосвещенном образце). А получить 
такую характеристику, как подвиж- 
ность электронов, можно было, иЗ- 
меряя эффект Холла и проводимость 
образца. Поэтому было решено ис- 
следовать этот эффект в полупровод- 
никах. (Напомню, что эффект Холла 
заключается в том, что если поместить 
образец, по которому течет ток, в 
магнитное поле, то между точками 
образца, лежащими на прямой, пер- 
пендикулярной направлению поля ни 
направлению тока, возникает разность 
потенциалов — э. д. с. Холла. 
Начав исследования, мы столкну- 
лись со странным явлением, которое 
мешало проводить измерения. Прнн- 
ципиальная схема экспернмента бы- 
ла’ приблизительно такой, как на 


рисунке 1. М мы с изумлением об-` 


наружили. что прн освещении образ- 
ца в магнитном поле даже при от- 
сутствии текущего через образец тока 
прибор регистрировал наличие раз- 
ности потенцналов между точкамн 
А и А’, на которых мы собирались 
измерять э. д.с. Холла. Чтобы изме- 
рить «чистую» э.д.с. Холла, надо 
было как-то устранить этот побочный 





Рис. №. По такой схеме мы ставили экспери- 
мент. в котором хотели измерить э. д. с. 
Холла в полупроводнике. Пластинка, по 
которой течет ток. помещена в магнитное по- 
ле. нидукция которого перпендикуляриа по- 
верхиости пластннкя. Эта поверхность осве- 
щается пучком света. В точках А и А’. нахо- 
дящихся на одниаковых расстояннях от кра- 
ев пластиикн, измеряется э. д. с. Холла. 
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Рис. 2. Схема эксперимента, в котором был 
обнаружен фотоздектромагнитный эффект. 
Здесь индукция магнитного пойя направлена 
параллельно поверхности пластинки. В на- 
правлении, перпеидикулярном поверхности. 
иа пластинку палдаст свег. В точках А п А’ 
измерялась 3. д. с. 


Ока- 


за- 


эффект. И мы 


его устранилн. 

залось. что если пластинку 
киси меди, с которой мы про- 
водили измерения, освещать не 
белым, а красным светом (а сама за- 
кись медн — это прозрачный кристалл 
красного цвета), то побочный эффект 


нсчезает, и можно измерить «чис- 
тую» э. д. с. Холла, определить 
тот «вклад», который дают в нее 


фотоэлектроны, н вычислить их пол- 
вижность. Овна оказалась такой же, 
как н у темновых электронов. (Сей- 
час я не стал бы проводить подобных 
нсследований, потому что теперь хо- 
роню известно, что рождающнеся под 
действием света фотоэлектроны тотчас 
же сталкиваются с атомами и в даль- 
нейшем по своим свойствам ничем не 
отличаются от темновых электронов.) 

После этого надо было выяснить, 
с чем связан возникавший побочный 
эффект. Мы взяли в качестве образца 
пластинку из закисн меди длиной 
около двух сантиметров, присоедннилн 
к ней с помощью электродов изме- 
рительный прибор, поместили пла- 
стинку в магнитное поле, параллель- 
ное плоскости пластинкн, и осветили 
ее светом от сильной лампы. Схема 
опыта была такая, как на рисунке 2. 
Оказалось, что при пебольшом маг- 
нитном поле — порядка 1 Т — на- 





И. К. Кикоин 


пряжение 
20 В! 
Явление было совершенно непо- 
нятным. И когда на одном из семина- 
ров у нас в Физико-техническом ин- 
стнтуте я докладывал об этой работе, 
слушатели отнеслись к моему расска- 
зу очень недоверчиво. Я тут же перед 
аулиторией продемонстрировал наш 
простой опыт. И хотя сомнения в 
существовании самого эффекта про- 
палн, загадочность его не уменьши- 
лась. Качественная и количествен- 
ная теория этого эффекта (мы назва- 
лн его тогда фотомагнитным) бы- 
ла разработана позже. Ме буду 
сейчас более подробно рассказы- 
вать 06 этом эффекте, потому что 
в одном из ближайших номеров жур- 
нала появится статья на эту тему. 
Скажу только, что, исследуя этот 
эффект в полупроводниках, можно 
выяснить целый ряд их свойств, ко- 
торые важны в технике. 
Описаннымн выше работами, ко- 
нечно, не исчерпывается круг иссле- 
дований полупроводников, проводив- 
шихся в Ленинградском физико-тех- 
ннческом институте. Под руковод- 
ством А. Ф. Иоффе и при его непо- 
средственном участии осуществлялась 
обширная программа работ по выяс- 
нению прнроды электрических и фо- 


на электродах достигало 


6 


тоэлектрических явлёний в полупро- 
волинках. Одновременно разрабаты- 
вались вопросы практического прн: 
менения этих явлений. 


Одним нз основных направлений 
научной работы в Физико-техниче- 
ском институте было также нзучение 
электрических свойств диэлектриков. 
В числе сотрудников, занимавшихся 
этим вопросом, был Игорь Васнлье- 
внч Курчатов. „Таборатория, которую 
он тогда возглавлял, занялась иссле- 
дованием свойств так называемой сег- 
нетовой соли (химическая формула 
МаКС НО ,:-4Н.О}. Кристаллы сег- 
нетовой соли очень красивы. Они 
достигают огромных размеров. Я с 
удовольствнем наблюдал, как Игорь 
Васильевич выращивал их из раство- 
ров в болыших стеклянных сосудах. 

Сегнетова соль — типичный пред- 
ставитель диэлектриков с аномаль- 
ной диэлектрической проницаемостью. 
(Напомним, что диэлектрическая 
проницаемость — это число, указы- 
вающее, во сколько раз электрнче- 
ское ноле внутри  днэлектрика 
меньше того виешнего поля. В 
котором находится днэлектрик.) Так 
вот, у обычных диэлектриков пронн- 
цаемость порядка нескольких единнц 
{у стекла--3-5, у слюды—7-8); дн- 
электрическая проницаемость воды, 
равная 80, считалась аномально боль- 
шой. А у сегнетовой соли значение этой 
величины может достигать нескольких 


десятков тысяч единиц! И еще од- 
на аномалия — необычное «пове- 
денне» этой проницаемости при ИЗ- 


мененин внешнего электрического по- 
ля. в сильных полях значение ее не- 
велико, а в слабых полях она дости- 
гает огромных значений. Естествен- 
но, что исследование свойств сегне- 
товой соли представляло большой 
интерес. Используя ее как затюл- 
нитель, можно было создать конден- 
саторы небольшнх размеров с очень 
большой емкостью. Правда. аномаль- 
ные свойства сегнетовой соли прояв- 


ляются в довольно узкой области 
температур (примерно от —30°С до 
+30°С). 


Подробными исследованиями Кур- 
чатов показал что поведение сегие- 


куапетесте.ги 


тоэлектриков {так называют диэлект- 
рикн с такнми же аномальнымн свой- 
ствамн, как у сегнетовой солн) во 
многом аналогично поведению ферро- 
магнетнков. Например, зависимость 
электрической нндукцни (так назы- 
вают электрическое поле внутри ве- 
щества) в сегнетоэлектриках от ве- 
личины внешнего электрического поля 
аналогична зависимости магнитной 
индукции в ферромагнетиках от внеш- 
него магнитного ноля. В кристалличе- 
ских сегнетоэлектриках, так же как н 
в ферромагнетиках, наблюдается рез- 
кая анизотропня свойств: нх электрн- 
ческие характеристики существенно 
зависят от орненктацин внешнего поля 
относнтельно различных осей кристал- 
ла. Нагревая сегнетоэлектрики, на- 
блюдают, что прн переходе через 
«критическую» температуру (для сег- 
нетовой соли, как мы уже говорили, 
это ——30°С) их электрические свойства 
скачком меняются — нсчёзает анома- 
лия диэлектрической проницаемости 
н в дальнейшем они ведут себя как 
обычные днэлектрики. Это явление 


совершенно аналогично поведению 
ферромагнетнков при переходе через 
точку Кюри — когда они переходят 
из ферромагнитного состояння в па- 
рамагнитное. Исследуя переход сегне- 
тоэлектриков через точку Кюри (так 
по аналогии называют критическую 
температуру для сегнетоэлектриков}, 
Курчатов показал, что, так же как 
н в случае ферромагнетиков, этот 
переход сопровождается выделением 
тепла. Этот эффект теперь называется 
электрокалорнческим эффектом (ана- 
логичный эффект для ферромагнети- 
ков называется магнетокалорическим). 
Сходство между сегнетозлектричест- 
вом и ферромагнетизмом так велико, 
что зарубежные ученые называют яв- 


ление  сегнетоэлектричества ферро- 
электричеством. 
Результаты свонх исследований 


И. В. Курчатов собрал в отдельную 
книгу, которая повсюду была призна- 
на как фундаментальное нсследование 
явления сегнетоэлектричества. 
Несколько позже в Физическом 
институте имени П. Н. Лебедева 





А. Ф. Иоффе (слева) со своими ученнкамн А. И. Алихановым и И. В. Курчатовым в 
одной из лабораторий физнко-технического иястнтуга. 
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Б. М. Вулл 


АН СССР в лаборатории Бенциона 
Моинсеевича Вула (ученика А. Ф. Иоф- 
фе, ныне — академика) были обна- 
ружены сегнетоэлектрические свой- 
ства у целого ряда химических сое- 
дннений, в частности, у метатитаната 
бария (ВаТ'Ю.). Этот сегнетоэлектрик 
нмеет важное практическое значение. 
Дело в том, что у него точка Кюрн 
значнтельно выше, чем у сегнетовой 
соли — около 80°С. Поэтому область 
его практического применения гораз- 
до шнре. 


Одной из проблем, которой осо- 
бенно интересовался А. Ф. Иоффе и 
которой много заннмались в лабора- 
торнях  физико-техннческого инсти- 
тута. было изучение электрического 
пробоя диэлектриков. Важно было сде- 
лать днэлектрикн более надежными, то 
есть повысить напряженность электри- 
ческого поля, при которой происходит 
пробой. Заннмался этим в своей ла- 
бораторин н Николай Ннколаевич 
Семенов. 

В то время существовало несколь- 
ко теорий пробоя. Одна из них исхо- 
днла из того, что под действнем элект- 


рического тока диэлектрнк разогре- 
вается. Это означает, что носнтелн 
тока сталкиваются с атомами диэлект- 
рнка и отдают нм свою энергню. При 
нагреве же диэлектрика в нем очень 
быстро увеличивается количество но- 
сителей тока. Растет ток, а это при- 
водит к еще большему разогреву и 
лавинообразному увелнченню коли- 
чества носителей. Проводнмость ди- 
электрика нарастает, н нажонец, про- 
исходит пробой. 

Н. Н. Семенов заинтересовался от- 
дельным актом образования новых 
носителей тока. Его интересовал воп- 
рос, каков механизм столкновения 
молекул или атомов н как, в част- 
ности, при столкновении молекул про- 
нсходят химнческие реакцни между 
ннми. Семенов с сотрудннкамн начал 
изучать реакцию взаимодействия га- 
зообразного фосфора с кислородом, при 
которой образуется хорошо известное 
твердое соединение — пятнокнсь фос- 
фора (Р.О). Так как образование 
пятнокиси фосфора связано с выде- 
леннем энергии, газ начинает све- 
титься. Это свечение ин регистрирова- 
лось в лабораторни. Неожнданно ока- 
залось, что при достаточно низкнх 
давлениях кислорода (несколько сто- 
тысячных долей атмосферы) свече- 
ние вообще не возникало — пары 
фосфора не вступали в реакцию с 
кислородом! Выяснилось также, что 
реакцня снова начинается, если, 
не добавляя кислород, ввести в 
сосуд инертный газ аргон, который 
не способен ни к каким химическим 
реакциям, но зато повышает давле- 
нне в сосуде. Это было удивительно и 
противоречнло существовавшим пред- 
ставлениям о механизме химн- 
ческих реакций, нз которых следо- 
вало, что фосфор должен вступать в 
реакцню с кислородом при любых 
парциальных давлениях газов. 


Так было открыто существованне 
критнческого давления для реакцнин 
соединения фосфора с кислородом. 

Эта работа была опубликована в 
немецком физическом журнале, а вско- 
ре появилась критическая заметка 


крупнейнего тогда специалиста по 
кннетике химических реакций немец- 
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кого химика Боденштейна. Он писал, 
что опыты Н. Н. Семенова неубели- 
тельны. Давление кислорода изме- 
рялось в них манометром, а чтобы па- 
ры фосфора не повредили его, между 
манометром ин сосулом, в котором 
происходила реакция, помещали ло- 
вушку., охлажлаемую жидким возду- 
хом. Пары фосфора конленсирова- 
лнсь в ловушке, благодаря чему воз- 
никал поток паров фосфюра, направ- 
ленный к ловушке. Кислород же 
по пути в сосуд также прохолил мимо 
ловушки. но в направлении,  про- 
тивоположном направленню потока 
паров фосфора. Бодешитейн считал. 
что при небольших давлениях кисло- 
рода он просто «слувался» парами 
фосфора н вовсе не попадал в сосул, 
так что реакция не возникала, пото- 
му что в сосуде ие оказывалось кис- 
лорода. 

Ознакомившись с этой заметкой, 
Семенов решил повторить свои опыты. 
При этом он убеднлся, что критика 
Боденштейна частично верна — дав- 
ление кислорода действительно изме- 
рялось не совсем точно. Но и после 
нсключения возможных ошибок ока- 
залось, что реакция взанмолействия 
фосфора с кислородом в газообразном 
состоянии все-таки начинается толь- 
ко при некотором минимальном дав- 
ленни. Прн этом было обнаружено 
еще одно совершенно непонятное яв- 
ленне. Само критическое давление 
зависело от размеров сосуда, в ко- 
тором происходила реакция. Еслн 
сосуд цгарообразный. то критическое 
давление растет пропорционально дна- 
метру сосуда. Чем большие сосуд. тем 
больше давление, при котором на- 
чннается реакция. Как писал позже 
Н. Н. Семенов, обнаружив это явле- 
ние, он совсем перестал что-либо по- 
ннмать. 

Семенов рассказал о своей работе 
на семннаре в Физико-техническом 
институте. Все уже знали критнку 
Боденштейна н снова стали приди- 
раться к опытам. Как ни убеждал Се- 
менов присутствовавших в Том, что 
никаких опгибок в его опытах больше 
нет, к этому отнеслись с недовернем, 
тем более что объяснить столь стран- 
ные результаты Николай Николаевич 
в то время не мог. 





Н. Н. Семенов 


Будучн тверло уверенным в своей 
правоте, Н. Н. Семенов опубликовал 
несколько статей о полученных рс- 
зультатах. После этого пришло пись- 
мо от Боленштейна, в котором он 
полностью согласился с этими ре- 
зультатамн, ирнизнал большое зна- 
чение обнаруженных явлений и прел- 
ложил Семенову дальнейшие работы 
печатать в журнале. который он 
сам редактировал. Вскоре после это- 
го Н. Н. Семенов создал качествен- 
ную теорию обнаруженных им яв- 
ленни. 

Это было крупнейшее открытие, 
которое получило всемирное призна- 
ине. Оно послужило началом нового 
налравлення в науке — изучения раз- 
ветвленных цепных химических реак- 
ций, которое успешно развивалось 
не только у нас, но и за рубежом. За 
этн работы Н. Н. Семенову. вместе с 
английским химиком Хиншельвудом, 
который занимался темн же вопроса- 
мн, в 1956 году была присуждена 
Нобелевская премия. 

Н. Н. Семенов — основатель це- 
лой итколы по кинетике химических 
реакций. К ней принадлежит много 
ученых. Крупнейними ее представи- 
телями являются академики Юлий 
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Борисович Харитон и Виктор Нико- 
лаевич Кондратьев. Ю. Б. Харнтон 


проделал много работ,  связан- 
ных с химическими реакциями 
взрывного характера. Крупнейшим 


теоретиком в этой области является 
еше один ученнк Семенова — акаде- 
мнк Яков Борисович Зельдович. Он 
разработал и теорию ценных реак- 
ций, и теорню горения. Эти теорни 
нмеют болышое значение для тех- 
ники, в частности, для взрывной 
техники. 


В 1928 году на одном из очередных 
семинаров Абрам Федорович Иоффе 
сказал: «Я должен вам прочитать 
небольшую заметку, оттиск которой 
мне прислал профессор Раман из 
Индии». Это был оттнск заметки. ко- 
торую опубликовали в известном аиг- 
лнйском журнале «Мафиге» (по-рус- 
скн — «Природа»). В нем есть раздел 
под названием «Письма к редактору», 
где ученые обычно кратко сообщают 
о свонх новых работах. Журнал этот 
еженедельный, и поэтому можно быст- 
ро опубликовать необходимую ин- 
формацию. 

В заметке Рамана шла речь о том, 
что при рассеянии света в жндкостн 
спектр рассеянного света отличается 
от спектра падающего света. Если 
жидкость освещается светом опреде- 
ленной длины волны, например, жел- 
тым, то в рассеянном свете содержит- 
ся та же самая длина волны (тот же 
цвет), но, кроме того, появляются 
еще другие цвета, новые спектраль- 
ные линии. В этом и заключается яв- 
ление, о котором писал Раман, -- 
появление дополнительных линий в 
спектре рассеянкого жидкостью 
света. 

Когда Иоффе прочитал эту за- 
метку, сидевший рядом со мной про- 
фессор Рожанский, который обычно 
на семинарах внимательно слушал, 
но редко выступал. вдруг проявил 
необычайную взволнованность. —Он 
встал и сказал: «Я ничего не понимаю. 
Я хорошо знаю. что работы, о кото- 
рых рассказывается здесь, быан про- 
деланы Мандельштамом в Москве прн- 
мерно два года тому назад. Мне точно 
нзвестно, что это явление было от: 
крыто Манделыштамом на кристаллах. 





Л. И. Мандельштам 


и в течение двух лет он тщательно его 
исследовал». Так мы — молодые фя- 
зикн — узнали, что в Москве суще- 
ствует крупная научная школа фн- 
зиков, возглавляемая Леонидом Иса- 
аковнчем Мандельштамом. 

Из заметки Рамана следовало, что 
он только что сделал свое открытне. 
А Леонил Исаакович Мандельштам, 
как мы узнали, не только обваружил 
это явление, но вместе с Григорием 
Самуиловичем Ландсбергом провел 
подробное нсследованне, нашел ос- 
новные закономерности. дал полную 
теорню этому явлению и уже напра- 
вил в печать обстоятельную статью. 
Но она была получена редакцией 
журнала, в который ее послал Ман- 
дельштам, на две недели позже, чем 
заметка Рамана в «Мате». Эта за- 
метка была продиктована по радно, 
поскольку Раман очень торопился. 
К сожалению, эффект появления до- 
полнительных спектральных линий 
в рассеянном свете теперь нередко 
называют эффектом Рамана. Правда, 
объективные зарубежные — ученые, 
вскоре после того как это явление 
было открыто, в соответствующих 
обзорах н киигах называли его эф- 
фектом Мандельштама — Ландсбер- 
га — Рамана. 
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Ландсеберг 


К концу 20-х годов Ленниградский 
физико-технический институт стал все- 
мирно известным. А. Ф. Иодке пони- 
мал, что в такой болышой стране как 


Советский Союз нельзя концеитриро- 


вать всю науку практически в двух го- 
родах-— Ленинграде н Москве. Он неол- 
нократно и настойчиво обсуждал этот 
вопрос как со своимн сотрудниками, 
так н вруководящих нистанциях. И в 
конце концов выкристаллизовалась 
точка зрения, что необходимо создать 
еще несколько физнко-технических 
институтов в крупных промышленных 
центрах СССР. 

Крупнейшей республикой парялу 
с Россией была Украина, ее столи- 
ней тогда был Харьков. Абрам Фе- 
дорович ранил, что именно в Харь- 
кове надо организовать физико-техни- 
ческий ниститут. По его инициативе 
выделили из среды сотрудников е- 
нингралского  физико-технического 
института груипу молодых квалифи- 
цированных физиков и направили ее 
в Харьков. Директором  Харьков- 
ского института был назначен Иван 
Васнльевич Обренмов, а его замести- 
телем — ученик Семенова Александр 
Ильич Лейпунский (оба они потом 
стали академиками}. В эту группу 


входил также ученик А. Ф. Иоффе 
К. Д. Синельников, ученик 
Я. И. Френкеля теоретик Я. Горо- 
вен ин другие. Приглашали туда н 
меня. Я был даже склонен по- 
ехать, потому что туда отправи- 
лись многие друзья и товарищи, но 
завозражало начальство. Н. Н. Се- 
менов. который замещал тогда быв- 
шего за границей А. Ф. Моффе, за- 
протестовал, говоря, что институт 
и так сильно обескровлен и нель- 
зя забирать еще совсем молодых лю- 
дей. В результате я остался в Ленин- 
граде. 


Все это происходило в то время, 
когда ХУ съезд партии утвердил ди- 
рективы первого пятилетнего плана 
развитня народного хозяйства стра- 
ны. Начался бурный рост промышлен- 
ности, потребность в специалистах 
резко увеличилась. Молодые люди, 
еще не окончившие институт, уже 
зачислялись на постоянную работу в 
соответствующие учреждения. 


Именно в это время и был органи- 
зован  Украниский физико-техниче- 
ский ниститут (УФТИ)} в Харькове. 
Первой его лабораторией стала крно- 
генная лаборатория, в которой име- 
лась техинка, позволяющая — полу- 
чать жидкий гелий и проводить нс- 
следования при температуре около 
4 К. Ее создание было связано с тем, 
что незадолго до организации УФТИ 
И. В. Обреимов около года работал в 
Голландии в знаменитой Лейденской 
лаборатории — первой — криогенной 
лабораторин мнра. Там же работал 
еще один сотрудинк нового инстнгу- 
та — |. В. Шубников. Они сделали в 
Лейдене несколько превосхолных ис- 
следований и заказалн крногенное 
оборудование, что н позволило быстро 
создать лабораторию в Харькове. Ук- 
раннский физико-технический  нн- 
ститут был первой ласточкой, вы- 
порхнувшей из стен Ленинградского 
физико-технического института. До- 
стижения сотрудников УФТИ извест- 
ны сейчас во всем мире. 

А. Ф. Иоке считал, что создание 
УФТИ пе решает проблему рассрело- 
точения науки. Вскоре по его ниициа- 
тиве такие же институты были созда- 
ны в Томске н Днепропетровске. 
В Томск поехала группа ленннграл- 
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Г. В. Курдюмов 


ских физиков во главе с Петром Сав- 
вичем Тартаковским. а в Днепро- 
петровск — во главе с Георгием Вя- 
чеславовичем Курдюмовым, ныне ака- 
демиком. 

К сожалению, в Томске ининиа- 
тива ленинградских физиков не встре- 
тнла болыной поддержки со стороны 


местных физиков, и этот институт 
практически распался. Зато инстн- 
тут, организованный в Диепропет- 


ровске. быстро окреп н прославился 
свонми работамн. В первую очередь 
это объясвяегся тем, что он находил- 
ся в центре украннской металлургии, 
а сам директор института Г. В. Кур- 
дюмов был круинейшим специалистом 
именно в этой области. Работы, ко- 
торые он проделал еще в Ленинград- 
ском физико-техническом институте, 
относились К рентгенографическому 
исследованию одного Из важнейших 
нроцессов металлургии —- мартенсит- 
ных превращений в сталях. Курлюмов 
впервые показал, в чем заключается 
нрирода мартенситцых превращении, 
которые пропехолят при закалке ста- 


ли. Эта классическая работа сниска- 
ла ему всемирную известность. Она 
нмеет важнейшее техническое зна- 
ченне. 

В 1932 году из состава Ленинград- 
ского физико-технического института 
был выделен Уральский физнко-тех- 
нический институт (Урал ФТИ), обос- 
новавшийся позднее в Свердловске —- 
крупнейшем промышленном центре 
Урала. Туда был включен и я. Хотя 
мы и назывались Уральским физико- 
техническим ннститутом, но до по- 
стройки здання в Свердловске работа- 
лн в Ленниграде н переехали в Сверл- 
ловск только в 1936 году. Ныне этот 
ниститут называется инстнтутом фи- 
зникн металлов; он стал одинм из 
крупнейших физических институтов 
нашей страны. Сейчас им руководит 
известный физик-теоретик академик 
Сергей Васильевич Вонсовский, ко- 
торый в момент создания ниститута 
был молодым сотрудником, только 
что окоичивиим университет. 


В период первой лятилетки физика 
в нашей стране очень бурио развива- 
лась. и количество научных сотруд- 
ников быстро росло. Я помню, что 
при мне за 1927—1930 годы Ленни- 
гралский физико-технический инсти- 
гут вырос раза в три. В конце концов 
из него выделились несколько само- 
стоятельных ИНСТИТУТОВ: Институт ХН- 
мической физики под руководством 
Н. Н. Семенова, который впоследствии 
переехал в Москву; Миститут связи 
во главе с профессором Д. А. Рожан- 
ским; Высоковольтный институт под 
руководством А. А. Чернышева. Был 
организован также Агрофизический 
институт, который возглавил сам 
А. Ф. Иоффе. Он считал. что физику 


надо применять не только в про- 
мышленностн, но н в сельском хо- 
зяйстве. 


Таким образом, начиная с 1928 го- 
да, руководствуясь решеннями партин 
и правительства и собственной  ини- 
цнативой, А. Ф. Иоффе сумел наса- 
дить физические институты в ряде 
промышленных центров Советского 
Союза, что немало способствовало 
развитию науки и промышленности 
в нашей стране. Ленинградский фи- 
знко-техиический институт стал свое- 
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образным рассадником физики по все- 
му Советскому Союзу. 


В 1934 голу в Советский Союз 
вернулся из Англии, нз длительной 
научной  команлировкн, известный 
физик Петр Леонйдович Капнца. Во 
время работы в Англин он просла- 
внлся тем, что исследовал ряд свойств 
веществ в сильных магнитных полях. 
Обычные магнитные поля, которые 
создавалн в лабораториях в то время, 
были порядка 1—2 Т. Для получения 
более сильных полей нужно было 
применять электромагниты болыних 
размеров, которые стоили очень до- 
рого. Можно, конечно, создать силь- 
ные магнитные поля внутрн соленонда 
без железа. Но для этого необходимо 
питать соленонд очень сильным то- 
ком, что связано с болыним выделе- 
нием тепла и перегревом обмотки со- 
леноила. 

Капица рассужлал так. Не обя- 
зательно иметь постоянное большое 
поле в течение длительного времени. 
Явления, происходящие в веществе, 
помещениом в магнитное поле, носят 
атомный характер. А подобные яв- 
лення разыгрываются очень быстро — 
за миллионные и даже миллиардные 
доли секунды. Поэтому достаточно 
создать сильное магнитное поле, су- 
ществующее в теченне короткого про- 
межутка временн, и за это время про- 
вестн в нем необхолимые исследова- 
ния. Эту ндею Капнца осуществил 
следующим образом. — Магнитное 
поле создавалось в соленоинде, через 
который пронускался большой ток 
от генератора переменного тока в те- 
чение одного полунериода (0,01 секун- 
ды). 

Якорь генератора переменного 
тока раскручивали с помощью элект- 
родвигателя. При этом клеммы ге- 
нератора были разомкнуты. Когда 
якорь раскручивался ло расчетного 
(номинального) числа оборотов, лвига- 
тель отключали, и якорь продолжал 
вращаться по инерцни. Напряжение на 
разомкнутых клеммах обмотки (э.д.с.) 
прн этом менялось по сипусойдаль- 
ному закону. В тот момент, когла 
оно «проходнло» через нуль, с по- 
мощью  сплещиального  ру»бильннка 
клеммы генератора замыкали на об- 
мотку соленоида. А через половину 


пернода, то есть через 0,01 секунды, 
когда напряжение снова падало до 
нуля. цель размыкалась. Размыка- 
не цени необходимо проводить в 
момент. когда ток проходит через 
нуль. чтобы избежать возникнове- 
ния электрической дуги. В течение 
полу периода по обмотке протекал ток 
большюй силы {и слеловательно, су- 
ществовало болышое магинтиое поле), 
а катушка не успевала сильно иа- 
греться. Но возникала еще одна труд- 


цост.. Когда через соленонд про- 
текаег ток. на каждый сго виток 
денегвуют радиальные силы, стре- 


мищисся его разорвать При доста: 
точно бо.пяном токе эги силы МОГАТ 
превзойти преде.г прочности матсе- 
рнала обмотки. и она разрушится. 
(Петр „Леонидович рассказывал. что 
когда он в Англ НИ В лабораторин виер- 
вые проволнл этот эксперимент, кат\ п!- 
каразорвалась, ее обломки разлетелись: 
в разные стороны. И в тот же день 
сотрудники лаборатории поспешили 
застраховать свою жизнь.} Так что 
возможность получения сильных маг- 
ннтных полей таким способом огра- 
ничивается прочностью матернала, из 
которого сделана обмотка. Каница 
слелал обмотку из снециальной вы- 
сокопрочной бронзы. Катушка была 
небольшая — днаметр ее был около 
25 мм. длина — около 100 мм. Через 
эту катушку пропускали в течение 
сотой доли секунды ток, который 
позволял получать поле около 30 Т. 


В таких полях Капица исследовал 
рял физических явлений. В част- 
ности, он очень подробно изучьл 
влияние магинтного поля на сопро- 
тивленне проводников. При малых 
полях изменение сопротивления про- 
водннков в магнитном поле растет 
примерно пропорционально  квал- 
рату магинтной индукции.  Прея- 
полагалось, что и в сильных 
полях будет такая же зависи- 
мость. Но оказалось, что в силь- 
ных полях  квадратичиая зависн- 
мость изменения сопротивления от 
величины магнитной нндукцни на- 
руигается. Была обнаружена совер- 
июнно иная закономерность — линей- 
ная зависимость изменеция сопротив- 
лення проводника от величнны ин- 
дукцин магнитного поля. 
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П Л Капиаа (слева} и И. В. Обреимов на семииаре в Институте физических проблем 


Большой интерес представля.ло ис- 
следование свойств различных веществ 
в условиях, когда сильные магнитные 
поля сочетаются с низкими темпера- 
турами. И Каница занялся рассмот- 
реннем вопроса о сиособах получе- 
иня инзких температур, близких к 
абсолютному пулю. Известно, что са- 
мой низкотемпературной жидкостью 
является жндкий гелий. При нор- 
мальном давленин температура киие- 
иня жидкого гелия равна 4.2 К. 

Впервые жидкий гелий был полу- 
чен голландским ученым Камерлинг- 
Оннесом в 1908 году. Установка, ко- 
торую он постронл в своей лабора- 
тории в Лейдене, позволяла получать 
небольшое количество жидкого ге- 
лия. Подобные установки были очень 
дорогн. П. Л. Капица разработал 
более производительную н экономич- 
ную установку, на которой он мог 
получать достаточно большое коли- 
чество жидкого гелия. 

К тому времени физики заннтере- 
совались свойствами самого жндкого 
гелия. Дело в том, что жидкий ге- 
лий —- единственное вещество, кото 
рое, как говорят, претерневаст фазо- 
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вое превращение, находясь в жидком 
состояния: при температуре 2,19 К 
его физические свойства резко меня- 
ются. Выне этой температуры гелий 
ведет себя как обыкновенная жид- 
кость, а при Г=2,19 К у него появ- 
ляется ряд совершенно необычных 
свойств: теплопроводность его резко 
возрастает, а вязкость резко падает. 
Прниято называть гелий при темле- 
рагуре выне 2.19 К гелием Г, а при 
Т<2,19 К — гелием 11. 

Впервые гелий П обнаружил Ка- 
мерлинг-Оннес. Потом его изуче- 
нием занялся в Лейденской лабора- 
тории Кеезом. Он обнаружил. что 
теплопроводность гелия Й во много 
раз больше, чем у самых теплопро- 
водных металлов. Поэтому Кеезом 
назвал гелий ПП сверхтеплопровол- 
ным веществом. 

П. Л. Капица занялся исследова- 
ннем свойств гелия Н в 1937 году. 
Анализируя имевшиеся к тому вре- 
менн экспериментальные данные, он 
пришел к выводу, что чрезвычайно 
высокую теплопроводность гелия П 
нельзя объяснить обычнымн процес- 
сами выравнивания температуры 
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внутри вещества. Он предположил, что 
интенсивная передача тепла в гелин П 
может быть связана с 


конвекцией. 
Подсчеты показали, что конвекцион- 
ные потоки должиы осуществляться 


в гелин И с необычайной легкостью, 
без трения. Можно было предпола- 
гать, что гелий ИП является сверхте- 
кучей жидкостью, то есть жидкосгью, 
которая не имеет вязкости. 

Чтобы проверить это предположе- 
нне, Петр Леонидович в 1938 году 
поставил такой эксперимент. Он про- 
пускал гелнй [| через зазор между 
двумя плоскими полированвыми стек- 
ляннымн нластинками, прижатыми 
друг к другу. Пластинки были от- 
полированыя так тщательно, что за- 
зор между ними был не более полумик- 
рона. И через такой зазор под дей- 
ствнем собственной тяжести гелий 
протекал со скоростью, которая воз- 
можна только при почти полном от- 
сутствни вязкости! 

Так было открыто явление сверх- 
текучестн в гелив И. 

Оставалась нерешенной еще олна 
загадка, связаниая с измерением вяз- 
кости гелия П. Дело в том, что вяз- 
кость можно определить двумя спо- 
собами. Один из них — измерение 
скорости истечения жидкости из ка- 
пиллярного сосуда или через узкую 
щель, как это было в экспериментах 
П. Л. Каницы). При данной развости 
давлений на концах капилляра ко- 
личество протекающей через него жид- 
костн за данное время тем больше, 
чем меньше ее вязкость. Второй спо- 
соб определения вязкости — иссле 
дование затухания крутильвых коле- 
баний твердого тела в жилкости. В 
жидкость на нити опускают тонкий 
диск так, чтобы плоскость его была 
горизонтальной, и наблюдают его соб- 
ственные крутильные колебания во- 
круг осн, проходящей через. нить. 
Естественно, что чем больше вязкость 
жидкости, тем быстрее затухают коле- 
бания. Для всех жидкостей значения 
вязкости, измеренные этими двумя 
способами, были одинаковыми. А для 
гелия Ц эти значения были различ- 
нымн. Первый способ давал исчезаю- 
ще малое значение вязкости, демоп- 
стрируя сверхтекучесть гелия И, а 
второй приводил к малым, но вполие 
измеримым значенням. 
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Олвег па все эти вопросы дала 
гидродинамическая теория сверхте- 
кучести, созданная в 194[ году акале- 
мнком Львом Давидовичем Ландау. 
Он показал, что обычный классиче- 
ский подход для объяснения свойств 
вещества при столь янзких темпера- 
турах, неверен. Лаидау удалось раз- 
работать квантовую теорию сверхте- 
кучести Не 1. Она блестяще объяс- 
нила результаты опытов Капицы н 
предсказала ряд новых явленнй. ко- 
торые вскоре были обнаружены экс- 
перименгаторами. 


Сверхтекучесть жидкого гелия по- 
ка не иашла широкого применения. 
Но созданная Ландау теория сверх- 
текучести оказала болыное влияние 
на развитие теоретической физики. 
Она явилась ключом к созданию тео- 
рин другого замечательного явления, 
пронсходящего при низких темиера- 
турах — сверхироводимости. И хотя 
это произошло значительно позже, 
мне кажется, будег уместно рассказать 
0б этом именно сейчас, нарушая хро- 
нологический порядок. которого я 
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старался более или менее придержи- 
ваться. 

Напомню, что явление сверхпро- 
водимости было открыто Камерлинг- 
Оннесом в 1911 году. Он обнаружил, 
что при температуре 4,15 К электри- 
ческое сопротнвление ртути полностью 
исчезает, и иззвал это явление сверх- 
проводимостью. После этого было об- 
наружено, что многие металлы н спла- 
вы при низких температурах теряют 


электрическое сопротивленне, ста- 
новятся  сверхпроводящимн. Разу- 
меется, существование проводников 


без сопротивления сулило заманчн- 
вые практические перспективы, ин изу- 
чением сверхпроводимостн физики за- 
кялись очень активно. Однако создать 
общую теорию явления не удавалось. 

После создания квантовой механи- 
ки была построена микроскопическая 
теория твердого тела, то есть теорня, 
которая рассматривала свойства твер- 
дых тел с точки зрения поведения 
электронов и атомов. Она полностью 
качественно объясняла все свойства 
металлов. лиэлектриков, полупровод- 
ников в различных условиях. А сверх- 
проволимость оставалась загадочным 
явлением. И только в 1957 году, 
то есть через 46 лет осле открытия 
этого явления, оно получило свое 
объяснение в мнкроскопической тео- 
рии, созданной советским ученым ака- 
демнком Ииколаем Николаевичем Бо- 
голюбовым и. независимо от него, 
амернканскими физнками Бардином, 
Купером и Шриффером (БКШ. как 
называют эту группу). 

К тому времени  эксперименталь- 
но были нзучены многие свойства 
сверхпроводников. Было установле- 
но, что под действием магнитного 
поля сверхпроводимость металлов 
разрушается — они становятся обыч- 
выми проводникамн. Значение маг- 
ннтной индукции поля, при когором 
исчезает сверхироводнмость, назы- 
вается критическим полем (критн- 
ческой индукцией}- У разных метал- 
лов эта величина различна. Критиче- 
ское ноле зависит от температуры 
сверхпроводника. Чем выше темае- 
ратура. тем меньше кригическое поле. 
При критической температуре крн- 
тическое поле равно нулю. 

Далее было также показано, что 
магнитное поле внутрь сверхпровод- 





Л. В Шубников 


иыка не проникает, а если оно в ме- 
талле уже было, то прн его переходе 
в сверхпроводящее состояние (при 
пониженни температуры) оно вытал- 
кивается наружу. Таковы самые фун- 
даментальные свойства сверхировод- 
НИКОВ. 

Когла они были обнаружены, ста- 
ло ясно, что возможности использова- 
ния сверхпроводников для нолучения 
болыцих незатухающинх токов и с03- 
дания снльных магнитных полей огра- 
ничены. Дейсгвительно. ток, теку- 
щий по проводнику, сам создает маг- 
нитное поле. Чем болыше ток, тем 
болыие это поле. Но как только ин- 
лукция этого поля достигнет крити- 
ческого значения, сверхпроволник пе- 
рейлет в нормальное состояние. Опы- 


ты показали, что значения критиче- 
ских полей  иевелики — порядка 
10-*—10- Т 


Микросконическая теория сверх- 
проводимости была создана в 1957 го- 
лу. Но это не означает. что до тех 
пор не существовало никакой теории 
сверхпроволников. — Многочисленные 
экспернментальные данные позволя- 
ли ученым устанавливать связь между 
различными величинами.  характе- 
ризуюнщими свойства и поведение 
сверхироволников. 


куапетесте.ги 





А. И. Шальников 


Так, в 1937 голх Л. Д. Ландау, 
анализируя имевинеся к тому вре- 
мени экспериментальные данные, 
теоретически предсказал новое яв- 
ление. относящееся к процессу пере- 
хода металла из сверхироволящего 
состояния в нормальное в магнит- 
ном поле. Согласно его теории, этот 
переход происходит ностененио. На- 
чивая © искоторого значения  ин- 
дукции магнитного поля, еше не 
достигшего критического, поле час. 
тично проникает в сверхироводник. 
При этом в нем образуются  чере- 
дуюнишеся слюи сверхироволяние 
и несверхпроводяние. При достиже- 
нии критического значения индук- 
ини вненнего поля сверхпроводящее 
состояние полностью разруитаегся. 

Опыты. которые в скором времени 
были проведены в Харьковском физи- 
ко-техническом ннстнтуте Львом Ва- 
‚ сильевичем Шубниковым и в Москов- 
ском институте физических проблем 
членом-корреснондентом АН СССР 
Александром — Иосифовичем — Шаль- 
никовым, блестяще подтвердили ипрел- 
сказания теорни Ландау. Мне дове- 
лось наблюдать эти эксперименты и 
в Москве, и в Харькове. Онн наглял- 
но  продемонстрировали структуру 
сложного» промежуточного состоя- 


ния, так сказать, топографию чере- 
дующихся  сверхпроволящих и нор- 
мальных слоев виутри сверхпроводя- 
щего шара. Такое состояние сверх- 
проводника за рубежом обычно иа- 
зывают «фазой Шубникова». 

В 1950—1952 годах группа совет- 
ских физиков —- академнки Виталий 
Лазаревич Гинзбург и Лев Давило- 
вич Ландау,  члены-корреспонденты 
АН СОСР Алексей Алексеевич Абри- 
косов н Лев Петрович Горьков -- раз- 
работала теорию, из которой следо- 
вало, что лолжны существовать сверх- 
проводники с необычными свойства- 
ми. Теперь ее называют теорией ГЛАГ 
(Гинзбург, Ландау, Абрикосов, Горь- 
ков). Такие сверхироволники назва- 
ли сверхпроводниками второго рода, 
в отличие от обычпых  сверхпровод- 
ников. Для них значения критиче- 
ского воля лолжны были быть зна- 
чительно болышимн. 

Очень скоро были проведены экс- 
перименты, которые полностью оправ- 


дали эти предсказания. Как оказа- 
лось, к сверхпроволинкам второго 
рода принадлежат металаянческий 


ннобнй и нелый ряд сплавов. Значе- 
ния критических полей для таких 
сверхироводников, действительно, ока- 
залнсь очень большими. Так, напри- 
мер. у сплава ннобия с оловом оно 
достигает 20—30 Т. Болышое значе- 
ние критического поля позволяет ис- 
пользовагь сверхпроводники второго 
рода лля созлания сильных магнит- 
ных полей. При этом, несмотря на 
большие затраты, связанные с полу- 
чением жилкого гелия, использова- 
ние сверхпроводников оказывается 
значительно выголнее, чем использо- 
вание обычных электромагнитов. Уже 
существуют генераторы я электродви- 
гатели со сверхпровозяшими обмот- 
ками мощностью около 1 000 кило- 
ватт. В настоящее время рассматрн- 
ваются проблемы передачи электро- 
энергии на большие расстояния но 
«сверхпроводящимя линиям передач. 


Таким образом, теория советских 
физиков сыграла огромную роль в 
создаини новой техпики. 
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0 математике Страны Советов 


Дореволюционная Россия — дала 
миру рял выдающихся математиков, 
обогативших нашу науку первоклзас- 
снымн идеями ни результатами. До- 
статочно вспомнить имена Н. И. Ло- 
бачевского, М. В. Остро- 
градского, П. Л. Че- 
бышева, А.А. Маркова, 
А. М. Ляпунова, Н.Е. Жу- 
ковского, чтобы понять, как 
много ценного внесла наша страна 
в развитне математики. И это было 
сделано в эпоху, когда редкостью 
были не только высшее и среднее, 
но даже начальное образование. Для 
прогресса же науки необходимы ие 
только наличие потенивальных та- 
лантов, но-и высокий уровень куль- 
туры больших масс населения, хо- 
рошо организованная школа, нали- 
чне развитой экономики и промыш- 
ленности. Всего этого дореволюцион- 
ная Россия была лишена. В обилии 
были лишь талантливые люди, как 
правило. не находившие себе места 
в жизни. 

Великая Октябрьская революция 
вызвала огромный научный энтузи- 
азм молодежи, стремление к таким 
же решительным переменам в науке, 
какие произошли в социальной жиз- 
ни, веру в успех и необходимость 
научного поиска. Этому способство- 
вало то, что наука и научные откры- 
тия перестали быть только личвым 
делом ученого, приобрели общегосу- 
дарственную значимость, необхоли- 
мость для прогресса всей жизни на- 
рода н страны. 

В первые же годы существования 
Советской власти, в годы разрухи, 
гражданской войны, интервенции, го- 
лода, эпидемий правительство ока- 
зывало действенную помощь сущест- 
вующим университетам, заботилось 
о создании новых универснтетов и 
специализированных — научно-иссле- 
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довательских 
торий. 

Так, в 1918 г. был издан декрет 
0б организации ЦАГИ — Централь- 
вого аэрогндродинамического ин- 
стнтута и о назначении Н. Е. Жуков- 
ского его директором. В том же году 
была создана Нижегородская радио- 
лаборатория. Оба эти учреждения 
оказали огромное влияние пе только 
на развитие отечественного самолето- 
строения ин раднотехникк, но и ка 
привлечение интересов советских ма- 
тематиков к новым прикладным проб- 
лемам большюго сбщенаучного зна- 
чения. 

В 1921 г. — в разгар разрухи — 
по инициативе В.А. Стеклова 
был организован Физико-математн- 
ческий институт Академин наук. 
Впервые в истории нашей страны 
развитием теоретической и приклад- 
ной математики стало заниматься спе- 
циальное научное учреждение. Уже 
одним этнм нодчеркивалось отноше- 
ниё нового государственного строя 
к науке и не только в прикладном; 
но и в теоретическом ее аспекте. 
В 1934 г. Физико-математический ин- 
ститут разделился на ряд самостоя- 
тельных научных учреждений, среди 
которых для иас особый интерес 
представляет Математический иисти- 
тут Академни паук СССР, носящий 
имя создателя — В. А. Стеклова. За 
более чем полувековой пернод своего 
существования Ииститут имени Стек- 
лова внес большой вклад в развитие 
теоретической математики. 

Позднее, ню мере организации ре- 
спубликанских Академий наук, 
в каждой союзной республике началн 
работать специализированные мате- 
матические институты. Создание ши- 
рокой сети научно-иссаедователь- 
ских учреждений в нашей стране 
являлось новой формой организацин 


ннститутов и лабора- 
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научных исследований. Талантливые 
исследователи, увлеченные стоящи- 
ми перед ними научиыми проблемами, 
получили возможность полностью от- 
даться любимому делу. 

Мне не хотелось бы только что 
сказанным создать у читателей лож- 
ные представзення о том, что в наши 
дни полноценно науку можно разви- 
вать лишь в стевах академических 
институтов. В действительиости круп- 
ные научные открытия удается делать 
н в заводских лабораториях, н на 
кафедрах вузов, и в научно-иссле- 
довательских институтах прикладного 
профиля. Все дело в человеке, его 
таланте. увлечениости, окружакицей 
его атмосфере. Если для него ивте- 
ресы науки стоят на первом плане, 
а проблемы личной карьеры его ие 
волнуют; еслн он является генера- 
тором новых идей и способен находить 
подходы к нх решению; если он сйо- 
собен критически относнться к своим 
результатам и выслушивать предло- 
жения других: если в учреждениях 


имеются ‘здоровое научное соперни- 
чество и взаимопомощь, то усиех 
обеспечен. 


В связн с математизацией науки 
и ускоренвымх  научно-техническим 
прогрессом фундаментальные науч- 
ные проблемы возникают в наши деи 
и в упреждениях прикладного нро- 
филя. 

Важно не пренебрегать, задачами 
практики, поскольку из них выра- 
стают постаповки математических за- 
дач большой важности. Чтобы за 
частными задачами практики усмот- 
реть общие проблемы, необходимо 
вникать в существо этих задач в на 
нх базе строить математические мо- 
дели реальных явлений. Важно так- 
же за общими математическими по- 
строениями видеть возможности от- 
ражения реальных явленнй окру- 
жающего нас мира — биологических. 
физических, экономических. инженер- 
ных, организационных. В наше вре- 
мя, когда математические методы про- 
низывают буквально все науки, ког- 
да миогие тысячи математиков ра- 
ботают в научных учреждениях йри- 
кладиого профиля, особенно важно, 
чтобы возможности математики были 
видны достаточно широко как самим 
математикам, так и представителям 





В. Л. Стеклов 


других областей знания и деятель- 
ности. 

Мы уже сказали, что Великая 
Октябрьская революция явилась мощ 
ным толчком к прогрессу математики 
в нашей стране, создаза исключитель- 
но благоприятные условия для раз- 
вития абстрактных ее направлений и 
применения математических методов 
в естествознаини, инженерном деле, 
организации производства. Это об- 
стоятельство вызвало огромвый ирн- 
лив способной молодежи в универ- 
ситеты, ес стремление испытать свои 
силы в научных исследованиях и 


- внести свою ленту в прогресс матема- 


тики. Поэтому за годы Советской 
власти были воспитаны многие сотни 
крупных исследователей-математиков, 
получишинх в различных областях 
математической науки крунные ре- 
зультаты, проложивших в наней па- 
уке собствениые перспектнивиые нути, 
создавших повые направленмя науч- 
ных исследований. 

Даже краткое онисание того. го 
сделали советские математикн за ис 
текнне шестьдесят лет, потребовало 
бы многотомного сочинения и работы 
большой группы специалистов. Имеп- 
но ноэтому здесь мы вынуждены огра- 
ничиться лишь беглым обзором ие- 
большой доли важных направлений 
научных исследований. При этом мы 
будем вынуждены уномяцуть лишь 
небольиюе число ими, хотя многие 
из тех, кто здесь не будет упомянут, 
заслуживают за своя научные аткры- 
тия самых высоких похвал. 

Пожалуй, самым крупным явле- 
инем в математической жизни нашей 
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страны следует считать возникнове- 
ние Московской математической шко- 
лы теории фупкций и теории мно- 
жеств. У се истоков стояли два вы- 
дакицихся математика и педагога — 
Д.Ф. Егоров и Н.Н. Лу: 
зии. С их именамн связано широкое 
иривлечение студенческой молодежи 
к научным исследованиям. 
Непосредственно перед Октябрь- 
ской революцией Н. Н. Лузин зация 
тил свою докторскую диссертацию 
«Интеграл и тригонометрический ряд» 
Многочисленные результаты, краси- 
вые построения, постановка больно- 


го чиела новых задай для дальней- 
ших исследований, живое изложе- 
ние — все это привлекло впимание 


математической молодежи к идеям 
Лузнна. К тому же Иузии умел за- 
интересовывать своих слушателей, 
убеждагь последователей в важности 
возникающих вопросов для науки, 
прививать веру в наличие творческих 
способностей. Этн качества еще в 
1916—1917 гг. привлекли ко нему 
первую груйну учеников 
Л.Е. Меньшова, П.С. Алек 
саидрова н А.Я. Хинчн- 
на. Первые их самостоятельные 
работы были в кругу идей учите- 
ля —- теория интеграла. сходимость 
тригонометрических рядов, строение 
так называемых борелевских мно 
жеств. Эти нервые работы в значи- 
тельной стеиени определили дальцей- 
шине интересы названных исследова: 
телей. Л. Е. Меньшов основные Свон 
работы посвятил теортиг тригономет- 
рическнх рядов н рядов ортоговаль- 
ных функций; А. Я. Хиичии — т. 
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О. Ю. Шмидт 


рической теорин функций и ‘ее при- 
менениям в теорни чисел, теории ве- 
роятностей ин статистической физике; 
П. С. Александров — теория мно- 
жеств, а позднее — топологин.. 
Уже первые приемы студентов в 
Московский — университет после 
1917 года дали второе ноколение 
активных учеников Лузина. Лузин 
организовал семинар, на котором каж- 
дому участнику предлагалось проре- 
фернровать определенную моногра- 
фию: затем устраивалось обсуждение 
реферата с постановкой вопросов, с 
выявленнем возможности упрощения 
и обобиения доказательств. Такие 
обсуждения прекрасно воспитывали 
начинающих математиков и при- 
учали к самостоятельному мышлению. 
В двадцатые годы ученики Лу- 
зина пазывали свой коллектив «/у- 
зитенией». Этим подчеркивалось вос- 


хищение Своим учителем, его пауч- 
ными  плеямп, лекциями. Ученики 
Лузина гордились своей  причаст- 


ностью к групие, разрабатывакяней 
его идея, и стремились дать максни- 
мум того. на что они способны в 
науке. Как вспоминает П.С. Алек- 
сандров, «своей идейной почвой этот 
научный энтузиазм имел великие пат- 
риотические идеи советской научной 
культуры, возбудившие в учаннхся 
и ученых то нодлинное научное горе- 
ние, которое с такой снлой никогда 
не проявлялось в стенах дореволю- 
ционпого математического факультета 
Московского университета» 

Конечно, каждое чрезмерное увле- 
чение несет в себе и отрицательное 
начало. „Лузнтаниы были чрезмерно 
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увлечены линии,» одним направлением 
математического развития и некото- 
Рые низ пих несколько свысока отно- 
сились к классическим областям ма- 
тематики. Это наило отражение в 
шуточиях названиях ряда дисцин- 
лин: так, теория вероятностей назы- 
валась у них теормей иеприятиостей, 
уравнения в частных производных - 


уравнениями с несчастными произЗ- 
водными, копечные разности — раз- 
ными конечностями и Т.Д. Однако 


эта недооценка других областей ма- 
тематикн продолжалась недолго, ио- 
скольку внутри самой Лузитании на- 
чался процесс раснтрения интересов. 
Так, П. С. Александров и 
П. С. Урысов увлеклись проблемами 
теорстико-миожественной — топологии 
и вскоре положили начало существо- 
ваиию Московской — топологической 
школы, из которой вышли многочис- 
ленные первоклассные ученые и ко- 
торая подарила миру больное число 
оригннальных идей. понятий н на- 
правлений исследований. А. Я. Хин- 
чин в двалицатые годы начал интере- 
соваться проблемами метрической тео- 
рите чисел. от нее подошел к вопросам 
теории вероятностей и к концу двад- 
цатых годов целиком направил свою 
энергию на эти два направления 
исследований. Теорня вероятностей 
вскоре стала одной из существенных 
частей интересов Московской матема 
тической нколы. Создание Москов- 
ской школы теории вепоятвостей яв- 


лчется заслугой двух выдающихся 
ученых — А. Я. Хинчина н 
АН. Колмогорова. Далее 


интересы московсицх математиков об 


И. М. Виноградов 


В И. Романовхкнй 


ратились к классическому апализу. 
При этом выяснилось, что идеи тео- 
рин функций дают возможность серь- 
езвого продвиження. Качественная те- 
орня дифференииальных уравнений, 
дифференциальные уравнения в част- 
ных проязводных становятся объектом 


исследований москвичей. Среди 
представителей этого направления 
следует назвать В. В. Сте- 
ванова и И. Г. Петров- 
ского. 

Не следует думать. что только 


Москва была центром математической 
мысли того времени. Первоклассные 
исследования в это время проводились 
на Украине — в Кневе и Харькове. 
В Киеве следует отметить. в первую 
очередь. исследовання но абстрактной 
алгебре, культивируемые Д.А. Гра- 
ве и ето учедиками. В иачале рево- 
люцин один из ето учеников 
О.Ю. Шмндт — развосторонний 
ученый и превосхолный лектор — 
начал нпронаганду новых алгебраиче- 
ских идей в Москве. О.Ю. Шмидт 
явился создателем Московской алгеб- 
ранческой — школы В Харькове 
С.Н. Бернштейн развивал 
ндеи ИП. ГЬ Чебьинева в областв на- 
илучиего приближения функций по- 
линомами и уснению работал в обла- 
стн теории вероятностей. 

В Леиниграде усвению развива- 
лиеь исследования в области матема- 
тической физики н теорни чисел. 
Оба эти панправления неелелований 
были традиционными для ленииград- 
пев и берут свое начало от 1. Эйле- 
ра, М. В. Осгроградского и П. Л. Че 
бышева. 
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Грузниские математики (слева направо}: 
Г. Н. Николадзе. Н. И. Мусхелншвили 


По аналитической теории чисел 
замечательные результаты былн по- 
лучены И. М. Виноградовым 
В 1924 г. он показал, что многие 
проблемы аналитической теории чи- 
сел допускают сведение к оцезкам 
«тригонометрических сумм», т. е. сумм 
вида 

Меза, 


где [| — некоторая функция, а х 
пробегает ту нли иную последова- 
тельность целых чисел. В 1934 г. 
И. М. Виноградову удалось на этом 
путн почтн полностью решить зна- 
менитую задачу Гольдбаха: всякое 
нечетное натуральное число предста- 
вимо в виде суммы не более трех 
простых чисел. 

Новые университеты, образован- 
ные в ряде городов страны в первые 
годы революции, быстро преврати- 
лись в значительные математические 
центры. В первую очередь мы долж- 
ны назвать здесь Тбилнси и Ташкент, 
которые славились своими исследова- 
ниями по математической физике 
(Тбилиси), нелинейным дифферевци- 
альным уравнениям и математической 
статистике (Таижеинт}. Организатора- 
мн Грузинской математической ико- 


А. М. Размадзе, А. К. Харадзе 





{стоит}. 


лы были Н. И. Мусхелуиввили, 
Г. Н. Николадзе. А. М. Размадзе и 
А. К. Харалзе *). Создателем Таш- 
кентской математической школы 
был В. И. Ромавовский. 

К началу Великой Отечественной 
войны советская математика завое- 
вала огромный научный авторитет 
во всем мире. Своимн исследованиями 
она охватила практически все на- 
правления математической  мыслн. 
многие математнки прииималн уча- 
стие в решении задач естествозна- 
ния, техники н организации произ- 
водства. Особевно значительными бы- 
ли результаты математиков в связи 
с проблемами, выдвигаемымн разви- 
тием авиацин. Именно задачами по- 
лета в ежимаемой жидкости было выз- 
вано построение теории квазиконфор- 
мных отображений М.А. Лав- 
рентьевы м. Крупный успех 
накануне Великой Отечественной вой- 
ны был достигнут в ностроении мате- 
матической теории «шимми» и «што- 
пора». явившихся иричниой гибели 
многих самолетов. Как правило, по- 
пав в иштопор» или «шимми», самолет 
погибал вместе с находившимнся в 
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нем людьми. Из математической те- 
ории, построенной М. В. Келды - 
шем, удалось сделать практические 
выводы, которые позволили радн- 
кально бороться как с «шимми», так 
Н СО «итопором». 

Великая Отечественная война ме 
прошла мимо советских математиков: 
тысячн из них пошян на фронт, мно- 
гне переключились на решение за- 
дач, необходимых для победы, ос- 
тальные ие переставали трудиться 
на своих постах, веря в победу и 
создавая для будущего новые науч- 
ные ценности. На фронтах сража- 


яись такие крупные ученые, как 
Ю.В. Линиик, А.А. Ляпу- 
нов, М.В. Бебутов. К со: 


жалению, не все вернулись с полей 
войны, н советская математика по- 
теряла многих талантливых ученых. 
Некоторые молодые математики, прой- 
дя в рядах Армии все военные годы, 
навсегда связалн с ней свою жизнь, 
Немало крупных военных специа- 
анстов, сделавших серьезный вклад 
в советскую военную науку. начи- 
нали перед войной свой путь как 
математики. 

Уже первые дни войны показали, 
что советская наука может быть дей- 
ственным оруднем борьбы. Былн соз- 
даны таблицы бомбометания © само- 
летов, обладавших малыми скоростя- 
ми («кукурузннков»). А. Н. Колмо- 
горов создал теорию искусственного 
рассенвания лля увеличения вероят- 
ности поражения цели. Эга теория 
нашла применение нрн минных ата- 
ках судов военного флота. а также 
при стрельбе зенитной артиллерии. 


А. А. Ляпунов 


М. А. Лаврентьев создал теорию дей- 
ствия кумулятивного заряда, идея 
которого была известиа гориякам и 
использовалась при подрыве горных 
пород. Во время войны она была ис- 
пользована как нами, так и другимн 
воюющими государствами. После 
войны эта теория широко использу- 
ется в мирной практике нри строи- 


тельстве плотин. капалов. разного 
тнна насыней. 

Огромной важиости математиче- 
скне задачи возникли и в связи 


с обеспечением качества массовой про- 
мьлиленной продукции. Индивидуаль- 
ная проверка качества каждого изго- 
товленного изделия требовала огром- 
ного числа контролеров. На это идтн 
было нельзя, поскольку и без того 
был катастрофический недостаток ра- 
бочей силы. К тому же в ряде случаев 
проверка каждого изделия недопу- 
стима. поскольку она приводит к не- 
поправимой сго порче, Чапример, 
чтобы проверить взрыватель, надо 
его взорвать. Мменно в это время 
возникла идея постросиня теории ста- 
тистического контроля качества иро- 
дукцин. В ее создании активное уча- 
стне принял А. Н. Колмогоров. В на- 
стоящее время эта теория энергично 
развивается по двум путям; |) про- 
верка качества уже изготовленных 
партий ({приемочный контроль) и 2} 
управление качеством изделий в про- 
нессе изготовления (текущий или опе- 
ративный контроль). 

Я вспоминаю такой эпизод. Ма 
одном из крупных заводов, выну- 
скавших нриборы управления стрель- 
бой с самолетов и бомбометаиием, 
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скопилось огромное количество не- 
стандартной по размерам продукции. 
Дело в том, что на заводе работали 
преимущественно неквалифицирован- 
ные мальчики и девочки, а квалифи- 
цированных рабочих ие осталось — 
они были призваны в армию. Нужно 
было продумать возможность исполь- 
зования деталей, забракованных нз-за 
размера. Решение удалось найти на 
следующем пути. Поскольку приборы 
можно было считать не подлежащими 
ремоиту, было предложено разбить 
все детали на несколько групл по 
количественному признаку. Детали 
из соответствующих групп уже до- 
пускали сопряжение (сборку), и по- 
лучивниеся приборы давали доста- 
точную точность. В результате был 
получен огромный резерв для уве- 
личения производства крайне необ- 
ходимой для фронта продукции. Влдо- 
бавок на заводе удалось освободить 
большие илощади для производствен- 
ных целей. 

Конечно, здесь указана лишь нич- 
тожная доля того, что было сделано 
советскими математика в иомотщь 
фронту и вошло весомой составной 
частью в завоевание победы. 

В иернод Великой Отечественной 
войны не прекращались и теоретиче- 
скне исследования в области мате- 
матикн. В ту пору было выполнено 
много превосходных исследований в 
области алгебры, топологии, теории 
вероятностей, функционального ана- 
лиза, теории функций и геометрии. 
Развитие теоретической математики 
было абсолютно необходимо для ио- 
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слевоенного развития как науки, так н 
всего народного хозяйства. Это созда- 
ло прекрасную базу для послевоенного 
развития атомной физики, создания 
электронной вычислительной техня- 
ки, первых побед в освоении косми- 
ческого пространства. 

Послевоенные годы характерны 
стремительным процессом математи- 
зации знаний и практической дея- 
тельности. Математнкя потребовались 
для решения задач организации про- 
изводства н для исследования 
биологических процессов, для 
продвижения в области физики н 
прн создании технических систем, 
для изучення экономических вопро- 
сов и при рациональном размещенин 
производственных предприятий. Но 
этого мало. Оказалось, что матема- 
тические методы оказывают помощь 
археологу и историку, лиигвисту и 
медику. Появились новые направлеё- 
ния математической мысли. Матема- 
тическая логика приобрела несрав- 
ненно большее значение, чем до вой- 
ны. В этом большую роль сыгралн 
электронные вычислительные ма- 
шины и вызванная имн потребность 
в тиательиом логическом анализе 
процессов при программировании для 
ЭВМ. а также при составлении ма- 
тематических моделей явлений. В те- 
ории вероятностей появились новые 
ветви, тесно связаииые с экономнкой 
и организацией производства, а так- 
же с задачами физики. 

Если прежде физика свободно об- 
ходилась привычным для математики 
общим понятием функции, то теоре- 


Куапетесите.ги 


Куапитесите.ги 





Л. С. Понтрягнн 


тическим построенням современиой 
физики в этих рамках стало тесно. 
В конце сороковых годов физики 
все чаще и чаще стали допускать опе- 
рации < объектами, которые пе ук- 
ладывались в классическое понятие 
функцин. В самом начале пятидеся- 
тых толов  появмлись работы 
С. Л. Соболева и французско- 
го математика Л. Шварца, в которых 
было положено начало широкому и 
продуктивному обобщению понятия 
функнии — было введено понятие 
обобщенной функции и разработаны 
правила действий с этими фуикция- 
ми. Несколько позднее И. М. Гель- 
фанд ввел в рассмотрение обобщен- 
ные случайные процессы, использо- 
вав для этой цели иден обобщенных 
функций, 

Эпо перечисление иовых ветвей 
математики, в становленни и разви- 
тии которых деятельное участие при- 
няли советские математики, можно 
продолжать и далее. Однако у нас 
нет возможностей коснуться всех их 
даже вкратце. Именно поэтому мы 
вынуждены остановиться лишь на 
нескольких направлениях мысли, ко- 
торые по лем или нным причинам 
представляют особый ицтерес. 

Прежде всего следует упомянуть 
большое направление исследований, 
связанное с отысханием экстремаль- 
ных решений. Важность этого рода 
исследований выявилась в полной 
мере только в последнее время: при 
нынешних масштабах народного хо- 
зяйства неудачное использование ма- 
тернальных ресурсов приводит к ог- 


Н Н. Боголюбов 


Н. М. Крылов 


ромному перерасходу, неудачиый вы 
бор ваправяения движения замелля- 
ет доставку пассажиров и грузов; 
неудачное распределение работы меж- 
ду оборудованием влечет неполное 
использование станков н аппаратуры. 
Цервые задами такого рода появи- 
лись давно и были известны еще в 
Древней Греции. 

Неиосредственио перед Великой 
Отечественной войной Л.В. Кан- 
торовнич рассмотрел ряд новых 
задач иа разыскание максимального 
н минимального значений, связанных 
с распределением работ, раскроем 
матерналов, организацией перевозок 
ит. п. Этн задачи послужили нача- 
лом создания новой математической 
теории — линейного — прогриммирови- 
ния, получившей после войны быст- 
рое развитне. Теперь эти первичные 
постановки задач получили общие 
формулировки, для них предложены 
методы решения, построена интерес- 
наз теория, эти результаты распро- 
странены па более обнше случаи 
{нелинейное программирование). 

Болыное направление исследова- 
ний, вызванное необходимостью по- 
ручать автоматам управлеине техно- 
логическими процессами, движением 
самолетов, космических аппаратов и 
т. л., было разработано Л.С. Пон - 
трягиным и его учениками. Это 
направление нолучило наименование 
теории оптимального управления. Те- 
орня и выдвинутые в ней принципы 
немедлевио получили многочисленные 
практические. применения.Другой под- 
ход к решению тех же задач связан 
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с именем крупного американского 
математика Р. Беллмана. Он получил 
название динамического  программи- 
рования. 

К новым задачам в теории слу: 
чайных процессов привели такие за- 
дачн практики, как управление ка- 
чеством продукцин н определение мо- 
мента наладки оборудования. На эти 
задачи обратил внимание А. Н. Кол- 
могоров, паправивший на них вни- 
мание ряда своих учеников. 

Один из крупнейших математиков 
современности Н.Н. Боголю- 
бов, начав работать под’ руковод- 
ством академика Н.М. Крыло- 
ва, свой первый результат опубли- 
ковал в семнадцатилетнем возрасте. 
Его научные интересы быстро рас- 
ширялись, охватив математический 
анализ, дифференциальные уравне- 
ния, вариационное исчисление, тео- 
рию функций, математическую фи- 
зику, теорию вероятностей. Совместно 
с Н. М. Крыловым им были разра- 
ботаны математические методы нели- 
нейной механики. После Великой 
Отечественной войны Н. Н. Боголю- 
бов перешел почти исключительно на 
решение задач современной физики 
и в этой области добился крупных 


успехов. 
Нельзя пе упомянуть о матема- 
тике исключительно широкого про- 


филя, результаты которого относят- 
ся к топологии. теорин дифференци- 
альных уравнений, математической 
физике, геофизике, вычислительной 
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математнке, электродинамике 
А.Н. Тихонове. В первую по- 
ловнну нашего столетия под влиянием 
взглядов замечательного французско- 
кого математика Адамара сложилось 
убеждение, что для физики н прак- 
ТИКИ интересны только так называе- 
мые корректные задачи, решения ко- 
торых, полученные при близких на- 
чальных даиных, не могут расходить- 
ся между собой слишком сильно. 
Постоянный интерес к задачам прак- 
тики убедил А. Н. Тихонова в ошн- 
бочностн этой точки зрения. Оказа- 
лось, что много естественных задач 
физикн, экономики и других областей 
знания по своему существу являются 
некорректно поставленными. Тихо- 
новым был разработан подход к ре- 
нению такого тина задач. 

В краткой статье нет возможности, 
да и необходимости, упомянуть име- 
на всех, даже наиболее крупных 
математиков, сыгравших серьезную 
роль в развитии советской матема- 
тики. Именно поэтому в настоящей 
статье дан только общий взгляд на 
прогресс математики в нашей стране 
за истекшие шестьдесят лет. Если у 
читателя создалось убеждение в том, 
что за этот короткий исторический 
срок в Советском Союзе произошлн 
поистине революционные сдвиги в 
развитии математической науки, вос- 
питаны многочисленные кадры актив- 
но работающих математиков, возник- 
ли многие новые направления мате- 
матической мысли, то цель, которая 
была поставлена мною, достигнута. 

Прогресс страны требует непре- 
рывного развития науки как в теоре- 
тическом, так и прикладном плане. 
Важно подготовить себя пенхологи- 
чески к чому, что ОСНОВНЫМ ИСТОЧНИ- 
ком математическнх теорий является 
практика -и что задача математики 
состоит не только в доказательстве 
новых теорем, но н в.изученин явле- 
ний окружающего нас мира. Как 
правило, случается так, что явления 
природы и процессы экономики шире 
уже имеющихся средств математикн. 
Это является вечным стимулом для 
развития самой математики, ее по- 
нятий и теория. 
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К 60-летию Великого Онтября 





Достижения 
советских физиков 


Краткая хроника выдающихся открытий со- 
ветских физиков включает. в осиовном, 
«именные» открытия. Конечно. ие каждое 
крупное открытие пепременио приобретает 
впоследствин имена сделавших его ученых. 
Поэтому приведенный здесь список не охваты- 
вает даже самых крупных открытий, сделан- 
ных нашими учеными в области физики. Под- 
робный рассказ о достижениях советских фн- 
знков. изланный к 50-летию Октября. с тру- 
дом уместился в двух обширных томах. Но мы 
надеемся, что даже краткий перечень «имен- 
ных» открытий поможет изшим читателям по- 
чувствовать. как велнк вклад советских уче- 
ных в сокровищницу мировой наукн. Хроки- 
ка подготовлена В. А. Лешковцевым. 


Известно, что прочность твердого те- 
ла, определяемая на опыте, во много 
раз меньше ее значения, вычисленного 
теоретически. Причину этой разницы 
первым раскрыл академик .Абрам Фе- 
дорович Иоффе. Оказалось, что в 
преждевременном разрушении мате- 
риалов новинны различные дефекты 
кристаллической структуры, напри- 
мер, микроскопические треиины на 
поверхностн ‘кристаллов. Погрузив 
кристалл каменной соли в воду н 
растворив поверхностный слой, Иоф- 


фе достиг увеличения  прочноств 
в сотяи раз. Упрочнение кристал- 
лов при растворении поверхностного 
слоя получило название «эффекта 
Иоффе». 

® 


В 1919—1920 годах академик Леовил 
Исаакович Манделынтам теоретиче- 
ски показал, что микроскопические 
неоднородности плотности вещества, 
возникающие в результате тепловых 
колебаний молекул, изменяют спектр 
рассеянного света, добавляя в него 
новые спектральные линии, которые 
очень трудно наблюдать. (Эти линии 
впервые были обнаружены членом- 
корреспондентом АН СССР Евгеннем 
Федоровичем Гроссом.) Явление, в 
результате которого он» возникают, 
было названо «эффектом  Мандель- 


штама — Бриллюэна», так как не- 
сколько позднее аналогичное пред- 
сказание было сделано французским 
физиком Бриллюэном. 


В 1922 году профессор Александр 
Александрович Фридман получил два 
новых решения основного уравнения 
общей теории относительности для 
всей Вселенной. Оба они онисывали 
не стационарную Вселенную, как у 
Эйнштейна, а Вселенную, которая 
непрерывно развивается. В дальней- 
шем «модель расширяющейся Все- 
ленной Фридмана» получила эксие- 
риментальное подтверждение и теперь 
является общепризнанной. 


Академик Владимир Александрович 
Фок с момента возникновения кван- 
товой механики работал нал ее раз- 
внтнем. Уже в 1926 году он обобщил 
основное уравнение этой теории на 
случай наличия магнитного поля и 
получил релятивистское уравнение 
квантовой механики, известное фн- 
зикам как «уравнение Фока — Клей- 
на». В дальнейшем академик 
В. А. Фок одновременно © аиглий- 
ским физиком Хартри создал метод 
расчета спектров атомов, содержа- 
щих болыное количество электронов, 
н лаже снектров сложных молекул. 
Этот метод вошел в историю физики 
под именем «метода Фока— Хартри» . 
До создания этого метода расчет слож- 
ных атомов был совершенно недоступ- 
ной залачей для квантовой механики. 


В 1926 гох академики  Леочид 
Исаакович Мандельютам и Григорий 
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Самунлович  МЛандсберг, исследуя 
рассеяние света в кристаллах квар- 
ца, обнаружили в спектре рассеян- 
ного света дополнительные спектраль- 
ные линии, не принадлежащие падаю- 
щему на кристалл свету. Этн спект- 
ральные линии возникают в резуль- 
тате взаимодействия падающего света 
с отлельнымн молекулами, образую- 
щимн кристаллическую решетку. Не- 
сколько позднее аналогичное явление 
было обнаружено индийским физиком 
Раманом при изученин рассеяния све- 
та в жидком бензоле. Оно получило 
название «эффекта Мандельштама — 
Ландсберга — Рамана» или «комби- 


национного рассеяния света». Ком- 
бинацнонное рассеяние стало мощ- 
ным средством изучения строения 
молекул. 

® 


В 1928—1929 годах академик Петр 
Леонидович Капица с помошью сков- 
струированной им оригинальной уста- 
новки для создания сверхсильных маг- 
нитных полей установил, что в таких 
полях изменение электрического сопро- 
тивления металлов растет не пропор- 
ционально квадрату магнитион индук- 
цин, как ожидалось на основе су- 
ществовавинх тогда теорий, а яЯв- 
ляется линейной функцией магнит- 
ной индукции. Это неожиданное яв- 
ление, которое не удавалось объяс- 
нить около 30 лет, называют «зако- 
ном Капицы». 


В начале 30-х годов профессор Лев 
Васильевич Шубников, работая в ла- 
бораторин голландского физика Де- 
Гааза, обнаружил, что электрическое 
сопротивление висмута, помещенно- 
го Е магнитное поле, по мере уве- 
личения магнитной индукции поая то 
возрастает. то убывает (как говорят. 
сонротивление висмута осциллирует). 
Этот «эффект Шубникова — Де-Гааза» 
широко используется для нсследова- 
НИЯ энергетического спектра элект- 
ронов в металле. 


В 1930 году академик Лев Давндо- 
вич Ландау теоретически показал, 
что свободные электроны в металле 
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под действием внешнего магнитного 
поля могут двигаться только по стро- 
го определенным (как говорят физи: 
ки — квантовым) траекториям. Это 
означает, что в магнитном поле 
возникают особые — энергетические 
уровини, получившие наименование 
«уровней Ландау». 

Из этой же теории следовало, что 
действие магянтного поля на сво- 
болные электроны в металле приво- 
дит к возникновению дополнитель- 
ного магнитного момента, направ- 
ленного в сторону, противоположную 
внешнему магнитному полю. Такой 
момёнт называется днамагнитным, а 
описанное явление называют «диа- 
магнетизмом Ландау». Заметим, что 
эта же теория объяснила и эффект 
Шубникова — Де-Гааза. 

В 1962 году за выдающиеся зас- 
луги в области теоретической физики 
Л. Д. Ландау была присуждена 
Нобелевская премия. 


Член-корреспондент АН СССР Яков 
Ильич Френкель первым ввел в 
1931] году в обиход физиков особую 
квазичастицу, которую теперь назы- 
вают «экситоном Френкеля». Он об- 
ратил внимание на то, что в кристал- 
лической решетке может существо- 
вать особое возбужденное состояние 
электронов. Возникнув в какой-либо 
ячейке кристалла, это возбуждение 
перемещается по кристаллу, подоб- 
но своеобразной частице. Существо- 
вание экситонов было впервые дока- 
зано в экспериментах члена-корре- 
спондента АН СССР Евгения Федоро: 
вича Гросса. Экситоны играют боль- 
шую роль в физике твердого тела и в 
современной химии. 


В 1933 голу академик Игорь Евгенье- 
вич Тамм теоретическн предсказал 
существование на поверхности полу- 
проволниковых кристаллов своеобраз- 
ных энергетических состояний («ло- 
вушекя). Они вошли в науку под 
названием «поверхностных уровней 
Тамма». 
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В 1934 году академик Исаак Констан- 
тннович Кикоин открыл фотоэлектро- 
магнитный эффект, показав в эксие- 
риментах, что при освещении пол\- 
проводника, находящегося в маг- 
нитном лоле, в нем возликает элект- 
родвижущая снла. Кванты света соз- 
дают носителей тока — свободные 
электроны и дырки, которые диф- 
фундируют влоль направления паде- 
ния света, а магнитное поле разволит 
нх в противоположных направлениях. 
Это явление лавио уже называют 
«эффектом Кикоина». 


Академик Павел Алексеевич Черен- 
ков вместе со своим учителем акаде- 
миком Сергеем Ивановичем Вавило- 
вым обнаружнли в 1934 голу эффект 
«сверхсветового электрона». Оказа- 
лось, что в жидких и твердых средах 
электроны могут двигаться со ско- 
ростью большей, чем скорость света 
в этих средах (но, конечно, не боль- 
щей скорости света в пустоте!). Элект- 
роны могут обгонять испускаемый 
ими свет. Этот эффект, получивший 
название «эффекта Черенкова», иа- 
шел ряд ценных практических ирн- 
менений, в частности, для регистра- 
ции быстрых заряженных частиц (так 
называемые черенковские счетчики 
частиц). Теория, объяснившая эф- 
фект Черенкова, была создана ака- 
демиками Игорем Евгеньевичем Там- 
мом и Ильей Михайловичем Фран- 
ком. За открытие и объяснение этого 
явления П. А. Черенкову, И. Е. Там- 
мунИ. М. Франку в 1958 году была 
присуждена Нобелевская премия. 


В 1936 году  член-корреспондент 
АН СССР Яков Мльич Френкель 
разработал электрокапиллярную тео- 
рию атомных ядер, в которой ядра 
рассматриваются как капли заря- 
женной жидкости. Вслед за Френке- 
лем эти же идеи развил датский фи- 
зик Нильс Бор. В нсторию физикн 
они вошли под вазванием  «капель- 
ной модели ядра Бора — Френкеля». 


® 
С именем академика Петра Леонидо- 
вича Капицы связано еще одно яв- 


ление, открытое им в 1938 году. Из\ - 
чая свойства жидкого гелия, он об- 
наружил, что ирн температуре ниже 
2,19 К гелий течет сквозь узкую 
дель практически без всякой вяз- 
кости. В дальнейшем это явление 
было названо сверхтекучестью. Тео- 
рию этого явления создал в 1941 го- 
ду академик Лев Давидович Ландау. 


Профессор Московского университе- 
та Анатолий Александрович Власов 
в 1938 году первым вывел уравнение, 
описывающее поведение разреженной 
плазмы, в которой пе происходит 
столкновений заряженных частиц. Оно 
вошло в науку под именем «уравнения 
Власова». 


В 1944 году академик Евгений Кон- 
стантинович Завойский открыл элект- 
ронный парамагнитный резонанс, пю- 
ложив начало новой области физики 
твердого тела. Суть этого явления 
заключается в том, что вещества, на- 
ходящиеся в постоянном магнитном 
поле, избнрательно поглощают энер- 
гию перпендикулярного к нему вы- 
сокочастотного магнитного поля, 


В 1944 голу академик Владимир Мо- 
сифович Векслер открыл носящий его 
нмя принцип автофазировки частиц, 
ускоряемых в инклических ускори- 
телях. На нем основана работа всех 
современных циклических ускорите- 
лей. Несколько позже, независимо от 
Векслера, этот же принцин открыл 
американский физик Макмиллан. За 
это открытие оба опи были удостоены 
международной научной премин. 


В 1947 году академик Лев Давндо- 
вич Ландау показал, что даже при 
отсутствии столкновений частиц плаз- 
мы распространяющиеся в ней элект- 
ромагнитные волны испытывают за- 
тухание. Это явление играет сущест- 
венную роль в поведении плазмы. 
Физики всего мира называют его 
«затуханием по Ландау». 


29 


Куапетесите.ги 


Некоторые металлы н сплавы при 
охлаждении до очень низких тем- 
ператур полностью утрачивают со- 
противление протекающему по ним 
току. Это явление названо сверх- 
проводимостью. В 1950 году акаде- 
микн Виталий Лазаревич Гинзбург 
ни Лев Давидович Ландау построили 
теорию сверхироводимости, учитываю- 
щую квантовые эффекты в сверх- 
проводниках. Пользуясь этой тео- 
рией, члены-корреспонденты АН СССР 
Алексей Алексеевич Абрикосов и Лев 
Петрович Горьков создали теорню 
сверхпроводящих сплавов, нмеющую 
очень большое значение. Эта теория 
известна во всем мире как «теория 
ГЛАГ» {Гинзбург — Ландау — Абри- 
косов. -- Горьков). 

Микроскопическая теория сверх- 
проводимости, объяснившая механизм 
этого загадочного явления, была соз- 
дана в 1957 году академнком Нико- 
лаем Николаевнчем Боголюбовым и 
американскими физиками Бардином, 
Купером и Шриффером. Она так и 
называется «теорией сверхпроводи- 


мости Боголюбова — Бардина — 
Купера — Шрнффера». 
® 


В начале 50-х годов академики Алек- 
сандр Михайлович Прохоров и Нико- 
лай Геннадиевич Басов разработали 
основы новой области физики 
квантовой электроники и создали пер- 
вый квантовый молекулярный гене- 
ратор на молекулах аммнака. За этн 
выдающиеся работы в 1964 году 
им, совместно с американским физи- 
ком Таунсом, была присуждена Но- 
белевская премия. 


Сложные молекулы органических ве- 
ществ имеют спектры, состоящие из 
широких сплошных спектральных по- 
лос. В 1952 году профессор Эдуард 
Владнмирович Шпольский показал, 
что, растворяя органические вещест- 
ва в специально подобранных раство- 
рителях и охлаждая полученные рас- 
творы до очень низких температур, 
можно получить спектры поглощения, 
состоящие из очень тонких спектраль- 
ных линий, однозначно связанных со 
строением н свойствами молекул. Так 
была создана новая область молеку- 
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лярной оптики. Это явление в науч- 
ной литературе повсеместно назы- 
вают «эффектом Шпольского». 


Полупроводники, так же как и дру- 
гне вещества, могут поглощать свет, 
длины волн которого заключены в 
определенных пределах. Для света с 
большими длинами волн они прозрач- 
ны. Таким образом, существует гра- 
ница для длнн волн, при которой по- 
лупроводник перестает поглощать 
свет. В 1958 году академик Леонид 
Вениаминович Келлыш теоретически 
предсказал, что под действием внеш- 
него электрического поля эта гранн- 
ца должна смещаться в сторону ббль- 
ших длин волн. Аналогичное пред- 
сказание сделал немецкий физик 
Франц. В 1960 году профессор Виктор 
Сергеевнч Вавилов получил экспе- 
риментальное подтверждение этого яв- 
ления, известного теперь как «эффект 
Келдыша — Франца». 


В 1966 году в`СССР вступил в строй 
самый мощный для того времени 
ускоритель заряженных частиц — 
сиихрофазотрон,  ускоряющий про- 
тоны до энергии в 70 миллиардов 
электрон-вольт. Он был построен вбли- 
зи города Серпухова. С помощью это- 
го усилнтеля было показано, что 
вероятность столкновения заряжен- 
ных частиц при энергин, больщей 
20 миллнардов  электрон-вольт, не 
уменьшается н не остается постоян- 
ной с ростом энергин, как предсказы- 
вала теория, а продолжает растн. Это 
неожиданное явление было названо 
«Серпуховским эффектом». 


Ученые всего мира, исследующие фи- 
зические процессы в горячей плазме, 
широко используют установки, на- 
званные необычным русским словом 
«ТОКАМАК». Так сокращенно на- 
зывают «торондальные камеры в маг- 
нятном поле» — советские термоядер- 
ные установки, разработанные и 
построенные в Институте атомной 
энергин именин И. В. Курчатова под 
руководством академиков Льва Анд- 
реевича Арцимовича и Бориса Бори- 
совича Кадомцева. 
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К 60-летию Великого Октября 





С. Демидов 


Проблемы Гильберта 
и советская математика 


Событием помер один ва Междуна- 
родном математическом конгрессе, 
проходившем в августе 1970 года во 
всемирно известном французском ку- 
рортном городе Ницце, было известве 
о решенни десятой проблемы Гиль- 
берта. Героем дия стал двадцатилет- 
ний советский математик Ю. В. Ма- 
тиясевич, доклад которого был 
включен в повестку дня конгресса 


сверх заранее составленной програм-‘` 


мы. Так закончилась длившаяся 
ТО лет история этой проблемы Гиль- 
берта. 

Решение каждой из двадцати трех 
проблем Гильберта, даже каждый 
частичный успех в их решеним ири- 
нимаются всем математическим миром 
как крупное математическое достиже- 
ние. В чем секрет такой поиуляр- 
носги: гильбертовских проблем, той 
значимости, которое придается их 
решению? Ведь число нерешенных 
поставленных в матсматиче- 


задач, 





Д. Гильберт {1362—1943} 


ской литературе, огромно, и лишь 
некоторые из них (как, например, 
проблема Ферма) приобретают ши- 
рокую известность. А здесь пе одна, 
а иелых двадиать три задачи, неко- 
торые из которых — не просто задачи 
В узком смысле этого слова, а нланы 
разработки целых математических на- 
правлений! Чтобы ответить на этот 
вопрос, нам придется отступить в 
1900 год и оказаться в Париже на 
заседанин второго Международного 
конгресса математиков, па котором 
8 августа выступил Д. Гильберт с 
докладом «Математические проблемых. 

Давид Гильберт родил- 
ся в 1862 году в Кевигсберге. В этом 
городе оп закончил колу и уиивер- 
снтет, здесь ой начал свой путь В 
науке, на котором с первых же ща- 
гов ему сопутствовал успех. Получен- 
ные им результаты получили широкую 
известность. В 1895 году зиаменитый 
геометр Ф. Клейн приглашает его в 
Геттинген занять должность ординар- 
вого профессора местного универси- 
тета, с которым оказалась связацной 
вся дальнейшая деятельность Гиль- 
берта. Ко времени своего выстуиле- 
ния на конгрессе 1900 года Гильберт 
прославился замечательными резуль- 
татами по теорин инварнантов н тео- 
рин алгебраических чисел. В 1899 го- 
ду вышел в свет его труд «Основания 
геомегрни», составивший эпоху в ©с- 
нованиях математики. В этих работах 
в полной мере ироявились удивнтель- 
ная развосторонность и обобщающая 
снла его дарования, позволявише ему 
легко орнентироваться в самых раз- 
личных областях математики. нсо- 
бычайная сила его математической 
интуиции. За Гильбертом наряду с 
А. Пуанкаре утверждается слава круп- 
пейшего математика своего времени. 
Повятен поэтому тот исключительный 
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интерес, с которым встретили участ- 
ники конгресса его доклад со столь 
многообецающим названием — «Ма- 
тематические проблемых. 


«Кто из нас не хотел бы прнот- 
крыть завесу, за которой скрыто на- 
ше будущее, чтобы хоть одним взгля- 
дом проникнуть в предстоящие успе- 
хи нашего знання и тайны его раз- 
витния в ближайшие столетня? Ка- 
ковы будут те особенные пели, ко- 
торые поставят себе ведущие мате- 
матические умы ближайшего поколе- 
ния? Какие новые методы и новые 
факты будут открыты в новом столе- 
тии на шнроком н богатом поле ма- 
тематической мысли? — такими сло- 
вами Д. Гильберт начал свой доклад. 
Затем он продолжал. — История учит, 
что развитие науки протекает непре- 
рывно. Мы знаем, что каждый век 
имеет свои проблемы, которые после- 
дующая эпоха вли решает, или отод- 
вигаст в сторону как бесплодные, 
чтобы заменить их новыми. Чтобы 
представнть себе возможный харак- 
тер развития математики в ближай- 
шем будущем, мы должны перебрать 
в нашем воображении вопросы, кото- 
рые еще остаются открытыми, обоз- 
реть проблемы. которые ставит сов- 
ременная наука, и решения которых 
мы ждем от будущего. Такой обзор 
проблем кажется мпе сегодня, на 
рубеже пового столетия, особенно 
своевременным». И Гильберт пред- 
лагает внимаинк» слушателей двад- 
нать три проблемы низ  различ- 
ных областей математики, «исследо- 
вание которых может значительно 
стимулировать дальзейшее  развн- 
тие науки». 

Первые иесть проблем доклада 
Гильберта относятся к обоспованню 
различиых магематических дисцип- 
лин, следующие девять — к более 
специальиым вопросам алгебры, ал- 
гебранческой геометрии и теории чи- 
сел, остальные восемь — к теорий 
функций, дифференциальным урав- 
Нениям и варнационному нсчислению. 

Следует огметить, что некоторые 
из этих проблем были поставлены 
задолго до Гильберта. Так, первая 


в списке -- проблема континуум — 
была поставлена Г. Кантором в 1878 
году. вопросы, отвосящиеся к треть- 
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ей проблеме, обсуждалнсь еще К.Гаус- 
сом в его переписке с Герлингом. Что 
касается вопросов, составляющих со- 
держание восьмой проблемы, то один 
из них — гипотеза о нулях дзета- 
функции — был поставлен Б. Рима- 
ном в 1859 году, другой, именуемый 
гипотезой Гольдбаха, — ещев 1742 го- 
ду в письме последнего к Л. Эйлеру, 
наконец, 21-я проблема — задача, 
выдвинутая Б. Риманом в 1857 году. 
Остальные проблемы, автором кото- 
рых был сам Гильберт, составляют 
лишь часть задач, поставленных им 
к тому времени. Эти обстоятельства 
подчеркивают особый характер вы- 
бора проблем, содержащихся в док- 
лале,— здесь лишь те нанболее важ- 
ные, по мнению Гильберта, задачи, 
которые стояли тогда перед матема- 
тнкой, размьниления над которыми 
могли помочь «представить себе воз- 
можный характер развития математни- 
ческого знания В ближайшем буду- 
щем». 

Дальиейший ход событий показал. 
что выбор проблем, сделанный Гиль- 
бертом, был в основном правильшым: 
разработка иден, связанных © их 
содержанием, составила значитель- 
ную часть математики ХХ века. В ре- 
шении этих проблем принимали уча- 
стие очень многне талантливые мате- 
матики из различных стран мира, в 
том числе сам Гильберт и его много- 
численные ученики. Замечательное 
место среди них принадлежит оте- 
чественным математикам. В то время 
Россня не была еще мощной мате- 
матической державой, подобной Гер- 
мании нли Франции, хотя н обладала 
уже признанными математическими 
школами и дала миру ряд выдаю- 
щихся математиков, среди них — ве- 
личайших математических гениев — 
Н. И. Лобачевского, П. Л. Чебышева. 
Однако золотой век отечественной 
математики был еще впереди. На 
конгрессе в Париже русская делега- 
ция была сравнительно небольшой— 
9 человек (сравните: Франция — 90, 
Германия — 25} и выступила всего 
с одним сообщением «Об исчезповенин 


(мы бы сказалн — о нулях — С. Д.) 
функции Я нескольких переменных», 
которое сделал харьковский профес- 
сор М. А. Тихомандрицкий.- 
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В дальнейшем мы в основном бу- 
дем придерживаться хронологического 
иринципа. 

Первой работой в Россин, посвя- 
щенной разработке гильбертовых проб- 
лем, было исследование В. Ф. Ка- 
гана 1903 года, который значи- 
тельно сократил и упростил появив- 
щееся незадолго до этого доказа- 
тельство М. Дена, дававшее положи: 
тельное решенне третьей проблемы 
Гильберта, относящейся к стерео- 
метрни. В 1904 году С.Н. Берн- 
штейн, молодой ученый из Рос- 
син, впоследствин академик, просла- 
вившийся выдающимися результатами 
в теории дифференциальных уравне- 
ний, теории функций и теории ве- 
роятностей, дал решение девятнад- 
цатой проблемы Гильберта — трудной 
задачи теории  дифферепциальных 
уравнений с частными производными. 
Это решение составило содержание 
докторской диссертации Бернштейна, 
защищенной им в том же году в Па- 
риже. Им же в работах 1908—1909 го- 
дов былин получены важные резуль- 
таты, связанные с двадцатой пробле- 
мой, также относящейся к теории 
днфференциальных уравнений с част- 
ными производными. 

В дальнейшем развитие паправле- 
ний, связанных с разработкой этих 
проблем, стало одним из основных 
для получившей всемирную извест- 
ность советской школы теорин диф- 
ферепциальных уравнений, истоки 
которой мы находим в творчестве 
В. А. Стеклова и А. М. Ляпунова. Бле- 
стящие результаты по девятнадцатой 
проблеме были получены в 1937 го- 
лу И. Г. Петровским, впослед- 
ствин академиком, одним из круппей- 
ших специалистов в областн теорни 
дифференциальных уравненнй. 


И. Г. Петровский — завимался 
также  шестнадцатой проблемой 
Гнльберта, включавшей в себя 


ряд задач топологии алгебранческих 
кривых н поверхностей. В 1933 го- 
лу оп решил одну из этих задач, а в 


работе 1949 года (совместно с 
О. А. Олейник) обобщил свой ре- 
зультат. 


В 1960 году ленинградскими мате- 
матиками О. А. Ладыженской 
н Н.Н. Уральцевой было по- 
лучено «смыкание» результатов по 
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девятналцатой и двадпцатой иробле- 
мам Гильберта. Исследования по ним 
оказались в тесной связи с вариацнон- 
ным нечислением, призыв к развитню 
которого составляет содержание по- 
следней, двадцать третьей проблемы 
Гильберта. Ответом на этот призыв 
служат усиехи варнационного исчис- 
ления в ХХ веке. Большую роль 
здесь сыграли исследования совет- 
ских авторов (С. Н.  Бернштейна, 
Л. А. Люстерника, Л.Г. Шнирель- 
мана, Л. С. Понтрягина, О. А. Ла- 
дыженской и др.). 


Шестая проблема Гильберта оза- 
главлена так: «Математическое нзло- 


жение аксиом физики» {при этом 
имелась в виду также теория 
вероятностей}. Любопытно — отме- 


тить, что для Гильберта, как и для 
многих математиков его времени, тео- 
рня вероятностей представлялась раз- 
делом физики (подобным механике}, 
в котором математические методы 
играют выдающуюся роль. Такая 
точка зрения в значительной мере 
объяснялась слабой разработкой ак- 
сиоматического фундамента теорин ве- 
роятностей, что влекло за собой под- 
час слабую выявленпость собственно 
математического ее содержания. Ак- 
сноматическое построеине теории ве- 
роятностей поэтому было справедли- 
во сформулировано Гильбертом в Виде 
одной из основных задач, стоящих 
перед математикой. 


Такую аксиоматизацию дал впер- 
вые С. Н. Бернштейн в работе, по- 
явнвшейся в год Великой Октябрь- 
ской социалистической революции. 
В 1936 году выдающийся математик 
современности А.Н. Колмого- 
ров, ныле академик, предложил 
другую аксноматическую систему тео- 
рии вероятностей, основанную на по- 
нятиях теорни меры. Эта система, став- 
шая впоследствии общепринятой, зна- 
меновала собой начало нового этапа 
в историн теории вероятностей н по- 
явилась как бы в фокусе ндей, с од- 
ной стороны, московской школы тео- 
рин функций действительного пере- 
менного, основанной Д. Ф. Егоровым 
н Н.Н. Лузиным, с другой — зна- 
менитой петербургской школы 
П. Л. Чебышева, являвшейся веду- 
щей в области теории вероятностей 
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в ХХ веке. Эти две школы послужн- 
ли основанием, на котором выросла 
советская математическая школа. 

Наряду < теорией вероятностей из- 
любленным направлением  деятель- 
ности петербургской математической 
школы П. Л. Чебышева были теоре- 
тико-числовые исследовання. По- 
этому неудивительно, что особенно 
существен вклад советских ученых в 
разработку теоретнко-числовых проб- 
лем Гильберта. В 1929 году молодой 
московский математнк, впоследствин 
член-корреспондент АН СССР 
А.О. Гельфонд дал частич- 
ное решение седьмой проблемы Гнль- 
берта: доказать, что числа вида ов 
при алгебраическом 050, 1 и алгеб- 
раическом иррациональном В всегда 
трансцендентны (или по крайней мере 
иррациональны). 

Число называется @лгебраическим, если 
оно является корнем уравнения 

асх" -- а,хп-1 -}.. + а, = 0, 


где а: {= 0.1.2, ..., п) — целые — рацно- 
нальные числа. ИПримерамн алгебраических 
чисел могут служнть рациональные числа 
р/ч. так как оин являются корнями урав- 
нения дх—р= 0. числа вида Н 2/4, 
так как они удовлетворяют уравнению 
ах" — рг 0. число У-— 1, так как оно 
представляет собой корень уравнения х? -|- 
-- 1 = 0. Число, не являющееся алгебранче- 
ским, называется  мрансцендентным. 

Доказательство существова- 
ння трансцендентных чисел дал в 
1851 году Ж. Лиувилль. Тем не ме- 
нее ни одного примера такнх чисел 
не имелось до тех пор, пока в 1873 го- 
ду Ш. Эрмит не доказал трансцен- 
дентности числа е (основания нату- 
ральных логарнфмов). Вскоре вслед за 
этим немецкий математик Ф. Лин- 
деман тем же методом доказал транс- 
цендентность числа л, решив тем 
самым знаменитую проблему квадра- 
туры круга. Такнм образом, число 
примеров трансцендентных чнсел бы- 
ло невелико, в то время как из дока- 
зательства существования трансцен- 
дентных чисел, данного в 1874 году 
Г. Кантором, следовало, что именно 
трансцендентные числа составляют по- 
давляющую часть множества всех 
действительных чисел. 

Седьмая проблема Гильберта пред- 
лагала математникам путь введения 
большого класса трансцендентных чи- 
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сел. Технически эта проблема оказа- 
лась чрезвычайно трудной. В 19929 го- 
ду А. О. Гельфонд доказал, что число 


а"? при алгебраическом <:0, | 
и целом р>1 будет числом трансцен- 
дентным. В 1930 голу Р. О. Кузьмин 
использовал метод А. О. Гельфонда 
для доказательства трансцендентности 


числа а"? при тех же предположе- 
ниях относительно а и р и иррацио- 


нальном Ур. Наконец, в 1934 году 
А. О. Гельфонд дал окончательное ре- 
шение проблемы, подтвердив гипотезу 
Гильберта. Результат А. О. Гельфон- 
да стал классическим результатом тео- 
рни трансцендентных чисел. 

Восьмая прсблема Гильберта со- 
стоит из нескольких задач, относя- 
щихся к теорни простых чисел,— 
раздела математики, не балующего 
нас результатамн. Каждый получен- 
ный здесь новый факт — событнечрез- 
вычайной значимости. Одна из этих 
задач — так называемая проблема 
Гольдбаха (названная так по имени 
петербургского академика Х. Гольд- 
баха, сформулировавшего ее в пись- 
ме к Эйлеру от 7 июня 1742 года): 
доказать, что всякое целое число, 
большее или равное шедти, является 
суммой трех простых. 

Легко найти требуемые разложе- 
ния для небольших чисел: 

6=2--2-+2, 7=3+2+2, 8=3-3-+2, 

9= 33-3, 15= 35-7. 

Многие математики проверяли истин- 
ность гипотезы для болыших чисел, 
однако какие-либо конкретные сдвн- 
ги долгое время получить не удава- 
лось, что дало повод известному не- 
мецкому специалисту по теории чн- 
сел Э. Ландау для пессимистических 
высказываний о проблеме Гольдбаха 
на Международном конгрессе матема- 
тиков 1912 года. К решению проблемы 
не удавалось найти никаких под- 
ходов. 

Тем более сенсационным стал ре- 
зультат замечательного советского ма- 
тематика академика И. М. Вино- 
градова, сумевшего в 1937 году 
решить проблему для нечетных чисел. 
Этот результат, а также метод его 
получения относят к числу наиболее 
выдающихся математических достиже- 
ний ХХ века. Метод этот успешно 
применялся в дальнейшем для реше- 
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ния многих задач теории чнсел. В 
1946 году академик Ю.В. Лин- 
ник дал другое доказательство тео- 
ремы И. М. Виноградова с привле- 
чением методов теории функций ком- 
плексного переменного. 

Важным достижением советских 
ученых в решении тсоретико-число- 
вых проблем Гильберта стало так- 
же доказательство в 1948 году об- 
щего закона взаимности молодым 
московским математиком, впоследст- 
вни членом-корреспонлентом АН 
СССР И. Р. Шафаревичем. 

Этой работой завершилась длнн- 
ная цепь исследований, отмеченная 
именами К. Гаусса, Г. Эйзенштей- 
на, Э. Куммера, самого Д. Гильбер- 
та, Э. Артина, Г. Хассе. 

Одной из проблем, долгое время 
не поддававшейся решению, была пя- 
тая, относящаяся к так называемой 
теории непрерывных групп. Ее окон- 
чательное решение было достигнуто 
лниь в 1952 году американцами 
Д. Моптгомери и Л. Циппином, но оно 
потребовало усилий многих выдаю- 
ихся ученых и среди пих извест- 
ных советских математиков академи- 
ков Л.С. Понтрягина и 
А.М. Мальцева, доказавших 
проблему соответственно в 1934 и 
в 1946 годах для очень важных слу- 
чаев. 

Тринадцатая проблема относится 
к вопросу о представленни функции 
от нескольких переменных посред- 
ством суперпозиции функций от мень- 
шего числа переменных. Пусть име- 
ются три функции двух переменных 
и. и ©. Рассмотрим  фупкцию 
#7 (и(х. и), чи г)). Она зависит уже от 
трех переменных: х, и, 2. Эта фуик- 
цня трех переменных называется 99- 
нократной суперпозицией, состаовлен- 
ной из трех функций двух переменных. 
Например, функцию &= ху+у"2-т х? 
от переменных х, у, г можно рас- 
сматривать как однократпую супер- 
позицию, составленную из функций 
-=ХУ-НХ?, н--У 1 и &= и-+ и, каждая 
нз которых является функцией двух 
переменных. 

Возникает вопрос: а не являются 
ли все функции трех переменных 
многократными суперпозициями финк- 
ций меньшего числа переменных?Лег- 
ко показать, что если рассматривают- 
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ся не только непрерывные, но и раз- 
рывные функцни, то на вопрос сле- 
дует ответить утвердительно — вся- 
кая функция трех переменных может 
быть представлена в Виде суперпозн- 
ции функций вида Кх, 9,2) = Ч (ф(х,и),2). 
Но Гильберта при постановке им 
тринадцатой проблемы интересовал 
вопрос о представлении функции трех 
переменных посредством суперпози- 
ини функций достаточно гладких, на- 
пример, апазитических (мы не имеем 
возможности дать здесь точное опре- 
деление аналитической функции, ска- 
жем только,что нспрерывные функции 
являются более «гладкими», чем раз- 
рывные, а аналигические более 
гладкими. чем непрерывные. и даже 
чем бесконечно лифферсицируемые 
функции). 

Рассмотрим квадратное уравнение 
отиоснтельно переменной } с коэф- 
фициентами х, цу. г: 

хр: ур г=0. 
Функцию 


д ии 42 

Ге 2х у 
являющуюся функцией коэффициен- 
тов, очевидным образом можно пред- 
ставить в виде суперпозиции эле- 
ментарных функция не более чем 
двух переменных. Аналогично 0об- 
стоит дело с кориями уравнений 
третьей н четвертой стевени. Кор- 
ни уравнений пятой н шестой сте- 
пени также можно выразить через 
коэффициенты при помощи супер- 
позиция аналитических функций 
(правда, более сложных} не более 
двух переменных. 

Однако для уравнения 
степени 

а 0:90 
которое с помощью так называемого 
«преобразования Чирнгаузена» сво- 
дится к виду 

И-ЕхА у} 21-0, 
такое представление получить не ула- 
валось. 

Гильберт выдвинул гипотезу, со- 
ставившую содержание тринадцатой 
проблемы, что решение Ро. №) 
последнего уравнения нельзя предста- 
вить как суперпозицию даже непре- 
рывных функций только двух пере- 
менных. Если бы эта гипотеза под- 
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твердилась, то оказывалась бы ре- 
шенной более сложная и важная за- 
дача о возможности представления 
аналитической функции трех пере- 
менных посредством суперпозицин 
достаточно гладких функций только 
двух переменных (оно оказывалось 
бы невозможным). 

Немецкий математик Л. Бнибербах 
называл тринадцатую проблему «са- 
мой несчастливой» — в данном слу- 
чае число 13 оправдывало свою дур- 
ную славу, решение проблемы ус- 
кользало от исследователей, уводя 
их на зыбкие путн, приводнвшие к 
неверным заключениям. Так, неко- 
торое время полагали, что Бибербаху 
удалось подтвердить гииотезу Гиль- 
берта. однако его построение оказалось 
ошибочным. Был получен целый ряд 
результатов, самым сильным из ко- 
торых был результат молодого совет- 
ского математика А. Г. Витушкина, 
косвенно вроде бы подтверждавших 
гипотезу Д. Гнльберта. 

Тем более неожиданным оказался 
результат, полученный в 1954 году 
академиком А. Н. Колмогоровым и 
В. И. Арнольдом, тогда еще 
студентом механико-математического 
факультета Московского универси- 
тета, впоследствии профессором и 
лауреатом Ленинской премии. Онн 
опровергли гипотезу — Гильберта. 
показав, что всякая непрерывная 
функция трех переменных представ- 
ляет собой сумму девяти  фумк- 
ций. каждая из которых яв- 
ляется однократной суперпозицией 
фуцккций двух переменных. 

Вторая проблема Гильберта состоя- 
ла в доказательстве непротиворечнво- 
стн арифметики. При этом Гильберт 
сильно ограничивал средства дока- 
зательства рамками подхода, получив- 
шего впоследствии названне «фини- 
тизма Гильберта». Сам Гильберт сов- 
местно с учениками затратил много 
снл на решение этой проблемы и даже 
одно время испытывал уверенность, 
что такое доказательство им получе- 
но. Однако результаты К. Геделя 
1931 года положили конец этой уве- 
ренности — выяснилось, что такое до- 
казательство в рамках «финитизма 
Гнльберта» прнииципиально не может 
быть получено. Начались поиски та- 
кого доказательства при отказе от не- 
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которых ограничений, накладывае- 
мых «финитизмом Гильберта». Одно 
из самых замечательных  доказа- 
тельств такого рода получил в 1943 го- 
ду академик П.С. Новиков. 

Суть десятой проблемы, оконча- 
тельно решенной Ю. В. Матиясеви- 
чем, состоит в следующем: дано 
произвольное диофантово  иравнение 
с целыми рациональными коэффициен- 
тами; указать способ, при помощи 
которого возможно после конечного чи- 
сла операций установить, разрешимо 
ли данное уравнение в целых рацио- 
нальных числах. 

К примеру, целочисленными реше- 
ниями уравнения 

хе 9 — 22-0, 
возникакицего в связи со знаменитой 
теоремой Пифагора, являются наборы 
{х Е 2) 

х = а? — 1, у 24, 2= а? + {. 
Эти формулы приписываются Пифа- 
гору, однако они не охватывают всех 
целочисленных решений (пифагоро- 
вых троек} данного уравнения. Об- 
щее решение 
х = 2—2, у: ЗЕМ, 2 Е" 
(Е, мЕ 7) мы находим у Диофанта, 
хотя оно, без сомнения, было извест- 
но задолго до него. В работах Дио- 
фанта теория таких уравнений полу- 
чила значительное развитие, поэтому 
впоследствии они были названы его 
именем. 

Исследованием днофантовых урав- 
неннй, или диофантовым анализом, 
как нередко говорят сегодня, занима- 
лись П. Ферма, Л. Эйлер, Ж. Ла- 
гранж и К. Ф. Гаусс. Последние двое 
полностью решили вопрос об оты- 
скании целочисленных решений урав- 
нения второй степени с двумя неиз- 
вестными. Можно назвать еще целый 
ряд выдающихся математиков ХХ 
столетия, пробовавших свои силы в 
днофантовом анализе, однако к 1900 
году, времени постановки Гильбер- 
том указанной задачи, успехи в реше- 
нин уравнений высших степеней были 
довольно скромными. Ставя указан- 
ную выше проблему, Гильберт наме- 
ревался, по-видимому, привлечь вни- 
мание математиков к разработке про- 
блем диофантового анализа. 

В 1908 году А. Туэ получил один из 
самых замечательных результатов 
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диофантового анализа: уравнение 
Ра, у) = с, где с— целое число, а 
Р(х, у} — неприводимый многочлен, и 
которого все слагаемые имеют одина- 
ковую степень, не меньшую трех, 
может иметь лишь конечное число 
целочисленных решений — (многочлен 
называется неприводимым, если он 
не разлагается в произведение двух 
многочленов с целыми коэффициен- 
тами). 

Но ни метод Туз, ни последующие 
методы ие давали алгоритма для на- 
хождения самих решений. Результа- 
ты, полученные для  диофантовых 
уравнений степени выше двух (рабо- 
ты советского математика Б. Н. Де- 
лоне, немецкого математика К. Зи- 
геля и др.), относились к поискам ал- 
горитмов для отдельных классов дио- 
фантовых уравнений. И хотя усне- 
хи в понсках общего метода для про- 
извольных днофантовых уравненнй 
были в высшей степени незначитель- 
ными, математики тем не менее пола- 
гали, что рано или поздно он будет 
найден. 

Однако в середине тридцатых годов 
в математике сформировывается чет- 
кое понятие алгоритми и рождается 
представление о проблемах, для кото- 
рых ие существует алгоритма, за- 
дающего их решения, — об алгорит- 
мически неразрешимых — проблемах. 
Примеры таких проблем дали в 30— 
40-е годы А. Черч, А. Тьюринг, 
Э. Пост, А. А. Марков. В 1952 году 
П. С. Новиков доказывает алгорит- 
мическую неразрешимость одной важ- 
ной проблемы теории групп — про- 
блемы тождества слов. Примеры ал- 
горитмически перазренвмых иро- 
блем, с одной стороны, и трудности, 
связанные с попытками нахождения 
нскомого алгоритма, с другой, поро- 
дили сомнение: а может быть, алго- 
ритма, решающего десятую пробле- 
му, не существует вовсе? Результаты 
американских математиков (М. Дэви- 
са и др.), полученные в 50—60-е годы, 
давали косвенное подтверждение та- 
кому предположению. Им удалось 
показать, что для некоторого более 
общего класса уравнений, так назы- 
ваемых — «показательно-днофантовых 
уравнений с целыми коэффициентами» 
такого алгоритма не существует. Но 
это для  показательно-днофантовых 
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уравнений, а для более специального 
случая — днофантовых уравнений — 
такой алгоритм мог и существовать_ 
Так вот, Ю. В. Матиясевичем и было 
показано, что и для класса таких 
уравнений искомого алгоритма нет. 
хи 

Мы рассказали здесь лини, о наиболее 
ярких достижениях советских мате- 
матиков в решении проблем  Гиль- 
берта. Более полный и подробный 
рассказ — тема не статьи, а книги. 
Такая книга, рассказывающая о до- 
стижениях ученых всего мира в ре- 
шении проблем Гильберта, написан- 
ная крупными специалистами по сост- 
ветствуюншим областям математики, 
вышла в нашей стране в 1969 году. 
Правда, говоря об этой книге, следует 
иметь в виду, что, во-первых, для 
чтения книгн требуется значительная 
математическая подготовка — для 
понимания отдельных ее разделов 
не хватит даже знания университет- 
ского курса, а, во-вторых, за время, 
протекишее с момента ее опубликова- 
ния, положение дел с изучением гиль- 
бертовых проблем сильно изменилось. 
Математика находится сейчас в ста- 
дин бурного развития, она постоянно 
ставит перед учеными новые и новые 
проблемы. Да и многие старые (в том 
числе некоторые из проблем Гиль- 
берта) до сих пор не нашлн своего 
решення. Можно быть уверенным, что 
советские математнки и в дальней- 
шем будут радовать нас замечатель- 
нымн успехами в решенни нанболее 
трудных и важных задач современ- 
ной математики. 
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Планета 
Жени Рудневой 


В этом юбилейном году одной нз ма- 
лых планет Солнечной системы — ас- 
теронду 1907, открытому 11 сентября 
1972 г. сотрудницей Крымской об- 
серваторни Академин наук СССР 
Л.И. Черных, — присвоено наиме- 
нование «Руднева» в честь студентки 
Московского государственного уни- 
верситета Евгении Рудневой. Что 
же сделала выдающегося студентка- 
астроном механико-математического 
факультета МГУ и почему ее имя 
присвоено планете? 

И в школе, и в университете, и по- 
том еще три жестоких года войны Же- 
ня страстно любила звездное небо, 
любила по-особому, как свое кров- 
ное, за что она несет ответственность. 
Вот запись в дневнике Жени-девяти- 
классницы: 

«Темно. С реки дует легонький ве- 
терок,  приятный-приятный. Звез- 
ды горят в небе. Я еще не отказа- 
лась от мечтаний, и мне кажется, 
что не откажусь. Зачем отнимать у 
себя счастливые минуты? Вот я смот- 
рю на звездное небо, на Орион, на Си- 
риус и ментаю о том, как я буду 
изучать их спектры, я вижу себя в 
обсерватории... А на самом деле? 
Ведь сколько мне еще учиться! Но так 
я иже сейчас смотрю на небо, как на 
свою будущую собственность.» 

Способности у Жени были разно- 
сторонние. В школе все ей давалось 
легко. Она очень много читала сверх 
программы: по химии, по литературе, 
по исторнн, но больше всего по астро- 
номии и математике. В МГУ она ездя- 


ла на кружкн и лекцни. «Когда я по- 
думаю что я — я! — могу быть сту- 
денткой университета, мне что-то 
не верится, уж слишком большое ува- 
жение питаю к университету. Ско- 
рее всего меня туда и не примут.» 
Опа записывает в дневнике, что год 
назад было четыре отличника на одно 
место, а из года в год это число уве- 
личивается. 

Женя живо реагировала на все 
международные события и на успе- 
хн нашей страны: события в Испа- 
нии, опубликование проекта Консти- 
туцни, первые выборы в Верховный 
Совет СССР. После просмотра кино- 
фильма «Ленин в Октябре» (я помню, 
как всех тогда волновал этот прекрас- 
но поставленный фильм) Женя запи- 
сывает в своем дневнике слова, кото- 
рые оказались вещими: 

«Когда смотришь эту картину, ке 
можешь быть равнодушной: смотришь 
на экран, а думаешь о себе. О, я очень 
хорошо знаю, для чего я живу, но сей- 
час я это поняла, почувствовала так, 
как никогда раньше... Я очень хорошо 
знаю: настанет час, я смогу умереть 
за дело моего народа так, как имира- 
ли они, безвестные герои #3 этого 
чуидного фильма. Я хочу посвятить 
свою жизнь науке, и я это сделаю: 
все условия создала Советская власть 
для того, чтобы каждый мог осбу- 
ацествить свою мечту, какой бы сме- 
лой она ни была. Но я комсомолка, и 
общее дело мне дороже, чем свое личное 
{именно так я рассматриваю свою 
профессию), и если партия, рабоний 
класс этого потребуют, я надолго 
забуду астрономию, сделаюсь бой- 
цом, санитаром, противохимиком. 
Побольше таких фильмов: они на- 
долго заряжают. ..» 

На мехмат Женя поступила. Учн- 
лась там она блестяще. Уже на вто- 
ром курсе у нее появились печатные 
работы. Женя сделала несколько 
докладов в Отделе переменных звезд. 
Один из них был посвящен спектро- 
скопически-двойным звездам. — Пом- 
ните, как она мечтала у реки, что 
будет изучать спектры звезд? Так все 
н получилось. Ее дарования замети- 
ли профессора н студенты. Извест- 
ный астроном Павел Петрович Паре- 
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наго подарил ей свою книгу © дар- 


ствециой надинсью. 

На фронт Женя с подругами пошли 
добровольцами. Чтобы попасть туда, 
им пришлось несколько раз ходить 
в ЦК ВЛКСМ. НМурманское дело, 
которое опи изучали в ускоренном 
темпе в городе Энгельсе, давалось 
мехматовским комсомолкам легче, чем 
многим другим девушкам, отобран- 
ным Мариной Расковой для формиро- 
вания летных частей. Задачки, тео- 
рия, ориентирование по звездам не 
представляли для Жени труда. Но 
летная подготовка вызывала трудно- 
стн: ее жестоко укачивало. Одна из 
подруг уехала домой — не выдержа- 
ла. Жене грозило то же. Однако ее 
характер победил слабость организ- 
ма — ее перестало укачивать. 

Опытный еще с мнрных дней лет- 
чик-аэроклубник Дина Никулина 
(ныне Герой Советского Союза) ска- 
жет потом о нашей Жене: «С Женей 
Рудневой я многи летала. Это была 
чистая, честная девушка. Большая 
умница, очень любознательная. Пер- 
вое время я ей указывала на недостат- 
ки в полете. Ей нравилась моя требо- 
вательность, на мои выговоры она не 
обижаласеь. Была очень хорошим 
штурманом... Помню, как на стан- 
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ции Майская однажды очень удачно 
разбомбили мы эшелон. — Доле не 
бомбили, выжидали. Сделали четыре 
захода и попали 8 миелон. Летели 
обратно — нели». 

Женя стала штурманом звепа, за- 
тем — эскадрильи. В 1943 г. она 
была уже штурманом 46-го гвардей- 
ского Таманского полка почных бом- 
бардировщиков. Женя организова- 
ла школу мюлодых штурманов, обу- 
чая их прямо в боевой обстановке. 
Новички охотно летали с Женей, чув- 
ствуя себя с ней уверенно. 


Командование наградило — Женю 
Рудневу тремя орденами: Красной 


Звезды, Красного Знамени, Отечест- 
венной войны Т степени. 

Весной 1944 г. женский авиа- 
ционный полк участвовал в подготов- 
ке большого настулления  паших 
войск под Керчью. Девушки леталн 
бомбнть укрепления гитлеровцев че- 
рез Азовское море на Керченский 
полуостров, где у противника была 
очень сильная противовоздушная 
оборона. В почь на 9 апреля девуп!- 
ки сделали много вылетов на цель, 
когда отбомбившийся экипаж Ната- 
ши Меклин увидел, как чей-то ПО-2 
был пойман прожекторами в пере- 
крест. Сваряды ложились все бли- 
же и ближе к самолету. Вдруг эрли- 
кон выбросил горсть снарядов: обла- 
ко взрывов окутало самолет. Он выр- 
вался, маневрируя, весь объятый пла- 
менем, и еще некоторое время упорно 
тянул па запад. Видимо, бомбы еще 
ие быль сброшены. И вот на земле 
показались разрывы. Вскоре само- 
лет стал терять высоту, оттуда не- 
слись ракеты, пылающие куски... 
Подавленные, возвращалнсь па аэро- 
дром экипаж за экипажем: к ним 
бежали с тревогой: кто? Когда все 
приземлились, стало ясно — сгорел 
самолет молодой летчицы Прокофье. 
вой, которую обучала в бою Женя. 
Это был 645-й боевой вылет Евгенив 
Рудневой. 

Посмертно ей было присвоено высо- 
кое звание Героя Советского Союза. 
Ее именем названа одна из улий 
Москвы. А небо н впрямь стало соб- 
ственностью Евгении Рудневой, как 
мечталось ей в детстве: ведь в этом 
прекрасном звездиом мире она совер 
шает свой вечный полет. 
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В. Левитина 


Как Математик 
помог Бригадиру 


Главная цель статьи — показать, что самые 
простые задачи, возникающие в практнке, 
естественно приводят к фундаментальным 
понятням математики. 


1. Бригадир получает задачу 


Наш Бригаднр возглавляет брига- 
ду из 1Ю человек, которая долж- 
на погрузить кирпич. находящийся 
на двух складах. На первом скла- 
де — 4 тысячи кирпичей, на вто- 
ром — 8 тысяч. Склады устроены 
так. что на первом складе одповре- 
менно должны вести погрузку не ме- 
нее шести рабочих, на втором могут 
работать от трех до шести человек. 
Бригадиру пужно распределить рабо- 
чих так, чтобы вся работа была вы- 
полнена за минимальное время. 
Как может поступить Бригадир? 
Например, так: отправить сначала 
всех рабочих на первый склад, а после 
окончания его разгрузки шесть рабо- 
чих — максимально допустимое чи- 
сло — перевести на второй — склад. 
Предположим для простоты, что 
каждый рабочий за один час погрижа- 
ет тысячу кирпичей. Тогда время, 
за которое бригада выполнит всю 
работу по этому расписанию, оче- 


4 8 | 
видно, равно —<- +-р- = =. (часа). 


Будет ли такая организация рабо- 
ты наилучшей? Если да, то почему? 
А если нет, то насколько она далека 
от оптимальной? Ответить на эти 
вопросы сам Бригадир не может. 
А вы? Попытайтесь — тогда вам бу- 
дет  зиачительно интереснее про- 


честь в следующих параграфах о 
встрече Бригадира с Математиком, 
к которому Бригадир обратился со 
своей задачей. 


2. Математик создает модель задачи 


Прежде чем взяться за решение задачи, 
Математик должен создать ее мате- 
матическую модель. 

Если обозначить через и и шв ко- 
личества грузчиков, работающих на 
первом и втором складах, то для каж- 
дого момента времени числа ции 
удовлетворяют следующим условням: 


Пиефиоие ©, 

2) 6 = и < 19 или и=0, 
3) З= изб или и = 0, 
4) ит о=—ю. 


Этим условиям удовлетворяют та- 
кие тринадцать режимов работы: 
<6,4> (на первом складе работает 
6 человек, на втором — 4}, ‹7,3>, 
<6,3>, ‹10,0>, ‹9,0>, <8,0>, ‹7Т,0>, 
‹6,0>, <0,0>, <0,3>, <0,4>, <0,5> 
и ‹<0,6>. Изобразим их точками 
координатной плоскости (рис. |). 

Порядок, в котором применяются 
различные допустимые режимы рабо- 
ты, безразличен. Например, если бы 
Бригаднр послал сначала шесть рабо- 
чих разгрузить второй склад, а за- 
тем всю бригаду направил на первый, 
работа была бы выполнена за те же 

и 
Е 
тать, что погрузка организована так: 
сначала {, часов применяется режим 
и,, затем 2, часов — режим с, ит. д. 
При этом Ё может равняться нулю, 
т. е. режим ©; может не использо- 
ваться. Например, при погрузке, рас- 
смотренной в п. 1, нулю не равны 





часа. Поэтому мы можем счн- 


4 8 
только 4 = Н 1% ==. 


Пренебрежем временем переходов 
со склада на склад. Тогда общее вре- 
мя погрузки Е будет равно 


г=ЕНТЬТ о. НН 6 Ц) 


Поскольку каждый рабочий грузит в 
час тысячу кирпичей, количества кнр- 
пича, погруженного с первого склада 
(х тысяч штук) и со второго склада 
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кой точек... 2, ..:. ба. 

Вспомним, что мпожество А то- 
чек па плоскости называется ве 
нуклым, если вместе с любой парой 
своих точек оно содержит весь отре- 
зок с концами в этих точках («Геомет- 
рия 6», в. 39). Примеры выпуклых 
множеств приведены на рисунке 2, 
множества ва рисуцке 3 ие являются 
ВЫПУКЛЫМИ. 

Вынуклая оболочка множества 
М — эмо паименымее выпуклое мно- 
жество. содержащее М (рис. 4). По- 
скольку пересечение произвольного 
числа выпуклых множеств вышукло 
(докажите!), выпуклая оболочка про- 
извольного множества Л! совпадает 
с пересечением всех выпуклых мно- 





Рис. 1. жеств, содержащих Л (такие мно- 
жества всегда — каково бы ии было 

М — существуют; — почему?). — Вы- 

(у тысяч штук). выразятся равенст-  пУуклую оболочку мпожества М прн- 
вами нято обозначать через сопу М*). 
х= 68. + 7+0 + Об. (8) Чтобы доказать, что множество 


достижимости А, является выпуклой 
= - у. в 5 мы ы 1 ы 
4 ЧЕ + ЗЕ, т--Р бал 6, (3) оболочкой множества т ОЕ, 


Фиксируем {. Подставляя в (2} и {3} 5::. дадим иовятию выпуклой обо- 
различные неотрицательные числа {,,  лочкн другое определение. 

1.,.... аз, Удовлетворяющие усло- 

вию (1), мы будем получать, различ- 

ные точки плоскости <х, у». Мио- И. 
плоскости с координатами, равиыми 

количеству кирпича (в тысячах штук), 

который может погрузнть бригада — Рис. 2. 

соответственно, с первого и второго 

складов — за время &. А, 
динатами © 4, 8> (эта точка соответ- 

ствует заданным количествам кирпн- А, 

ча на складах) принадлежит множест- рис. 3. 


жество всех таких точек обозначим 
Теперь задача Бригадира может 
ву А; иё мннимально. 
3. Математик решает задачу 
Первым делом Математик упростит 
задачу. ои ограничится отыскапинем 
множества А, поскольку любое мно- 
жество А, гомотетично множеству 


через А,; назовем его множеством 
быть сформулирована следующим об- 
А, с коэффициентом гомотетии Ён 





достижимости за время Ё. Это пазва- 
разом: составить такое расписание 


ние естественно: А, состоит из точек 
погрузки, при котором точка с коор- 





Рис. 4. В обеих парах правое множество 


центром гомотетин — началом коор- есть выпуклая оболочка левого множества. 
дипат. Е НН НИЕ 
Покажем, что множество А; явля- 


ется выпуклой оболоч- *) Ог латинского сопусхиз (свыиуклый»). 
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Для этого введем две онерации с 


точками коордннатной ПЛОСКОСТИ. 
Суммой точек сх, и нНох., и 
мы будем называть точку хх, - 
ну, Произведением точ- 
ких, у на число { назовем точку 
1х. 9 Еслн каждой точке а 


сопоставить вектор, определяемый па- 
рой точек О. < {О — начало коорди- 
нат), то введенные операции с точка- 
ми совпадут с обычными операциями 
над векторами. 

Докажите, что если миожество М 
выпукло, то н множество ЁМ (т. е. 
множество точек 8, где В Е М) тоже 
вынукло. 

Определение. 
зывается  вылуклой комбинацией то- 
чек В, В., .... В», если существуют 
такие неотрицательные числа Ё, Ё,, 
2, 90 ПРЕ 
В (Вы - 2.8, +... НВ, 
Теорема. — МВыпуклая — оболочка 
множества М состоит из всевозмож- 
ных выпуклых комбинаций точек из М. 

Доказательство. Обоз- 
начим множество выпуклых комбина- 
ций точек из М через @. Если у н 
$ — произвольные точки, то множе- 
ство точек винда # + (1—1)6, где 
О == | совпадает с отрезком с 
концами у. 6. Отсюда легко вывести, 
что О — выпуклое множество (про- 
делайте это!). Кроме того, очевидно, 
МС О. Следовательно, сопу МСО. 
Докажем теперь инлукцией по п, 
что любая выпуклая комбинация 
СВ, о" В, Ро Рон В, -| 2, ее 
... В = И точек из М припадле- 
жит сопу М. Это будет означать, что 
ОС сопу М. При п= 1 соответ- 
ствующее утверждение принимает вид: 
если В Е М, то ВЕ сопу М. Это 
верно по определению выпуклой обо- 
лочки. Пусть теперь все выпуклые 
комбинации л точек из М принадле- 
жат сопу 41. Докажем, что тогда н 


Точка В на- 


выпуклая комбинация 6 = ПВ, г 
5 Г.В р Ри > Ба Рьнь ТЖ 
В, В», Рав В». В,., — точки ИЗ М) 
ирннадлежит М: 

ОИ) |+ 

! —@н 
и р. 

+ Те, В. я Ти: В ы 


=— Ее (4) 
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Из Е ‚. [1 т... + Е -Е а =] 
следует, что 
_ . Ё. 
1 — Ша ЕЕ ль — 
1 
Е 
А 


По предположению пнидукции 


1 {. р 
= ДТ — Ра В, 1 — +, В + 
7 
= а В, Е сопу 1. 


Из (4) вытекает, что точка 6 лежит 
на отрезке с концамн ци В... Так 
как В. ЕМС сопух М, а 
сопу М — выпуклое множество. по- 
лучаем 6 = сопу М. Теорема дока- 
зана. 

Таким образом, каждая точка из 
солу М является выпуклой комбина- 
цией некоторого конечного набора то- 
чек из А1. Если множество М конеч- 
но, то можно считать, что каждая точ- 
ка из сопу /1 есть выпуклая комбина- 
ция всех точек из М. 

Оказывается, для произвольного 
миожества А на плоскости каждая 
точка В множества сопу М может 
быть получена как выпуклая комби- 
нация трех точек В,, Вь, Вз вз М 
(разумеется, для разпых В точки Ву, 
В., Вз, вообще говоря, разные). Эта 
теорема, вернее — ее п-мерный ана- 
лог, называется теоремой Каратео- 
дори. Попробуйте доказать ее! 

По определению множество дости- 
жимости А, состоит из всевозможных 
точек 110, = Ви. +... В баз, АЛЯ 
которых Пе 1 
(п. 2). Другими словами, А; состоит 
нз всевозможных выпуклых комбина- 
ций точек 01, бо, ..., 13. По доказан- 
ной теореме 


А, = сопу {@ 1, %ь, ..., @з}. 


Из рисуцка 1 ясно, что Д, — мно- 
жество точек  четырехугольника 
219 40.0 ,3 (точка &, лежит на прямой 
©, +} 

Чтобы  вайти мивималь- 
ное В, при котором множество А, = 
= Ё.А, содержит точку В ‹4, 8; 
(рис. 5), вычислим координаты точки 
у пересечения прямых сВ и 1. 
Уравнение прямой, проходящей через 
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Рис. 5. 
точки (Хх, и: ), Лы Ш», Прн 
Хх, = Х, 1 3 4. Может быть записа- 
и — И: х —А! 
но в виде =_= поче- 
и у.— И, Х —Х, ‹ 

му?). Значит, координаты точки у 
являются решением системы 
(см. рис. 3} 

у—0 х—0 

8—0 3—0. 

у—4 х—-6 

$—8 ©: 


Итак, фа 5—>. Следо- 





вательно, искомое мипимальное # 
равно 
к 141 _ У 42+ 8 % 
|0 ру ЧЕ | 
У (2= | +(5=) 
5 
р 
Найдем расписание, которое по- 


5 
зволяет выполнить работу за т 2 


са. Так как точка ф лежит на отрез- 
ке @,з30., то все {; = 0, за исключе- 
нием {1 и #:з, которые находятся из 
«векторного» уравиения На, 
+ зд з = маи из «координатной» 
системы 


| бы +04, =2-% 


4664. = 5 . 


откуда & =. 13 = = Итак, оп- 


тимальное расписание состоит из ре- 
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8 
жима работы ©, в течение !-& =-- 
(часа) и режима работы аз в тече- 

2 
цие 2-1, =-- (часа). Время, кото- 


рое заняла бы вся 
писанию, 


работа по рас- 
составленному — Бригади- 





ром в п. 1, было равно | часа, 


15 

что больше найденного минимального 
4 

времени в 1 раза. 


Подведем итогн. Мы видим, что сов- 
сем не геометрическая задача Брига- 
дира естественно привела нас к вы- 
пуклым фигурам на плоскости. Ока- 
зывается, понятие выпуклостн может 
быть определено не только для гео- 
метрических — плоских или прост- 
раиственных — объектов, но и в зма- 
чительно более общей ситуации (на- 
пример, в так называемых векторных 
пространствах — см. «Квант», 1976, 
№ 4, с. 2). В таком обобщеином виде 
оно «работает» во многих областях ма- 
тематики (функциональный анализ, 
математическое — программирование, 
теорня итр). 

С интересными задачами, решаемы- 
мн с помощью понятия выпуклости, 
вы можете познакомиться в кииге 
И. М. Яглома и В.Г. Болтянского 
«Выпуклые фигуры» (М. — Л., Гос- 
техиздат, 1951). 

Задачу Бригалира можно ре- 
вать и чисто алгебраически — ме- 
тодами линейного программнрова- 
ния. О том. как это делается, рас- 
сказывалось в «Кванте», 1976. № 7, 
с. 2. При таком подходе полезно 
заметить, что можно (см. рис. 1) 
рассматривать только те расписания, 
при которых 


==15= в === = 
== ЁНо= ЕЙ ==0. 


Упраж нения 


1. Составить для Бригадира расписание, 
если 


а) на первом складе — 16 тысяч кирпи- 
чей, на втором — 4 тысячи; 

6) па первом складе одновременио долж- 
ны работать пе менее 7 человек. 

2. Есть сковорода, на которой можна 
олновремепно поджаривать две котлеты. 
Кажлая котлета поджарнвается с одной сто- 
роны одну мннуту. За сколько времени уда- 
стся поджарить три котлеты? 
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Лаборатория «Кванта» 
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В. Майер 
«Липкая» струя 


Объяснить теоретически результат 
эксперимента, который мы предла- 
гаем вам проделать, довольно слож- 
но. Но наблюдаемый эффект очень 
красив, а сам по себе опыт настолько 
прост, что вы без особого труда суме- 
ете его выполнить. 

Стеклянную трубку  днаметром 
примерно 6 мм с оттянутым, как у пи- 
петки, концом, отверстие которого 
нмеет диаметр около | мм, резиновым 
шлангом соедините с краном водопро- 
вода. Пустив воду, получите струю 
н направьте ее на верхний конеи стоя- 
цей вертикально чистой стеклянной 
трубки днаметром 4—6 мм и длиной 
около полуметра. При этом в зависн- 
мости от напора воды, расстояния и 
угла между трубками вы будете наб- 
людать замечательные явления: струя 
«прилипиет» к трубке, изменит на- 
правление своего движения, обогиет 
трубку и. наконец, несколько раз 
обовьет ее! у | к 

Интересно, что эффект прилипания 
струй жидкости нли газа к твердой 
поверхности обратил па себя внима- | 
ние молодого румынского авнатора | 
Аири Коаила. В 1910 году, вспыты- } 
вая реактивный самолет, ои обиару- 
жил, что пламя двигателей «присасы- | 
вается» к защитным илоскостям фю- 
зеляжа. Эффект Коаида в настоящее 
время нашел н практическое примене- 
ине. 

А ине встречались ли вы рапыине с 
этнм эффектом в быту? 
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Повороты 
и пересечения 
многогранников 


Школьная просрамма удедист болъзое внима- 
ние геометрическим преобразованиям н, в ча- 
стности, повороту фигур. На заседаниях 
математическо% кружка мы рассматривали 
«нестандартные» задачи. когла поворачи- 
вают не плоскую фигуру. а простравствеиную. 
В таких задачах нужно хорошо представлять 
себе. как располагаются фигуры в пространст- 
зе после поворота, поэтому без геометриче- 
ского воображений наметить путь решения 
трудно. А развить это воображение можно 
практнкой. Думаем. что предложенные задачи 
помогут читателям в этом- 


Задача |. Куб с ребром а 
повернули на 90° вакруе прямой, сое- 
диняющей середины двух параллель- 
ных ребер, не принадлежащих одной 


грани куба. Найти объем общей час- 
ти исходного» и повернутого кубов. 

Наметим путь решепия. Пусть М и 
№ — середины двух параллельных к 
не принадлежащих одиой граин ре- 





Рис. 1. 


бер куба (рис. 1). Разрежем куб дна- 
гональной плоскостью. периевднку- 
ляриой отрезку ММ. Получим две 
призмы. После поворота общая часть 
каждой призмы и ее образа будет со- 
стоять из прямоугольного  паралле- 
лепипеда, оспованием которого явля- 
ется квадрат со стороцой а, п пра- 
внльцой четырехугольной пирамиды 
с этим же оспованием и вершиной в 
точке М или А (рис. 2), поэтому ис- 
комый объем \ общей части кубов 
равен удвоеиной сумме объемов па- 
раллелепинеда и пирамиды. Найдя 
длину высоты АД, параллеленииеда 


[ АА, | =|ВА,|=а]Г 2/2—а/2 = 
=а 9 — 12 
и высоту пирамиды 
МХ У2— А, |= а/2, 
получаем: 
пе Е Рас ы Ту 
и =?2| и 1) + 22.3) = 


р Е 2 
=а"| | ыы =) 


Задача 2. Две диагонали двух 
кубов с ребром а лежат на одной пря- 
мой. Вершина второго куба совпадает 
с центром первого н аторой куб по- 
вернут вокруе диагонали на 60” по 
опешинению к первому. Найти объем 
общей части: этих кубов. 

Пусть АВСОА В.С.О, — данный 
куб, и второй куб получается из него 
параллельным переносом,  переводя- 
щим вершину В в середину О диаго- 





Рис. 2. 
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Рис. 3. 


нали ВР,. и поворотом вокруг осн 
ВР, на 60 (рис. 3). Можно сначала 
произвееги поворот, а потом перепос. 
После поворота точка В, окажется в 
плоскости ВАО, (докажите это са- 
мостоятелыю), поэтому легко найти, 
что после переноса отрезок ОВ; (об- 
раз отрезка ВВ,}) пересечет отрезок 
А.О, в точке [ такой, что |0, |= 
= 3а/4. Общая часть кубов будет со- 
ставляться из двух треугольных пира- 
мид О.КЁМ ин ОКЕМ, боковые ребра 
каждой из которых попарно обра- 
зуют прямые углы, а длины этих 
ребер равны 3/4. Отсюда получаем 
ответ: 


у. 


3 з 9а3 
а 


Задача 3. Доказать, что еслы 
правильный тетраздр повернуть на 
90- вокруг прямой, соединяющей сере- 
диня любых двух его скрещиваю- 
щихся ребер, а затем получившийся 
тетраэздр повернуть на 90° вокруг 
прямой, соединяющей середины двух 
любых его скрещивающихся ребер, то 
лоследний тетраздр совпадает с ис- 
ходным. 

Если через каждое ребро пра- 
вильного тетраэдра провести плос- 
кость, параллельную  противополо- 
жному ребру. то эти плоскости ог- 
раничат куб (рис. 4). Соединяя от- 
резками «через одну» вершины куба, 
хих снова получим тетраэдр — нсход- 
ный {на рисунке красный) илн еще 
один (сипий). Нетрудно убедиться, 
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Рис. 4. 


что прн поворотах, описанных в зада- 
че, красный тетраэдр переходит в си- 
ний, а`синий — в красный. Поэтому 
после двух поворотов тетраэдр перей- 
дет в себя. 


У\Упражнения 


1. Правильная зреугольная ияраммда со 
стороной основания а повериута вокруг вы- 
соты на угол 60“. Определить объем общей 
части исходной и повернутой пирамид, если 
боковые грани пирамиды — прямоуголь- 
ные треугольцики. 


2. Два куба с ребром а получаются один 
из другого поворотом иа 60“ вокруг общей 
диагонали. Найти объем их общей части. 


3. Два одинаковых правильных тетра- 
эдри с ребром а имеют общую высоту. а вер- 
шина каждого из них лежит в центре основа- 
ния другого. Основанне второго тетраэдра 
повернуто на 60° по отношению к основанию 
первого. Найтн объем их общей части. 


4. Два одинаковых правильвых тетра- 
эдра с ребром и нмеют общий отрезок. соели- 
няющиин середнны двух противоположных 
ребер. ио один тетраздр повернут на 90° но 
отношению к другому. Найти объем их об- 
дев части. 


Статья лодеотоваена жатематическим 
^ружком 7! школы 

им. Н. Островского 
{г. Киева, староста С. Ефименко} 
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Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер с момента 
основания журнала. Публи- 
куемые в нем задачи не стам- 
дартны. но для их решения 
не требуется знаний, выхо- 
дящих за рамки нынешней 
школьной программы. Наин- 
более трудмые задачн отме- 
чены звездочкой. Решения 
задач из этого иомера можно 
присылать не позднее 1 ян- 
вари 1978 года по адресу: 
113035. Москва. М-35, Б. Ор- 
дынка, 21/16, редакция жур- 
нала «Квант». После адре- 
са ма конверте напишите 
момера задач. решения кото- 
рых вы посылаете. например, 
«М471, М472» или «$483». 
Решення задач по кажлому 
из предметов (математнке н 
фнзике), а также новые зала- 
чи просьба присылать в от- 
дельных конвертах. Задачи 
нз разных номеров журнала 
присылайте также в разных 
конвертах. В письмо вложи- 
те конверт с напнсанным на 
нем вашим адресом (в этом 
конверте вы получнте ре- 
зультаты проверки решений). 
Условня оригкнальных за- 
дач, предлагаемых для пуб- 
ликации. присылайте в двух 
экземплирах вместе с вашими 
решеннями этих задач (на 
конверте пометьте: «Задач- 
ник «Кванта», нован зада- 
ча по физике» или «... но- 
вая задача по математнке» ). 
В начале каждого пнсьма 
проснм указывать ваши имя, 
фамилию, номер школы и 
класс, в котором вы учитесь. 
После формулировки залачи 
мы обычно указываем. кто 
предложнл нам эту задачу. 
Разумеется, не исе этн зада- 
чи публикуются впервые. 


задачник 


абанта 


Задачи 


М471—М475; $Ф483— Ф487 


М471. Две пересекающиеся окружности вырезают 
из плоскости три ограниченные непересекающиеся 
области. Докажите, что не существует окружности, 
делящей пополам площадь кажлой из этих трех 
областей. 

С Фомин 


№472. Виутри куба расположен выпуклый мно- 
гогранник, проекция которого на каждую из гра- 
пей совпадает с этой гранью. Докажите, что объем 
многогранника не меныше 1/3 объема кубз. 

В. Прасолов 


№473. Имеется две группы но п гирь, в каждой из 
которых гирн расположены в порялке возрастания 
их масс. Покажите, что 

а) 2—1 взвешиваниями можно расположнть 
н все 2и гирь в порядке возрастапия их масс; 

6) * меньишим 2я—1 числом взвешиваний это 
сделать, вообще говоря, иельзя. 

(За одно взвешивание сравниваются массы 
двух гирь; массы всех 2л гирь попарно различны.) 

В. Гринбере 


М474. Натуральное число называется сонершен- 
ным, если оно равно сумме всех свопх делителей 
(кроме самого себя); таковы. например, числа 
61-23 и 28-1-2-4-7--14 Докажите, что 
число № песовершеино, если известно, что оно 
а) прин делении на 4 дает остаток 3; 
6) при деленни па 6 дает остаток 5. 
(До сих пор вообще неизвестно, существуют 
ли нечетные совершенные числа.) 
К. Сатаркулов. С. Юзай 


М475. а) Докажите, что правильный треугольинк 
нельзя парисовать на клетчатой бумаге так, что- 
бы его вершины попали точно в узлы (в вершины 
клеток). 

6) * Докажите, что ва клетчатой бумаге со сто- 
роной клетки, равиой 1, можно прн любом #>>0 
нарнсовать правильный треугольник, вершины ко- 
торого находились бы на расстояниях меньше # от 
трех различных узлов. 
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в) * Верно ли, что для любого миогоугольиика 

М и любого => можно марисовать на клетчатой 

бумаге подобпый М многоугольник, все верши- 

и которого находились бы на расстояниях мень- 
ше = от различных узлов? 

В. Калинникон 


$483. С каким горизонтальным ускорением дол- 
жен двигаться клин © углом ох (рис. 1}, чзобы лежа- 
ий ва пем груз поднимался вверх, если коэф- 
фициент трения между грузом и клином равен и? 


Ф484. Виутри ‘мара радиуса Ю, равномерно заря- 
женного с объемной плотпостью о, находится за- 
земленмая металлическая сфера радиуса г (рис. 2). 
Найдите зависимость потенциала этой системы от 
расстояния до центра сферы. 


Ф485. Чему равен пернод малых колебаний че- 
тырех однваково заряженных тел, связайиых оди- 
наковыми нитями длины { так, как показано на 
рисуцке 3? На рисуике стрелками указаны на- 
Рие. 2. правления движення тел при колебаниях в один 
м тот же момент времени. Масса и заряд каждого 
тела равны соответственно ти 4. 











т,9@ @тч $486. На рисунке 4 изображена схема масс-ецект- 
\ рометра. В понизаторе А образуются поаны, ко- 
торые ускоряются напряжением 0-10 кВ и вхо- 

дят через щель С в магнитное. поле с пидукиней _ 
| | В|=0.1 Т. После поворота поны попадают на 
\ фотографическую пластинку 0 и вызывают ее по- 
те фт чернение. На каком расстоянии друг от друга бу- 
лут находиться ца фотоиластиике полосы, попов 
рей Н-. *Н-, ЗН-. Не? Какова должна быть ив- 


рица мели. чтобы полосы понов О и № разде- 
лнлись2 


`® о М $487. Жука фотографируюл в двух масштабах: 
Я — №. Хх < расстояния 1 =3Р, гле ЕР — фокусное расстоя- 

# \ та ине объектива, и с расстояния [,=5Ё. Во сколь 

с \ \ \р ко раз падо изменить диаметр днафрагмы объек- 
ИЕ: тива, чтобы освещенность изображения па плен- 
и ке в обоих случаях была одной и той же? Считать, 
А что днаметр объектива в обоих случаях много 


Рис. 3. меньше Р. 


М431. В лесу растут деревья 
цилиндрической формы. Свя- 
зисту нижно протянуть по 
лесу провод из точки А в 
точки В риссточние между 
которыми рапно]. Докимите. 
чго Оля этой цели связисту 
достаточно иметь кусок про- 
води Эленой 156 1. 
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Решения задач 
М431-—М433; Ф442— $444 


Соедвиим точки А и В прямой. На участках. где инет деревьев. 
пронедем провод по этой грямой. Там же, где прямая АВ пе- 
ресекает коптур ствола, пустим провод по меньшей из двух 
дуг окружности. ограинчивающей сечение ствола плоскостью, 
перпендикулярной к стволу (ем. рис. 1). Покажем. что в 


Е 
этом случае длина провода ие превосходит 5 . 


Пусть и. .. а, — длипы прямюлииейных участков 
провода, # 6:..... 6, — длины участков прямой АВ. на- 
ходящнхся впутрни стволов. Поскольку каждое 6; (Г 1.... 
-... #) ие превосходит диаметра соотнетствующей окружно- 
сти, суммарная длина криволннейных участков провода не 





ль, ь два 
преносходит —5— - о... р а общая длипа провода 
не превосходиг 
лы, я : ле 
21 =} тел Ва Рух тЫ 
л } ИС 
< аш +. аа -Фк) = >< 1,61. 


м 
Везичину ) нельзя заменить в этом неравенстве мень- 
ыкей, так как легко указать пример, когда потребуется про- 
ых 
ВОД длины ровно : в лесу растет едииствепиое дерево ана- 


мегра {. а точки Аи В — днаметрально противоположные точ- 
ки окружности его ствола. 
А. Альтишаер 





Рис. 1- 


№332. Существует ли пол- 


ный квидрат, симма цифр 
которого равна 

а) 1977; 

6) 1978? 

8) Выясните, какие нату- 


ральные числа моецт быть 
суммами цифр квадрита це- 
дого числа. 


$ 


Решим сразу вункт в) задачи, Прежде всего заметим. что 
сумма цифр квадрата ие может быть произвольной. Действи- 
тельно. квадрат чнела ПиСо делится на 9. либо дает при де- 
лении на 9 астатки 1. 4. 7. По признаку деления на 9 то же 
верно и для суммы цафр квадрата. так что у квадрата сумма 
цифр может быть либо числам вида 94. лнбо ЗА-- 1, либо 9-4. 
либо ЭА--7. Покажем, что нее такие числа действительно мо- 
гут быть суммами. 

В самом деле, число 9 — сумма цифр квадрата числа 


ЦЕ 


(10 — 1)2 — (10° — 2) 10° +1 = 99...98 00...01; 
Г. Е 
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№133. В выпуклом  пяти- 
угольнике АВСРЕ сторона 
ВС лараллельни диагонали 
АО. сторона СБ — диагони- 
ди ВЕ. сторона ОЕ — диаго- 
нали АС и сторона АЕ-— 
диагониян ВО (рис. 2). До- 
кажите, что сторона АВ па- 
раялельна диагонали СЕ. 


А(1а] 





спо х 
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число 9А-Н! (А ==0) — сумма цифр квадрата числа 10й—2: 
(10* — 2): = (10* — 4) 10 {4 = 99...96 00...04 
м т 
{случай №— 0 очевиден: 1=1*); число 94-8 (4-0) — сумма 
цифр квадрата числа 10“—3: 


(10 — 3): = (10^ — 6) 10^ +9 = 99...94 00...09 


Ё к 


(при А-0 получаем число 4. а 4— 2"). Число 94--7 — сумма 
цифр квадрата числа 10%+1—5; 


(10 +1 — 5): = (10+1 — 10) 1041 + 25 — 93...90 ©%...025. 
ЕЕ 1 


Таким образом. число 1978 может быть суммой цифр кпадра- 
та, а 1977 — иет. 


«7. Лиманов 








`Ф 
Пусть Р = [АБ] П[ВЕ]. 6 == [АС] ПВЕ| и К = [ВОСЦАС1 
{см. рис 9). 

Из подобия треугольников АЁЕЁЕ и ВСЮ следует, что 
АТ 1851 <, ГАР |--18С1 _ | ВС 
Еф “ОБ ЧОВтОЬоь Зита] ^^ 9 

ГАО | 18С] 

"ТВЕГ= ТБГ’ поскольку |ВС|]=|ВЕ]|], |ВЕ|]= 
= |СБ]|, то есть 
18С] 1СВ| 
[АБТ = ВЕ] - @) 


Аналогичио, из подобия треугольпиков ВКС’н АЕР 
получаем, Что 


ВЕТ „ВАТ 
ГВБТ = АСТ. (2) 
Наконец, из полобия треугольников ВКС и АСЕ 


ГВС | 1СВ| 


ВЕ ср 
ГВК | = ТАЕГ* еда" | РАК: 


1851 ТАЕ|’ 











или 
[СР ТАБ! 
ГВЕ| = ТВБТ- м 
Из соотношений (1) — (3) следует, что 
[81 |С5] _ АЕ]  |РЕ| 
гар = ТВЕ| = 1вё| = ТАб| = *- в 


Далее: 
эи. => ». —> > > 
ВС + СР+РЕ- ЕА + АВ =0. 
—> > > --> > —> 
АБ + ВЕ + ОВ + СА + ЕС = 0. 
> => — -> —> > > => 
и ВС == }АР. СО = АВЕ, РЕ = АСА. ЕА = АРВ. 
Поэтому 
—> -> —> > -— > > га 
0= 2(АО + ВЕ 4 СА + ОВ) + АВ == — ХЕС { АВ. 
> -> 
откуда АВ=А ЕС. что и означает пзраллельность стороны 
АВ диатомали ЕС. 


Более короткое решение получается с помошью косоуголь- 
ной системы координат. Пусть точки Л. Си Е имеют коорди- 
наты Д (0:0). СИ: 0). ЕЁ ©: 1) (рис. 2). Тогда А и В имеют 
координаты (1; а) и (5; 1). так как (СБ) ({ (ВЕ). (РЕ) Ц (АС). 


Ф442. Ширики с массами Г, 
2. Зи 4 кг соединены лег- 
кими стермнами длиной Ём 
каждый. Стержни скрепае- 
ны, так что они образуют 
крест (рис. 3). Система мо- 
жет снободно вращаться во- 
крис горизонтальной оси. 
проходящей через точку О 
перпендикулярно к плоско- 
сти рисунки. Найти пмлаи- 
тиду колебаний системы, 
если в начальный момент 
стержень. соединзкиций гру- 
зы с массами та=2 ки 
па=4 кг. была пертикален и 
шары были неподвижны. 





т 


Рис. 3. 


$443. Как известно. эсмной 
шар делает полный оборот 
вокруг своей оси за 23 часа 
56 минут 4 секунды. Следо- 
вательно, за сутки все часы. 
цифербиат которых разделен 
не 24 часа. должны отста- 
вать почти на 4 минуты. Это 
составляет почти полчаса в 
неделю. Почему же мы не 
замечаем этого отставания и 
не лодводим все часы не- 
прерывно? 


Куап.тссте.ги 


Условия нараллельностн (АД) || (ВО) м (ВС) | (АО) записы- 
ваются так: 











а—1 1—0 1—0 а--0 
1 т 

а—1 1—0 

то есть р (а—1)-— Та (6—П=1. откудаа О ЧА 


то есть (АВ) || (ЕС). 

Заметим. что пятнугольннк АВСРЕ, о котором идет 
речь в этой задаче, можно аффниным г реобразованием (или 
просто перекосом} превратить в правильный. 

И. Кльмова, Э. Тиркевич 


Ф 


Прежде всего найдем положение равиовесия системы. В со- 
стоянин равновесия алгебраическая сумма момеитон всех 
действующих на снстему сил отвосительно оси вращения 
равна нулю (рис. 4): 


ту [в | созе Е т [я |1 ное — та [8 1 сое — т, |9 а = 0, 
где {— длина стержней, х — угол. сбразуемый стержнем 
АО с вертикалью. Отсюда 

й пы — т, 1 45° 

= =, На = 45°. 

Е п —т. у 
Это означает. что цевтр тяжести системы лежит на биссек- 
трисе угла, образуемого стержиямн АО и ОВ. Тогда из за- 
кова сохранения энергин непосредственно следует. что уг- 
ловая амплитуда колебаний системы составляет угол 45°. 


Н. Слободецкий 





Рис. 4. 


Рис. 5. 
Ф* 


Земиой шар совершает нолпый оборот вокруг своей оси за 
время Т=23 ч 56 мии 4 с. Поэтому иеподвижному наблю- 
лдателю ма Земле кажется, что звезды на иебосводе за время 
Т совершают иолный еборот вокруг некоторой точки небесной 
сферы и оказываются на прежних местах. 

Однако ближайшая к Земле знезда — Солнце — снова 
пересекает илоскость. проходящую через меридиан наблю- 
дателя. почти на 4 мин позже. а нменно черел 24 ч. Мвымн 
словами, хотя земпой шар совершает полный оборот вокруг 
своей оси за 23 ч 56 мин 4 с. Солнце «обходит» Земаю за 
24 ч (и именно на 24 ч. в связи с этим. разделен циферблат 
всех земных часов). 

Эло пронеходнт потому. что за время полного оборота 
вокруг собственной оси Земля в своем орбитальном движе- 
нии вокруг Солвна успевает продвинуться прнблизительно 
па 1/365 часть длины орбиты (рис. 5}. Направление вращения 
Земли вокруг Солица совпадает с папранленнем ее вращения 
вокруг собственной оси. Поэтому чтобы земной ваблюдатель 
увидел Солице, грубо говоря. на прежием месте (и отметил. 
например. наступление полудвя по своим часам). земной 
шар должен дополнительно совершить 1/365 часть оборота. 
что и запимает почти 4 минуты. 


Б. Биховцев 
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$444. Гажелый ящик массы 
М скатывастся по роликам. 
образующим нихлонную нло- 
скость (рис. 6). Расстояние 
между роликами {[. их радиу- 
сы ги маеси т. Угол накл 
на наоскости к горизонту 
равен а. Майти скорость 
движения яцики. есай адве- 
стно. чту она постоянна. 


Снитать. что ролики полые 
и тоицина их стенок Ч г. 








Как решить 
кубическое 
уравнение? 


Многие из нае чнтали о 
драматической истории. свя- 
занной < решеннем — куби- 
ческнх уравнений {©м. 
«Квант». 1976, № 9). Созре- 
меппая алгебранческая сим- 
волика позволяет _ теперь 
справиться ‹ этой задачей 
даже школьнику. а и ХУ] 


$2 
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При движенин ящика вниз по наклонной плоскости находя- 
щиеся под ним ролики приходят в движение — начинают 
раскручиваться. Тот факт, что ящик движется с постоянной 
скоростью. означает. что на него со стороны роликов дейст- 
мует сила сопротивления Р— --Ма что. 


Предположим, что ящик движется со скоростью и н его 
длина достаточно велика, так что он усцевает раскрутить ро- 


> 
лики до линейной скорости и — |). Ролик раскручивает- 


ся благодаря силе трения {, действующей на него со сто- 
роны ящика до тех пор, пока его лннейная скорость не стамет 


равной |5]. После этого трение между этим роликом и ящн- 
ком исчезает. 

Из соображений симметрии ясно, что действие силы тре- 
ния на роляк равпоценно действию такой же по абсолютному 


значению силы ||, ириложенной к ролику в любой его точке 
по касательной к ободу ролика и «вращающейся» вместе 
с роликом. Так как действующая на ролнк сила трення по- 
стояниа по абсолютному значению, лниейная скорость вра- 


щения ролика под дейстнием силы |{| изменяется со временем 
по аннейному закову. Пусть ролик раскручнвается за вре- 


мя т до линейной скорости и = ||. Сила { совершает пон 


этом работу УНе]|т/2 (средияя скорость ролика равна 
|=|/’2. путь. ироходимый точкой приложения силы. равен 
|=[т/2). Эта работа равна кинетнческой зиертии ролика: 


и ше 
р] ут: (1) 
Поскольку ролик раскручивается до линейной скоро 
сти |и| за время т, под ящиком все время находятся А = 


ы = 
|2 |тЛ роликов, линейная скорость которых мекыше Е. 
Сила Трення, < которой эти роликн денствуют на ящик, 


равиа Е дз |#|% вы а 
ВЕ ме р Ира марта. {2) 


Из (1) имеем: ров = я] „|. Подставив это выраже- 
ние в (2). получим: 


[2 = Е 
м маты а. 


#> 


Отсюда 


И ры 
от И Ета 


Т. Петрова 





веке это было не по силам 
даже ведущим математикам. 
Вот какой нзящный сиоеоб 
предлагает наш читатель 
В. Кривошеев {г. Чер- 
кассы). 

Известно, что любое ку- 
бическое уравнение может 
быть приведено к внду 


ии е- 0. 


Случайно я обнаружнл сле- 
дующие подстановки для его 
решения. 


а) Пусть 5>0. Положнм 


т Г) 
„= з[-=). нц 


получится {легко проперить) 
уравление 


Из -=)+ 
е=о0. 


Лалее положим =, 
после приведения к общему 
зиамевателю получится квад- 
ратное отлосительно { урав- 
нение. 

6} Пусть 5530. Положим 


* 


ум ( + = 


далее аналогично п. а)- 


По странмцам школьных учебимков 


куапетесите.ги 





А.Савин 


ЧТО ЗНАЧИТ 


„БОЛЫНЕ“® 


Про любые два числа мы всегда мо- 
жем сказать, какое из них больше; 
лдяя этого достаточно сравнить их де- 
сятичные записи. Не вызывает кри- 
вотолков и вопрос «Какой из двух 
отрезков больше?» Очевидно, тот, у 
которого больше длина. Сравнить 
длины отрезков мы можем и не вычн- 
сляя их, а просто переместив их так, 
чтобы опи оказались на одном и том 
же луче, ин один из концов каждого 
отрезка совпал с началом луча. Так 
и в споре двух ребят -— «Кто выше» — 
дело, как правило кончается тем, что 
они становятся спиной друг к другу н 
кто-то с помощью ладони разрешает 
этот спор. 

А вот как понять такое утвержде- 
ние: «Ребята в нашем классе выше чем 
в вашем!»? Можно его понимать так: 

«Самый высокий ученик нашего 
класса выше, чем самый высокий уче- 
ник вашего класса», нлн — «Самый 
низкий ученик пашего класса вьынне 
самого инзкого ученика вашего клас- 
са» или — «Любой ученик нашего 
класса выше любого ученика вашего 
класса». Можно предложить еще не- 
сколько способов сравнения, но очень 
трудпо какому-либо из них отдать 
` предпочтение. 

Как мы увидим, подобная ситуа- 
ция возникает при попытке решить 
задачу № 137 из учебника геометрин 
для 10 класса. Напомним ее формули- 


ровку. 

137. В правильной  шестиуголь- 
ной пирамиде большее диагональное 
сечение — равнобедренный — прямо- 








угольный треугольник с гипотенузой 
с. Найдите объем пирамиды. 

Чтобы понять условие задачи, сле- 
дует вспомнить, что такое диагональ- 
ное сечение. В условии задачи № 89 
было дано определение: 

«Сечение пирамиды плоскостью, 
проходящей через два боковых ребра, 
не лежащих в одной грани, называет- 
ся диагональным сечением». 

К сожалению, в учебнике не ока- 
залось определения сечения пирами- 
ды (и вообще тела) плоскостью, но из 
того, как это слово употреблялось, 


можно сделать вывод, что 
«Сечение тела плоскостью — это 
геометрическая фигура, состоящая 


из всех точек, одновременно принад- 
лежащих и телу и плоскости» (пересе. 
чение тела и плоскости). 

Осталось понять, что значит 
«большее». Поскольку диагональны- 
ми сечениями пирамиды, очевидно, 
являются треугольннкн, то осталось 
выяснить, что значит, что один тре- 
угольник больше, чем другой. 

Вариантов ответа можно предло- 
жить очень много. Например, «Гот, у 
которого больше периметр», или 
«Тот, у которого больше площадь», 
нли «Тот, у которого больше раднус 
вписанной окружности», или «Тот, у 
которого больше радиус описанной 
окружности», или «Тот, у которого 
больше большая сторона»... 

Нужно заметить, что в реальных 
снтуациях «величину» треугольника 
может характеризовать каждое из 
перечисленных выше чисел, связан- 
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Однако чаще 


ных с треугольником. 
всего в качестве числа, характеризую- 


щего величину плоской фигуры, бе- 
рут площадь этой фигуры (а для про- 
странственных фигур — их объем). 
Две плоские фигуры, имеющие одина- 
ковые площадн. принято называть 
равновеликими. 

По-видимому, в задаче 137 имеется 
В ВИДу, ЧТО «большее днагональное се- 
чение» — это диагональное сеченне, 
проходящее через болыную диаго- 
наль. 

В этом случае решение задачн не 
сложно. Высота пирамиды совпадает 


с высотой треугольника, равной 


ты 
а длина стороны шестиугольника так- 


же равна — „Отсюда площадь основа- 
зуиз [6 } 
2 ( 2 ] ; 


. Именно этот ответ и 


ния пирамиды равна 
вуз 
а объем —с— 


приведен в учебнике. 

Ну, а если понимать под величи- 
ной треугольника его площадь? И в 
этом случае задача также не слишком 
сложно решается. Во-первых, заме- 
тим, что днагональные сечения пра- 
вильной пирамиды являются  тре- 
угольниками с двумя конгруэнтными 
сторонами, являющимися боковыми 
ребрамн пирамиды. Еслн обозначить 
длину бокового ребра через [, то пло- 
щадь рассматриваемого треугольника 


1 Е 
равна —- {51а где < — угол между 
указанными сторонами, и то из сече- 


ний болыне, у которого больше синус 
этого угла. 
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Во-вторых, заметнм, что если ука- 
занный угол — прямой, то из сказан- 
ного выше следует, что такое сечение 
и является наиболышим. 

Случай. в котором 
сечение проходнт через большую 
днагональ, уже разобран. —Оста- 
лось рассмотреть случай, когда оно 
проходит через другую диагональ. 
В этом случае длина этой диагонали 
равна с, длина большой диагонали 


%уз 
3 


наибольшее 





‚ а стороны шестнугольника 


Вы. Длина бокового ребра равна 
о. |= а высота пирамиды Йй:-= 
И т, Оконча- 


тельно получаем, что площадь осно- 


Ми 8" 


вания равна о . а объем 


зу“ 
12 ° 


В чем цель этой заметки? Конечно 
же, не в том, чтобы указать на неудач- 
ную задачу в учебнике, а в том, чтобы 
еще раз дать вам возможность убе- 
диться, что математика — это наука, 
в которой все понятия и отношения 
между ними должны быть строго 
определены (конечно, за исключением 
основных, не определяемых понятий, 
таких, как точка, плоскость, прямая). 

Хочется еще отметить и тот факт, 
что один ни тот же термин может в раз- 
ных книгах выступать в разных ро- 
лях. Естественно, что в соответствую- 
щей книге или статье дается строгое 
определение этому термину- 

И в заключение — задача. 

Про прямой круговой конус извест- 
но, ито максимальная площадь сечения 
его плоскостью, — проходящей через 
вершину. в два раза больше площади 
осевого сечения. Найти угол осевого 
сечения. 


ПН- 


рамиды 
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«Квант» для младших школьников 





Задачи 


1. а) На очередном занятии мате- 
матического кружка, посвященном 
проблеме четырех красок, шесть 
участников кружка решили поэкс- 
периментировать — чертить разные 
каргы ин пытаться их раскрашивать в 
четыре  пвета так, чтобы соседние 
«страны» были раскрашены разными 
цветамн. Для этого потребовались 
карандаши четырех разных цветов. 

У учителя было миого красных, 
синнх, желтых н зеленых каранда- 
шей, но он не хотел, чтобы каждый 
школьник раскрашивал карты в оди- 
ночку. Оп ревшл так раздать ребятам 
карандаши, чтобы  иикакие два 
школьника (из нести!) ие имели ка- 
рандашей всех четырех цветов, но 
любые три — нмели. 

Сумеет ли он это сделать? 

6}* Попробуйте выяснить, при ка- 
ких л можно так раздать шести ребя- 
там карандаши п цветов. чгобы каж- 
дые трое имели (вместе) карандаши 
всех п цветов, а никакне двое — не 
имелн. 

2. Какими цифрами нужно заме- 
нить буквы, чтобы равенство 

аб 
4+ 6с 
са 
абс 








вынолнялось? 
3. Мне сейчас в 4 раза больше лет, 
чем было моей сестре, когда она была 


моложе меня в два раза. Сколько лет 18 - [70 = й 
сейчас каждому из нас, если через 
15 лет нам вместе будет 100 лет? 


4. Найдите все целые  чисда 
т, п, удовлетворяющие уравнению 


и ш+Ит =1. 
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8 этой заметке рассказывается о двух про- 
стых опытах, в которых наблюдается ните- 
ресиое изменение ивета. Эти опыты вы, ко- 
нечно, сможете ипролелать самн. Для их 
проведения требуется очень немного — лишь 
несколько иветных источников света. Иа- 
пример. красная лампочка (‹е можно купить 
в матазиие фототоваров) и синяя (такие 
лампочки продаются в магазинах электрого- 
варов наряду с обычными). 


Зеленая тень 


В комнате. освещенной обычным бе- 
лым светом, зажгите пастольную лам- 
пу, предварительно ввернув в ес пат- 
рон красихю лампочку. Положите 
на стол лист белой бумаги и помести- 
те между ним н лампой какой-нибудь 
цеболыной предмет, например, ка- 
рандаш. На листе бумаги появится 
его тень, но она будет совершенно пе- 
ожиданной по цвету — не черной и не 
серой, а... зеленой. 

Этот эффект. видимо, связан не 
только и не столько с физикой, сколь- 
ко с физиологией и психологней. 
Тень от предмета кажется нам зеле- 
пой вследсгвие коитраста с окружаю- 
щим фопом, который, будучи на са- 
мом деле красноватым, ощущается 
пами как белый, ибо мы знаем, что бу- 
мага белая. Видимо, отсутствие крас- 
ного цвета на участке, занягом тенью. 
наше сознанне воспринимает как на- 
личине зеленого ивета па этом участке. 
Но почему имепно зеленого? 

Дело в том, что красный и зеленый 
цвета являются  допоанительными. 
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Так называют цвета,  дополпяющие 
друг друга до белого. А что это озна- 
чает? Еще в ХУИ веке Ньютои обна- 
ружил, что белый солнечпый свет 
является сложным, представляет собой 
совокуциость простых цветов — фио- 
летового, сннего, голубого, зеленого, 
желтого. оранжевого и красного. В 
этом можно убедиться, например, с 
помощью стеклянной призмы. Если 
солнечный свет пропустить через уз- 
кую щель и направить па призму, то 
получится разноцеетное изображение 
этой щели. Ньютон проводил и дру- 
гие опыты — «собирал» вместе все 
цвета (например, с помощью лиизы) 
н в результате вновь получал белый 
цвет (рис. 1). Прн этом оказывается, 
что, еслн «задержать» какой-нибудь 
ивет, скажем, зеленый, то изобра- 
жение щели становится цветным. и 
притом красным (рис. 2). Или, если 
«задержать» желтый цвет, изображе- 
ние щели получится сиинм и т. д, 
Именно в этом смысле зеленый и 
красный, желтый и синий ит. и, иве- 
та называются — лополинтельными 
(рис. 3). 

Этот интересный опыт можно иро- 
водить и с лампочками других иветов. 
Так, если лампочка будет зеленой, то 
тень станет красной. Если ламночка 
будет синей, то тень получится жел- 
той, а если лампочка будет желтой, 
тень окажется синей. Вообще цвет 
тенн всегда получается дополнитель- 
ным к цвету лампочки. 
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Рис. 1. 





Рис. 2. 


Описанное явление можно часто 
наблюдать зимой вблизи газосветных 
городских вывесок. Когда на земле 
лежит снег, на нем яспо видны тенн, 
цвет которых дополнителен к цвету 
светящейся вывески. 


Красные листья 


Погасите в комнате свет н зажгите 
ламиу, предварительно поменяв в ней 
обычную лампочку на синюю. По- 
смотрите при свете этой лампочки па 
листья растений: зеленые листья, ос- 
вещенные снинм светом, кажутся не 
зелеными и не синими, а... красными. 
В чем же дело? Оказывается, стекло 
синей лампочки пропускает не только 
синий, но частичио н красный свет. 


Вместе с тем, листья растений отра- 
жают не только зеленый свет, но от- 


части и красны? поглощая другие 
цвета. Поэтому когда на листья па- 
дает свет от синей лампочки, они от- 
ражают только красный свет и, сле- 
довательо, кажутся нам краснымн. 

Описанный эффект можно полу- 
чить и иначе: посмотрите на листья 
растений через сниие очки или через 
сниий светофильтр. Рассказывая об 
опыте с такими очками, известный со- 
ветский ученый К. А. Тимирязев пи- 
сал: «Стоит нх только надеть, и весь 
мир представляется в «розовом све- 
те». Под ясным синнм небом развер- 
тывается фантастический ландинафт с 
караллово-красными лугамн и леса- 
МИ... 
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ХТ Всесоюзная 


олимпиада 
ШКОЛЬНИКОВ 





И. Клумова, М. Смолянский 


Олимпиада 


по математике 


В этом году ХТ Всесоюзная олимпиа- 
да шкользиков была посвящена 60- 
летию Великого Октября. 

Заключительный тур по математн- 
ке ХГ Всесоюзной олимпиады про- 
ходил в столице Эстонни— городе Тал- 
яине. 

В Таллин приехали 158 школьнн- 
ка — победители республиканских 
олиминад и ребята, занявшие Ги 
места на предыдущей олимпнаде. 
Впервые на олнмпиаде была представ- 
лена команда {3 человека) учеников 
профессионально-технических — учн- 
лиш, победителей олимпнады ИТУ 
г. Ленинграда. Хозяева заключитель- 
ного тура олимпиады — таллинцы — 
также выставили свою команду из 3-х 
человек. 

В соревиованиях приняли участие 
42 восьмиклассиика, 56 девятикласс- 
ников н 55 десятиклассииков. 

Открытие заключительного этапа 
ХЕ Всесоюзной олиапнады состоялось 
14 апреля в актовом зале Таллнинского 
политехнического института. Предсе- 
датель Оргкомитета академик АН Эс- 
тонской ССР А. К. Хумал поздравил 
участников олимпнады с началом со- 
стязаний, пожелал им успехов и за- 
читал приветствие и поздравление ми- 
инстра просвещения СССР Прокофье- 
ва №. А. 


Почти нолгода жюри придирчиво 
отбирало задачи для олимпиады из 
болыного списка задач-«кандидатов», 
представленных математиками из раз- 
ных городов. Чтобы читатели смогли 
оценить эти задачи, мы полностью 
приводим их условия. Большинство 
из них уже было опубликовано в «За- 
дачнике «Кванта» (см. №№7—9)}*). 

Как обычно, заключительный этап 
олимпиады проводился в два тура. 

К решению задач первого тура 
школьникн приступили 15 апреля. На 
решение задач каждому классу отво- 
дилось по 5 часов. 

Ниже мы приводим список задач 
первого тура. 


8 класс 


1. Иа плоскости лана несамопересекаю- 
щаяся замкнутая ламаная, никакие три вер- 
шины которой не лежат на одной прямой. 
Назовем пару несоседних аненьен особенной, 
если продолженне одного из ннх пересекает 
другое. Докажите. что чнсло особенных пар 
четно. (№457) 

2. На плоскости отмечено несколько то- 
чек, не лежащих на одной прямой, н около 
каждой паписано чнело. Известно. что если 
прямая проходнт через две или более отме- 
ченных точек. то сумма всех чнсел, написан- 
пых около этих точек. равна иулю. Докажн- 
те, что все числа равны пулю. (М451) 

3. Отрезок. соединяющий середины дуг 
АВн АС окружности, описанной около тре- 
угольника "АВС, пересекает стороны АВ и 
АС в точках К и Ё. Докажите. что точки 
А. К, Ё и нентр О няисзиной окружностн 
треугольпика АВС — вершниы ромба 

4. По окружностя раслоложено лесколь- 
ко черных и белых фишек. Двое по очередв 
проделывают такую операцию: первый убн- 
рает нсе черные фишки. имеющие белого со- 
седа (хотя бы с одной стороны).`а второй 





*) В скобках после условия мы приво- 
днм номер, под которым соответствующан 
задача помещена в «Задачиике». 
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после этого убирает все белые фишки. нмею- 
щие черного соседа. Так они делают до тех 
яор. пока не останутся все фишки одного 
цвета. 

а) Пусть вначале было 40 фишек. Может 
ли случиться, что после того, как каждый 
сделает два хода, на окружностн останется 
одна фишка? 

6) На окружностн сначала было 1000 фи- 
шек. Через Какое нанменьшее число ходов 
на окружиости можег остаться одна фишка? 


93 класс 


1. В окружность вписаны треугольникн 
Т, и Т,. причем вершины треугольника ТГ 
являются середннамн дуг, на которые ок- 
ружность разбивается вершннами треуголь- 
ннка Т,. Докажите, что в шестнугольнике 
ТПГ. диегонали, соединяющие противопо- 
ложные вершины, параллельны сторонам 
треугольника Т, и пересекаются в одной точ- 
ке. (№452) 

2. Дана бесконечная чнсловая последова- 


тельность а;. @з..... @п,.. Известно. что 


Ни [ан+: — ая —=0. Докажите, что 
1-50 \, 

Итан =- 0. 

п>о 

3. См. задачу № 1 из 8-го класса. 

4. В некоторой стране из каждого го- 
рода в любой другой можно проехать. минуя 
остальные города. Известна стонмость каж- 
дога такого проезда. Составлены два маршру- 
та поездки по городам страны. В каждый из 
этих маршрутов каждый город входит ровно 
по одному разу. Прн составлении первого 


маршрута  руководствовались следующим 







8 класс 
(43 чел.) 





число 
решивших 





принципом: начальный пункт маршрута вы- 
бнирается произвольно. а на каждом следую- 
щем шаге среди городов, через которые 
маршрут еще не проходил. выбирается тот. 
поездка в который из предыдущего города 
нмеет нанменьшую стонмость (еслн такнх го- 
родов несколько, то выбнрается любой нз 
них): н так до тех пор, пока не будут пройде- 
ны все города. Прн составленин второго 
маршрута начальный город тоже выбирается 
произвольно. а на каждом следующем шаге 
средн городов, через которые маршрут еще 
не проходил, выбирается тот, поездка в ко- 
торый нз предыдущего города имеет нанболь- 
шую стоимость. Докажите, что общая стон- 
мость проезда по первому маршруту не боль- 
ше общей стоимостн проезда по второму мар- 
шруту. (№459) 


10 класс 

1, 2. См. задачи № Ти №2 нз девятого 
класса. 

3. В каждой вершиие выпуклого много- 
гранинка М сходится 3 ребра. Известно, что 
каждая его грань является многоугольинком, 
вокруг которого можно описать окружность. 
Докажите, что вокруг этого миогограниика 
хмюжно опнсать сферу. (М456) 

4. Написан миогочлен х!9-+ жх-р жхЗ--... 
..2- жх-- жх--1. Двое играют в такую игру. 
Сначала первый заменяет любую из звездо- 
чек некоторым числом, затем второй заменя- 
ет числом любую нз оставшихся звездочек, 
затем снова первый заменяет одну из звез- 
дочек числом н так далее {всего 9 ходов}. 
Еслн у полученного миогочлена не будет 
действнтельных корней. то выигрывает пер- 


Номера эвдач 





9 класс 
{56 чел.) 


число 
решивших 


18 
3 
0 


19 
3 
2 


№то> 
-У- У 
[-у- р \ 
>= 





10 класс | число |7 12 22 31 
(1 тур решив- 319 50 02 
54 чел ших +3 5 200 
11 тур 
55 чел.) 


13 8 630 18 20015" Ю10 
+ 100 800002201 
105 322 1700н 5529 
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вый нгрок, а если будет хотя бы один ко- 
рень — выигрывает второй. Может лн вто- 
рой игрок вынграть прн любой игре первого? 
(М458) 

5. См. задачу № | из 8-го класса. 


Самой трудной для школьников 
восьмого класса оказалась задача 
№ 2. После проверкн работ выясни- 
лось, что ее решили только четыре 
человека. Трудности вызвала и за- 
дача № 4, особенно пункт 6). 

У десятиклассников самой труд- 
ной оказалась задача № 4 — ее ре- 
шили всего лишь трн человека. 

А девятиклассиики решали свои 
задачи примерно одинаково. Как 
именно школьники справились с за- 
дачами, видно из приведенной таб- 
лицы.В ней для каждого класса пока- 
зано, сколько человек решили ту илн 
нную задачу полностью (оценка «- >}. 
сколько — «почти» полностью, с не- 
большими недочетами (оценка «+»)}, 
сколько — в целом не решивших за- 
дачу, но высказавших существенные 
нден по поводу ее решения (оценка 
«-Ея). Вы, конечно, обратили внима- 
ние на то, что у десятых классов чис- 
ло участников в первом и во втором 
турах не одно ито же. Один из участ- 
ников — С. Самигулин (из команды 
РСФХР) ехал в Таллин из Башкирни: 
он задержался из-за нелетной погоды 
и опоздал на первый тур. В Таллине 
пришлось специально для него сроч- 
но составить еще один вариант задач 
(утвержденные задачн | тура были 
уже известны). Во втором туре С. Са- 
мигулин решал уже одинаковые со 
всеми задачн: десятнклассников ста- 
ло 55, как и должно было быть с са- 
мого начала. 

16 апреля все школьиики приняли 
участие в коммунистическом суббот- 
нике. А жюри олимпиады в это время 
проверяло работы. 

Продолжение состязаний пронс- 
ходнло 17 апреля. Школьники вось- 
мых н девятых классов снова решали 
по 4 задачн, школьники десятых клас- 
сов — три. Вот эти задачи. 


8 класс 


5. За круглым столом сидят 7 гномов. 
Перед каждым стонт кружка. В иекоторые 
из этих кружек иалито молоко. Одни из гно- 
мов разливает все свое молоко в кружки 
остальных поровну. Затем его сосед справа 
делает то же самое. Затем то же самое дела- 
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ет следующий сосед справа н так далее. 
После того как последний, седьмой, гном раз- 
лил всем остальным свое молоко, в каждой 
кружке оказалось столько же молока, сколь- 
ко было в ней вначале. Во всех кружках 
вместе молока 3 литра. Сколько молока было 
первоначально в каждой кружке? (№454) 

6. Будем называть 2л-значное число 
особым, еслн оно само является точным квад- 
ратом, ин чнсла, образованные его первыми 
п инфрами н его послединмн л цифрамн. так- 
же являются точнымн квадратами; прн этом 
второе чнсло может начннаться с цифры 0, 
но не должно быть равно нулю. 

а} Найднте все двузначные и четырех- 
значные особые числа. 

6) Возможны лн шестизначные особые 
числа? (Докажите, что их нет. или приведнте 
прнмер такого чнсла.) 

7. Дано множество положительных чи- 
сел [а1; @»;...; @в}. Для каждого его подмно- 
жества выпищем сумму входящих в иего чи- 
сел (рассматриваются суммы из одного. 
двух, .... п слагаемых). Докажнте. что все 
выписанные числа можио так разбить на п 
групй. чтобы в каждой группе отношение 
нанбольшего числа к нанменьшему не пре- 
восходило 2. (№453} 

8. Имеется тысяча билетов с номерами 
000, 001. ..., 999 и сто ящиков с номерами 
00, 01, ..., 99. Билет разрешается опускать 
в ящик, если номер ящика можно получить 
из номера этого бнлета вычеркинанием одной 
из цифр. Докажите, что 

а) можно разложить все бнлеты в 50 ящи- 
ков; 

6) нельзя разложить все билеты менее 
чем в 40 ящиков; 

в} нельзя разложнть все билеты менее 
чем в 50 ящнков. 


9 класс 


5. Даи квадратный лист клетчатой бу- 
маги 100Х 100 клеток. Проведено несколько 
несамопересекающнхся ломаных, идущих во 
стороиам клеток и ие имеющих общих точек. 
Этн ломаные ндут строго виутри квадрата, 
а концами выходят на его границу. Локажн- 
те, что, кроме вершни квадрата, найдется 
узел (внутри или на границе), не прикадле- 
жащий ни одной ломаной. 

6. Даны натуральные числа х), хз, ... 
25 Хть Ул Ма, --5 Ир. Суммы х-Нхог...-КХль 
ни-Ритг..-Ну» равны между собой и мень- 
ше мл. Докажнте, что в равенстве х, {х,+ 
+. Нхт=и Ни ...НУп можно вычеркнуть 
часть слагаемых так, чтобы снова Получилось 
верное равенство. 

7. На плоскости дано 1000 квадратов со 
сторонами, параллельнымн осям коордннат. 
Пусть М — множество центров этих квадра- 
тов. Докажите, что можио отметнть часть 
квадратов так. чтобы каждая точка миоже- 
ства АЙ попала не менее чем в один н не 6о- 
лее чем в четыре отмечеиных квадрата. 

8. На столе стоят чашечные весы н п 
гнрь различных масс. Гирн по очереди ста- 
вятся на чашки весов (на каждом шаге со 
стола берется любая гиря н добавляется на 
ту илн другую чашку весов}. 

а) Докажите, что гири можно ставить 
в таком порядке, чтобы сначала перевеснла 
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левая чашка, затем правая. потом снона ле. 
вая, снова правая н так далее. 

Этой последовательности результатов взвс- 
шиваний сопоставнм слово из букв Ё и В: 
ЕВЕЮТВЮ... Здесь буква Ё обозначает, что 
перевесила левая чашка, а буква Ю означа- 
ет, что неревесила правая чашка. 

6) Докажнте, что для любого слова длн- 
ны л из букв Би Ю можно в таком порядке 
ставнть гири на чашки весов, чтобы это 
слово соответствовало последовательности ре- 
зультатов взвешиваний. (М461) 


10 класс 


6. Мы будем рассматривать многочлены 
от одного переменного со старшим коэффи- 
циентом |. Будем говорить. что два таких 
многочлена Р и О хоммитируют, если мно- 
гочлены Р (0(х)) н О (Р(х}} тождествеино рав- 
ны (то есть после раскрытия скобок н приве- 
дения к стандартному виду все коэффициенты 
этнх многочленов совпадают). 

а) Для каждого числа © найдите все мно- 
гочлены @ степени не выше трех. коммутн- 
рующне с многочлемом Р {х) = х?—&. 

6) Пусть Р — многочлен степени 2, # — 
натуральное число. Докажите, что существу- 
ет не более одного многочлена степени #, 
коммутирующего с Р- 

в) Найдите все многочлены степеней 4 
н 8, коммутирующие с данным многочленом 
Р степени 2. 

г) Многочлены © и А коммутируют с одним 
и тем же многочленом Р степени 2. Докажите, 
что они коммутируют между собой. 

д) Докажите. что существует бесконечная 
последовательность многочленов Ру, Ру, Р..... 
.... Рь. .... Где Рь— многочлен степени А, 
в которой любые два многочлена коммутн- 
руют н многочлен Рь нмеет внд Р.(х) == 2-2. 

7. Пусть А — 2п-значное число (первая 
цифра не нуль). Будем называть число А 
особым. если оно само является точным квад- 
ратом, н числа. образованные его первыми п 
цифрами и его последиимн п цифрами. так- 
же являются точными квадратами: прн этом 
второе число может начинаться с цифры 0, 
но не должно быть равно нулю. 

8) Найдите все двузначные н четырех- 
значные особые числа. 

6) Докажите, что существует хотя бы 
одно 20-значное особое число. 

в; Докажите, что существует не более 
10 особых 1Ю0-значных чисел. 

г) Докажите, что существует хотя бы 
олно 30-значное особое число. (№460) 

8. Марсианский алфавит состоит из 10 
букв, и любое трехбуквенное слово образует 
марсизнскую фамнлию (то есть на Марсе 
ровно 1000 различных фамнлий). По марсн- 
анским законам имя марснанина должно со- 
стоять нз двух букн и получаться из его фа- 
милии вычеркиванием одной буквы. 

а) Докажите, что можно составить спи- 
сок из 50 имен так, чтобы марснании с любой 
фамилией мог выбрать себе одно из этих 
имен. 

6) Докажнте, что нельзя составить та- 
кой список менее чем из 40 имен. 

в) Докажнте, что нельзя составить та- 
хой список менее чем из 50 имен. 
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г) В прошлом веке марсиане носили че- 
тырехбуквенные фамилии. а двубуквениое 
нмя получалось из фамилии вычеркиванием 
любых двух букь. Докажите, что в прошлом 
веке можио было обойтись списком из 34 имен. 

д) Найдите минимальный список нмен 
(двубукненных), который годился бы, если 
бы фамилии марснанв состояли из # букв. 
Попробуйте решить эту задачу для А--4, 5, 
бн так далее. 


Пожалуй, второй день оказался 
для восьмиклассников более тяже- 
лым (как, впрочем, и для других 
классов). А особенно сложной —по- 
следняя задача № 8 (конечно, если 
не принимать во внимание совсем уж 
«непосильную» задачу № 7, до кото- 
рой школьники не дошли, потратив 
много временн на поиски ответов в 
других задачах). Последний пункт 
этой задачи решила всего одна участ- 
ница — Гаянэ Шахбозян — ученица 
физико-математнческой школы № 45 
при Ленинградском государственном 
укиверситете, получившая в резуль- 
тате { премию. Лучшей же работой 
по итогам двух дней состязаний была 
признана работа ученика той же шко- 
лы Ильи Захаревича. Вообще надо 
отметить, что ФМШ при ЛГУ доби- 
лась на олимниаде прекрасных ре- 
зультатов: ее воспитанники получи- 
ли 3 первых, | вторую и 2 третьих 
премни; эта школа была награждена 
специальным призом «За лучшие ре- 
зультаты». 

Вторым днем в десятом классе был 
исследовательский тур (в прошлом 
году такой тур был в каждом клас- 
се). Десятиклассникам было предло- 
жено три сложных задачи, каждая из 
которых была разбита на несколько 
пунктов, расположенных в порядке 
возрастания трудности. Задача № 6 
связана с алгеброй, № 8 — арифмети- 
ческая, а задача № 7 — это развитие 
задачи № 6 для восьмого класса. 
Листки с условиями задач, розданные 
школьникам, начинались словами об- 
рашения жюри: «Во второй день 
олимпиады мы предлагаем вам три 
тридные задачи. Рекомендуем выбрать 
одну из них и продвинуться в ее ре- 
шений кок можно дальше. Жюри бу- 
дет значительно выше оценивать 6бо- 
лее глубокое исследование одной задачи, 
чем ответы на легкие вопросы в нес- 
кольких задачах». К сожалению, зна- 
чительного продвижения в каждой из 





Восьмнклассники, награжденные диплома- 
ми 1 степени (слева направо): С. Хлебутни, 
А. Ляховец, Г. Шахбозяи, И. Захаревич. 





Девятиклассники, награжденные дипломами 
1 степенн (слева направо): Л. Лисничук, 
В. Бугаенко, В. Кинжник, В. Гальпернн, 
В. Нейман. 





Десятиклассники. 
ми | степени (слева направо): Д. Флаасс, 
А. Чурбанов, Г. Рыбников, Л. Гаидельсман. 


награжденные диплома- 


предложенных задач ни у одного де 
сятиклассника не оказалось. Так как 
исследовательский тур проводился в 
порядке экспернмента, жюрн прн- 
няло решение считать основными ре- 
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зультаты первого дня. Результаты 
второго дня могли их только улуч- 
ШИТЬ. 

В свободное от решения задач вре- 
мя ребята совершили несколько эк- 
скурсий по Таллнну и его музеям 
(ведь Таллин — это город-музей сред- 
невековья, один из красивейшвих н 
интереснейших городов Советского 
Союза), побывали в лабораториях са- 
мого крупного в Талляне вуза — по- 
литехнического института, были в те- 
атре оперы н балета «Эстония», встре- 
чались с учеными, с таллинскими 
школьниками. 18-го и 19-го апреля 
для ребят было прочитано несколько 
интересных лекций: «Геометрия Лоба- 
чевского ни небесная механнка» (лек- 
тор — профессор МГУ В. А. Алек- 
сеев), «Как измеряют расстояния 
между кривыми» (лектор — доцент 
МГУ В.А. Скворцов}, «Системы 


счисления» (лектор — профессор 
И. М. Яглом), «Теорема Абеля- 
Руффини» (лектор — кандидат 
физико-математнческих наук 


Д.Б. Фукс), «Теория групп ин 
олимпиадные задачи» (лектор — кан- 
дидат  физико-математических наук 
А. К. Толпыго). Председатель 
жюри по 8-му классу кандидат физико- 
математических наук Н. Н. Ков- 
стантннов провел со школьнн- 
ками восьмых классов несколько за- 
нятий «Математического кружка». 
Была организована встреча жюри с 
учениками математических школ Тал- 
лина. 

Пока мы все время говорили толь- 
ко о победителях (ведь все участникн 
Всесоюзной олимпиады — это пабе- 
дители школьных, областных, и, на- 
конец, республиканских олимпиад). 
А теперь мы обращаемся к любителям 
«царнцы наук», не новавшим в число 
победителей. Не огорчайтесь! Неуда- 
ча на олимпнаде — вовсе не показа- 
тель неспособности к математике. 
Многие математики не принадлежат 
к «спортивиому» или «олимпнадному» 
типу. Они медленно решвают трудные 
задачи и доказывают сложные теоре- 
мы. Важно быть усидчивым и труло- 
любивым человеком, глубоко ннте- 
ресоваться наукой. Научиться мате- 
матике можно лишь, постоянно решая 
задачи, обдумывая всевозможные обо- 
бщения, придумывая свои задачи и 


теоремы. В этом большую помощь 
может оказать вам «Квант». 

Торжественное закрытие олимпиа- 
ды состоялось 19 апреля. Замести- 
тель председателя жюри М. И. Баш- 
маков зачитал решение жюри Х] Все- 
союзной математической  олимпиа- 
ды. Итак, по итогам двух дней состя- 
заний было решено присудить 13 пер- 
вых, 24 вторых, 24 третьих премии 
и отметить похвальными отзывами | 
степени 32 участника олимпиады и 
похвальными отзывами И степени — 
36 участников. Имена победителей 
ХТ Всесоюзной олимпиады мы пуб- 
лнкуем на с. 72. 

Кроме того, различные организации 
и предприятия Эстонин учредили спе- 
циальные призы (за лучший резуль- 
тат, за самое оригинальное решение, 
лучшему по республике, представите- 
лю самого отдаленного уголка Совет- 
ского Союза и т. д.), которыми были 
награждены многие школьники. Спе- 
цнальный приз журнала «Квант» — 
подшивку журнала за 1976 год с ав- 
тографом главного редактора акаде- 
мика И. К. Кикоина — получил 
школьник 8-го класса из г. Таллина 
Марк Левин (ои участвовал в 
соревнованиях вне конкурса, и по- 
этому ему не было присуждено ника- 
кого официального места). Подпиской 
на журнал «Квант» на 1978 год были 
награждены также восьмиклассиики: 
Ляховец Андрей (Краснодар), 
Хлебутин Сергей (Пермь), 
Бернотас Андрюс (Вильню‹)}, 
Власов Вячеслав (Киев), 
Ирматов Анвар (Наманган 
УзССР). 

По итогам олимпиады была со- 
ставлена команда для участия в 
ХХ Международной — олимпиаде 
школьников по математике. В состав 
команды вошли: А. Амброладзе 
(Тбилиси), А. Аузиньш (Рига), 
Я. Виннишин (Киев), В. Гальперин 
(Москва), А. Кодрян (Рыбница), 
Г. Рыбников {Москва)., Д. Флаасс 
(Новосибирск) нА. Чурбанов (Моск- 
ва). Х1Х Международная олимпиа- 
да проходила в Белграде (Югосла- 
вия). Мы расскажем об этой олим- 
пиаде в одном из следующих номе- 
ров журнала. 





У. Лиманов 


Решение 
задач 
олимпиады 


В этой статье разбираются трн задачн за- 
ключительного тура Х1 Всесоюзной матема- 
тнической олимпиады, которые ие вошли в 
«Задачник «Кванта». Решення задач, опуб- 
ликованных в «Задачнике «Кванта» , появят- 
ся в соответствующих номерах журнала в сле- 
дующем году. (Условня залач см. на с. 58—61.) 


8 класс. Задача 4. 


Вместо того чтобы убирать фишки. бу- 
дем ставить их, начав с одной черной фишкн. 
Добавнм к ней белые фишкн так, чтобы у 
каждой из них был черный сосед (одну илн 
две). Затем поставим несколько черных фи- 
шек так, чтобы у каждой нз них был белый 
сосед и чтобы у «старой» черной фншки бе- 
лых соседей не было Следующим ходом сно- 
ва ставятся белые фишки с соблюдением 
этих двух условнй н т. д. 

Обозиачим через &; число черных фи- 
шек, выставленных после Е ходов, а через 
и;— число белых. Если на &-+- 1-м ходу прн- 
ставляются черные фишки (1 четно), то $;+.= 
==: Зил. цна=и. Если же — белые фиш- 
ки (7 иечетно), то 81+:=8:. иные 26 
мы каждым ходом все фишки какого-нибудь 
одного цвета окружаем двумя фишками дру- 
гого цвета. Ясио, что большего чнсла фишек 
приставить невозможно. 

Условимся записывать положенне фи- 
шек на окружностн после го хода в внде 
вектора<( $: 5; > н вычислим несколько пер- 
вых векторов: 


{10-4 1;2)-><5:2—<5;12>- 
—<29:12>-><29:70)-+<169:70>- 
—<169:408)-><985;408). 


Убедимся тенерь, что в задаче а) ответ по- 
ложительный, а в задаче 6) наименьшее чнс- 
ло ходов — восемь. 

Действительно, после четвертого хода бу- 
дет выставлено 29-12-41 фишек. При пере- 
ходе от {5; 12» к «29, 12» добавляются 
24 фишки. Из них не больше 2х 5-= 10 отве- 
чают за выполненне второго условия — отде- 
ляют старые черные фишки от белых. Назо- 
вем эти фишки обязательными. Пометим их 
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среди 24 добавленных н уберем любую не по- 
мечениую. Получнм набор из 40 фишек, 
удовлетворяющий условиям задачн (на ри- 
сунке | показан одни такой набор). 

Аналогично следует действовать н в 'за- 
даче 6). Семи ходов недостаточио, посколь- 
ку 169--408 < 1000. При переходе от <169. 
408) к <985. 408» добавлено не больше 
169% 2==378 обялательных фишек и ис 
меньше 816—378==438 фишек можно убрать. 
Нам же нужно убрать 985-- 4058—1000 = 393 
фишки. 


9 класс. Задача 2. 


Чтобы решить эту задачу, иужно воспользо- 
ваться определением предела последователь- 


ности. Поскольку т 

по, ) 
для любого положнтельнюго в найдется такое 
т, что для всякого и>хт 


| 1 
> @п — # < @п+1< 5 @п 2. 


Яп+а =. @л | =0, 
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Докажем нидукцией по г такое неравенство: 
1 1 
ага" — 25 < @п+: < 57 @п + 2=, 


гле п — любое число, большее т. Действи- 
тельно, 


1 
2-1 


| ‚ 
(574 — 2 | — 


1 
а, — 2 Г 


1 
— < 5 ап: — «Зап: < 


! ий 

< бы (прав + 2) += 
| 

= 5рЕг ав -- 2. 


Но для любого е>0 можио указать такое Г, 

@п 
что г «в. Из этого следует, что для про- 
извольного #>0 можно указать такое А, что 
для всех [> выполняется  иеравенство 
—3=<а1<3е. По определению предела это 
и озмачает. что пад = 0. 

п-о 





9 класс. Задача 5. 


Будем считать, что на границе квадрата сво- 
бодных узлов нет. Докажем. что любая си- 
стема ломаных, удовлетворяющих условиям 
задачи и этому условию, проходит через чет- 
ное число узлов. 

Занумеруем узлы на границе квадрата 
так. как это показано на рисунке 2. Легко 
сужбразнть. что ломаная, соелиняющая точ- 
ки с номерами Ри 7. проходит через 1-55 7+ 
-- 21 узлов, где значение Г зависит от лома- 
ной. Подсчитаем теперь удвоенное число уз- 
лов, через которое проходят наши ломапые. 
Поскольку из каждой точки границы квад- 
рата, кроме вершин, выходит ломаная, это 
число равно 4-99--Х1--У7-221 (1./), где 
КЕ. р— значение { для ломаной с началом 
з точке Ги конном в точке /. Легко заметнть. 
что УЦЕ/ четна, поскольку каждое слагае- 
мое встречается в имей дважды: ЦЕ.Л=ЕНЕО. 
Следовательно. наша система ломаных про- 
ходит через четное число узлов. а всего уз- 
лов, ие лежащих на границе нашего листа, 
99". исчетное число. Таким образом, дей- 
ствительно останется непройденным хотя бы 
один узел. 





Т. Петрова, Л. Чернова 


Олимпиада 


по физике 


Заключительный этап Х! Всесоюз- 
ной олимпиады школьников по физике 
проходил с 14 по 19 апреля этого года 
в городе Фрунзе. Участниками этого 
этапа, как всегда. были победители 
республиканских олимпиад, = 30- 
нальных олимпнад, проходивших в 
РСФСР, олимпиад городов Москва 
и Ленинград и победители Х Все- 
союзной олимпиады, получившие 
Дипломы Ги И степени. Всего во 
Фрунзе приехали 136 человек: 50 ле- 
сятиклассников, 47 девятиклассии- 
ков, 39  восьмиклассннков. 

Открытие заключительного этапа 
олимпиады состоялось 14 апреля. 
С приветственными словами и поже- 
ланиями успехов к участникам обра- 
тились заместитель министра народ- 
ного образования Киргизской ССР 
3. Д. Джантакова, председатель жю- 
рн олимниады но физике профессор 
Киргизского государственного  упи- 
верситета „1. В. Тузов и др. 

15 апреля начался первый — тео- 
ретическвй — тур. Как всегда, он 
проходил по классам. Восьмиклас- 
сникам были предложены 4 завачи, 
девятиклассинкам — 5 задач, десятн- 
классинкам. — 5 задач. В подготовке 
ин составлении этих задач принимали 
участие преподаватели различных 
физических вузов страны и препода- 
вателн  цакол: Л. Г. Асламазов, 
Л. П. Баканииа, В. Е. Белонучкин, 
Ю. М. Брук, Е. И. Бутиков, 
Н. И. Гольдфарб, М. В. Грабиленков, 
А. Р. Зильберман, О. Ф. Кабардин, 
С. М. Козел, А. С. Кондратьев, 


3 Квакт № И 


С. С. Кротов. 3. В. Оганесова, 
В. А. Орлов, Е. Л. Рамишевский, 
Н. А. Родина, О. Я. Савченко, 


В. Е. Скороваров, И. Ш. Слободец- 
кий, А. Л. Стасенко, Е. Л. Сурков, 
В. Г. Харитонов ин др. 

Ниже мы приводим полные тексты 
задач теоретического тура заключн- 
тельного этапа ХТ Всесоюзной олим- 
пиады (все этн задачи вошли в «За- 
дачник «Кванта» (см. «Квант», 1977, 
№№ 7, 8. 9)}. 


8 класс 


|. Дейстнуюищан модель подъемного кра- 
на способна подиять 10 бетонных плит без 
обрына троса. Сколько плит поднимет реаль- 
ный кран. изготовленный ил тех же матерна- 
лов. если линейные размеры крапз. троса 
и плит в 12 раз больше. чем в модели? 

2. Две льднны движутся поступательно 
< одинаковыми ло абсолютпому значевию 
скоростями: одна — на север. другая — из 
запад. Оказалось. что в любой момент вре- 
мени на обенх льдинах можно так располо- 
жить часы. что скоростн концов секундных 
стрелок относительно Земли будут равными, 
причем для каждого момента времени такое 
расположение сдинстиенно. Определить. на 
какое расстояние неремещаются льдины за 
сутки. если длниа каждой секупдной стрел- 


ки ранниа |] см. Циферблаты часов располо- 
жены горизоитально. 
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Рис. 2. 
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| 3. При подключении гальванического 


элемента напряжением |.5 В к зажнмам А 
БЕ ЗЕ СЕ и Б амперметр показал ток ГА (рис. 1}. 
Когда полярнссть элемента измеинли на про- 


(4) (№) (№) тивоположную, ток упал в 2 раза. Какая 
электрическая цепь находится инутрн ко- 
робки? 


4. Рисунок 2 сделан со стробоскопнче- 
ской фотографии кубика. движу:цегося вдоль 
наклонной плоскости. Промежутки времени 

Рис. 3 между последовательнымн вспышками лампы 
ыы равны 0.1 с. Определить коэффициент тре- 
ния кубика о плоскость. 


9 класс 

1. Цепь. показанная на рисуцке 3. собра- 
на из одинаковых резисторов к одинаковых 
вольтметров. Первый вольтметр показывает 
(= В, а третий — (И:=8 В. Каково по- 
казание второго вольтметра? 

2. На рнсунке 4 нзображены два замкну- 
тых цикла: АБВА и АВГА. Оба цикла про- 
ведены © идеальным одноатомным газом. 
1) Указать, на каких участках циклов газ 
получает и на каких участках отдает тепло. 
2} У какого из циклов коэффициент полез- 
ного действия выше? Во сколько раз? 

Рис. 4. 3. В высоковольтном электростатнческом 
генераторе заряды исреносятся диэлектриче- 
ской лентой и заряжают высоковольтный 
сферический электрод раднуса Ю=1.5 м 
(рис. 5). Оценить максимальные значения 





источник 


нагрузка 





Рис. 5. 





Рис. 7. 





Рис. 6- Рис. В. 
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напряжения и тока, которые можно получить 
от такого генератора, еслн скорость ленты 
#:=20 мГ. а ее шнрина {= 1 м. Пробой в воз- 
духе возникает при напряженности электро- 


ых 
статнческого поля |Е}{=30 кВ.:см. 

4. Природный уран состоит из смеси 
двух изотопов с относительнымн атомными 
массами 235 н 238 и отношением концентра- 
ций 7:1000. Для увеличення концентрации 
235], который применяется в атомиых реак- 
торах. используется нстечеине газообразного 
соединения ОЁз (шестифтористый уран) в вз- 
куум через маленькие отверстия. Газ про- 
пускается через трубу Т с пористымн стен- 
камин (рис. 6}. Прошедший через стенки тру- 
бы газ откачивается из сосуда С. Найти от- 
ношение концентраций 230Е, н 2385, в от- 
качиваемом газе. Относительная атомная 
масса фтора равна 19. 

5. Рисунок 7 сделан со стробоскойнче- 
ской фотографии движения двух сталкиваю- 
щихся чгариков одинаковых диаметров. ио 
разных масс. Стрелкой па рисуике показано 
направление денжения одного нл шариков 
до столкновения. |) Определить отношение 
масс шарнков. 2) Указать. в каком направ- 
лении двигался до столкновения второй ша- 
рик. 


1Ю класс 

1 Нарисовать примерный график завн- 
снмости от времени ноказавий вольтметра 
(рис. 8) иосле размыкания ключа К Волыьт- 


р.2Т 


Рис. 9. 


7 





Рис. 10. 
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метр и катушка индуктивности идеальные: 
К—100 Ом, и—=300 В. 

2. Луна одновременно фотографируется 
с одной и той же стороны с Земли и со спут- 
ника Луны. Орбита спутннка круговая. Дна- 
метр изображения Луны на фотографии, 
полученной на Земле, равен 4,5 мы, а на спут- 
инке Луны — 250 мм. Найти пернод обра- 
щення спутника Луны по его орбите, еслн 
оба синмка слеланы с помощью одннаковых 
объективов с фокусным расстоянием 500 мм. 
Принять, что ускорение свободного падения 
на Луне в 6 раз меньше, чем на Земле, и рас- 
стояние от Земли до Луны равно 380 600 км. 

3. Теплоизолированиая полость неболь- 
шимин одинаковыми отверстнямн соединена с 
двумя объемами, содержащими газообраз- 
ный гелий {рис. 9}. Давление гелия в этих 
объемах поддерживается ностоянным и рав- 
ным р, а температуры поддерживаются рав- 
нымн Т в одном из объемов и 27 в другом. 
Найти установившиеся давленне и темпера- 
туру внутри полости. 

4. Рисунок 1Ю сделаи с фотографии тре- 
ков частиц в камере Вильсона. Распады ядер 
газа. наполияющего камеру Вильсона. выз- 
ваны в данном случае действием на них бы- 
стрых нейтронов. Камера Вильсона была за- 
полнена смесью водорода (Н›). паров спирта 
(СН,ОН) и воды (Н2О} и помещена в магиит- 
ное поле с нндукцией 1.3 Т. Вектор магнит- 
кой индукцин направлен перпендикулярно 
к плоскостн рисунка. 1) Определить энергию 
протона. появившегося в точке А. Траектория 





Рис. 12. 
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Победители Х1 Всесоюзной олимпиады школьников ло физике, получившие Дипломы 1 сте- 


мени. Внизу (слева направо): В. Решетов, 
М. Цыпин; вверху (слева направо): Е. Зудин, 


этого протона — кривая АА’. Почему ме- 
няется кривизна траектории протона? Опре- 
делить энергию протона в точке С его траек- 
тории. Масса протона равна 1.67-10-** ку. 
2) Определить. ядро какого элемента распа- 
лось в точке А. ссли треки частиц. начинаю- 
щихея в этой точке, идентифиинрованы как 
следы лвух протонов н днух -частиц. 

5. На рисунке И приведена вольтампер- 
ная характеристики ламлочки от карманного 
фюнарх. Лазиючка включена ин схему, пока- 
занную на рисунке 12. |; Найти графически 
ток в ламначке. 2) Прн каком положении 
движка  потенцнометра папряжепне между 
точками А и В равно пулю? 3) При каком 
ноложении дкижка потенциометра напряже 
ине между точкамн ИА и В почти не будет 
меняться при неболыних изменениях 5. д. с. 
батарен? Внугренним сопротивлением бата- 
рен пренебречь 


16 апреля все участники олим- 
пизды ирпияли участие в Ленинском 
коммунистическом субботнике. Жюри 
олимниааы в эгог день ироверяло 
работы теоретического тура. Уснен- 
но справились © задачами миогие 
участники. Наивысший балл, который 
давался за безукоризненно правиль 
кое решение задачи, был 1. Однако 
некоторые школьники привели гакие 
оригинальные решення, что жюри 
присудило им дополнительно еще 
0.25 балла. Это были „Р. Богданов 
{Ленинград}. А. Забродин (Москов- 
ская обл.]. О. Лшценко Киев), 
ЛД. Моржиков (Кемеровская обл.), 
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В. Щукин. Д. Коврнгин, 


К. Третьяченко, 
А. Мирлин, С. Шпилькин, 


А. Гакопольский. 


А. Морозов (Москва}, А. Москалев 
(Токмак), Н. Мошков (Ленинград), 
А. Потапов (Московская обл.), А. Ша- 
фаренко (Караганда), В. Щукин (Ле- 
нинград), О. Ющиук (Киев). 

17 апреля проходил эксперимен- 
тальный тур. Задачи этого тура и обо- 
рулование для его проведения подго- 
товили сотрудники физического фа- 
культета Киргизского государствен- 
вого университета. Подробный разбор 
этих задач вы найдете в помещенной 
в этом номере статье (1. Дика — от- 
ветственного секретаря жюри Х| Все- 
союзной олимпиады по физике. 

Наиболее успешно выполнили 
задание  экспериментального тура 
В. Бектишев (Новосибирск), Л. Бог- 
данов (Ленинград), А. Ганопольский 
(Минск), А. Дик {Фрунзенская обл.)}, 
Д. Ковригин \Лепинградская обл.), 
Г. Криуцзе (Тарту). А. Морозов (Моск- 
ва), В. Решетов (Московская обл.}, 
я Сухинин (Приморский  кр.), 
К. Третьяченко 1Кнев). С. Шпиль- 
кин (Московская обл.) А. Юр- 
генсон Омск), О. Ющук {Киев}. 

18 апреля жюри олимпиады после 
пцательного анализа теоретических и 
эксперимеитальных работ участников 
определило лучших из них. 

19 апреля на закрытия ХГ Все- 
союзной олимпиады школьников по 
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физике было объявлено решение жю- 
ри. Имена победителей, получивших 
Дипломы 1, Ши 11 степени, приве- 
дены на 7.3 страпнице этого номера. 
Многие участники олимпиады награж: 
дены различными грамотами и при- 
зами. Слециальный приз — подшивку 
журнала «Квант» за 1976 год с автог- 
рафом главного редактора журнала 
академика И. К. Киконна — получил 
Б. Барпиев (восьмиклассиик из села 
Успеновка КиргССР). Подпиской на 
журнал «Квант» на 1978 год награж- 
дены А. Аболтыные (Рига), Г. Вая- 
кас (Тарту), МН. Гусев (Воркута), 
В. Пивоваров (Красноярск) и В. Тау- 
райтис (Вильнюс). 

Согласно постановлению Министер- 
ства просвещения СССР о проведении 
Всесоюзной олимпиады школьников, 
победнтелн Х1 Всесоюзной олимпна- 
ды. награжденные Дипломами Ти И 
степени, получили право  участво- 
вать в заключительном этапе ХИ Все- 
союзной олимпнады. 

Десятиклассники А. Ганополь- 
ский, В. Решетов. К. Третьяченко, 
Р. Шарипов и В. Щукин стали участ- 
никами Х Международной физической 
олимпиады школьников, которая про- 
ходила в этом году в городе Градец, 
Кралбве (Чехословакия). Об этой 
олимпиаде мы расскажем в одном из 
следующих померов нашего журнала. 





Идет экспернмент. 


И. Дик 


Экспериментальные 
задачи олимпиады 
по физике 


17 апреля в лабораториях физического фа- 
культета Киргизского государственного уни- 
верситета проходил экспериментальный тур 
заключительного этапа ХЕ Всесоюзной олим- 
пнады школьников по физике. Каждому уча- 
стнику олимпиады предлагалось решить две 
экспериментальные задачи. Расскажем об 
этих задачах и их решениях. 


8 класс 


Задача } Определите плотность 
металла. находящегося в одном из двух кусков 
пластилияа. если известно. что массы пла. 
стилино в обоих кискак одинаковы. Оцените 
точность полученного результата. Извлекать 
металл из пластилина не разрешается. 

Оборудование: |1} весы с разно- 
весами. 2) стакан с водой, 3} штитив. 

Пользунсь весами с разновесамн. можно 
определить массу куска пластилина с метал- 
лом (ул ти}. массу чистого пластилина 
(тил} Н по их разности — массу металла 
(тм). паходящегося в одном из кусков пла. 
стилина. Взнесив данные куски пластилина 
сначала в воздухе. а потом в воде. можно 
найти выталкинающую силу и. зная плот 
ость воды. можно вычислить объемы кусков 
(Ина-г Им и Ин. Объем металла (Им} мож- 
но определить по разности этих объемов. 
Тогда плотность металла 


ты 
/ 
Ум 


Было два варнанта: н одпих кусках Пласти- 
лина находился кусок алюминия, и дру- 
гих — кусок железа. 

Весьма интересяым было бы решение этой 
задачи. если бы вместо определенного куска 
чистого иласгилина массой, раннон массе 
иластилнна в составиом куске. Дданался про- 
сто пластилин (в исопределениом количест- 
ве). В этом случае для решення задачн надо 
было бы взять кусок чистого пластилина. 
масса которого равна массе [70 составного 
куска (объема И). и определить его объем 
(№5). Плотность металла можно найти, ре- 


Вы — 
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шив следующую систему четырех уравиений 
с четырьмя иен вестными м. пл. Ум н 
Ула’ 


тра У га + Ву У» 
и = У из + Ум 
= Иа + Ум 
Рил 


т 
ы 





› = 
[ пи 


Задача 2 С помощью двух динамо- 
метров и Озих измерительных линеек опреде- 
анте возможную механическую схему и пара- 
метры составных злементов в коробочке 
{рис. 1). не вскрывая ее, 

Примечание. Не разрешается из- 
гибить выстипающие проволочные концы и 
растягивать их с гнилой, превышающей пре- 
дельные показания динамометрс. 

Эту задачу с ‹черным ящиком» решили 
многие участники олнмпиады. Внутрн коро- 
бочкн была механнческая схема, состоящая 
из свободно перемещающегося рычажка. пру- 
жннки и четырех проволочных выводов с 
крючкамн на концах (рис. 2). Разгадать эту 
схему можно было. сравнивая поочередно 
смещения проволочных концов при иепод- 
вижном одном Иа НИХ. 

Пусть сначала остается неподвижным 
конец А, а конец О смещается, например. 
вправо на Ахр=-2 см. Прн этом конеш В 
смещается тоже вправо. но ва величнну 
Ахл- 3 см, а конец С остается неподвижным. 
Еслн оставить иеподвижным конец В, а конец 
О переместить наАхр= [см‚то концы А и С пе- 
реместятся в ту же сторону.но на Ахд= Ахс= 
= Зсм. Если же оставить неподвнжными сра- 
зу два конца: А м В (для чего между соот- 
нетстнующими крючками можно было за- 
жать линейку}, то концы Он С ннкуда не 
сместятся. Но если при этом к концу С при- 
каадывать некоторую силу, то смещение это- 
го конца будет пропорционально действую- 
щей снле 

На основанин проведенных опытов не- 
трудно сделать вывод, что концы А, Ви б 
прикреплены к рычажку непосредственно. а 
конец С — через пружинку. Конкретные вз- 
мерения дают воёможиость определить соот- 
ношение плеч рычажка, жесткость пружнн- 
кн и ее предельно допустимое растяженне. 







«ВСЕСОЮЗНАЯ САИМИНАДА 
А — ШКОЛЬНИКОВ 
Фрунзе 1977 


> 


МП 
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9 класс 

Задача |. Определить объем возду- 
ха. удаляемого насосом Комовского за один 
цикл, и атмосферное довление. 

Оборудование: #1) насос Комов- 
ского, 2) вакуумная тарелка с колпаком, 
3) манометр, 4} линейка, 5) математические 
таблицы. 

С помощью линейки можно намерить внут- 
ренний днаметр н среднюю высоту колпака 
н определить объем И, воздуха поз колпаком. 

Обозначнм атмосферное давление через 
2%. давление под колпаком после первого 
оборота рукоятки насоса через р. объем 
удаленного за один оборот воздуха через 
АУ. Тогда при медленном вращенин рукоят- 
кн (когда температура воздуха не меняется) 
выполняется такое соотношение: 

Рег ри ГАУ). 
После второго оборота можио записать ана- 
логичное равенство’ 
ри Ио ри ВИ). 

В принципе из этих двух уравнений можно 
найти атмосферпое давление ро н объем АГ 
удаленного за один оборот воздуха Однако 
практнческн иеудобно измерять давления 
воздуха после каждого оборота (р, очень 
незначительно отличается от дз). Лучше из- 
мерить давления после известных Ё ил обо- 
ротов н составить соответствующую систему 
уравнений: 


рой = рь (Уз + АИ 
роб —= ри | Ио -- ди" 
Отсюда 


У" = Ра (Ул). 
Ри ` 





Прологарифмировав это уравнение, можно 
найти АИ, а затем и рь. 

Задача 2. Второй задачей для де- 
вятиклассников, как ин для восьмиклассин- 
ков, была задача с «черным ящиком». Только 
в этом случае схема внутри была несколько 
мной (рис. 3}. причем концы В ир былн при- 
креплены к рычажку шарнирно. 


Ю класс 
Задача 1. Определите. как можно 
точнее, показатель преломления жидкости. 
Оборудонание: #4) колба с ис- 


следуемой жидкостью, 2} стеклянная кювета, 
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жидкостью плоскопараллельной пластинкой, 
расстоянне 4. от лампочки до линзы можио 
записать так: 


{ 
аа, п +-. 


где { — ширниа кюветы, а л — нскомый по- 
казатель преломления жидкости. Тогда из 
формулы лиизы 


1 1 1 


Е. 


4. 
(/— новое расстояние от линзы до экрана) 
можно майти показатель преломления нп. 
6) Можна определить показатель пре- 
ломлеиня. собрав схему, иоказаниую на рн- 
супке 5. Луч света, прошедший через узкую 
щель в экране. падает под малым углом © 
на плоскопараллельную пластиику (кювету 
< неследуемой жидкостью} н преломляется 
соответствующим образом. Измернв |АВ| и 
СБ]. можио найти показатель преломления 
п: 


_ 4681 
_ 1 АВЕ? 


Задача 2. Опредените максимально 
возможное число пираметрон жидкости, ис- 
пользия саедующее оборудование: [| кодба с 
жидкостью, 2} химический стакан. 3) бита- 
рейки. 4} имперметр. 5} вольтметр. 6) дн- 
намометр. 7) колодка с заектродами. 8) вы- 
каючитель. 9} резиновый жецтик. 10) ди- 
нейка. 11) кусок проволоки. 12} груз. 

С помощью указаниого оборудовання 
можио определить плотность. коэффициент 
понерхностного натяження н удельное со- 
противление исследуемой жидкости. Для оп- 
ределення плотности понадобятся грузик н 
динамометр. Коэффициеит поверхностного иа- 
тяжения можно измерить. используя ирово- 
лочный каркае и резниовый жгутик. Жест- 
кость последнего легко пайти с помощью ди- 
измометра и линейки. Остальное оборудова- 
ине позволяет определить удельное сопротив- 
ление данного раствора. 

В заключение хотелось бы отметить, что 
многие Участиики ХГ Всесоюзной олимпиады 
но филнке при вынолнении экспернмеиталь- 
ных работ пролемонстрировали хорошие 
умения и навыки. а некоторые даже прояпи- 
Ли изобретательвость и смекалку, 


п 





Рис. 4. 





Рнс. 5. 


3} декза. 4) экран, 5} лампочке, 6) батарей- 
ка. 7) полоски милаиметровой пули. 

Эту задачу можно решать раляыми сно- 
собами, Рассмотрим дна пз ИИА. 

э\ Собрав саотвехстимющмую устамоику 
(рис. +. а} и получив четкае изображение 
нити лампочки на экране. можно определить 
фокусное расстояние линлы: 


а 
В 


где а — расстоявие от Лампочки до линия, 
а и— расстояние от лиючы до экрана. 
Затем, поместив между ламиочкай и лин- 
зой кювет) с исследуемой жидкостью прис. 4. 
6). надо сиоза добиться четкого изображепня 
мити ламвочки на экране. Считая кюнету с 
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Победители 
Х! Всесоюзной олимпиады 
Школьников 





Математика 


Дипломы |! степени 


по 8 классам получили 


Захоревич И. (Ленинград, ФМШ № 45). 
„Тяховец А. (г. Краснодар. с. ш. № 47). 
Хлебутин С. (Пермь. с. ш. №06). 
Шахболян Г. Ленинград. ФМШ № 45): 


по 9 клаесам — 

Бусиенко В. (Киев. ФМШ № 145), 
Гальперин В. (Москва. с. шо № 57), 
Книмник В. 4Москва. с.ш № 2). 
УРисничуик (Л. 
сш №3). 
Неймин В. (Ленииград. ФМШ № 45}: 


по Ю 


Гандельсман Л. (Ленинграл. с. 
Рыбников Г. (Москва, с. ш. № 42). 
Флаесс Л. (Новосибирск. ФМШ № 165}, 
Чурбанов А. (Москва. ФМШ № 18). 


классам -— 


Дипломы И степени 


но 8 классам получили 
Бернотас А. (Вильнюс. с. ш. № 21, 
Буякенич А. (Родниское. с. ш. № 8}. 
Власов В. 4Кнев. ФМШ № 145). 
Ирматоз А. (Намвиган, с. ш №7), 
Канепо Я. (Лиелвардеская с. ш.). 
Лимонаускасе В. (Вильнюс. с. ш. 
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УССР. Васильевский р-н, 


№ 39. 


№ 40). 


Новосельцева Т. (Москва, с. ш. № 7). 
Рутковский И. (Киев, ФМШ № 145}, 
Сарчинелия А. (Тбилиси, ФМШ нм. Кома- 
рова), 


Суворова Н. (Владивосток, с.ш. № 33]. 
Ясонов И. (Каззиь. с.ш № 130: 

по 9 классам — 

Беслалов А. (Симферополь, с. ш. № 40), 


Оргвков С. (Москва, с. ш. № 57). 

Острое Г. (Барановнчн. с. ш. № Ш). 
Фолин А. (Новоснбирск, с. ш. № 130}, 
Якубович Д. \Ленниград, ФМШ № 45}; 


по 10 классам — 


Амброладзе А. {Тбилиси, ФМШ нм. Комаро- 
ва). 

Аузаньш А. Рига. с. щ. № 1}, 
Винюшиин Я. (Киев, ФМШ № 145). 

Димов А. (Новосибнрск, ФМШ № 165}. 
Кодрян А. (Рыбиица. школа-имтернат). 
Фоменко М. (Дальиегорск. с. ш. № 4). 
Эйдельман 3. (Минск. с. ш. № 19), 

Энтин „Л. (Москва. с. ш. № 57), 


Дипломы ИТ стелени 


по 8 классам 
Волков А. Оренбург. с. ш. № 2). 
Мустяце И. (Кишинев, с.ш. № 1. 
Перетрухин В. (Волгоград. ©. ш- 
Подругина В. (Ангарск, с. ш. № 10), 
Свабеба С. (Ровно. с. ш. № 15), 
Убайдуллаев Р. (Ташкент, с. 1. № 5}; 


получнли 


№ 3}. 
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по 3$ классам — 

Алексеев А. (Пермь, с. ш. № 1), 
Арафаилов С. (Новосибирск, ФМШ № 165}, 
Вялый М. (Енакиево, с. ш. № 37), 
Жердев А. (Славянск, с.ш №5), 
Льысенок И. (Нарочанская с. ш.}, 

Саблин А. {Москва ФМШ № 18). 
Щейдвассер О. (Оренбург. с. ш. № 3), 
Шишкин С. (Ленинград, ФМШ № 45). 
Шулембоез Д. (Алма-Ата, РФМШУу, 


по 10 классам — 


Арбузов Л. (Новосибирск, ФМИ № 165}, 
Бушмелев А. (Ижевск, с. ш. № 30), № 
Воронович И. (Гродненский р-н. Сопоцкни- 
ская с. ш.}, 

Касянчук А. (Николаев, с. ш. № 22), 
Мошонкин А. {Ленииград, ФМШ № 45}. 
Ослон В. (Киев, с.ш. № 173). 

Петухов А. (Новосибирск, ФМШ № 165), 
Сиденко С. (Александровская с. ш. Одес- 
ской обл.), 

Фолиадова Е. (Улъяноеск, с. щ. № 1). 


Физика 


Дипломы | степени 


по 8 классам получили 

Зудин Е. {Александров Владимнрской обл., 
с.ш. № 4). 

Мирлин А. (Ленииград. ФМШ № 45}, 
Цыпин М. (Москва, с. ш. № 2), 
Шпилькин С. (п. Менделесво Московской обл., 
с.ш №2): 


по 9 классам — 
Ковригин Д. (Ломоносов. с. ш. № 1); 


по Ю классам — 

Ганопольский А. {Москва, с. ш. № 88), 
Решетов В. (Москва ФМШ № 18), 
Третьяченко К. (Киев, ФМШ № 145). 


Щукин В. (Леиниград. ФМШ № 45}. 


Дипломы И степекн 


по 8 классам получили 


Васильев А. (Чебоксары, с. ш. № 2}, 
Каенин К. (Саратов, с. ш. № 13), 
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Сухинин А. (п. Барабэш Приморского края}, 
жцик О. (Киев. ФМШ № 145}; 


по 9 классам — 


Бикташев В. (Новосибирск. ФМИШГ № 165}, 
Дик А. (с. Лебединовка КиргССР. с. ш. 
№1, 

Забродин А. (п. Черноголовка Московской 
обл.. с. ш. № 82), 

Мичинский С. (Новоснбнрск, ФМШ № 165}, 
Морозов А. (Москва, с. ш. № 179); 


по 10 классам — 


Богданов „1. (Ленинград, ФМШ № 45). 
Григорьев Ю. (Чебоксары, с. ш. № 3}, 
Кондрашкин И. (Ленииград, с. ш. № 239}, 
Моржаков А. (Новокузнецк, сш. № ПИ). 
Москалев Я. (Токмак, с.ш. № |), 
Мухарский Ю. (Киев, ФМШ № 145), 
Потапов А, (с. Б. Вяземы Московской обл.), 
Церипов Р. (Каракуль Бухарской обл., 
с. ш. № 18), 

Юргемсов А. (Омск, с. ш № 64). 


Дипломы 1Ш степени 


по В классам получили 


Бараз Л. (Свердловск, с. ш. № 9}, 
Добримевский С. (Мииск, с. ш. № 138}, 
Криуузе Т. (Тарту, школа-интернат), 
Мартименас „Т. (Вильвюс, сш. №21, 
Облаков И. {Леиннград, ФМШ № 45}, 


Радченко В. (Петрозаводск, Бесовецкая с. ш.), 
Рисаков Д. (Днепропетровск, с. ш № 81}; 


по 9 классам — 


Ваисбурд И. (Томск, с. ш. №5). 

Волков А. (Ленинград. с. ш № 239}, 
Макишок Ю. (Москва, с. ш. № 75}, 
Пикшрис Р. (Вильнюс, с. ш. № 22), 
Помомарев Е. (п. Черноголовка Московской 
обл., с.ш. № 82), 


Рылов С. (Москва, с. ш. № ?). 


Ханелес А. (Сзмарканд, с. ш. № 67); 
по 10 классам — 
Грибов Б. (Воронеж, с. ш. № 66). 


Дулатин С. (Сумгант, с. ш. № 13), 
Кулявцев А. (Саратов, с. ш. № 13). 
Улчщенко О. (Киев, ФМШ № 145), 
„Лобзин В. (Свердловск. с. ш. № 3). 
М идодашвили ПН. (Тбилиси, ФМШ им. 
марова}, 

Мошков И. (Ленинград, ФМШ № 45}, 
Налибодекий Б. (Мннск. с. ш. № 98), 
Яненко Е. (Киев,› ФМШ № 145). 


Ко- 
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Информация 





М. Башмаков 


Ленинградская 
олимпиада средних 
профтехучилищ 


Подготовка квалнфицированного пополнения 
рабочего класса привела к созданию учебно- 
го заведения нового типа — среднего про- 
фессионально-техннческого училища (ПТУ). 
Особенно большое развитие средние ПТУ 
получили в г. Ленинграде, где сейчас в ПТУ 
учнтся ребят больше, чем в старших классах 
средних школ. Вместе с рабочей специаль- 
ностью учащиеся ПТУ за трн года получают 
полноценное среднее образование. Перед ни- 
ми открыты все пути. Многне выпускннки 
ПТУ продолжают свое образование на вечер- 
них и диеввых отделениях вузов. 

Среди учащихся ПТУ много таких, ко- 
торые любят математику и физику. Для них 
созданы кружкн и юношеские школы, чи- 
таются лекции, проводятся олимпиады. Боль- 
шую помощь ПТУ оказывает Ленинградский 
универснтет. Буквально все преподанателн 
и студенты математико-механического фа- 
культета ЛГУ — инициаторы оказания итеф- 
ской помощи ПТУ — участвуют в этом пло- 
дотворном деле. При активном содействии 
деканата оборудованы счетными машинамн 
учебиые кабинеты ПТУ-24. Профессора фа- 
культета читают лекцин будущим токарям 
и слесарям. руководят математическими и 
астрономическими кружкамн. 

При актнвном содействии факультета в 
этом году была проведена третья физико- 
математическая оЛимпнада учащихся ПТУ 
г. Ленинграда и области. В имей приняло 
частне около 75 тысяч учащихся нз 136 

ТУ. В заключительном туре, который про- 
шел в стенах Ленинградского университета, 
участвовало около 900 человек. Среди побе- 
днтелей олимпиады — будущие слесари и то- 
кари. стронтелн и шоферы. Жюрн олимпиа- 
ды, в которое вошли профессора, преподава- 
телн и студенты универснтета, с радостью 
отметило нитерес к математике и физике, ко- 
торый проявили участинки олимпнады. Из 
победнтелей олимпиады впервые была состав- 
лена команда в составе 3-х человек. которая 
приняла участие в заключительном туре 
ХТ Всесоюзной олимпиады школьников по 
математике. Команда учащихся ПТУ при- 
везла с этой олимпиады Похвальные отзывы 
первой и второй степеки. 
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К сожалению, олимпиады учащихся 
ПТУ проводятся пока только в Леинн- 
граде. Было бы чрезвычайно полезно, чтобы 
проведение олимпнад учащихся ПТУ стало 
такой же традицией, как проведение Все- 
союзных олимпиад школьников. 

Ниже мы приводим тексты задач по ма- 
тематике Ленинградской олимпиады средних 
профтехучнлищ. 


| курс 
1. Сколько действительных корней нмеет 
уравнение 
У › 


2. Даны две скрещивающиеся прямые 
аи Ь. Через всякую ли точку пространства 
можно провестн прямую, пересекающую пря- 
мыеан #8? 

3. Через точку М с коордннатами (0; 1} 
проведена прямая. пересекающая параболу 
у = х? вточках Ан В. Доказать, что иро- 
нэведение расстояний от точек А н В до оси 
ординат равно единице. 

4. Дано 25 чисел. Сумма любых четырех 
из них положительна, Доказать, что сумма 
всех чисел положительна. 


И курс 
1. Найти область значений функции 


хз — 3х 


у = 58 х -+ с0$® х. 


2. В треугольной пнрамнде АВСО от- 
мечены точкн;: А — середнна АР. М — се- 
редина АС, Р — середина ВО, Т — середи- 
на ВС. Проведены плоскостн АРТ н ВКМ, 
которые рассеклн пирамиду на четыре части. 
Найти объем той нз этих частей, которая при- 
мыкает к ребру АВ, если объем всей пнрамн- 
ды равен У. 

3. Доказать, что четыре точки пересече- 
мия парабол 


== х — 40, 
ху 41 


лежат на одной окружвости. 

4. Дано $ число. Произведение всех 
этих чисел. а также произведение любых 
четырех из них, положительно. Доказать, 
что каждое число положительно. 


11 курс 
1. Найтн наименьшее значение функции 


у = эт 190х -- с05200х. 


2. Даны две скрещнвающиеся прямые. 
Какое множество образуют середнны всех 
отрезков, концы которых лежат на данных 
прямых? 

3. Дан квадратный трехчлеи  [(х) = 
== х2--рх -+ 9. Доказать, что хотя бы одно 
из трех чисел } (0), [(1)}. [(—1) по модулю 
не меньше половины. 

4. Несколько городов попарно соединены 
дорогами. Из каждого города вышло по одно- 
му путинку, направившемуся в самый бли- 
жайший для него город. Доказать, что если 
число городов нечетно, то в какой-то из них 
никто не придет. (Счнтать, что расстояния 
между городами попарно различны.) 
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Н. Васильев 


Задачи 


республиканских 
олимпиад 


Мы думаем, что многим нашим читателям 
будет интересно узнать, какие задачн пред- 
лагались прошлой весной на различных 
олимпнадах. Некоторые задачи из числа пред- 
лагавшнихся на областных, городских н рес- 
публиканскнх олимпнадах включены в «За- 
дачник «Кванта» по математике (№436, 
№441, №442, М446, М462, М464, М466—М469 
н др.)-. Ниже мы публикуем еще 20 задач 
республиканских олнмпнад. 

Мы указываем фамилин авторов некоторых 
задач (как правило, авторы этих задач при- 
сылают их в редакцию журнала). 


1. 10 векторов таковы, что длива сум- 
мы любых 9 из ннх меньше длины суммы всех 
10 векторов. Доказать, что существует ось, 
ма которую каждый из 10 векторов дает поло- 
жительную проекиню. (Ю. Нонин) 

2. Произведенне двух натуральных чи- 
сел — трехзначное число, записываемое оди- 
наковыми цифрами. а сумма — двузиачное 
число. записываемое одинаковыми цнфрамн. 
Найти все такие пары чисел. (А. Савин) 

3. Вершнны вылуклого  четырехуголь- 
ника лежат на различных сторонах квадрата 
1х1. Доказать, что периметр четырехуголь- 
пика не меньше 2/8. 

4. В угол с вершиной А вписана окруж- 
ность, касающаяся сторон угла в точках 
В н С. В области, ограмиченной отрезками 
АВ, АС и (менышей) дугой ВС, расположен 
отрезок. Доказать, что его длина не больше 
|^А8|. 

5. Ланы п вещественных 
Хз. ..., Хн. Доказать, 
одного из чисел 

жж... — жа... — 
(где # = 1,2. _.,п; при Е =л получаем про- 
сто сумму всех м чисел х: ...., хи} не пре- 
восходит наибольшего из модулей хл. 
{А. Плоткин) 


чисел: ху. 
что модуль хотя бы 


6. Конечно нли бесконечно множество 
решений уравнения х?- уз = 22 в целых 
числах? ь 


7. Найтн, какими тремя цифрами надо 


заменить буквы в слове МЯУ, чтобы равен- 
ство 


МЯЯ. ..ЯУ:МУ = ЯММ...МУ ЯУ 


®—ж—— о 





п п 
выполиялось при любом п. (М. Штерен- 
берг) 

8. Доказать, что еслн х197? -|- у? > 
>> 41976 -- 11976, то х1928 -- ул978 >> 


> 21077 -- у1977. (С. Конягин) 

9. При каком л квадрат можно разрезать 
на п конгруэнтных между собой много- 
угольников? 

10. Может лн прн некотором натураль- 
ном п число п? -- 27 оканчиваться цифрой 5? 
(В. Федоров) 

11. Доказать, что при целом п и любом 
х выполнено иеравенство 159п лх| = 
= и зшх]. 

12. Пусть хо = 1000 и для каждого п 


ха = Ух. + 80. 


Существует ли предел последовательности 
хл ? Если да, то чему он равен? 

13. Точкн Ки Н. лежащие соответст- 
венно на сторонах АВ и АС треугольника 
АВС, таковы, что |АК |= |НС |, АН] = 
= | КВ |. Доказать. что площадь четырех- 
угольника ВКНС по крайней ни втрое боль- 
ше площади треугольника ААЯ. 

14. Найти все натуральные п, для кото- 
рых 9” -| 107 больше 127. (В. Федотов) 

15. Доказать, что при п> 4 не сущест- 
вует миожества нз м точек такнх, что для 
каждых трех точек из этого множества най- 
дется четвертая точка из этого множества, 
образующая с этнми тремя четверку вершин 
параллелограмма. (Д. Григорьев) 

18. Двое играющих по очереди выписы- 
вают цифры в строчку в 12 ндущих подряд 
клеток. Может ли второй добиться того, что- 
бы полученное в нтоге число из 12 цифр де- 
лнлось иа 77? (Разрешается вписывать в лю- 
бую клетку любую цифру, в том числе ни 0.) 

17. -100-значное число равно сумме своих 
цифр, плюс сумма попарных пронзведений 
своих цифр, плюс сумма произведений по 
три цифры, плюс н т. д..плюс произведение 
всех 100 цифр. Найтн все такне 100-значные 
числа. (А. Совин} 

18. В четырехугольнике длина каждой 
стороны — целое число, являющееся дели- 
телем периметра. Доказать, что в этом четы- 
рехугольнике хотя бы две стороны конгру- 
энтны, 

19. Дана полуокружность с центром О. 
Из каждой точки М, лежащей на продолже- 
инк диаметра, соединяющего концы полу- 
окружности, проводится луч, касающийся 
этой полуокружностн, н на нем откладыва- 
ется отрезск МХ. конгруэнтный отрезку 
МО. Найти множество точек Х. (С. Алейнов) 

20. Проекция плоской фигуры на любую 
прямую имеет длину меньше 1 см. Верно лн, 
что эту фигуру можно поместить в окруж- 
кость радиуса а) 1 см? 6} 1.5 см? (А. Слинмеко} 


75 


Куапитесите.ги 


Куап.тссте.ги 





Каппа 


Кривая, назызаемая Каплой 
(см. третью странвцу облож- 
ки) обладает центром сим- 
метрин Он двумя взанмно пер- 
пендикулярными осями сим- 
метрии. Есть у каппы и две 
горизонтальные — асимптоты. 
Прямая. проведенная в влос- 
кости каппы, пересекает ее, 
самое большее, в четырех 
точках. 





Рис. 4. 
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Идея построення Слю- 
за. первооткрывателя каппы. 
состоит в следующем. Рас- 
смотрим (рис. 1) конгруэит- 
ные окружности. центры ко- 
торых лежат на прямой Г, 
не содержащие точку О внут- 
ри. К каждой такой окруж- 
ности из точки О проводим 
пару касательных. Множест- 
во {М} этих точек ка- 
сания и представляет собой 
каппу. Этот сгособ. по су- 
ществу. эквивалентен спо- 
собу И. Ньютона (роль ра- 
днусов коигруэнтных окруж- 
ностей исполняет у Ньютона 
катет угольннка МВ). 

Способ И. Ньютона 
пренму- 


имеет, однако, то 





щество. что с его помощью 
можно графически постро- 
нть касательную к каппе в 
любой ее точке. Для этого 
достаточно постронть  нор- 
маль (перпендикуляр к ка- 
сательной). Покажем, как 
это сделать. 

Движение угольника в 
каждый момент времени мож- 
но представить как вращение 
около некоторой точкн М. 
Как найти положение этой 
точки для пронзвольного мо- 
мента времени? Точкн ВиО 
угольника (рис. 2) вместе с 
другими его точкамн вра- 
щаются относительно №, и 
пам известны направления 
скоростей в этих точках (В 
движется по Г.аО — по 41]). 
Следовательно. А находится 
5 пересечении прямых, пер- 
пендикулярных АМ и [. 
Тогда М№ — нормаль к кап- 
пе в точке М. 

С помощью рисунка 3 
легко вывестн полярное урав- 
нение каппы р=а с Ф (а— 
величина раднуса конгру- 
эитных окружностей). 

Покажем способ — ио- 
строения каппы. принадле- 
жащий И, Барроу. Прове- 
дем из точки «вертнкаль- 
ный» луч; через точку А на 
нем проведем прямую т, 
перпендикуляриую 
(рис. 4). Рассмотрим произ- 
вольный луч ОД,, пересека- 
ющийся с т. Отложим на ОЛу 
отрезок ОМ. ХАА,. — Мно- 
жество (М} таких точек 
образует две верхние ветви 
каппы. (В том. что это дей- 
ствнтельно каппа, вам  по- 
может убедиться ее поляр- 
ное уравнение.) 

Еще одни способ постро- 
сния каппы, принадлежа- 
щий И. Бернулли, приведем 
без чертежа. Проведем ок- 
ружность (Ё, |Ё.0]} с цент- 
ром 261. Отложим на этой 
окружностя две конгруэнт- 


л 
ные дугн ОР = н РО. 


Соедниим точки О и @ хор- 
дой. В пересечении этой хор- 
ды или ее продолжения с 
прямой. проходящей через 
точку Р параллельно [. по- 
лучаем точку М. Множество 
таких точек {М; для 
всевозможных положений 
точки Р также представляет 
собой две ветви каппы. До- 
кажите это. 


В. Березин 


Практикум абытурмента 





В. Гришин, А. Диденко, 
Г. Дубровский 


Задачи 
на законы динамики 
материальной точки 


Основу динамики материальной точки 
составляют три закона Ньютона. Они 
позволяют выбрать наиболее удобную 
для описания движения систему от- 
счета, связывают ускорение тела с 
действующими на это тело снлами и 
устанавливают некоторые важные за- 
кономерности  взанмодействия тел. 
Напомним эти законы. 

Первый закон Ньютона: существу- 
ют такие системы отсчета. отниси- 
тельно которых движущиеся тела со- 
храняют свою скорость постоянной. 
если на них не действуют другие тела 
или действия Оругих тел компенси- 
рукится*). 

Эти системы отсчета называются 
инерциальными. Существуют и та- 
кие системы отсчета, в которых ут- 
верждение. высказанное в первом за- 
копе Ньютона, не выполняется. По- 
добиые системы отсчета называются 
неннерциальным &. 

После того как сделан выбор ка- 
кой-либо ннерциальной системы от- 
систа, можно приступить к изучению 
и описанию взанмодействия тел и ха- 
рактера их движения. 

Многочисленные эксиерименты по- 
казалн, что единственной причиной 
изменения скорости даниого тела в 





*} Обратите виимание па то, что в зако- 
нах Ньютона ие затрагинастся нозможность 
вражательтюго двнжения тел, поэтому опи 
применимы лишь для описания движения 
матернальпой точки нли для поступагель 
юго движения протяженных тел. 


ннерциальных системах отсчета явля- 
ется взаимодействие его с другими 
телами (илн с полем}, то есть действие 
на тело силы. 

Второй закон Ньюлона выражает 
связь между снлой ин ускорением те- 
ла, которое сообщается этой силой — 

сила, денствующая на тели, рив- 
на произведению массы стела на 
сообщаемое этой силой ускорение: 


Е _- та. (1) 


Второй закон Ньютона 
сформулировать и иначе — 

изменение импульса тела равно 
импульсу силы, действующей на это 
тело: 


Южно 


Дино) = ЕМ (2) 


(здесь Ато) — изменение илитульса 
тела за промежуток времени АВ. 

Заметим, что соотношение {2} до- 
пускает изменение импульса как за 
счет изменения скорости, так и за 
счет изменения массы тела*). 

Третий закон Ньютона гласит, что 
тела действуют друг на друга с силами, 
направленными вдоль одной и той же 
прямой, равными пи абсолютной вели- 
чине и противоположными по направ- 
лению. 

Нанример, при столкновении двух 
тел (рис. №) возникают две силы унру- 
гости, связанные соотношением: 


Ел» А (3) 


-- 


где Р,.- сила, действующая на первое 


-- 


тело со стороны второго, и Ё,, — сила, 
с которой первое тело действует на 
второе. Силы всегда появляются па- 
рами. 

Довольно часто абитуриенты дают 
неправнльный ответ на вопрос: нахо- 
дятся ли тела системы, изображен- 





*) Как изнестно. масса любого тела ив- 
лястся функцией скорости движения: чем 
больше скорость. тем больше масса Харак- 
Тер этой занисимости такой. что она ачетиь 
проявляет себя лишь пфи скоростях. сонз- 
меричых со скоростью света. При таких ско- 
ростях движения фармулу (1) применять нель- 
я. А вот формула {2} остастси спранедливой 
лля любых скоретей. При малых скоростях 
двыження обе формулы эквивалентны. 
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стержень движется с ускорением а, 
которое легко найти, используя вто- 
рой закой Ньютона. Направим коор- 
дннатную ось Х вдоль оси стержня 
в сторону движения стержня (см. 
рис. 3). В проекциях на эту ось второй 
закон Ньютона имеет вид: 


Е; == та), 
или в данном случае 
[Е = 9 [а |. 


Мысленно отсечем от сгержня пе- 
реднюю часть длиной &. Оставшаяся 


часть имеет длину {—% и массу 


т 
7 @—%5 (Так как стержень одноро- 


ден). Эта часть стержня движется с тем 
же ускорепием а. что и весь стержень, 


под действием снлы натяжения Т. За- 
нишем для пее второй закон Ньютона 
в проекциях на ось Х: 


= т С р | 

Ге И) [а| (ТЫ ь 
{ { | 

Анализ получениого выражения 


показывает, что натяжение стержня 
линейно убывает от максимального 


значення |Р | до нуля с увеличением 
расстояния [, от нуля до { (рис. 4). 

Таким образом. ясно, что если 
речь будет идти о нити или тросе, 
масса которых не является пренебре- 
жимо малой, то необходимо учитывать 
изменение патяжения при переходе от 
одного сечения к другому. 


Рассмотрим теперь несколько за- 
дач, в которых требуется определить 
максимальное или мниимальное зна- 
чения пекоторых физических величин. 

Залача 2. Груз массой т, под- 
вешенный на нерастяжимой нити дли- 
ной |, отводят в сторону так, что 
нить принимает горизонтальное по- 
ложение. и отпускиют (рис. 5). Оп- 
ределинть максимальное натяжение 
нитии при движении груза. 

Найдем зависимость абсолютной 


величнны силы натяжения Т пнити от 
угла я. образуемого иитью © верти- 
калью. На груз. кроме силы натяже- 


> 


вня, действует еще сила тяжести ги, 
направленная под углом ое к пити. 
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В 1-{о о {о ы 
Рис. 3 
[УВ 
18 
о вит 
- Рис. 4. 


Запишем второй закон Ньютона в про- 
екциях на неподвижную ось Х, со- 
ставляющую угол & с вертикалью, 
в тот момент, когда нить совпадает 
с этой осью: 


1Т|— ме [С0$а — та... 
Так как нить нерастяжима, груз двн- 
жется по окружности раднуса {[иа,. 
представляет собой центростремитель- 
ное ускорение: ь : 





Здесь ›— линейная скорость груза, 
которая тоже зависит от угла ©. Од- 
пако ее нетрудно пайтн, исходя низ 


закона сохранения  мехапической 
энергии: 
ти? Е 
в == Ш | #| й. 





где А =- #с05%. 
Учитывая все записанные соотно- 
шення, получаем 


А | = Зт ю 1 со; а. 


Максимальное значение силы натяже- 
ння соответствует условию сохх -=| 
Н СОСТавляет величину 


ака | = Зт 16 |. 
Это значение снлы натяжения дости- 
гается при % — 0, то есть в тот мо- 
меит, когда имть вертикальна. Цент- 
ростремительное ускорение груза при 


этом равно 2 |#| и направлено вер- 
тнкально вверх. 

Задача 3. В условиях преды- 
дущей задачи определить, какой угол 
с вертикалью образует нить в тот 
момент, когда проекция скорости еру- 
зи на вертикальное направление наи- 
больная? 

В начальный мюмсит, когда груз 
находится в положении /, его ско- 
рость равна нулю. Разумеется. равна 
нузю ин проекция скорости на верти- 
кальную ось У’ (рис. 6). В положении 
2 вертикальная проекция скорости 
опять равна нулю, Так как скорость 
направлена горизонтально. Значит, 
при движении груза низ положения 1 
в положение 2 эта проекция сначала 
увеличивается, потом уменынается 
и где-то она максимальна. Изядем ус- 
ловне макснмума вертнкальной про- 
екции скорости груза. 

Прин движении груза его ускоре- 


нне тоже непрерывно  изменяхется: 


в положении / оно равно д и направ- 
лено вертикально вииз, а в положс- 
нии 2 ускорение по абсолютной вели- 


чнне равно 2 [д | и направлено верти- 
кально вверх. Следовательно, в ка- 
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кой-то момент (в точке 3 на рисунке 6} 
вертикальная проекция ускорения об- 
ращается в нуль, при этом вертикаль- 
пая проекция скорости иринимает 
максимальное значение. Это и есть 
условие, которое позволяет найти от- 
вет на вопрос задачи. 

Запишем второй закон Ньютона 
в проекциях на вертикальную ось У 
для момента, когда тело находится 
в точке 3: 


"1 соза — т || = 0. 


где © — угол между нитью и вертни- 
калью. Из решения предыдущей за- 
дачи 


17| = Зт]е | соз а. 


Тогда получаем 


Зт |6 | сом — тв |- 0, (+) 
огкуда 





0$ = и 254. 


| 

из” 

Можно получить ответ более ко- 
ротким путем. Как известно, в точках 
экстремума функцни ее производная 
обращается в нуль. Вертикальная 
проекция скорости в произвольном 
положении груза определяется соот- 
ношением 





и, = озта = И 2171 (соза та. 
у [=| 


Найдем пронзводную по ин прирав- 
няем ее пулю: 
{0 
| ИР (3 05° &— 1) ==0. 
’ Зея 

Условие 3 с057  — | 
условием максимума 
выше. 

Задача 4. Тело массой т дви- 
жется равномерно по горизонтальной 


0 совпадает с 
{=), пайленным 


поверхности под действием силы Е 
(рис. 7). Коэффициент трения равен 


и. При каком значении угла 9 снла ЕР 
имеет нанменыцую абсолютную вели- 
чину? 

На тело действуют четыре силы: 


сила Р. сила тяжести тв. сила пор- 
мальной реакции поверхностн № и си- 


ла трения ЁЕ.,. Под действием этих 
сил тело движется равпомерно и пря- 
молинейно. 


Рис. 7. 








Рис. 8. 


Запишем закон Ньютона 


вгорой 
в проекциях на горизонтальную н вер- 
тикальную оси (см. рис. 7): 


[А [05  — Е — (№ 


м - Ета — те =0 
Кроме того, 
|ЕРтр | [М |. 
Из этих трех уравненнй находим 
и. а на | @ | 
ря ТЕ 


Мы видим, что абсолютная велн- 


чина силы Е является функцией угла 
©. Чтобы найти экстремум этой функ- 
ции, вычиелим ее производную н при- 
равияем нулю: 


= 


нид — т“ к <05 2) 
(сои няне 


== (), 


Отсюда 
{па -ск. ия - ага д. 
Задача может быть решена и дру- 
гим способом. Заменим действия сил 


№и Ех» действием одной силы — си- 


лы реакции опоры А (см. рис. 7). Так 
как тело движется равномерно, век- 
торная сумма р сил ров НУЛЮ, 


то есть силы те, ВнЕ образуют 
замкнутый треугольник. Одной из 


= 


его сторон является сила тяжести ги, 
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ААА 
Рис. 9. 


Рис. Ю. 


нанравленная перга ВНИЗ. Дру Е 
гая сврона треугольника — ‚реакция 


опоры Е. Величина этой силы завн- 


— 


снт от направления силы ЁР, во па- 
правленне ес неизменно и определя- 
ется лишь величиной коэффициента 


трения (см. рис. Я): 
те п. 
ГА 
Снла ЁР, вообще говоря, может быть 


направлена нод любым углом % к го- 
ризоиту. Но тело движется равномер- 
но, и треугольник снл должен быть 
замкиут. Это достигается тем, что од- 
новременно с изменением направления 


силы ЕЁ изменяется ее величина и ве- 


- 


личина силы А. 
бражены два ‘треугольинка, 
ляемые соотношениями 


На рисунке 8 изо- 
опреде- 


та - К, ЕЕ, = 0 
и 


> > 


те + К. + Ё, =0. 


Из эгого рисунка видио, что сила Е 
будет минимальной по абсолютной ве- 
личние в том случае, если она пер- 
ненднкулярна к линии действия силы 


Ю_ Очевидно, что при этом 


‹. &2--83.} 


угол ве 
{Окончание си. 


81 





Э. Шувалова 


Координатный 
метод 


Векторная алгебра н коордннатный метод, 
ходержащнеся в новой программе школьного 
курса математнкн. являются мощным ап- 
паратом для решення многих геометрических 
задач. и прежде всего потому, что онн не 
требуют рассмотрения сложных геометрн- 
ческих коифигураиий. Эти методы сводят 
геометрическую задачу к алгебранческой, 
решнть которую обычно дегче. чем нсходную 
геометрическую. Коордннатным методом обя- 
заю владегь каждый ннженер, н поэтому 
ма знанне координатного метода обращается 
зсебое вниманне на вступнтельных экзаме- 
мик в техннческне вузы. 

Программой вступнтельных экзаменов в вузы 
по математнке (см. «Квант», 1977, № 2) 
предусматривается. что «экзаменующийся 
должен уметь... нспользовать методы алгеб- 
ры н начал анализа прн решеннн геометрн- 


ческнх задач» (п. 8 раздела «Основные 
умення» ). 

Этнм вопросам и посвящена настоящая 
статья. 


1. Вычисление углов 


Задача 1. 
плоских углов 


Даны величины двух 
трехгранного угла: 


—^ — 
АОВ=а, АОС=В. Найти третий 
плоский угол, если противолежащий 
ему двугранный угол — прямой («< 
< я /2, В<я /2). 

Построим прямоугольную систему 
координат. Ее начало совместим с вер- 
шиной О данного трехгранного угла, 
ось 02 направим вдоль ребра ОА пря- 
мого двугранного угла, ось Ох по- 
местим в плоскости АОС, ось Оу — 
в плоскости АОВ {рис. 1). Требуется 


найти ВОС. Отложим на ребрах ОА, 
ОВ н ОС единичные векторы ОД,, 
—> = 
ОВ, и ОС.. Тогда 
—-+ 
ОА, : (0; 0; 1, 
-— 
ОВ, - (©: зм @; со а), 
- 
ОС, - (м В; 0; соз В). 
Так как 
соз ВОС = _ОВ, С, _ 
108в,110С, | * 
то 


О.п В Е зто. 0 - с05 2-05 В 
1.1 





с0$ ВОС Е 


—^ 
к ВОС агссо$ (с05 а, с0$ В). 
Задача 2. Найти угол между 
диагональю ВО, прямоугольного па- 
раллелепипеда АВСРА,В,С,О, и диа- 
гональю А\О его грани, если |АШ | 
ао ОСЬ, ШО, |--с. 
Построим прямоугольную снсте- 
му координат, как показано на ри- 
сунке 2. В этой системе координат 


АБ= (с; 0: 0), 
АВ= (0: 6; 0), 
АА, =: 0: ©. 





{Оканнание. Начало см. с. 77--81.) 
наклона к горизонту 
© —=В —= агсё и. 

В заключение предлагаем читателям 
в кэчестве упражнений решить само- 
стоятельно пять задач. Советуем об- 
ратить особое внимание на смысл тех 
или иных упрощений, содержащихся 
в условии задачи. 

Упражнения 


1. Барон Мюнхаузен при полете на Луну 
использовал пушку с длиной ствола Ё = 


82 


= 600 м. Чтобы отправить снаряд в межпла- 
нетное прастранстно. сму нужна было с090. 


нить скорость | и | 2 12 кме. Определить, 
= какой силой давил на дио снаряда барон 
Мюнхаузен. находящийся ннутрн снаряда. 
если его масса ит = 80 кг. Считать. что снё- 
ряд в стволе пушки двигался равноускоренно 
н направлении по нертикали вверх 


2. Два тела массами ли и та. связанные 
нерастяжимой нитью пренебрежилю малой 


массы. движутся нод действием силы Г по 
горизонтальной поверхноств (рис. 9). Коэф- 
фициент трения грузон о поверхность равен 
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Рис. 1. 
ВБ, = ВА -+- АР + ББ, = 
=(а:— 6, с), 
Ар =АА + АБ = ца: 0: —5. 
Отсюда получаем: 
со (ВБС А.В) = _ВВ.ЯЬ _ 
1 ВВ, 1 А.Р | 
в в" — с* 
“Умеете 


Поскольку углом между двумя пря- 
мыми называется величина мень- 
шего из углов, определяемых эти- 
ми прямыми (см. «Геометрия 9», 6 24), 
то при @а“—с*>0 искомый угол равен 





1 — с 
агссо$ Ра ит от, бов 
уе-ееиИе-+е 
а при 2`—56"<0 ои равен 
а? — 6 


л — агссо$ 
Уз 


С учетом формулы 


ГТУ та 


л — агссо$ Е = агсео$ (—#) 
ответ можно записать в таком виде: 


(во, А.Б = 
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Рис. 2. 


12° — 5? | 


== агссо ————— м. 
Иа: -- 6 -- с у а? -|- с 


2. Расстояние между скрещивающи- 


мися прямыми 

Задача 3. Найти расстояние 
между диагоналями АБ, и БС, 
Овух смежных граней куба 


АВСРА_В,С.О, с ребром а. 

Построим прямоугольную снстему 
координат, как показано па рисун- 
ке 3. В этой системе 


АВ — {; 0; 0), 


АО = (0: а: 0). 
АА, = (0: 0: а), 
АБ, (0; а: а), 
т (а: 0; а). 


Искомое расстояние равно длине 
общего пернендикуляра МА прямых 
АР, и РС,. Можно действовать сле- 
дующим образом. Обозначим через 2 
н В числа, которые определяют поло- 
жение точек М и №: 


АМ —а-АБ., БК= В.ОС, 





и. Во сколько м3 изменится патяжение 
нити, ссаи коэуфиниент трения умепьшится 
в два раза? 

3. Ракста взлетает вертикально вверх 
под действнем газов, образующихся при сго- 
ранвн топлива и вылегтающих со скоростью 


ро |= 1900 ме относительно Земли. На 
какую максимальную высоту поднимется 
ракета. сслн двигатель работал А! 
а отношение массы сгоревшего газа к массе 
ракеты п/М = 0.12 Изменением массы ра- 
кеты при азлете н сопротинлением воздуха 
препебречь. 

4. Пожарлыйн держит шланг под углом 
© = 30 к горизонту. Расход воды на шланга 


Эс: 


ранен С = 50 кгс. Скорость вылетающей 
воды |е | =20 ме. Нз сколько увеличи- 
вается сила  дапления пожарного на пол? 
5. На рнеунке 10 изображена система 
двух тел массами т, = 2 ке н т. =3 кг. 
соединенных перастяжнмой нитью, перекяну- 
той через пеподвижный н подвижный блоки. 
В ивчальный момент первое тело находится 
посередине наклонной плоскости длиной 
Е == 3 м. составляющей угол м 30 с 
горизонтом. Через какое время это тело до- 
стигнет края наклонной плоскости. если кояф- 
фниииент трення о наклонную плоскость к 
0.25? а в блоках. а также массой 
блоков и нити препебречь. 
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Рис. 3. 


{поскольку точка М лежит на прямой 
АБ, тогда и только тогда, когда век- 


— — 
торы АМ и АБ, коллинеарны, и ана- 
логично для точки №). ева найдем 
ММ№ = МА + АБ +Ьм 
и запишем условия ` периеидикуляр- 
ности векторов мм, АБ, и ММ, РС, 
это даст нам два уравнения, из ко- 
торых мы найдем < и В, а нотом н дли- 


ну вектора ММ. 


Проведем необходнмые — вычисле- 
ния: 
ММ = МА -- А+ ОМ = —АМ-+ 
+ Яр + 0м —-Ар, АО + 
ы В.С, {Ва: аа}; ом): 
Записывая скалярные произведе- 


ция МА. АБ, и ММ. ЗВ, в коордн- 
ватах н приравнивая их нулю (ус- 
ловие периендикулярности двух век- 
торов), нолучаем систему 


4? (1 —а} + 2 (8 —а} = 
[28 + а? (В—@) = 


откуда 
П+В—25:= 0, 
|128 —<-= 0, 
х==*/а, В. а 
ММ = (= т та ий 
МА к ва. 
Ч, Ух Эа 9 з 


Задача 4. В пространстве да- 
ны два луча АМ и ВК, не лежащие 
в одной плоскости и образующие между 
собой угол п; отрезок АВ — их об- 
щий перпендикуляр. На лучах АМ и 
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ВК взяты точки Еи Е так, 

21АЕ| - 1ВЕ = ПАВ|*. 
Доказать, что осстояние от сере- 
чины С отрезка АВ до прамой ЕЕ 
равно |АВ| /2. 

Построим прямоугольную систе- 
му координат, как показано на ри- 
сунке 4. Искомое расстояние равно 
длине высоты СР треугольника СЕР. 
Найти ее можно из треугольника 
СРЕ, если знать длину стороны ЕС 
н величину угла СЕР. Положим $ 


что 


^^ 

= СЕР, МВ =а, ВН = р, 
А Е| = т, тогда по условию тр = 
== а“. Запишем координаты некото- 


рых точек и векторов: 
С(0; ©; а{2), Е (т; ©; 0). Е ©: р; а: 


ЕС = (т: 0; а/2), ЕЁ =(—и; рза). 
Имеем: 
= и —жщ\ 
с0$ ф = с05 (58 ЕС] = 
ра а? 
С м 
ТПежленит-ае 1 пе--& 


Подставляя вместо а” его выражение 
церез ри р и учитывая, что и7>0 
н р>0. получаем: 
т --т 
ры НЕ» 12 
ь р 
т- * — 
(тЪРл) у ш+ о 
т 


[ЕСТ 








^^ 
Уже отсюда видно, что АЁЕС = 


Ф (из 





ААЕС), поэтому |СП] = СА! = 
= а/2. Можно также (чисто формаль- 
но) найтн ^ |ЕР|] = |ЕС| со 4 = т, 
а потом ио теореме Пифагора [СО], или 


[1СР|=|СЕ|5тф=|СЕ|| 1Т—с<03*ф. 


3. Задачи на сечения 


Обычно в таких задачах требуется 
нпайтн сечение мпогограниика  плос- 
костью (то есть его форму и пло- 
щадь). В сечении получается много- 
угольник, вершинахн! которого явля- 
ются точки пересечения секущей плос- 
кости © ребрами многограниика, а 
сторонами — отрезки прямых, по ко- 
торым секущая илоскость пересекает 
грани многогранника. 

Стоит напомнить, что секущая плос- 
кость перссекает параллельные плос- 
кости по параллельным прямым — 
это часто номогает нри решенни за- 
дач. например, на сечение куба. При 
вычислении площади сечения бываег 
полезна формула, связывакицая пло- 
щадь фигуры с площадью ее проек- 
ции Энь- Зин С05 Ф (см. «Геомегрия 
10», $ 50). Нередко эта формула по- 
зволяет вообще не находить само се- 
чение, а сразу дает его площадь. 

Задача 5. Найти форму н 
площадь сечения куба АВСРА.В.С.О, 
с ребром 1 плоскостыо, проходящей 
через вершину А, середину ребра ВС 
и центр грани СОБ.С\. 

Построим прямоугольную систему 
координат, как показано на рисун- 
ке 5. Уравиение секущей плоскости 
как общее уравнение плоскости имеет 
ВИД 

ах + ву 2+ 4=0. 

Соотношение между коэффициентами 
а, 0, с, 4 можно пайти из условия, 
что точки А(0: 0; 0), ЕВ \.: 0) (се- 
редина ‘ребра ВС) и М (/;: 1: 1.) 
(центр грави СРО,С,) лежат в этой 
плоскости, то есть координаты этих 
точек должны удовлетворять уравне- 
нию плоскости. Отсюда получаем си- 
стему 


а-0--6.0--с.-0+4=0, 
ан. + с-0+4=0, 
| 


а. $.1 -- с. 44 =0. 
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Рис. 5. 


Из этой системы получаем 4 = 0.6 = 
= —2а, с= За, то сесть уравнение 
секущей плоскости имеет вид 


ах — 2ау | За == 0. 


Прн разных а (не равных нулю) нолу- 
чается уравнение одной и тов же 
плоскостн (почему?) поэтому поло- 
жим а = 1. Тогда уравиение секущей 
плоскости занишется так: 

х— Зи + 32 = 0. 
Теперь легко найтн координаты точек 
перссечения секущей плоскости с реб- 
рами куба. Координаты точки Е 
должны иметь вид Ё (1; 5}, посколь- 
ку точка Ё лежит на прямой ССу; 
кроме того, точка Ё лежит в секущей 
плоскости, это дает уравнение 


| — 2.1 3-/=0, 


откуда / == 1/.. Итак, Ё {1; 1; У.). Ана- 
логично находим С (0: 1; 2/3}. откуда 
ясно, что сечение — четырехуголь- 
ник, причем трапеция ( [401 ]} ТЕРЬ. 
Можно было бы найти ве основапня 
н высоту, а по ним — и площадь тра- 
иеции, но проще поступить нначе. 
Проекцией сечения АЕРС на илос- 
кость АВСР является четырехуголь- 
ник АЕСР, площадь которого равна 
3/:. Косинус угла между плоскостями 
АЕЕРС и АВСР равен абсолютной 
величине косинуса угла между век- 
торами,  перпендикулярными этим 


паоскостям, например п, - (1: —2: 


З] иа. = АА, —= (0; 0; |) (км. «Гео- 





метрия 10». $ 46, зад. 43), поэтому 
софа, 
ра; || ло | 
_ 1:0— 2-0 4-31 3 
 УЕ-2-з уч 
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Следовательно, 
та А и 
ЛЕРС З, 714 — 7) 
Задача 6. Куб пересекается 


плоскостью, проходящей через одну из 
его днагоналей. Как должна быть 
проведена эта плоскость, чтобы пло- 
щадь сечения была наименьшей? 
Пусть секущая плоскость прохо- 
дит через диагональ АС, куба 
АВСРА,В.С.О, и пересекает ребро 
СР в точке Е (случай, когда секущая 
плоскость пересекает другое ребро, 
сводится к этому поворотом куба вок- 
руг диагонали АС, и переменой обоз- 
начений). Введем прямоугольную сн- 
стему координат, как показано на 
рисунке 6, ребро куба положим рав- 
ным | (почему это можно сделать?). 
Сечением куба является параллело- 
грамм АЕС,Р (сечению принадлежат 
точки А, Е, С,, а потому и точка Ё, 
определяемая условиями  [С.ЁЕТ || 
НЕА, АЕ] С, |. Его про- 
екнией на плоскость грани АРО.А, 
является сама эта грань, поэтому 


5 АБВ, А, | 
с05 $ с05ф ' 


4 — величина двугранного угла 
между плоскостями АЕСЕ и 
АБР. А,. Нас интересует наиболь- 
шее значение с0$ $. Дальше можно 
действовать как в предыдущей зада- 
че. Найдем координаты некоторых то- 
чек: 

А(0: 0: 0), С: 1), Ее; В 0) 
(абсцисса точки Е пока не известна); 
затем уравнения плоскостей: 
АЕС.Е: 1-х — г-у + @— Пе 0. 
АРО. Ау: 1-х + 0:и + 0.г = 0; 





ЗАЕС,Е = 


где 


затем перпендикулярные этим плос-. 
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костям векторы: 


п: = (1; —е, #1, 


па = (1; 0: 0) 
и косинус угла между ними: 
] 


Утяте 


1 
Е ие! ° 


Наибольшее значение со$ ф достига- 

ется при наименьшем значении 2*— 

—-е — 1, которое в свою очередь дости- 

гается при е = 1/, (проверьте!). Итак, 

а Е должна быть серединой ребра 
р. 


с0$ф = 


4. Пирамида и шар 


Задача 7. Пирамида, основанием 
которой служит правильный треуголь- 
ник со стороной а, вписана в сферу. 
Две боковые грани пирамиды перпен- 
дикулярны — плоскости — основания, 
третья грань образует с плоскостью 
основания двугранный угол ф. Найти 
площадь сферы. 

Если две боковые грани перпен- 
дикулярны плоскостн основания пи- 
рамиды, то и боковое ребро, являю- 
щееся пересечением этих граней, пер- 
пендикулярно основанию. Обозначим 
вершину пирамиды через 5, второй 
конец рассматриваемого ребра через 
О, две другие вершины основания че- 
рез А иВ и построим прямоугольную 
систему координат, как показано на 
рисунке 7. Как известно, центр О, 
сферы, описанной около пирамиды, 
проектируется в центр О, окружно- 
сти, описанной около основания пи- 
рамиды. Найдем координаты некото- 
рых точек {рис. 7): 


О (0; 0; 0), А (0; а, 0), 
Гу а 
в; Зет 0}, 


0, | >; 0). 


а - 
2уз` 2’ 
Обозначим через $ и Я числа, опи- 


сывающие положения точек © и 
. . 0: а 
0,: $ {0: 0; 5), 0, (уд: та. п]. 


Тогда мн» можем написать два урав- 
нения: первое—равенство расстояний 
1Оэ| и |100, | (равенство расстояний 


100, |. {О А| ин |0,В| будет выпол- 
няться автоматически,  носкольку 
10,0, 1 {ОАВ) и О. центр трех- 
гольника ОДВ). второе—хсловие. что 
с0з ((5АВ\^ (ОАВИ = сохФ в коорди- 
патной форхе. 

Легко найти. что уравнение пло- 
скости ЗАВ имеет вид 


` 
—л+5-и-а.2-—а-5$ =0. 
Уз ы 


< 


У 
причем вектор = [17 5; а] пер- 


пендикулярен этой  илоскости. а 
плоскости ОДВ перпендикулярен век- 


тор п, = (0; 0: 1). Теперь получаем 
два уравнения: 


Иа а и 
ПР {# —5) 
к, а: а? 3 
УЕ 
а 


у + фа: 


Из второго уравнення находим 


= с0$Ф. 


и; 
$ = и а ф, 
а после этого низ первого 
А = ет оч. 
Теперь 


о 2 __ 26-9 ша} 
К = Об: ] Е НЫ 


и 


2 лес - 91074) 
Задача 8. Основанием пира- 
миды служит квадрат со стороной а. 
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Два Овугранных угла при ребрах ос- 
нования — прямые. а два других рав- 
ны ф. Найти радиус сферы, вписан- 
ной в пирамиду. 

Постронм прямоугольную систему 
координат, как показано иа рнисун- 
ке 8. Центр О, сферы должен быть 
удален от всех грапей пирамиды, 
в частности, н от координатных илос- 
костей, на расстояние г — радиус 
сферы, поэтому его координагы имеют 
вид О, (г: г; и). Плоскость $ВС со- 
держит точки В (и; а; 0), СО: а: 9] 
и $ (0: 0: а 4), отсюда находнм ее 
уравнение: 

1Ер-у — 2— 219 0. 
Расстояние от точки О, до плоскости 
5ВС, с одной стороны, должио быть 
равно г; с другой стороны, его можно 
выразить через координаты точек $5. 


В, С: вектор 0.0, перпенднкулярный 
плоскости ЗВС (0 6 $ВС)), коллинеа- 


рен вектору л = ФЕ; 1) (коордн- 


наты вектора п найдены из уравнения 
плоскости 5ВС), ноэтому 


0.9 = л.н = ©; Аш: 4). 
Теперь, зная коордииаты точки Оу, 
находим координаты точки @ 

О вр дпА-р 
н значение Л из условия, что точка @ 
прнналлежит плоскостн 5ВС (то есть 
координаты точки О удовлетворяют 
уравнению плоскости ЗВС): 

129 МЫФ- ОЛ —-г— а що =0, 
откуда 
р = ау — г— г ч)сохт, 


О, =и += 


= (оф —г— г} с05° Ф. 


с0% 4 


={аШф-г—г Ш $) с05Ф 





Рис. В. 
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(легко видеть, что #>>0). Поскольку 


должно быть 
уравнение 
(216 — г — г $) со$ф = г, 
из которого находим г: 
ачпф 
1 -- зпф-- с0$ф ^ 


—* 
10.0 |-= г, получаем 


Е = 


Упражнения 

1. Докажите, что плошадь произволь- 
ного треугольника АВС можно вычнелять по 
формуле 


я тк 
блис - -3- Г ТАВР-| АС | — (8- Абу. 


2. Непересекающиеся диагоналн двух 
смежных боковых граней прямоугольного 
параллелепипеда наклонены к плоскости 
основания под угламн я и В.Найтн угол между 
этими диагоналями. 

3. Сторона основания правильной четы- 
рехугольной пирамнды $АВСР равна а. 


Приложенве 





| 
> > 


Координаты вектора и 


о-хЕ ту] -- 


высота Л. Найти расстояние между прямыми 
ВО и ЗА. 

4. Ребра тетраэдра равны {. Найти рас- 
стояния между скрешнвакиинмися высотами 
граней тетраэдра. 

5. Основаинем прямого параллелепипеда 
служит ромб с острым углом я. Под каким 
углом к плоскости основания наклонена 
плоскость. рассекаюшая этот параллелепипед 
по квадрату? 

6 (МГУ. мехмат, 1970). Длина каж- 
дого ребра треугольной пирамиды $АВС 
равна 1. точка О — основание высоты ВО 
треугольника АВС.  Равносторонний тре- 
угольник ВОЕ лежит в плоскости, образую- 
щей угол $ с ребром АС. причем точки $ 
ни Е лежат по одну сторону от плоскости 
АВС. Найти расстояние между точками 5 


нЕ. 

7 (МГУ. физфак, 1976). Дан куб 
АВСРАВ.С.0, с ребром о. Точка Е — 
середина ребра А\О,. точка Г — середина 
ребра АА,. Найти раднус меныцей сферы. 
проходящей через точки Е и Ри касакицейся 


граней лвугранного угла. образованного 
плоскостями ВВСС и О.С.С. 
Основные формулы метоха координат 
ай -- (х: и; 2) 


> > 


х-а-! 


‚Уу= а.). 2-— @-А 





Координаты точки А 


= 
Если ОМ — {хх ща, т Мхи; 2) 





—> 
вектора АВ с 
начала 


— 
Связь координат 


координатами его 


А (хи: у: 21) и конца В (х.; ур: 2.) 


АВ = (х.— м: 2 — Ш: 2 — 2) 





Формулы параллельного переноса 


р = (@;6; 0, Мех; и; 2) 


р (М) = М, (ах; В ту с 2) 








Сумма и разность векторов а = 


= (хи 2) и ф= а И 2.) 


= ох ча У 2. 7,) 


= (я — ХИ У: 21 — 73) 





1 
Произведение вектора а = (х; у; =} 
на число р 


ра = (рх; ру; р2) 





Скалярное произведение ненуле- |2. 
вых векторов а =2(х,; ил; 2) и а. 


о -=(х р изу 2.) 


= 


- - -^> 
Ь = 21. |6 |-с0$ (а, 6) 
ь 


== Ха Хо 919 + 212% 
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Продолжение 





Длинна вектора а :- (х; у; 2) Да = Иж 








Расстояние между точками 1] АВ| = У@ — хе (и. — ТА —- Е = 21)? 
А (1; и; 21) и В (хь; уз; 2.) 





Угол между некторами -^- а-6 
Ь 


= (м: 1: 21) н = (и; в; 2;) |1 


хх. | Ув» -^- 212. 


Ти х' и - д а И. УИ ЙВНИНЯ у +2 


Формулы гомотетнн с центром НЕ {М) = М, (Ах; Ву, #2) 
О (6:0: 06) и коэффициентом &, 


Мыиа 
Уравнение плоскости ах -- Бу сё + а=0 
Уравнения полупространств с гра. | открытые содержат точку О (0; 0; 0) прн 
ницей с: ах - Бу -1- сг -- Я =0 ВЕЕР ЗЕНА 
ах - фи сё -- 4>0 4>0 
ах - уе 4< 0 а<о0 
замкнутые 
ах Би {+ се + а>0 а>0 
ах + уса = 0 а4=0 


Вектор, перпендккулярный плос- ой = {а; 6; © 
кости @: ах + Бу сё + 4=0 





Уравнение плоскостн, содержащей | а(х—х,) Ру и) Рс(2 — 21) == 0 
точку А (ху; 1; 2,) и перпендику- 


лярной вектору л == (а; 6; с) 





Угол между плоскостями с05 (а, в) = | ©03 и. вн) |= 
о: ах | Би с2 -|- 4 = 0, 
В: ах Бу -- ср -- 4, = 0 


рава, { ВАВ, 1 сис | 


п = (21; 61; <), пр —= (а,; 6; сз) 





—^ 
Площадь $пр ортогональной про- | бир = $605 (©, В) 
екцин на плоскость В многоуголь- 
ника площадн %, лежащего в 
плоскости © 


Уравнение сферы радиуса Ю с | (х— а)? + (у— 5) + (2— 6? = Е? 
центром в точке $ (а; &: с) 


Уравнение плоскости, касающей- | (т — а) (х— а) - (р— В) (у—6)+ 


ся сферы т дд = 
о оо боле ое 
в точке А (м; р; в) риа 9) 2—9) =0. 





А. Виленкин 


= =<———— о 
Из НЫ -Нс и 22+ 61 +22 
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Рецензми, библиография 





Новые 
КНИГИ 


В этом номере мы продолжа- 
ем публиковать аннотацин 
на кинги, выходящие в ПУ 
квартале этого года и пред- 
ставляющие интерес для на- 
ших читателей. 

Большинство нз них можно 
приобрестн через спецнали- 
зированные магазниы «Кнн- 
га — почтой». 


Математнка 
Издательство «Наука» 


1. Волынский Б. А. 
Сферическая тригонометрия. 
Объем 6 л., тнраж 15 000 
экз., цена 20 к. 

В кыиге рассматривают- 
ся вопросы геометрин на по- 
верхностн сферы. сфернче- 
ские двуугольникн и тре- 
угольникн, а также соотно- 
шення между основнымн эле- 
ментами сфернческнх  тре- 
угольников. Выводятся фор- 
мулы, связывающие стороны 
н углы сфернческих треуголь- 
ников 

Книга предназначена 
для людей, иктересующихся 
астрономней. Она может быть 
использована на занятнях 
астрономнческого кружка. 

2. Погорелов А. В- 
Элементарная геометрия. 
Издание 3-е, доп. Объем 15 л., 
тираж 100000 экз., нена 
43 к. 

Эта книга, паписанная 
крулным ученым-геометром, 
содержит материал, несколь- 
ко выходящий за рамки 
школьной ирограммы. Одна- 
ко она может служить хоро- 
им пособцем для лиц, ин- 
тересующихся геометрией, и 
для пренодавателен матема- 
тики в средних школах. 


Издательств@ 
щенне» 


«Просве- 


3. Воротииков 
И. Л Зивимательное черче- 
ние. Издание 3З+.е, перераб. 
Объем 13 л.. тираж 80 000 
экз.. ценя 55-8. 


90 


Занимательная форма за- 
дач и упражнений, помещен- 
ных в книге, хорошо сочета- 
ется © их ярко выраженным 
практическим содержанием. 
Предлагаемые графические 
задачи опираются на широ- 
кий круг явлений и фактов 
повседневной жизни. Реша- 
ются оин с помощью тех зна- 
ний, которые ученики полу- 
чают ня школьного курса 
черчения. 


Издательство  «Знанне» 

4. «Число и мысль». Сбор- 
инк статей. Объем 9 л., ти- 
раж 100 000 экз., цена 27 к. 

Сборник подготовлен 
группой ведущих советских 
ученых — членами-ко а 
пондентамн АН е СР 
Н.Н. Моисеевым. А. А. Ля- 
пуновым, академнком А. А. 
Дородницыным и др. 

Авторы в научно-попу- 
лярной форме рассказывают 
© том, что нового принесли 
математические методы мо- 
делирования в решение бно- 
логических, социологиче- 
ских, экономических и дру- 
гих проблем. 

Сборник рассчитан на 
широкий круг читателей. 


Книгн серни «Математика 


н кибернетика» 

5. Вентцель Е. С. 
Теория вероятностей (пер- 
вые шагн}. 

Автор. брошюры — вид- 
ный советский ученый —попу- 
лярно рассказывает о теорни 
вероятностей, © том. как сло- 
жилась эта дисциплина, как 
нашла шнрочайшее прнмене- 
ние почтн во всех отраслях 
современной наукн, а также 
о том, как начать ее изуче- 
ние. 

Брошюра является свое- 
образным предисловнем к уг- 
лубленному изучению теорин 
вероятностей. й 

6. Гнеденко Б. В.. 
Канторович Л. В. и 
др. Математика — народ- 
кому хозяйству. 

Сборник включает статьи 
крупнейших сонетских уче- 
ных, —академиков Л. В. Кан- 


торовича. В. П. Тихонова, 
академика АН УССР 


Б. В. Гнеденко н др. Интерес- 
но и достуино авторы рас- 
сказывают о важнейших на- 
учных проблемах, поставлен- 
ных всем ходом развития на- 


‚ ваний операций н 





родного хозяйства н успеш- 
но решенных при участии 
математики; о теорнин лн- 
нейного программирования, 
теорин очередей, оптималь. 
ного планирования, исследо- 
ь. других 
важнейших приложеннях ма- 
тематикн. 


Физика 


Издательство «Наука» 


1. Смородинский 
Я. А. Тяготение. (Библно- 
течка фнизико-математиче- 
ской школы.) Объем 6 л., 
тираж 200 000 экз., цена 17 к. 

Основная часть книги 
посвящена применению зако- 
на всемирного тяготення к 
решению простых задач, свя- 
занных © падением тел, дви- 
жением планет н космических 
аппаратов. Решенне задач не 
требует знания нысшей ма- 
тематикн. Используются 
лишь формулы векторной ал- 
гебры. краткие сведения о 
которой помещены в прило- 
жении. В книге изложена 
история науки о тяготеини, 
© закопах данженция тел в по- 
ле тяжестн и о тех измене- 
инях, которые принесла с со- 
бой общая теория относи- 
тельности. 

Книга предназначена 
для школьников старших 
классов и учащихся техин- 
кумов. 

2. Гладкова Р. А. 
и др. Сборник задач и во- 
просов по физике. Объем 20 л., 
тираж 30 000 экз., нена 64 к. 

Матернал. помещенный в 
книге, полностью охватыва- 
ст всю школьную программу 
по курсу физики. Приведен- 
ные задачи для отдельных 
тем расположены в порядке 
возрастания трудности. В на- 
чале каждого параграфа при- 
ведены примеры решения ти- 
пнчных задач с подробными 
объяснениямн. 

Кинга рассчитана на 
школьников старших клас- 
сов н учащихся  технику- 
мов, а также на Лиц. гото- 
вящихся самостоятельно к 
поступлению в институт. 

3. Шаскольская 
М. П. Кристаллы. Объем 
20 л., тираж 50 000 экз., це- 
на 90 к. 

В книге в простой и до- 
ступной форме рассказывает- 
ся о том, как возникают и 
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растут кристаллы в приро- 
де. как выращивают кристал- 
лы в лабораториях и на за- 
водах, о закономерностях в 
структуре кристаллов ин об 
нх удивительных свойствах, 
о широком применении кри- 
сталлов в самых различных 
областях техинкн. 


Хотя книга рассчитана 
на преподавателей, школь- 
ников старших классов, ин- 
женеров и техинков, но и 
специалист почерпнет из нее 
много нового для себя. 

4. Хургин Я. И. 
Да, нет или может быть... 
Объем 10 л.. тираж 75 000 
экз., цена 33 к. 

При управлении техно. 
логическимн процессами, ле. 
тательными аппаратамн, эко- 
номическими н социальными 
системами весьма часто при- 
ходится принимать решения 
в обстановке случайности, 
при наличии ошибок н помех. 
Тогда на первый план высту- 
пают вероятностно-статнсти- 
ческие методы. Изучение 
функционирования живых 
организмов с позиций теории 
управления опирается ка те 
же методы. В занимательной 
форме, без применения слож- 
ного математического аппа. 
рата. на простых примерах 
нз области естествознаиия и 
техники в кинге рассказы- 
вается © соъремениой мате- 
матической статнстике, о тео- 
рии статистических выводов 
и принятия решений, о по- 
строения математических мо- 
делей реальных явлений н 


о статистической теорин 
эксперямента: 
Киига рассчнтана на 


школьников старших клас- 
сов и всех, интересующихся 
современной теорией управ- 
лений. 

5. Ефремов Ю.. Н. 
В глубины Вселенной. Изда- 
ние 2-е, перераб. Объем 10 л., 
тираж 50 000 экз., цена 35 к. 

Кинга посвящена строе- 
нню окружающего нас мира 
звезд н галактик, истории 
его нзучения и методам оп- 
ределения расстояний во Все- 
ленной. Именно раэвитне ме- 
тодов нахождения расстоя- 
ний и позволило узнать Все- 
ленную: только зная рас- 
стоянне небесного объекта, 
можно что-то сказать о его 
природе. Мстория астроно- 
мии — это нсторня споров о 
расстояниях: сначала Солн- 
на и Луны, затем звезд и, 
уже в начале нашего века, 
галактик. 

Книга написана живо н 
хорошо нллюстрирована. 
Рассчитана ма широкий круг 
лны со средним образовани- 
ем и школьников старших 
классов, нитересующихся 
проблемами астрономин. 


Издательство «Знание» 


6. Физика наших дней. 
Сборник статей. Объем 8 л. 
тираж 100 000 экз.. цена 
24 к. 

В книге в иаучно-попу- 
лярной форме изложены 0<- 
новные фундаментальные и 
прикладные направления сов- 
ремеиной физики, играющие 
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важную роль в научно-технн- 
ческой революции. 

Теория относнтельностн, 
проблемы н перспективы тер- 
моядерного синтеза, кванто- 
вая электроннка, физика 
лазеров — этим н другим во- 
просам посвящена книга. 


Она предназначена для 
самого широкого круга чн- 
тателей. 


7. Фабрикаинт 
В. А., Глазунов А. Г. 
Достижения физики — на- 
родному хозяйству. Объем 
7 л.. тираж 100 000 экз., це- 
на 21 к. 


Книга посвящена совре- 
менным достиженням физи- 
кн, поставленным на служ- 
бы народному хозяйству. 


Авторы рассказывают 06 
нспользованнн новых мето- 
дов в технологин производ- 
ства, о примененин новейших 
физических данных в техни- 
ке связи. в энергетике. В кни- 
ге также нашел отражение 
вопрос: какой вклад вносит 
физика наших дней в пробле- 
му оздоровления среды обн- 
тания человека? 


Кинга рассчитана на ши- 
рокий круг читателей. 
И. Клумова, М. Смолянский 





Конкурс 
художников 


Эта соревиовавие пачалось в 
«Кнаптс» № 4 за 1976 год. 
Напомниасем, что точки н де- 
картопой системе координат 
нужно ставить по очереди и 
соединять каждую точку от- 
резком с иредылущей точкой. 
Если вы исе сделаете без 
ошибки. то у вас получатся... 
Впрочем. что у вас получит- 
ся увидите сами! 


1. (6; 1, (6; —1, 
{7; —3). (7; —6), (6; —7), 
(5; —7. (6; —6). (6; —4. 
{53 —6). (4; —7, (3—7. 
(4; —6. 6; —3), 4; —1, 


(1; —2). (-2; —2), (—2; 
—3), (-—1; —6), (-2; 7, 
{—3; —7. С: 5) С3; 
—3), СЗ: —6), (4; —7, 
(-5; —Я), 4 5, (54; 
—3). С-5; В. С: 0, 


{—6;: 3). 47 3). С; 1, 
{—-10; 2), {—9; 4), (9; 5), 
(—8; 6). (—8: 7), (т; 6), 
(—7: 7. (-6; 6), 4; 5, 
(--2; 3), (2; 2), (5; 3), 7; 2). 
(8; —3), (7; —4). ин (-8,5; 
(4.5). 

2. (--3; —5). С-4; —7. 


{—8; —12). 40; —) 
(--8: —1)), {—6; —6). (-7: 
--4}, (--12; 2). (—13; 6), 


{—- 12; 9}, (—13; 10), (—15; 9). 
(—15; 10), <-14; 1), 12), 
12), (—11; 13), (9% 12) 
({—8; 13), (—8; 12), (—7; 19) 
(—7; 7), (5: 5). (-3; 8. 
(—2;: 9). (—2; 10). (0; И). 


(0: 11). (1; 0), @: 8). (3: 8), 
6: 0. 6; 12). ® 13). 
(1; 9. (г 8. (3; 4). 
(15; 2), (15:0), (14; 2), (13; 3), 
(12; —2), (12; —3), (13; —6), 
(10; —12), (8; —12), (10; —11). 
(11: —6), (10; —3), (3: —12), 
(1; —12). в; —Н), (5; —-8), 
{6; —6). (6; —4), (8; 2), 

(4: 0). 02: —2). (г — 
{—2; --6), (—5; —12), (-7; 
—12), (—5; —И), (--4; —7), 
и {— 1,5; 11.5). 

3. (0: —2), (2: —3), (3; 
—4), (7; —6). (8; —®. (9; 
—19). (10; —12), 8; —11, 
(9; —12)}, (7; —11. 6; —1). 
{3; —-10), (4; —9), 0; —7. 
[ия Е -8) 1-7 
—10), (-8; —12). {—8; —10), 
{—10; —9}, (—-8; —9), (—8; 
—5), 5 —) 1; —) 
{1; —3). (0; —2)}. и (8.5; —9). 


Жизнь — 
научный 
подвиг 


У знаменитой польской уче- 
ной Марин Склодовской-Кю- 
рн (наи. как чаще ее ниме- 
нуют, Марии Кюри) было 
две дочерн. Старшая из 
них — Ирэн — также стала 
всемирно известным физи- 
ком. Вместе со своим му- 
жем Фредериком Жолио- 
Кюрн она открыла искусст- 
венную радиоактивность н 
была удостоена за это от- 
крытне Нобелевской пре- 
мин. Младшая дочь Ева ста- 
ла журналисткой. Она-то 
н иаписала великолепную 
книгу о своей матери. Эта 
книга называется «Мария 
Кюри». Ее впервые издали 
в 1937 году во Францин, 
где она выдержала потом 
более сотни  перензданий. 
Книга Евы Кюри переведена 
на двадцать пять языков. 
В 1959 году вышло первое 
советское изданне этой кин- 
ги. А в 1976 году издательст- 
во «Атомиздат» выпустило 
тнражом в 200 000 экземпля- 
ров четвертое издание*). 

История науки знает не 
так уж много имен выдаю- 
щихся  женщни-ученых. И 
среди них иа первом месте, 
безусловно, стоит имя Марни 
Кюри. За выдающиеся науч- 
ные заслугн она была избра- 
на почетным членом ста шес- 
тн академнй, научных учреж- 
деннй н обществ, в том чнсле 
в 1926 году — почетным чле- 
ном Академин наук СССР. 
А Нобелевская премия — 
высшая международная науч- 
ная награда — присужда- 
лась ей дважды. 

Вся жизнь Марни Кю- 
ри была отдана науке. 
Вместе со  свонм мужем 
знаменитым французским фи- 
энком Пьером Кюри она 
Заложила фундамент совре- 





*) Е. Кюри. — Мария 
Кюрн. М., «Атомиздат», 1976. 


менных представлений о ра- 
диоактивном распаде при- 
родных элементов. Рентген, 
Беккерель. Пьер и Мария 
Кюри. Релерфорл, Бор — 
таковы имена основополож- 
ников наших знаний о прн- 
роде атомов и атомных ядер. 

В учебнике по физике для 
десятого класса среди порт- 
ретов выдающихся ученых 
есть и портрет Марин Кюри. 
Рядом с ним помещены две 
даты: 1867—1934 — годы 
рождения н смерти. Вот 
и все, что о ней, как о чело- 
веке, можно узнать из уЧеб- 
ннка. А ведь она прожнла 
удивительную и неповтори- 
мую жизнь’ Конечно, учеб- 
ник не может вдаваться в 
такие подробности. Расска- 
зывая о жизни науки. он 
ничего не рассказывает о 
жизнн ее творцов. 


Книга Евы Кюри про- 
слеживает весь жизненный 


путь ее матери, от первых 
шагов в здании мужской 
гнмназнн на Новолийской 


улице в Варшаве, где жили 
ее родители, до последних 
минут в лучшей палате са- 
натория в Санселльмозе, где 
она умерла. Именио жизнь 
Марни Кюри, а ие пересказ 
ее выдающихся научных дос- 
тижений,  заполияет стра- 
нУцы этой книги. Читая ее. 
шаг за шагом знакомишься 
не только с событиями этой 
необычайно трудной, полной 
суровых нспытаний жизин. 
но и с мыслями н чувствами 
ее героев. В книгу включено 
много писем н других до- 
кументов, принадлежащих 
самой Марин Кюри н ее 


близким. А читается она 

как увлекательная худо- 
жественная повесть. 
$. 

Большая часть  жизин 


Марни Кюри была прониза- 
на упорной борьбой за самые 
скромные средства сущест- 
вовання. Опа рано лишилась 
матерн. После блестящего 
окоичання гимназии ей приш- 
лось давать частные уроки, 
работать гувернанткой в 
провиицнальных городках. 
чтобы накопить немного денег 
для дальнейшей учебы. Но 
в Польше того времени унн- 
верснтеты не принимали на 
учебу женщин. Марин Скло- 
довской пришлось ехать в 
Париж н жить там, вдали от 
родных. на такие скромные 
средства, что нередко дело 
доходило до голодных 0об- 
мороков. 


Неожиданная встреча с 
молодым необычайно талант- 
ливым французским физн- 
ком Пьером Кюри преобра- 
зила всю ее жизнь. Супруги 
Кюрн начинают совместную 
работу по изучению явле- 
иня радноактивности: откры- 
того Аири Беккерелем не- 
задолго до нх свадьбы. По- 
требовалось четыре года не- 
прерывного. изнуряющего и, 
как поздиее — выясиилось, 
чрезвычайно опасного для 


здоровья труда в старом са- 


рае с дырявой стеклянной 
крышей. чтобы из несколь- 
ких тонн урановой руды вы- 
делить ничтожное количест- 
во новых элементов, кото- 
рые Мария Кюри назвала 
«полоннем» (в честь своей ро- 
днны Польши} и «радием». 
Не нмея никакой государст- 
венной помощи. расходуя 
свон скромные средства на 
прнобретение сырья, обору- 
дования. реактивов, супру- 
гн Кюри выполнялн работу 
грузчиков, кочегаров, ла- 
борантов, химнков-аналитн- 
ков н физнков-исследовате- 
лей. И все эти годы Мария 
Кюрн даже не состояла в 
штате Школы физнки, ко- 
торой принадлежал сарай. 
Там преподавал Пьер, а ей 
милостнво разрешали ра- 
ботать бесплатно. 


Это был беспрнимерный 
научный подвиг. Вот как 
писала об этом мадам Кюрн 
в одном из свонх писем: «В ту 
пору мы с головой ушли в 
новую область, которая рас- 
крылась перед намн благода- 
ря неожиданному открытию. 
Несмотря на трудные усло- 
вия работы, мы чувствовали 
себя вполне счастливыми. Все 
дин мы проводили в лабора- 
торнин. В жалком сарае ца- 
рил полный мнр н тишина: 
бывало, что приходилось 
только следить за ходом той 
нли другой операции, тогда 
мы прогуливались взад 
н вперед по сараю, беседуя о 
нашей теперешней н буду- 
шей работе; озябнув, под- 
креплялись чашкой чаютут 
же у печки. В нашем общем, 
едином увлеченин мы жилн 
как во сне...» 


За исследовання радно- 
активности в декабре 19303 го- 
да супругам Кюрн совместно 
с Беккерелем присуждают 
Нобелевскую премию. К ннмы 
приходит всемирная извест- 
ность. Но у них очень стран- 
ное отношенне к славе — 
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они видят в ней прежде всего 
неприятную обузу. прегра- 
ду для дальнейших исследо- 
ваний. В разное время снача- 
ла Пьер. а затем и Мария 
Кюрн отказались от ордена 
Почетного легнона — одного 
из высших орденов  Фран- 
цузской республики. В лись- 
ме на имя декана Института 
физики. химин и естествен- 
ных наук Пьер Кюри выс- 
казался по этому  ловоду 
кратко, но весьма вырази- 
тельно: «Прошу Вас, будьте 
любезиы передать господину 
министру мою благодарность 
и уведомить его, что не нмею 


никакой нужды в ордене, 
но весьма пуждаюсь в ла- 
бораторни». (Он так н не 


получил желанной лабора- 
торнн до последних дией 
жнизин. ) 


А рот и другие свиде- 
тельства их отвращення к 
слане: «Нас завалили пись- 
мами, и нет отбоя от журна- 
листов и фотографов. Хо- 
чется провалиться сквозь зем- 
лю, чтобы иметь покой...» 
(из письма Марии Кюри 
сора Юзефу Склодовскому). 
«Вы сами явились свндете- 
лем виезапного ‘увлечения 
радием. Это наградило нас 
всеми прелестями популяр- 
ностн: нас преследовали жур- 
налисты н фотографы со всех 
стран света; они доходили 
до того, что передавали раз- 
говор моей дочери с вяней 
и описывали нашего тигро- 
вого кота. Кроме того, нам 
писали письма и посещали 
лично всякие эксцентричиые 
личности и безвестные ч306- 
ретатели... Наконец. кол- 
лекционеры автографов. сно- 
бы. светские люди., А <® 
всем тем ни одной минуты 
покоя в лаборатории, _.. 
Я чувствую. как тупею от 
такого образа жизни...» {из 
письма Пьера Кюрн Жоржу 
Гун). 

Но ие только отноше- 
ние к славе являлось своеоб- 
разием нх лнчностей. Онн 
проявилн также поразнтель- 
ную бескорыстность. отка- 
завшись запатентовать тех- 
нологию получения радия. 
А ведь такой патент прниес 
бы им огромные богатст- 
ва. «Но соглашению со 
мной — нишет Мария Кюрн 
в своих воспомнианиях — 
Пьер отказался извлечь ма- 
тернальную выгоду из на- 
шего открытня; мы не взяли 
никакого патеита н, ничего 


не скрывая, обнародовали 
результаты наших  иссле- 
дований. а также способы 
извлечения чистого радия. 
Более того. всем заинтере- 


сованным лнцам мы давали 
требуемые разъяснения. Это 
пошло на благо производст- 
ва радия. — которое могло 
свободно развиваться. сиа- 
чала во Франции, потом за 
граннцей. поставляя ученым 
и врачам продукты. в кото- 
рых они нуждались... 


Подавляющее большинст- 
во монх друзей утверждают. 
н не без оснований, что 
если бы Пьер Кюри и я уза- 
конили наши права. мы при- 
обрели бы средства. доста- 
точные для того. чтобы самим 
постронть Миститут радия. 
а не преодолевать бесконеч- 
ные препятствня н трудности. 
которые ложились тяжким 
бременем на нас обоих. а те- 
перь лежат на мне. И все- 
такн я думаю. что мы были 
правы, ... человечеству нс- 
обходимы и мечтатели, для 
которых бескорыстное слу- 
жение какому-нибудь делу 
настолько увлекательно. что 
нм и в голову ие приходит 
заботиться о личных мате- 
рнальных благах». 


Бескорыстность нераз- 
рывно сочеталась у них с 
самоотверженностью, го- 


товностью к самопожертвона- 
нию во имя нитересов науки, 


интересов человечества. На 
страницах 165—166 мы чи- 
таем: «Немецкие — ученые 


Вальхов и Гизель заявили 
в 1900 году. что новое вешест- 
во действует физнологиче- 
ски. и Пьер. пренебрегая 
опасностью. тотчас подверг 
свое предплечье действию ра- 
дия. К радости. участок 
кожн оказался поврежден- 
ным! В заметке для Акаде- 
мин наук ой спокойно опи- 
сывает наблюдаемые симп- 
томы; «Кожа покраснела на 
поверхности в шесть квадрат- 
ных сантиметров; имеет вид 
ожога, но не болит или 60- 
лезненна чуть-чуть. Через 
некоторое время краснота, 
не распространяясь, начниз- 
ет становиться нитенснвнее; 
на двадцатый день образо- 
валнсь струпья. затем рана. 
которую лечили перевязка- 
ми; на сорок второй день 
стала перестранваться эпн- 
дерма от краев к центру. а 
на пятьдесят второй день 
остается еще ранка в квад- 


ратный сантиметр, нмеющая 
сероватый цвет, что указы. 
вает на более глубокое омерт- 
влениие тканей. 

Добавим, что мадам Кю- 
ри, перенося в запаянной 
стеклянной трубочке не- 
сколько сантиграммон очень 
активного вещества, получи- 
ла ожоги такого же харак- 
тера, хотя маленькая про- 
бирка находилась в тонком 
металлическом футляре 


Кроме таких резких 
воздействий мы за  вре- 
мя наших работ с очень 


активными веществами ис- 
пыталн на себе различные 
виды их воздействия. Руки 
вообще нмеют склонность к 
шелушению; концы паль- 
цев. державших пробирки 
нли кансулы с сильно радно- 
активными реществамн, ста- 
новятся затверделыми, а 
иногда очень болезненными; 
у одного из нас воспаление 
оконечностей пальцев дан- 
лось две недели ин кончи- 
лось тем, что сошла кожа, 
но болезненная чувствитель- 
ность исчезла только через 
два месяца». 

Эти эксперименты про- 
ложили путь к лечению рако- 
вых опухолей при помощи 
радноактивных — излучений. 
Все дело заключалось в д03е 
полученного облучения. Ра- 
дий продлил жизнь многим 
тяжело ин безнадежно боль- 
ным людям, Ио он же убил 
Марию Кюри; она умерла от 
острой злокачественной ане- 
мини. вызванной длительным 
воздейстнием больших доз 
радиоактивного облучения. 

И все-таки она была не- 
обычайно счастливой, — Не- 
задолго до смерти она писа- 
ла: «Я принадлежу к числу 
людей. которые думают, что 
наука — это великая кра- 
сота. Ученый у себя в ла- 
бораторин не просто техник; 
это ребенок лицом к лицу с 
явленнямн природы. дейст- 
вующими на него. как вол- 
шебная сказка...» 

Трудно без волнения чи- 
тать эту превосходную кннгу, 
с которой, безусловно, сле- 


дует познакомиться  каж- 
дому, кто любит науку. 
В. Ридов 
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Ответы, указания, решеминя 


К статье «Гомотетия и замечательные точки 
в треугольнике 
{Ем. «Квант» № 10) 
1. Если данные отрезки ие конгруэнитны, 
то существуют две гомотетин, перенодяшие 
одни из них в другой (см. рисунок Ён 2; 
на рисунке 2 изображен случай, когда отрез- 
. ки принадлежат одной прямоя). 
К статье «Повороты и пересечения много- Если данные отрезки конгруэнтны, то 
траненкоре существуст одна гомотетня, переводящая один 
ти а Ру 39757 из них в другой. 
1.5 [37 2. 34/4. 3. а*/2154. 2. Искомым множеством точек А] является 
4- “2124. окружность, в которую переходит далная ок- 
ружность при гомотетии с центром в середине 


р отрезка АВ ин коэффициептом  гомотетни 
К статье «Задачи на законы динамики мате- 


1 
рнальной точки» Я. № без образов точек А нп В (рис. 3)- 


= 


: | е- Е ИЕ 5 
т. Ед = т [ат + ТЕ! 59,6 -10*Н. 
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К сталье «Координатный мегод» 5 №24 
1 Воспользоваться формуламн 27. С 
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р: 
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Указанио, Поместить начало координат 
" точку О. в качестве осей абсцисс и ор- 
динат выбрать (2В) и {0С); заметить, что 


(АС). (ВОЕ)) = КРСВ). (ВОЕ)). н найти 


координаты точек 5$ и ЕЁ. 


1 _8- У? 





а. 


< Рис. 3. 
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Рис. 7. 
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3. Пусть (0: Ю) ин (0; 7) — данные кон- 
центрические окружности: |АВ|— искомая 
хорда; {С.Р} - 1АВИМКО; г). (Точку А 
можио выбрать на большен окружностн про- 
извольно.} 

По ты [АС] = [СВ] =РВ| = 


=>С= НЗ (В)- Но 


} 
ВЕ 0; Ю>СЕНА (0: Ю)). 
С= (0: 7) 1 
зы >се‹<0; 1) Пи ©: В). 
сена (0: В} 


Итак, залача имеет решеине, если мень- 
шая окружность пересекается с образом баль- 
р 


шей окружностн в гомотетии т Последиее 


в 
произойлет, когда А > г >= 3. (см. рис. 4). 


4. Пусть АВи Ср — общине внешние каса- 
тельные к двум данным окружностям (0; г) и 
(0’; г), касающимся внешвим образом 
{А. В. Сир — точки касания). 

Если г = г’, то АВСР — квадрат. и в не- 
го можно вписать окружность. 

Если гг. то (АВ) Г} (СБ) = $. Про- 
ведем касательные МХ н КЁ к окружности 
(О; г) в точках пересечения се с прямой 50 
(рис. 5). 

Пусть МН — гомотетия, нереводящая ок- 
ружность (0; г) в окружность (0': г’): 


Н; ПАС] = 182] 
кн вы ма вы 


—— 


м ^ ПАЗ ^ мм 


Н (МУ) = КЦ | 





и гомотетня ДЕ переводит четырехугольник 
МКЕМ в четырехугольник АВОС. Но в че- 
тырехугольник А1А1.А вписана окружность 
(0; г): следовательно, в гомотетичный ему 
цчетырехугольник АВСО можно эписать ©к- 
ружность. 

5. См. рисунок 6. 

6. Пусть М — центр тяжести треугольни- 
ка АВС. Ю — его ортоцеитр, О — центр опн- 
саиной окружности. Аз, В;, С, — середиим 
сторон {рне. 7). 


"| - 


Гомотетия Нм переводит окружность 
Г, опнсаниую около треугольника АВС, в 
окружность \ с центром О;, проходящую че- 
рез середниы сторон Ал, Вин С,. При этом 

| | 


Не (9 =ОАМ] = 2 Юм]; Ни? (0)=0,. 
1 0.М] = ом, так что центр О, окруж- 


ности $ является серединой отрезка Ю@ 
(см. рис. 7). 

Покажем, что окружность % проходит че 
рез середину А» отрезка АА (для отрезко? 
ВВ н ВС доказательство аналогично). 
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' 
Заметим, что Не (КА) =[ОА,}, так что 


1 
ЮАц = 5 К4|. Симметрия $0, с центром 


в О, переводит противоположно направлен- 
ные лучи ОА, и ВА друг в друга, а потому 
А. = о, (А;} Е [К4) и КА) = ЮА| = 


= > КА|. Поскольку сныметрия 50, пе- 


реводит окружность \ в себя, получаем. что 
Аз Е. 

Лалее, пусть О— основание высоты, опу- 
щениой из вершнны А. Поскольку А, А, — 
днаметр окружности у, а р — вершина пря- 
моугольного треугольника 4 БА, с гипоте- 
нузой А, Ао. получаем, что основание высоты 
1) также примадлежит }. То же справедливо 
и для аругих высот треугольника АВС. 


К задачам «Квант» для младших 
Н1КОЛЬНИКОВ» 

(См. «Квант» № 1) 

1. а} 350; 6) 108; в) 105: 135. 225. 315. 
405. 2. На столе лежат: желтый квадрат. зе- 
леный ромб, красный треугольник, синий 
круг. 3. В 1956 году. 


К статье «Степа Мошкии повторяет 
геометрию» 

(сл. «Квант» № 10) 

1. а} Красные окружности сдвинуты: 
6} рука у «человека» повернута не в ту сто- 
рону; в) красная окружиость должиа быть 
большего ралднуса: г) краспая лниня лолж- 
на быть симметрично отражена в {и умеиь- 
шенма. 

2. Если (АБР) СА’Е), то (А’В) (АВ) н 
либо Я А’ЕСМК). и тогда решить задачу 
невозможно (если ВХ МК)). либо АА‘ 
и тогла В Е (А А’). Во втором случае надо 


построить сначала образ вспомогательной 
точки С, для которой прямые АС, А’Си ВС 
пересекают прямую МК в пределах чертежа. 

3. Решается аналогично задаче 2. 

5. Указание. Оси симметрии при- 
надлежит точка пересечення лиагопалей 
трапецин и точка пересечення прямых, ил ко- 
торых лежат боковые стороны трапецин. 

6. а) Постройте равпосторониий треуголь- 
них АОА 1. 

6) Лважлы произведнте поворот на 60”. 

7. Указаине. Произвести трн пово- 
рота па 60 с центром О. 

8. Дважды воспользуйтесь 
задачей. 

9. а) А-П. В--, С-Е. 

6) С помошью осевой и центральной сим- 
метрий. 


предыдущей 


К задачам 
(см. «Квант» — № 10. с. 63} 
1. х-= лт/3 (тей. Указание. 


Рассмотрите уравнение как квадратное от- 
носительио $и1 1917 х, найдите х из получен- 
ных значекнй зт 1977 х н зи 1917 х и срав- 
ните их. 4. х— 5. у '3. 5. п 1.2.3. 
Указанне. Фуикция /(л)-= (9/12)”" 
—г (10, 12}” монотоино убывает. 
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К заметке «Вот это близнецы |» 
(см. «Квант» № 10. с. 39) 


В обоих примерах икс =: 305, зет = 1924 


К задаче «Турнирная таблица» 
(см. «Квант» № 9, с. 0) 





10а 106 10в 10д 10г 
10а — 1:0 0:0 1:0 0:3 
106 0:1 — 1:0 0:1 5:0 
10в 0:0 0:1 — 5:0 0:0 
104 0:1 1:0 0:5 — 2:1 
10г 3:0 0:5 0:0 1:2 ВЕ 


К кросснамберу «Ребята с нашего двора» 
(см. «Квант № 9, 3-ю с. обл.} 


Симе 12 лет, Римме |0 лет, Фиме 9 лет, 
Диме 8 лет и Тиме 7 лет. 
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Кривая, которая здесь изображена, называ- 
ется «каппа» из-за сходства с одноименной 
буквой х греческого алфавита. Эту кривую 
впервые постронл в 1662 году бельгийский 
математик Рене Франсуа де Слюз (1622— 
1685). когда вел переписку с Христнаном 
Гюйгенсом. 

Приведенный здесь способ построения ду- 
ги кавшы принадлежит И. Ньютонву. Пусть 
на прямой { отмечена точка О. Возьмем 
угольник АМВ (М — вершина прямого уг- 
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ла). Правая верхняя ветвь каппы описыва- 
ется вершиной А1. когда угольник персме- 


щастся ‚так. что вершина В скользит по 
правому лучу прямой #/ М находится 
над прямой [Ги катет АМ проходит через 
О. Три остальные ветвн каипы строятся 
аналогично. 

Удлиняя катет АМ угольника АМВ, мы мо- 
жем получить сколь угодно далекне точки 
каппы. 
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Цена 30 кол. 
Индекс 70465 


Выполняя рещения ХХ1У и ХХУ съездов 
КИСС наша страна в больших масштабах 
развызает атомную энергетику. На европей- 
ской территорны Советского Союза строят- 
ся мошные атомные злектростанини  раз- 
личных типов. Успешно работают могучие 
атомные ледоколы «Ленин» и «Арктика». 


Готовится к первому рейсу атомный ледо- 
кол «Сибирь». В десятой пятнлетке сум- 


марная мощность советских атомных элех- 
тростанций увеличится на 12—15 миллно- 
нов киловатт р 

На фотографиях ТАСС показаны один из 
реакторов „Ленинградской атомной электро- 
станцим (мощность станини равна 2 мнллио- 
на кнловатт) и советский атомный ледокол 
«Арктика», который впервые достиг Север- 
ного Полюса, 
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НАУЧНО-ПОПУЛЯРНЫЙ ФИЗИКО - МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ 
АКАДЕМИИ НАУК СССР И АКАДЕМИИ ПЕДАГОГИЧЕСКИХ НАУК СССР 








Куаптссте.ги 





На 
кардионда (так она была названа в д рани 
матик {х 


этом рксунке нзображена одна из замечательных кривых 

на была назван 741 году французским мате- 

м Кастильоном из-за сходства с сердцем (хербёю по-гре- 

чески — сердце). 

Здесь ириведеп один низ способов ее построения. На окружности 

ьную точку н проводим через нее все возмож- 

ные хорды (на рисунке оин чёрного цвета). Возьмем произвольную 

из этих д н проведем из второго ее конца еще одну, «красную» 

хорлу. конгруэнтную «черной». Огибающей (см. «Квант», 197. 
№ 93. заметку «Нефронда») семейства этих «красных» х 


карлнонда. 
Подробнее о карднонде читайте на с. 33. 
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Во Всесоюзном заочном 
электротехническом институте 
связи создан 

оригинальный прибор — 
Цнетной телевиэмонный 
экспандер. Он полволяет 
оперативно оценивать 
яркость отдельных участков 
рассматриваемых объектов 
Каждый уровень яркостя 
отображается на экране 
цветного телевизора 
заранее определенным 
цветом 

(см. заметку на с. 29). 

На первой странице 
обложки приведено фото 
изображения. полученного 
прин помощи этого прибора 
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и сполнилось 70 лет члену редколлегии нашего журнала, 
действительному члену Академии педаеогических наук 
СССР, доктору физико-математических наук, профессору Ва- 
лентину Александровичу Фабриканту. 
Редколлегия и редакция журнала «Квант» от своего имени и 
от имени многих тысяч читателей поздравляют Валентина 
Александровича с его семидесятилетием и желают ему 300- 
ровья, долгих лет жизни и новых больших успехов в его бла- 
городной деятельности ученого и педагога. 
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И. Кикоин 


Как создавалась советская физика 


Мы заканчиваем публикацию 
воспоминаний академика Н. К. Кикоина. 
Начало см. «Квант» №№ 10, И. 


До конца двадцатых годов нашего 
столетня основные усилия физиков 
мира, в том числе и советских, были 
направлены на решение проблемы 
строения атома, его электронной обо- 
лочки и физики металлов. 

Что же касается проблемы строе- 
ния атомного ядра, то ею занимались 
немногие физики. В основном это 
были физики школы Резерфорда в 
Англии и Марии Кюри во Франции. 
В Советском Союзе ядерной физикой 
занимались ленннградские ученые 
Л. В. Мысовский в Государственном 
радиевом институте, Д. В. Скобель- 
цын в Ленинградском политехниче- 
ском и Ленинградском  физико-тех- 
ническом институтах. 

В то время нас обучали, а потом 
мы самн обучали тому, что ядро со- 
стоит из протонов и электронов, что 
число протонов равно атомному весу 
элемента, а число электронов в ядре 
равно разности атомного веса и по- 
рядкового номера элемента. 

В начале 30-х годов в ядерной фн- 
зике произошел информационный 
взрыв В течение двух-трех лет 
на нас буквально обрушился поток 
новых фундаментальных открытий. 
В 1931 году в лаборатории Резер- 
форда Кокрофт и Уолтон впервые 
осуществили расщепление ядер ли- 
тня путем бомбардировки их прото- 
нами с энергией в несколько сот кэВ. 
При этом из лития вылетали а-частн- 
цы с энергией около 8 МэВ. Сообще- 
ние об этих опытах оживленно об- 
суждалось нами в лабораториях, в 
коридорах и даже за обедом. Это был 
первый случай, когда энергия обра- 
зовавшихся частнц значительно пре- 


вышала энергию бомбардирующих ча- 
стнц. Несколько позже эти опыты 
были повторены во многих лаборато- 
риях мира и, в частности, у нас 
харьковскими физиками под руко- 
водством К. Д. Синельникова. 


В 1932 году английский физик 
Чэдвик (ученик Резерфорда) открыл 
нейтрон — частицу, масса которой 
близка к массе протога, но не имею- 
щую электрического заряда. Это 
было настоящей сенсацией. Тем 
более, что незадолго до этого анало- 
гичные опыты были проведены немец- 
кими и французскими физиками, ко- 
торые так же как н Чэдвик наблю- 
дали проникающее излучение, ис- 
пускаемое легкими элементами (на- 
пример. бериллием) при бомбарди- 
ровке их &-частицами. Это излучение 
легко пронякало сквозь толстый слой 
свинца и прн попаданни на парафин 
выбивало из него протоны. Эти фн- 
знки считали, что проникающее че- 
рез свинец излучение представляет 
собой у-лучи, но не стали измерять 
их энергию. Чэдвнк же провел такие 
нзмерения и убедился, что такой 
энергией ф-лучи не могут обладать. 
Он убедительно показал, что сквозь 
свинец проникают незаряженные ча- 
стицы, которыми оказались нейтро- 
ны. Для нас это было донолнитель- 
ной иллюстрацией того, как важны 
количественные опыты в физикс. 

В том же 1932 году появилось 
сообщение об открытии в космических 
лучах новой элементарной  части- 
цы — позитрона, которая представ- 
ляла собой положительно заряжен- 
ный электрон. 

Все эти сообщения публикова- 
лись краткими заметками, без под- 
робностен, в научно-популярных жур- 
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налах, и мы с нетерпением ждали 
появления подробных статей уже в 
серьезных научных физических жур- 
налах. 


Для быстрого введения советских 
ученых в русло современных идей 
физики атомного ядра А. Ф. Иоффе 
решил организовать Всесоюзную 
конференцию но физике атомного 
ядра с участнем крупнейших зару- 
бежных ученых. Эта конференция 
состоялась в конце — сентября 
1933 года. Она проходила в актовом 
зале Академин наук в Ленинграде. 
По составу участников и по широте 
программы конференция имела меж- 
дународный характер. В ней ирння- 
ли участие английский физик Пау- 
ли, французские физики Перрен, 
супруги Жолио-Кюри н другие все- 
мирно известные ученые. 

Уже после первых опытов по рас- 
щеплению ядра лития А. Ф. Иоффе 
понял, что физика атомного ядра 
вступает в новую эру, н приступил 
к организации исследований в этой 
области в нашем  физико-техниче- 
ском институте. Поначалу был ор- 
ганизован постоянно действующий се- 
минар по ядерной физике (отдельно 
от общефизического традицнонного се- 
мннара, о котором я уже рассказы- 
ваз). 

На этом семинаре (насколько я 
помню, он собирался по средам) де- 
тально обсуждались все новые рабо- 
ты по ядерной физике. Хотя я не 
собирался стать «ядерщиком», по- 
тому что был увлечен своими иссле- 
дованиямн полупроводников и ме- 
таллов, но аккуратно посещал эти 
семинары, чтобы быть в курсе новых 
событий в физике. Когда на семинаре 
обсуждалось очередное сенсационное 
сообщение, зал бывал переполнен. 
Довольно скоро в институте органи- 
зовались две группы «ядерщиков». 
Одна под руководством И. В. Кур- 
чатова, другая под руководством 
А. И. Алиханова. Обе эти группы за- 
нялись созданием новой для них 
экспериментальной техники. Надо 
было обзавестись источниками я-чз- 
стиц, Р-частни (электронов). у-лу- 
чей и нейтронов. Такими источни- 


ками были продукты радиоактивного 
распада радия, запасы которого бы- 
ли сосредоточены в Ленинградском 
радневом институте. Источником ней- 
тронов служили ампулы, содержащие 
газообразный радон (продукт рас- 
пада радия), излучающий &а-частицы, 
и порошок бернллия (бериллий, об- 
лучаемый а-частицами, испускает 
нейтроны). Одновременно готовились 
приборы для регистрации частиц — 


счетчики, камеры Вильсона, нони- 
зацнонные камеры и многие дру- 
гие виды техники, без которых 


нельзя было начинать эксперимен- 
тов по ядерной физике. Все это 
было сравнительно быстро разрабо- 
тано, изготовлено собственными ру- 
ками, и экспернментальная работа 
закипела. 


Вскоре после открытия позитро- 
на в космических лучах многие фи- 
знки стали искать возможности полу- 
чения позитронов в лабораторных 


условиях. Эти попытки не только 
увенчались успехом, но и привели 
к открытию искусственной  радио- 


активности. Ирэн н Фредерик Жо- 
лио-Кюри обнаружили, что во время 
облучения &а-частицами легких эле- 
ментов, например, алюминия или маг- 
ния, они испускают позитроны. Ис- 
следуя это явление, онн неожиданно 
обнаружили, что после прекращения 
облучения алюминиевой фольги, т. е. 
после того, как убирался источник 
©-частиц, испускание позитронов про- 
должалось с. ослабевающей по экспо- 
ненциальному закону — интенсив- 
ностью. Так супруги Кюри сделали 
двойное открытие. Они впервые об- 
наружили искусственную  радиоак- 
тивность и открыли новый вид радно- 
активного распада позитронный 
распад. 

Сообщение об этих опытах бы- 
ло для нас не меныней сенсацией, 
чем открытне нейтрона. Искусствен- 
ная радиоактивность при облучении 
и-частнцамн наблюдается только у 
легких элементов. У тяжелых эле- 
ментов ее не обнаружили. Это объяс- 
нялось тем, что вероятность проник- 
новения заряженных частиц (напри- 
мер. а-частиц} внутрь тяжелых ядер 
ничтожно мала. Именно по этим при- 
чинам нтальянский физик Ферми 
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попытался вызвать искусственную 
радиоактивность путем облучения 
тяжелых элементов нейтронами. Эта 
попытка увенчалась блестящим успе- 
хом. В журнале «Мафиге» появилась 
статья Фермн под названием «Ра- 
диоактивность, наведенная бомбарди- 
ровкой нейтронами», в которой он 
сообщал об искусственной радноак- 
тивности прн облученни нейтронами 
ряда элементов. 


К этому времени в ЛФТИ закан- 
чивался «инкубационный перн- 
од» — период подготовки  экспери- 
ментальной техникн для исследова- 
ний по ядерной физике в лаборато- 
риях И. В. Курчатова и А. И. Али- 
ханова. Довольно скоро определн- 
лись и интересы этих групп: Курча- 
тов посвятил себя нейтронной физн- 
ке, которой он не изменил до конца 
своей жизни; группа Алиханова за- 
нялась исследованием проблем В-рас- 
пада. 

Насколько наши физнки были под- 
готовлены к активным исследованиям 
в области ядерной физики, видно из 
того, что уже через несколько не- 
дель (!) после опубликования статьи 
Ферми И. В. Курчатов с сотруднн- 
ками представили для опубликова- 
ния работу под названием «Эффект 
Ферми в фосфоре». В этой работе ав- 
торы сообщалн о полученном имн 
новом результате: оказалось, что фос- 
фор. облученный нейтронами, «дает 
радиоактивность с еще одним периодом 
полураспада в 3 мннуты», кроме об- 
наруженного Ферми периода в 3 часа. 

В 1934 году И. В. Курчатов со 
свонми сотрудникамн начинает боль- 
шой цикл работ в связи с открытием 
явления замедления нейтронов при 
их прохождении через  водородосо- 
держащие вещества, в частности, че- 
рез воду. В это время во многих лабо- 
раторнях ннститута и даже в кори- 
дорах появились большие сосуды раз- 
личной формы, наполненные водой, 
в которой помещались исследуемые 
вещества. Вода служила замедлнте- 
лем нейтронов. При помощн медлен- 
ных нейтронов Курчатов впервые по- 
лучил — нскусственно-радиоактивный 
рутений и новые радиоактивные изо- 
топы палладия и рения. 


Исследования искусственной ра- 
диоактивности при облученин  эле- 
ментов замедленными  нейтронами 
показали, что вероятность осущест- 
вления ядерных реакций необычайно 
сильно зависит от энергии бомбардн- 
рующих нейтронов. Это привело Кур- 
чатова к необходимости исследовать 
влняние энергин нейтронов на ход 
ядерных реакций. Для этого надо 
было точно знать, какими энергиямн 
обладают бомбарднрующие нейтро- 
ны, знать их энергетический 
спектр. Теперь хорошо известно, на- 
сколько сложна эта область физики 
(нейтронная спектроскопия). Но 
в 1935—36 годах физики только на- 
чинали проникать в нее, и совет- 
ские ученые были в числе первопро- 
ходцев. 

К 1935 году относится открытие 
группой Курчатова так называемой 
ядерной изомерии. До этого было 
известно, что в природе встречаются 
вещества, ядра которых, имея оди- 
наковые заряды, отличаются масса- 
мн. Это — изотопы. Встречаются так- 
же вещества, ядра которых, обладая 
одннаковыми массами, имеют раз- 
ные заряды. Они называются изо- 
барамн. 

И. В. Курчатов, исследуя со свон- 
ми сотрудникамн искусственную ра- 
дноактнвиость брома, облученного 
нейтронами, обнаружил, что после 
облучения образуются ядра брома, 
которые, имея одннаковые массы н 
заряды, различаются лишь периодом 
полураспада. Такие вещества наз- 
вали изомерами. 

Открытие группой Курчатова изо- 
мерин брома было настолько неожи- 
данным, что физики отнеслись к не- 
му сначала с некоторым недовернем, 
но вскоре оно нашло всеобщее при- 
знание, а исследование изомернн ста- 
ло одним низ эффективных средств изу- 
чения строения ядра. 


Параллельно с развитием — ис- 
следований в области физики нейтро- 
нов успешно развивалась и другая 
ветвь физики атомного ядра — нс- 
следование механизма радиоактивно- 
го В-распада. Объяснение закономер- 
ностей, обнаруженных при изученин 
В-распада естественных радиоактив- 
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Чествование лауреатов Нобелевской премнн И. Е. Тамма, И. М. Франка, П. А. Черенкова 


(Стокгольм, 18 декабря 1958 г.). 


ных элементов, натолкнулось на труд- 
ности. Известно, что электроны, ис- 
пускаемые при В-распаде, имеют раз- 
личные  кинетические энергии, зна- 
чения которых лежат в пределах от 
нуля до некоторого максимального 
значення, которое характерно для 
каждого ядра. Между тем, очевидно, 
что при радиоактивном превращении 
ядра оно переходит из определенного 
начального состояния в конечное со- 
стояние, тоже совершенно определен- 
ное. При этом должна выделяться 
вполне определенная энергия, кото- 
рая и передается вылетевшему из 
ядра электрону. Почему же выле- 
тающие электроны имеют различные 
энергии? Нанример, ядра 338 в 
результате В-распада превращаются в 
ядра “Ро. Максимальная энергия 
вылетевших электронов для этой ре- 
акции — 1,05.10% эВ. Мными сло- 
вами, энергия. каждого ядра 2898 
уменьшается на 1,05. 10% эВ. Средняя 
же энергия, приходящаяся на каж- 
дый вылетающий электрон, оказы- 
вается равной 0,39.10% эВ. Следова- 
тельно, у некоторых из вылетевших 


электронов энергия меньше чем энер- 


гия, «потерянная» ядром. Куда же 
девается остальная часть энергии? 

Этот вопрос в начале тридцатых 
годов был одним из наиболее живо- 
трепещущих. Нильс Бор решился 
лаже предположить, что в элемен- 
тарных ядерных процессах может 
нарушаться закон сохранения энер- 
ГИИ. 

«Выход» из создавшегося положе- 
ния предложил  швейпарский физик 
Паули. Он предположил, что при 
распаде ядра вместе с электроном 
вылетает еще одна частица ничтожно 
малой массы, не имеющая заряда, 
которая и «уносит» с собой «недо- 
стающую» энергию. Этой частице да- 
ли название нейтрино (по-русски 
«нейтришка»). Однако все попыткн 
обнаружить нейтрино на опыте успе- 
ха не имели. Мейтрино оставалась 
«частицей секретной, фигуры не име- 
ющей», как мы ее в шутку называли, 
перефразируя соответствующее мес- 
то из повести Тынянова «Поручик 
Киже». 

Первый опыт, результаты которо- 
го явились косвенным подтверждени- 
ем существования нейтрино, принад- 
лежит А. И. Лейпунскому, который 
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провел его в лабораторни Резерфор- 
да, где он некоторое время работал. 
Идея опыта заключалась в наблюде- 
нин «отдачи» атома, когда из его рас- 
падающегося ядра вылетают элект- 
рон или позитрон. Очевндно, что 
когда В-распад ядра сопровождает- 
ся вылетом двух частнц (нейтрино 
плюс электрон или позитрон), энер- 
гня отдачи должна быть болъше, чем 
при вылете только одного электрона 
илн позитрона. 

Позднее А. И. Алнханян предло- 
жил весьма остроумную идею опыта 
с отдачей атома при таком распаде 
ядра, когда из атома ничего не вы- 
летает, кроме нейтрнно, если оно 
существует (электрон, вылетевший 
нз ядра, «застревает» в электронной 
оболочке атома). Поэтому сам факт 
наличня отдачи уже свидетельствовал 
бы о существованни нейтрнно. Заду- 
манный опыт был начат до начала 
Великой Отечественной войны, ко- 
торая помешала полному его завер- 
шению. Идея опыта А. И. Алихано- 
ва была в точности осуществлена в 
1942 году американским физиком 
Алленом и дала положительный ре- 
зультат. 


Развитие экспернментальных ис- 
следований по ядерной физике как 
за рубежом, так и в СССР, стимули- 
ровало н наших физиков-теорети- 
ков. Почти все ведущие советские 
теоретикн сталн активно заниматься 
вопросами теорин атомного ядра. Все- 
общее признание получили работы 
И. Е. Тамма, Я. И. Френкеля, 
Л. Д. Ландау. Их доклады на нашем 
ядерном семинаре вызывали жаркие 
дискуссни. 

В сентябре 1936 года в Москве 
была созвана вторая Всесоюзная кон- 
ференция по ядерной фнзике. В ее 
работе участвовало свыше ста совет- 
ских физиков. В ней приняли уча- 
стие и некоторые крупные зарубеж- 
ные физнки: швейцарский физнк Па- 
ули, французский физик Оже, анг- 
лнйский физик Пайерлс н другне. 

Особо следует отметить доклад 
об эффекте Черенкова, прочитанный 
на конференции И. М. Франком. Этот 
эффект был открыт П. А. Черенко- 
вым, работавшим под руководством 
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Вавилова. Заключается он в том, 
что электроны, движущиеся в жид- 
костя со скоростью, большей ско- 
ростн света в этой жидкости (но, ко- 
нечно, меньшей скоростн света в 
пустоте), вызывают свечение жидко- 
сти. Теперь эффект Черенкова шн- 
роко используется физиками во всем 
мнре в счетчиках заряженных ча- 
стиц. За открытие эффекта и его тео- 
ретическое объяснение П. А. Че- 
ренков, И. Е. Тамм н И. М. Франк 
были удостоены Нобелевской премии. 

А. Ф. Иоффе, закрывая конферен- 
цию, отметил важность создания но- 
вой мощной техники исследований, 
прежде всего—ускорителей заряжен- 
ных частиц. 

Постепенно советская ядерная 
физика оснащалась мощной эксперн- 
ментальной техникой. В 1937 году 
прн совместном уснлии физиков груп- 
пы Курчатова и Радневого институ- 
та был пущен первый советский цик- 
лотрон. На нем были получены &а-ча- 
стицы с энергией около 1,2 МэВ. 
Через год был запущен болышой 
электростатический генератор в 
Харькове. — Соответственно расши- 
рился и фроит  экспериментальных 
нсследований. И к 1939 году, когда 
наступила «эра деления ядра», совет- 
ские физики пришли во всеоружнн. 

В 1939 году было сделано очень 
важное открытие, которое сыграло 
решающую роль в развитин не толь- 
ко ядерной физикн, но и ядерной тех- 
никн. Было обнаружено, что нейтро- 
ны, бомбардирующие урановую мн- 
шень, вызывают совершенно необы- 
чные ядерные превращения. Обыч- 
но при бомбардировке нейтронами 
ядер элементов их заряд изменяется 
на одну-две единнцы. При попадании 
же нейтрона в ядро урана (2=92) 
наблюдалось появление ядер с за- 
рядами, много меньшими заряда яд- 
ра урана. Это означает, что ядро ура- 
на делится почти пополам, образуя 
так называемые осколки. Суммарный 
заряд  ядер-осколков равен  за- 
ряду ядра урана. Этот новый вид 
ядерного превращения получил на- 
звание реакцин делення урана. 

Деление ядер урана было откры- 
то в Германин и тотчас же подтвер- 
ждено опытами американских, анг- 
лийских и советских ученых. Вско- 


ре выяснились два очень важных 
обстоятельства. Во-первых, при де- 
лении ядра урана осколки вылетают 
с огромной кинетической энергней. 
Она равна, примерно, 200 МэВ, в то 
время как энергия нейтрона, вы- 
звавшего деление, составляет всего 
несколько электронвольт. Выигрыш 
в энергии колоссальный, н одновре- 
менное деление всех ядер в куске 
урана весом даже в несколько со- 
тен граммов нензбежно привело бы 
к чудовищиому взрыву. Но попадая 
в небольшой кусок урана, болышая 
часть нейтронов пронизывает его на- 
сквозь, не производя никакого деле- 
ния. 

Весьма важным было также и 
второе обстоятельство. Оказалось, что 
при делении ядра урана не только 
образуюлся тяжелые осколки, но и 
возникают новые свободные нейтро- 
ны, которые сами могут вызвать про- 
несс деления. Мх не так уж мно- 
го — два-три на каждое разделивше- 
еся ядро. Но если бы они попадали 
в новые ядра урана и делили их, 
а не вылетали бесполезно за пределы 
куска урана, то процесс деления 
приобрел бы лавинообразный харак- 
тер: нейтрон делит ядро, и возникают 
два нейтрона; они делят два ядра, и 
возникают четыре нейтрона; эти ней- 
троны делят четыре ядра, возникают 
восемь нейтронов и т. д. 

Установив факт возникновения но- 
вых нейтронов при деленни ядер ура- 
на, физики подсчитали, что даже не- 
большое число первичных нейтронов, 
попадающих в кусок урана достаточ- 
но большого объема, может вызвать 
грандиозный взрыв. В Советском Со- 
юзе такие расчеты первымн опубли- 
ковали Я. Б. Зельдович и Ю. Б. Ха- 
ритон. Они же показали, что при 
определенных условиях можно на- 
деяться и на медленное высвобожде- 
ние энергии в процессе деления, кото- 
рая может быть в этом случае нсполь- 
зована в мирных целях. В связи 
с этим в лабораторин Курчатова бы- 
ла намечена обширная программа нс- 
следований процессов деления ядер 
урана. 

Вскоре (это было перед самым 
началом войны) ученики Курчато- 
ва Г. Н. Флеров и К. А. Петржак 


обнаружили новое очень важное яв- 
ленне. Оказалось, что ядра урана 
делятся самопроизвольно, самн по 
себе, без всякого обстрела их нейтро- 
нами. Такое деление — событие очень 
редкое, но н оно приводит к появле- 
нию свободных нейтронов. 


Война помешала Курчатову осу- 
ществить намеченные планы. Многие 
фнзикн ушли на фронт, многие на- 
учные учреждения были эвакуиро- 
ваны в глубь страны. Ленинград 
оказался в длительной блокаде. Сам 
Игорь Васильевич вместе с нынеш- 
ним Президентом Академни Наук 
СССР Анатолием Петровичем Алек- 
сандровым занялись очень важной 
для фронта проблемой защиты кораб- 
лей от магнитных мин. Надо было 
размагничивать корабли, так чтобы 
их появление «не замечали» немец- 
кие магнитные мины, находящиеся 
на дне или плавающие в море. И на- 
ши ученые спаслн немало моряков 
ни судов Черноморского н Северного 
флота от гибели. 


В 1941 году в научной литературе 
нсчезли работы по делению урана, 
которые до этого публиковались поч- 
тн в каждом номере физических жур- 
налов многих стран. Нетрудно было 
догадаться, что в Америке, в Гер- 
мании и в других странах этн работы 
засекретили, учитывая, что они, по 
крайней мере принциннально, по- 
зволяют создать чрезвычайно мощ- 
ное взрывчатое вещество. В связи 
с этим в конце 1942 года наше пра- 
вительство приняло решение возоб- 
новить эти работы. 

Общее руководство всей этой про- 
блемой (она называлась урановой 
проблемой) было возложено на 
И. В. Курчатова. 

Для участия в разработке этой 
проблемы Игорь Васильевич пригла- 
сил А. И. Алиханова, своего ученика 
Г. Н. Флерова и меня. Наш коллек- 
тив именовался лабораторией № 2 
Академин наук СССР, а между собой 
мы называли нашу лабораторию про- 
сто «двойкой». Нам подыскали не- 
большое временное помещение в 
центре Москвы. Потом мы перебра- 
лись в недостроенные здания, нам 
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сначала не предназначавшиеся, но 
ставшие со временем нашим «до- 
мом» — Институтом атомной энер- 
гни, который носит теперь имя 
И. В. Курчатова. 

К тому времени о делении урана 
было известно следующее. Уран со- 
стоит практически из двух изотопов; 
нх атомные массы равны 238 и 235. 
Доля легкого урана 0 в природ- 
ном уране очень мала, она равна 
17/140, и именно этот уран делится 
медленными нейтронами. Но ядро 
урана 238 поглощает медленные ней- 
троны и превращается сначала в 93-й 
элемент (нептуний 238), затем в 94-й 
элемент, который потом получил на- 
звание плутоний. Ядра плутония 239 
делятся нейтронами так же хорошо, 
как и ядра урана 235. 

Перед нами было два пути к атом- 
ному оружию — один состоял в том, 
чтобы отделить уран 235 от урана 
238, или хотя бы резко повысить его 
концентрацию, то есть обогатить уран 
легким изотопом 235, второй — в 
том, чтобы производить плутоний. И 
каждый из них таил в себе множество 
трудностей. 

Мы все понимали, что работать 
надо с предельным напряжением, так 
как шла война и были серьезные опа- 
сения, что фашистская Германия 
работает над созданием атомного ору- 
жия. И мы фактически круглые сут- 
ки не выходили из лабораторий. 

Для производства плутония необ- 
ходимы были атомные реакторы. Для 
создания атомных реакторов понадо- 
билось провести невероятно большое 
количество сложных физических ис- 
следований и инженерных разрабо- 
ток. 
Не легче был и второй путь — 
обогащение изотопов. Известные тог- 
да Лабораторные методы обогаще- 
ния позволяли получить микрограм- 
мы чистых изотопов. Нам же нуж- 
ны были килограммы урана 235. 
Пришлось искать более производи- 
тельные способы разделения изото- 
пов урана, которые можно было бы 
осуществить в промышленном масшта- 
бе. А когда такие способы были най- 
дены, пришлось создавать новую про- 
мышленность — заводы, производя- 
щне небывалую продукцию. Обычно 
новая промышленность рождается 
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в течение десятилетий, нам же на 
все это было отпущено всего 2—3 го- 
да. И тем не менее, эта задача была 
решена. 

6 августа 1945 года американцы 
сбросили атомную бомбу на япон- 
ский город Хиросиму; 9 августа вто- 
рая американская атомная бомба бы- 
ла сброшена на город Нагасаки. 
Они погубили сотни тысяч человече- 
ских жизней. Япония к этому вре- 
мени была уже практически побеж- 
дена, и чудовищная атомная бомбар- 
дировка ее городов не вызывалась 
никакой военной — необходимостью. 
Руководители США — преследовали 
нные цели. Им казалось, что моно- 
польное владение таким разруши- 
тельным оружнем поможет им навя- 
зывать свою волю всему миру и, 
прежде всего, Советскому Союзу. 

Атомная бомба разрабатывалась в 
Америке в строжайшей тайне, в ее 
создании принималн участие многие 
выдающиеся европейские физики, 
бежавшие в США от фашистского на- 
шествия. Решение этой проблемы сто- 
ило огромных трудов и средств. Аме- 
риканцы были убеждены, что о со- 
здании подобного оружия в Совет- 
ском Союзе, в стране, только что 
пережившей опустошительную вой- 
ну, нечего и думать. Американские 
эксперты Д. Хогертон и Э. Рэй- 
монд, в статье под названием «Когда 
Россня будет иметь атомную бомбу?», 
опубликованной в 1948 году, прелд- 
сказывали, что нам не удастся до- 
биться этого ранее 1954 года. Дру- 
гие американские специалисты на- 
зывали еще более поздние сроки. 
Но уже в 1949 году Советский Союз 
успешно испытал свое атомное ору- 
жие, навсегда похоронив тщеславные 
надежды американских импернали- 
стов. 

В своей речи на торжественном 
заседании Академии наук, посвящен- 
ном 250-летию АН СССР, Леонид 
Ильич Брежнев сказал: «Создание 
советскими учеными могучего совре- 
менного оружия в ответ на происки 
поджигателей войны  покончило с 
ядерной монополией империализма, 
сделало несокрушимой оборону на- 
шей страны. В то же время оно по- 
могло укрепить позиции сил мира 
во всем мире и значительно умножи- 
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ло возможности нашего мирного стро- 
ительства». 


С начала 50-х годов в нашем ин- 
ституте началась ннтенсивная разра- 
ботка проблем. связанных с мирным 
нспользованием — атомиой энергии. 
Первым итогом этих работ был нуск 


в 1954 году в подмосковном городе 
Обнинске первой в мире атомной 
электростанции. Она имеет неболь- 


шую мощносчь, всего 5000 кВт. Но 
сегодня у нас в стране работают атом- 
ные электростанции различных ти- 
пов и среди них — гигант атомной 
энергетики „Тенинградская АЭС мощ- 
ностью в 2 000 000 кВт. В Х пятилет- 
ке мощность советских АЭС значи- 
тельно вырастет. 

Более 10 лет уснешино трудится 
построенный под научным руковолд- 
ством физиков нашего инсгитута пер- 
вый в мнре атомный ледокол «Ле- 
нин», немало способствовавиий раз- 
витию навигации в полярных широ- 
тах. Недавно построенный атомный 
ледокол «Арктика» уже совершил ила- 
вание к Северному полюсу. Гото- 
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внтся встунить в строй еще более 
мощный атомный ледокол «Сибирь». 

В начале 50-х годов у физиков воз- 
никла илея  исполъзовать энергию, 
выделяющуюся в так называемых тер- 
моядерных реакциях. Еще до вой- 
ны появилась теория немецкого фи- 
знка Беёте и других физиков, соглас- 
но которой огромная энергия, излу- 
чаемая Солнцем, обеспечивается тер- 
моядерной реакцней, протекающей 
следующим образом. При чудовищно 
высоких солнечных — температурах 
легкие ядра, обладающие громадной 
кинетической энергией, способны 
преодолевать кулоновские силы от- 
талкивания и могут сливаться в 
более тяжелые ядра. Этот процесс 
сопровождается выделением огром- 
ной энергин, значительно превышаю- 
щей энергию сливающихся ядер. 

В «земных» условиях термоядер- 
ная реакция впервые была исполь- 
зована для получения взрыва гро- 
мадиой мощности была создана 
термоядерная бомба. После этого 
встал вопрос о возможности исноль- 
зования термоядерной энергии в 
мирных целях. Природные запасы 
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урана, используемого в атомных ре- 
акторах, ограничены. Запасы же 
такого элемента как дейтерий (тяже- 
лый водород ЗН), который может быть 
использован для термоядерных 
реакций, огромны — дейтерий вхо- 
дит в состав тяжелой воды, которая 
составляет 1/6000 долю всей воды, 
нмеющейся на земном шаре. А при 
слиянии двух ядер дейтерия выделя- 
ется энергия около 13 МэВ, что 
намного превышает первоначальную 
энергию сливающихся ядер. Так что 
эта кладовая энергии практически 
неисчерпаема. 

Но для того чтобы использовать 
эту энергию в мирных целях, необ- 
ходимо, прежде всего, научиться уп- 
равлять термоядерной реакцией. 
Задача эта чрезвычайно сложная, но 
принципнально она может быть ре- 
шена. И начиная с 1952 года в Ин- 
стнтуте атомной энергии начались 
исследования в этом направлении. 

Прежде всего необходимо было 
научиться нагреть водород до вы- 
сокой температуры, при которой ядра 
способны вступать в термоядерную 
реакцию. Самое простое — нагревать 
газ электрическим током. Для этого 
создают в газе разряд, и при больших 
значеннях силы тока газ нагревается 
за счет джоулева тепла. При этом 
газ полностью ионизируется,  пре- 
вращаясь в плазму. При очень высо- 
ких температурах водородная плаз- 
ма представляет собой «смесь» элект- 
ронов и ядер, которые могут вступать 
в термоядерную реакцию. Однако 


высокотемпературная плазма очень 
неустойчива — при огромных токах, 
протекающих через разряд,  одно- 
именно заряженные слои плазмы 
расталкиваются, попадая на стен- 
ки газоразрядной трубки и быстро 
охлаждаясь. 

Проблема «удержания» — плаз- 
мы — одна из самых сложных про- 
блем, которую необходимо решить 


на пути осуществления управляемой 
термоядерной реакции. И советские 
физики внесли неоценимый вклад в 
решение этой проблемы. Под руко- 
водством академиков Л. А. Арцн- 
мовича и М. А. Леонтовича в Инсти- 
туте атомной энергии была сконстру- 
ирована установка, в которой спе- 
циальным образом подобранное и орн- 


ентированное магнитное поле позво- 
ляет удерживать высокотемператур- 
ную плазму. Это — так называемый 
ТОКАМАК — «торондальная камера 
в магнитном поле». Сейчас во всем 
мире опыты по удержанию плазмы 
осуществляют в основном на уста- 
новках подобного типа. И называют 
их во всем мире ТОКАМАК. 

В настоящее время исследования 
по проблеме управляемой термоядер- 
ной реакции находятся на таком уров- 
не, что уже инженеры и конструкто- 
ры приступают к рассмотрению чис- 
то инженерных, техиических вопро- 
сов, связанных с осуществлением про- 
тотнпа будущей термоядерной стан- 
цни. Можно надеяться, что к концу 
века или немного раньше такой 
прототип будет построен, испытан, 
н тогда можно будет решить вопрос 
о промышленном использовании тер- 
моядерной энергии. 


Конечно, я не могу дать исчерпы- 
вающую картину развития советской 
физики. Я рассказывал, в основном, 
лишь о тех работах, с которыми мне, 
так или иначе, пришлось сталки- 
ваться. Поэтому я не рассказал о 
многих выдающихся достижениях 
советских физнков — таких как рож- 
дение квантовой электроники в ра- 
ботах лауреатов Нобелевской пре- 
мии академиков Н. Г. Басова и 
А. М. Прохорова, открытие элект- 
ронного  парамагнитного резонанса 
академиком Е. К. Завойским, от- 
крытие принципа автофазировки в 
ускорителях заряженных частиц ака- 
демиком В. И. Векслером и многое 
другое. Однако я надеюсь, что мой 
рассказ помог чнтателям «Кванта» 
представнть себе, какой огромный 
вклад внесли советские физики в 
развитне науки и техники за 60 лет 
Советской власти. 
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С. Гиндикин 


Пьер-Симон Лаплас 


Канцлер императорского Сенати. по- 
лучавший более ИЮ тысяч ливров го- 
допой ренты. с неменьшим усердием. 
чем простой академик. Леплас стре- 
милен увязать все неправильности и 
возмущения в движении  светиа с 
принципом всемирного тяготения. рас 
простронить метод математического 
анализа на явления земной физики и 
подчинить своим формулам ячнаения 
общегтнеыной жизни. а которых обы- 
ватель видит тайну име слепой саучий 


Араго 


5 марта 1827 года в 9 часов утра 
умер маркиз Лаплас, пэр Франции, 
однн из первых кавалеров ордена По- 
четного Легиона, удостоенный выс- 
шего отличия  орлена — Большого 


Креста. «Го, что мы знаем, так нич- 
тожно па сравнению с тем, чего мы 
не знаем» — были последние его сло- 
ва. Лапласа называли «французским 
Ньютоном»; умер он ровно через сто 
лет после смертн Ньютона, бывшего 
его кумиром. 


Посмертные почести Лапласу отда- 
вались с некоторой растерянностью. 
В речи Фурье говорилось: «Может 
быть, мне следовало бы упомянуть 
об успехах Лапласа на поприще поли- 
тической деятельности, но все это 
не существенно: мы чествуем великого 
математика. Мы должны отделить 
бессмертного творца «Небесной меха- 
ник» от министра в сенатора». 
Окружающих смущало, что Лаплас 
успел побыть ресиубликанцем и мо- 
нархистом, атеистом и католиком, по- 
лучать почести при Империи н после 
Реставрации. (Впрочем, бывший яко- 
бинен Фурье тоже впоследствни стал 
бароном.) 


Бомон — Париж, 1749—1789 


Будущий маркиз родился 23 марта 
1749 года в семье крестьянина в ма- 
леньком Бомоне (Нормандия). Позд- 
нее он неохотно говорил о своем дет- 
стве и после 21 года никогда не видел- 
ся с родителями. Благодаря неизвест- 
ным покровителям Лаплас заканчи- 
вает колледж Ордена бенедиктинцев. 
В 17 лет он уже преподает математи- 
ку в воеиной школе. 

Лаплас начинает интенсивно зани- 
маться математикой и механикой. 
В 1770 году, запасшись рекоменда- 
тельным письмом к великому Далам- 
беру, он отправляется в Париж. Ему 
долго не удается пустить в ход реко- 
мендации, пока не приходит в голову 
счастливая идея — изложить свои со- 
ображения по механике письменно. 
Оригинальность мыслей юноши про- 
извела сильное впечатление на Да- 
ламбера: «Вы зарекомендовали себя 
сами и этого мне совершенно доста- 
точно. Моя помощь к Вашим услугам». 

При помощи Даламбера Лаплас 
устраивается преподавателем  воен- 
ной школы, а потом занимает 
освободившееся после смерти Бе- 
зу место экзаменатора в королев- 
ском корпусе — артиллеристов. В 
1784 году ему блестяще сдал экзамен 
молодой Бонапарт, о чем Лаплас 
имел возможность вспомнить в 
1804 году: «Я хочу к приветствиям 
народа присоединить и свое привет- 
ствие императору Франции, герою, 
которому двадцать лет тому назад 
я имел счастливую привилегию от- 
крыть карьеру, осуществленную им 
с такой славой и с таким счастием для 
Франции». 

В 1772 году Лаплас баллотируется 
в Академни наук *) на место адъюнкта 


*) Вто время во Францин существовало 
пять академий. Отметим среди них Фран- 
цузскую академию. основаиную 
в 1635 году кардиналом Ришелье для совер- 
шенствовання французского языка и состав- 
ления словаря, и Академию наук, 
созданную в 1666 году. Французская акаде- 
мия состоит из 40 пожизненных членов. Но- 
вых членов выбирают иа место умерших. 
Членов Французской академни часто назы- 
вают «бессмертными». Академию изук (1'Аса- 
д6пие дез Зс1епсе$) точнее было бы называть 
по-русскн Академней естественных 
наук, потому что французское «зоепсе» при- 
меняется только к таким наукам. —Йрим.ред. 
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(младшая должность} по геометрии *), 
но его не выбирают. По-видимому, 
одной из причин этого было не слиш- 
ком благоприятное мнение француз- 
ских ученых о молодом коллеге. 
Лагранж занимает более снисходи- 
тельную и оптимистическую пози- 
цию: «Леня несколько удивляет то, 
что Вы мне пишете о Лапласе: ки- 
читься первыми успехами — недоста- 
ток, свойственный, главным образом, 
очень молодым людям. Однако при 
увеличении знаний самонадеянность 
обычно уменьшается» (письмо непре- 
менному секретарю Академии наук 
Кондорсе). Лаплас уже подумывает 
о переезде в Берлин, к Лагранжу, но 
в 1774 году получает место адъюнкта 
по механике. 

Почти вся научная деятельность 
Лапласа была посвящена небесной 
механике (см. ниже). Но его интере- 
сы значительно шире. Так, в 1779— 
1784 годах он сотрудничает с Лаву- 
азье по самым разным вопросам (оп- 
ределение теплоемкости, проблема 
флогистона, атмосферное электриче- 
ство): «Я, право, не знаю, каким обра- 
зом я дал себя увлечь в работу по 
физике, и Вы найдете, быть может, 
что лучше бы сделал, если бы воздер- 
жался от этого; но я не мог устоять 
против настояний моего друга Лавуа- 
зьг, который вкладывает в эту совмест- 
ную работу столько приятности и 
ума, сколько лишь я мог бы пожелать. 
Кроме того, так как он очень богат, 
он не жалеет ничего, чтобы придать 
опытам точность, необходимую при 
таких тонких исследованиях». При- 
нимает Лаплас участие и в общест- 
венной жизни: он входит в комиссию 
Академии наук, обследующую боль- 
ницы для бедных, санитарное состоя- 
ние городских боен. 

Авторитет  МЛапласа растет. В 
1784 году он становится академиком 
{по механике). 


Путь бомонского крестьянииа ме был 
уникален. К концу ХУШ века во Франции 
почтн половина членов Академни наук былн 
простого происхождения. Например, Монж 
был сыном деревенского точнлыьцика, Фурье— 





*) Геометрией в ХУШ веке называли 
всю математику. До сих пор во Франции ма- 
тематическое отделение Академии наук на- 
зывают отделением геометрии. 
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Пьер-Симон Лаплас. 
(портрет начала ХХ века). 


сын портного. Пузесон — сын солдата. Уча- 
стне высшего сословия в науке обычно огра- 
ничивалось меценатетвом и почетным член- 
ством в Академин. Даламбер жалуется: «Ме- 
ценатов в наше время развелось так много, 
что нет возможности всех их должным обра- 
зом восхвалять и благодарить». 

В 1788 году Лаплас женился. Че- 
рез год у него родился сын. Разме- 
ренная, благополучная жизнь была 
прервана событиямн, решительно нз- 
менившими жизнь страны. 


Революция, Империя, Реставрация 


Революционные события захватили 
значительную часть французских уче- 
ных. Друг Лапласа астроном Байн 
был первым мэром Парижа. Кондор- 
се — членом муниципалитета, выдаю- 
щийся математик Монж — морским 
министром. В 1791 году ряд акаде- 
мнков выдвинули свои кандидатуры 
в Законодательное собрание (Кон- 
дорсе. Лавуазье). В связи с этим со 
страстным памфлетом «Современные 
шарлатаны» выступил Марат. Заод- 
но досталось и Лапласу: «К числу 
лучших математиков-академиков от- 
носятся „'Лаплас, Монж и Кузень: 
род автоматов, привыкших следовать 
известным формулам и прилагать 
их вслепую, как мельничная лошадь, 
которая привыкла делать определен- 
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ное число кругов, прежде чем остано- 
виться». 

Лапласа вместе с Лагранжем, Мон- 
жем, Лавуазье привлекли к работе 
в Метрической комиссин, целью ко- 
торой было создание единой системы 
мер. В период якобинской диктатуры 
Лаиласа отозвали из комиссии вви- 
ду «недостаточности республиканских 
добродетелей и слишком слабой не- 
нависти к тнранам». В 1799 году он 
вернулся в комиссию и под его на- 
блюдением были изготовлены эталоны 
метра и килограмма, 

Летом 1793 года по призыву Ко- 
митета общественного спасения боль- 
шая грунпа ученых занялась науч- 
ными исследованнями для организа- 
ция обороны от ожидавшейся агрес- 
сии. Лапласа среди них не было. 
Он удалился в тихий Мелен, где 
приступил к работе над многотомной 
«Небесной механикой» — главным де- 
лом’ своей жизни. 

В 1793 году Конвент упразднил 
существовавшие академии. В 1793— 
1794 годах некоторые бывшие акаде- 
мики кончили свои дни на гильотине. 
Вместе с Депутатами жиронднстами был 
приговорен к смерти, но скрылся Кон- 
дорсе. По «Закону о подозрительных» 
был казнен как откупщик Лавуазье. 
На эшафоте погиб и Байи, которого 
Лаплас пытался спрятать у себя в 
доме в Мелене. 

Паплас вернулся в Париж после 
термидорнанского переворота осенью 
1794 года. Наряду с Лагранжем и 
другими крупнейшими учеными. он 
занял место профессора в Нормаль- 
ной школе. Это учебное заведение 
нового типа было задумано еще при 
Конвенте; оно было призвано гото- 
вить преподавателей н ученых для 
всей Франции. Привлечение крупных 
ученых в качестве преподавателей 
было новинкой. Позднее для подго- 
товки инженеров на столь же высоком 
уровне была создана Политехниче- 
ская школа. Лаплас читал лекции 
и здесь. Он становится президен- 
том Палаты мер и весов, активно со- 
трудничает в Бюро долгот, создан- 
ном для упорядочения — астрономо- 
геодезических измерений и службы 
времени. 

В 1795 году Директория учредила 
Национальный институт наук и ис- 
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кусств (во Франции его часто назы- 
вают просто «Институт»). Институт 
делился на разряды. Первым был 
назван разряд физических и матема- 
тических наук. 

Генерал Бонапарт всячески под- 
держивал контакты с Институтом, 
принимал активное участие в работе 
отделения геометрии. Во время Егн- 
петского похода свои прокламации он 
подписывал: «Бонапарт, главнокоман- 
дующий, член Института». 

В 1799 году вышли два первых то- 
ма «Небесной мехакики» и Лаплас — 
буквально за несколько дней до пе- 
реворота 18 брюмера (12 ноября} — 
подарил | том Наполеону. В ответе 
генерала сказано: «С благодарностью 
принимаю, гражданин, присланный 
Вами экземпляр Вашего прекрасного 
труда. Первые же шесть месяцев, 
которыми я буду иметь возможность 
располагать, пойдут на то, чтобы 
прочесть Ваше прекрасное произве- 
дениеё». 

После установления консулата На- 
полеон решает предоставить пост ми- 
нистра внутренних дел ученому. Вы- 
бор пал на Лапласа, вероятно — 
ввиду его большой известности и 
личного знакомства с Наполеоном. 
Однако деятельность Лапласа на но- 
сту министра была малоуспешной. 
В отличие от своих коллег по кабине- 
ту Талейрана и Фуше, Лаплас не 
сумел вовремя сориентироваться, ку- 
да направлены помыслы консула, по- 
кровительствовавшего наукам. Не без 
наивности преследует он роялизм и 
религию: «Не упускайте ни одного 
случая доказать вашим согражданам, 
что суеверие не больше роялизма вы- 
играет от перемен, происшедших 18 
брюмера? (из циркуляра министра 
Лапласа). Прошло не многим более 
месяца, и Наполеон заменил Лапла- 
са своим братом Люсьеном. В воспо- 
минаниях Наполеона, написанных на 
острове св. Елены, сказано: «Перво- 
классный геометр вскоре заявил себя 
администратором более чем посред- 
ственным; первые его шаги на этом 
поприще убедили нас в том, что мы 
в нем обманулись. Замечательно, 
что ни один из вопросов практической 
жизни че представлялся „апласу в 
его истинном свете. Он везде искал 
субтильности. мелочи; идеи его отли- 


чались загадочностью;: наконец, он 
весь был проникнут духом «бесконечно 
малых», который он вносил и в адми- 
нистрацию». 

Тем не менее обмен любезностями 
между Бонапартом и Лапласом не 
прекратился. Став Первым консулом, 
Наполеон назначает Лапласа пожиз- 
ненным членом «Охранительиого се- 
ната». (Впрочем, никакой роли в по- 
литической жизни этот сенат не иг- 
рал.) С 1803 года Лаплас — канцлер 
сената. В числе немногих актов се- 
ната была отмена — по докладу Лап- 
ласа — революционного календаря. 
Учреждается орден Почетного Ле- 
гиона, и Лаплас — в числе первых 
его кавалеров. В 1808 году он — 
граф импернии. 

Тем временем Лаплас продолжает 
работать над «Небесной механикой». 
В 1802 году выходит третий том, 
посвященный Наполеону — «герою, 
умиротворителю Европы, которому 
Франция обязана своим процветанием, 
своим величием и самой блестящей 
эпохой своей славы». В ответе Наполео- 
на говорится: «Истинно сожалею, 
что сила обстоятельств удалила меня 
от ученого поприщах. Несколько поз- 
же, уже император, Наполеон напн- 
шет: «Мне кажется, что «Небесная 
механика» возвышает блеск нашего 
века». 12 августа 1812 года, находясь 
под Смоленском, Наполеон получает 
«Аналитическую теорию вероятностей» 
и вновь сожалеет: «В иное время, 
располагая досугом, я с интересом 
прочитал бы Вашу «Теорию вероятно- 
стей»... И далее: «Распространение, 
усоверщенствование математических 
наук тесно соединены с благоденст- 
вцем государства». 


Наполеон активно вмешивается в дея- 
тельность Института. В 1801 году для чле- 
нов Института ввели обязательную форму. 
Члены Иуститута выстранвались после мес- 
сы в шеренгу в гостнной Тюильри для пред- 
ставления императору. В это время импера- 
тору можнб было передать научные труды 
и получить его «отеческие» наставления. По- 
кровительствуя точным наукам, он с недо- 
верием относился к гуманитарным. В 1803 го- 
ду Наполеон лнквидировал в Институте раз- 
ряд моральных н политических наук. Когда 
до него дошли слухи, что в разряде фраицуз- 
ского языка и словесностн ведутся разгово- 
ры о политике, он заявил Сегюру: «Вы пред- 
седательствуете во втором разряде Институ- 
та. Я приказывею Вам передать ему, что 
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я ме желаю, чтобы на заседаниях говорили 
о политике. Еслы разряд не будет повино- 
ваться, я сломаю его, как негодную тросточку». 


В 1814 году перед падением Па- 
рижа сенат проявил неожиданную 
активность: по инициативе Талейрана 
он призвал Бурбонов. Лаплас под- 
писался под этим решением одним 
из первых. Во время Ста дней он 
не покидал провинцни. 

После Реставрации разряды Ин- 
ститута снова получили нанменова- 
ние академий. Академия наук безро- 
потно удалила из своих рядов не- 
угодных монархии Монжа и Карно. 
На Лапласа же посыпалнсь почестн. 
В первый год правления Людовика 
ХУПТ он становится маркизом и 
пэром Франции, получает Большой 
Крест Почетного Легиона. В 1816 го- 
ду он — президент Бюро долгот и 
председатель комиссии по реорга- 
низации Политехнической школы, его 
выбирают в «Академию — бессмерт- 
ных» — редкое отличие для предста- 
вителя точных наук. Выступления 
Лапласа в палате пэров были ред- 
кими, бесцветными и бескомиромнсс- 
но монархическими. Когда часть Ин- 
ститута протестовала против введе- 
ния Карлом Х цензуры, Лаплас в пе- 
чати открестился от этого протеста. 
Сен-Симон негодовал: «Господа, изу- 
чающие неорганизованную материю, 
бесконечно малые величины, алгебру 
и арифметику! Кто дал вам право 
занимать теперь передовые позиции?... 
Вы вынесли из науки только одно на- 
блюдение, именно, что тот, кто 
аьстит великим мира, пользуется их 
благосклонностью и щедротами». 

Сохранилось много рассказов о поведенин 
Лапласа в Академин наук. Вот два из них. 

Араго и Пуассои претендовали на одно 
место в Академии. Лаплас заявил, что ва- 
до отдать предпочтение более старшему 


Пуассону. Произошел резкий обмен  мне- 
НИЯМИ. 

Лагранж. — Но Вы сами, господин 
де Лаплас, былин избраны в члевы Акаде- 
мни, когда не сделали еще иичего выдающе- 
гося, подавали только иадежды и все Ваши 
великие открытия были сделаны уже иозд- 
нее. 

Лаплас. Ая все-таки считаю, что 
на званне академика нужно указывать моло- 
дым людям, как на будущую награду, чтобы 
поощрять их уснлия. 

Е ле. Вы похожи на кучера, ко- 
торый привязывает клок сена к кошу дыш- 
ла своей повозки для приманки лошадей. 
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Такая хитрость кончается тем, что лошади 
выбиваются из сил н околевают. 

Лапласу пришлось уступить. 

В другой раз, в 1822 году, Фурье и Био 
баллотнровались на должность непременно- 
го секретаря. Лаплас взял два бюллетеия 
вместо одного. Его сосед увидел, что он на 
обоих написал имя Фурье. После этого Лап- 
лас положил бюллетени в шляпу. попросил 
соседа выбрать один из них, другой разорвал 
н громко заявил. что он не знает, кому из 
кандидатов отдал свой голос. 


После смерти Лагранжа в 1813 году 
влияние Лапласа в Академии наук 
сделалось особенно сильным. В 
1826 году, за год до смерти Лапласа, 
в Париже появился юный Абель. 
Он пишет: «Итак, «Небесная механи- 
ка» закончена. Автор такого труда 
может с удовлетворением оглянуться 
на путь, который ом прошел в науке». 
В другом месте: «Очевидно, что любая 
теория Лапласа гориздо выше всего, 
что может создать какой-либо мате- 
матик меньшего маситоба. Мне ка- 
жется, что, если желаешь чего-нибудь 
достиенуть в математике, нужно 
изучать мастеров, а не подмастерьев». 


Небесная механика 


Начало научной деятельности Лапла- 
са приходится на сложное время. За- 
вершился большой этап в построении 
анализа бесконечно малых. Задач, 
вокруг которых концентрировались 
бы усилия крупнейших математиков, 
не было. Многим казалось, что дни 
чистой математики сочтены. Даже 
разносторонний Лагранж, алгебраи- 
ческие работы которого опередили 
свое время, в какой-то момент пре- 
кратил занятия математикой. «Не 
кажется ли Вам, что высшая геомет- 
рия близится отчасти к упадку? 
Ее поддерживаете только Вы и Эй- 
лер», — писал он Даламберу в 1772 
году. 

В этих условиях центр интересов 
переместился в сторону прикладной 
математики, где бесспорное первен- 
ство было за проблемой построения 
теорни движения небесных тел на 
основе закона всемирного тяготения. 

Предыстория этой проблемы такова. В 
начале ХУШ] века Кеплер. продумывая с 
точки зрения теории Коперника скрупулез- 
ные наблюдения Тнхо де Браге, сформули- 
ровал три закона, которым водчнняется дви- 


жение планет вокруг Солнца. Гениальная 
догадка Ньютона заключалась в Том, что 


этн законы являются следствием еднного упи- 
версального закона всемирного тяготения, 
который управляет и взанмодействием не- 
бесных тел, н земным притнженнем. Земизя 
и небесная мехаинка объедннились. В рам- 
ках закона тяготения удалось объяснить двн- 
жение Луны, приливы и отлнвы, прелваре- 
нне равноденствия и другне эффекты. Но 
теория Ньютона нелегко завоевывала прн- 
знание. В нее не верили Гюйгенс н Лейбниц. 
Иоганн Бернулли потратнл много снл на 
объяснение эллиптичностк орбит, не исполь- 
зующее закона тяготения. Во Францин Нью- 
тону противостояли лоследоватези Декарта, 
имевшие противоположную точку зрения по 
большниству вопросов. Например, в рас- 
смотрениях Ньютона было важно, что Зем- 
ля сплющена, а измерения французских гео. 
дезистов (оказавшиеся ошибочными) показы- 
вали. что она вытянута у полюхов. Вольтер 
шутнл в 1727 году: «..в Париже Земаю 
считают вытянутой у полюсов. как яйцо, 
а в Лондоне она сжата, как тыква... 

В одном отношенин познция противни- 
ков Ньютона была сильной. Тщательный 
анализ наблюдений показывал, что законы 
Кеплера выполняются лншь приближенно, 
а небольшие отклонеиня могут с течением 
временн накопнться и резко нарушить устой- 
чивость Солнечной системы. Ньютон ие вндит 
возможиостн разобраться в этих «вековых» 
возмущениях:  *...6два заметные — нера- 
венстев. могущие происходить от взаимодей- 
ствия планет и комет..., вероятно, будут 
увеличиваться в течение весьма доледго вре- 
мени, до тех пор. пока, наконец, система 
не будет ниждаться в приведении ег в поря- 
док руками Творца». В ответ на это Лейбниц 
заметил: «Ньютон и его приверженцы имеют 
чрезвычайно забавное представление о божест- 
венном творении. С их точки зрения Бог 
должен время от времени заводить свои ми- 
ровые часы... Бог создал такую несовершен- 
ную машину, что он должен по временам очи- 
щать ее от грязи и даже чинить. как часов- 
щик исправляет свою работи». Математиче- 
ские трудности состояли в том, что при выво- 
де законов Кеплера из закона Ньютона име- 
ют дело с задачей двух тел (Солнце и пла- 
иета). Желание учесть влияние хотя бы еще 
одиого объекта приводит к задаче трех тел, 
решить которую е общей ситуации не удает- 
ся по сей день. 

Деятельность Ньютона продолжили Эй- 
лер, Клеро. Даламбер. Эйлер занимался 
возмущениями в движению Юлитера и Са- 
турна. Все трое далн свой варнант двнжения 
Луны. Клеро вывел уравнения для задачн 
трех тел, но отступил со словами: «Пусть 
имтегрирует, кто сможет». Наиболее эф. 
фектным результатом было предсказание Кле- 
ро точного временн возвращения кометы Гал- 
лея. Ее ждали в 1758 году, но вычисления 
Клеро показывалн, что под влияннем при- 
тяжения Юпитера она «задержится» более 
чем на год. Эйлер и Клеро построилн теорню 
движения Земли с учетом возмущающего 
действия других планет. 


С 70-х годов ХУ века задачами 
0б аномалнях в Солнечной системе 
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начинает интересоваться Лагранж. С 
них же начинает молодой Лаплас. 
Эйлер и Даламбер разобрались с ря- 
дом эффектов, связанных с взаимным 
притяжением Юпитера и Сатурна, но 
одно явление оставалось необъяснен- 
ным. Это так называемые «большие 
неравенства», открытые в 1676 году 
Галлеем из сопоставления современ- 
ных наблюдений с наблюдениями 
древних. Оказалось, что движение 
Юпитера медленно, но систематиче- 
ски ускоряется, а Сатурна — замед- 
ляется. 


Лаплас, как до него Эйлер и Лаг- 
ранж, ищет приближенное решение 
задачи трех тел, рассматривая беско- 
нечный ряд возмущающих членов. 
Для получения приближенной фор- 
мулы надо решить, сколько членов 
в этом ряду оставить и какова по- 
грешность ог отбрасывания осталь- 
ных чденов. Для простых рядов та- 
кне упражнения проделывают сту- 
денты. К ряду для возмущений непо- 
нятно было как и подойти. Лаплас 
рассчитывает, что можно достигнуть 
успеха, подбирая нужное число чле- 
нов и постоянно сопоставляя полу- 
ченный результат с данными наблю- 
дений: «Чрезвычайная трудность за- 
дач, относящихся к системе мира, 
принудила геометров прибегнуть к 
приближениям, при которых всегда 
можно опасаться, как бы отбрасывае- 
мые величины не оказали заметного 
влияния. Когда наблюдения указывали 
им на такое влияние, они снова обра- 
щались к их анализу; при проверке 
они всегда находили причину замечен- 
ных отклонений; они определяли их 
закон, открывая неравенства, которые 
еще не были указаны наблюдениями. 
Таким образом, можно сказать, что 
сама природа содействует аналити- 
ческому совершенствованию теорий, ос- 
нованных на принципе всемирного тя- 
готения». В случае Юпитера и Са- 
турна заметные аномалии возникают 
из-за того, что через каждые 5 полных 
оборотов Юпитера и 3 оборота Са- 
турна планеты занимают почти то же 
самое положение и возмущения на- 
капливаются. Все же, как показы- 


вают вычисления Лапласа, возмуще- 
ния не накапливаются неограничен- 
но; они являются не «вековымн», а 
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периодическими с огромным перио- 
дом (913 лет). Итак, хотя комненса- 
ция происходит крайне медленно, 
наступит время, когда движение 
Юпитера начнет замедляться, а Са- 
турна — ускоряться. 

С загадкой Галлея о «болыних 
неравенствах» удалось покончить к 
1784 году. «Когда я выяснил эти нера- 
венства и определил с бдлышим внима- 
нием, чем это делалось до сих пор, те, 
которые были уже вычислены, я убе- 
дился, что все наблюдения, древние 
и современные, представлены мой тео- 
рией в0 всей их точности. Прежде 
они казались необъяснимыми при по- 
мощи закона всемирного тяготения; 
теперь же они служат одним из 
наиболее ярких его подтверждений. 
Такова судьба этого блестящего от- 
крытия: всякое затруднение, которое 
возникало тут, превращалось в его 
торжество, и это является верней- 
ним признаком его соответствия ис- 
тинной системе природых. 

Много усилий потребовалось от 
Эйлера, Даламбера, Клеро для по- 
строения теории движения Луны, со- 
гласующейся с наблюдениями. Глав- 
ный эффект, который требовалось 
объяснить, — это быстрое (на 41° в 
год) перемещение эллиптической ор- 
биты. Вычисления всех троих давали 
перемещение, не превышающее 20°. 
Лишь в 1849 году Клеро удалось 
уточнить вычисления настолько, что 
получилось нужное перемещение (а 
уже всерьез думали о поправочных 
членах в законе Ньютона!). Однако 
оставалась еще одна «мелочь», заме- 
ченная все тем же Галлеем в 1693 го- 
ду. Анализнруя «Альмагест» Птоле- 
мея и средневековые сведения о зат- 
мениях, он достоверно показал, что 
движение Луны ускоряется; более 
поздние вычисления показали, что 
ускорение равно 11” в 100 лет! 

Эту загадку МЛаплас разрешил 
в 1787 году. В ускорении оказалось 
повинно ранее обнаруженное долго- 
периодическое колебание эксцентри- 
ситета *) земной орбиты: когда экс- 
центриситет уменьшается (орбита ста- 
новится более похожей на окруж- 





*) «Квант», 1975, № 5, с. 34 илн 1977, 
№ 2, с. 10. 


ность), средняя скорость движения 
Луны увеличивается. Еще одно воз- 
мущенне, казавшееся «вековым», ока- 
залось долгопериодическим! 


„Лаплас не пропускает ни одной 
загадки астрономни. Он имел право 
сказать: «Потомство, вероятно, с бла- 
годарностью увидит, что новейшие 
геометры не передали ему ни одного 
астрономического явления, не опре- 
делив его законов и причины». Он по- 
казывает, что кольца Сатурна не мо- 
гут быть сплошными, а сама планета 
сильно сжата (Гершель подтверж- 
дает это наблюдениями еще при жиз- 
нн Лапласа). Лаплас существенно 
уточняет теорию приливов, показы- 
вает при помощи теории возмущений, 
как наблюдения над Луной можно 
использовать для определения астро- 
номнческой единицы (расстояния от 
Земли до Солнца), для уточнения 
формы Земли. 


Разумеется, Лаплас не прошел 
мнмо задачи о спутниках Юпитера, 
которая была традиционной для всех 
великих астрономов с тех пор, как 
эти спутники были открыты Гали- 
леем. В 1774 году эта задача была 
выбрана Академией наук в качестве 
темы для премии. В 1789 году Лап- 
лас строит теорию движения спутни- 
ков Юпнтера, учитывающую влия- 
ние Солнца и их взаимодействия. 
Он, в частности, показывает, что 
время обращения первого спутника 
плюс удвоенное время обращения 
третьего равно утроенному времени 
обращения второго. 


Главной задачей, волновавшей Ла- 
гранжа и Лапласа в 1773—1784 го- 
дах, была задача устойчивости Сол- 
нечной системы в целом. Были сн- 
стематически исследованы возмуще- 
ния для всех планет, и, хотя строгого 
доказательства устойчивости не было 
получено, согласование всех кажу- 
щихся аномалий с теорией тяготения 
было бесспорным. Доверие к теории 
возмущений было таково, что, когда 
обнаружились необъяснимые откло- 
нения в движении Урана, Леверрье 
ренился объяснить их существовани- 
ем новой планеты. 


«Пять геометров: Клеро, Эйлер, 
Даламбер, Лагранж и Лаплас — раз- 
делили между собой тот мир, сущест- 
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вование которого открыл Ньютон. 
Они исследовали его во всех направ- 
лениях, проникли в области, которые 
считались недоступными, указали мно- 
жество явлений в этих областях, 
которые еще не были открыты на- 
блюдением, и, наконец, — в этом их 
вечная снла — они охватили с по- 
мощью одного принципа, одного-един- 
ственного закона самые тонкие и та- 
инственные явления в движении небес- 
ных тел. Таким образом, геометрия 
осмелилась распоряжаться будущим, 
и ход будущих событий подтвердит 
80 всех подробностях закаючения нау- 
ки». (Араго) 

Публикации Лапласа делятся ина два 
этапа: непосредствеиные сообщения о полу- 
ченных результатах в 70—80-е годы и нх 
систематизацня и дзополнениев пятнтом- 
ной «Небесной механике». Для Лапласа ха- 
рактерно, что он с невероятной силой про- 
бивался к решению конкретной задачи, не 
отвлекаясь на формирование и систематиза- 
цию аппарата. Противоположностью ему был 
Лагранж. который тратил много сил на до- 
веденне метода до формалнзма, пригодного 
для решення широкого круга задач. Поэто- 
му современный учебанк теоретической ме- 
ханики пестрит именем Лагранжа, а имя 
Лапласа можно найти лншь в исторнческом 
очерке. 

«Был ли то вопрос либрации Луны или 
проблема теории чисел, Лагранж, по боль- 
шей части, видел лишь математическую сто- 
рону дела; поэтому он придавал болышое зна- 
чение элегантности формул и обобщенности 
методов. Для „Лапласа, наоборот. матема- 
тический анализ был орудием, которое он 
приспособляя к самым разнообразным зада- 
чам, всегда подчиняя данный специальный ме- 
тод сущности вопроса. Быть может, по- 
томство скажет, что один был великим гео- 
метром, а второй — великим философом, ко- 
торый стремился познать природу. застав- 
яяя служить ей самую высокую геометрию». 
{Пуассон) 

Отношения между Лапласом и Лагран- 
жем были непростые. Честолюбивое желание 
Лапласа быть первым математиком Францни 
постоянно наталкивалось на высочайший ав- 
торитет Лагранжа, переехавшего в Париж 
в [789 году. По многочисленным свидетель- 
ствам современников Лаплас болезненно вос- 
принимал похвалы Лагранжу. Поведение 
Лагранжа в самых трулных ситуациях было 
безупречным, в то время как многие поступ- 
ки „Папласа вызывали нарекания. Сохране- 
ние корректных отношений между Лапласом 
н Лаграижем — в большой стененн плод тер- 
пнмостн „Лагранжа. Характерно, что в по- 
смертной речн Фурье о Лапласе ничего не 
говорится о моральных качествах Папласа; 
В ТО же время в ней, как нн странно, много 
говорнтся о высочайшнх человеческнх ка- 
чествах Лагранжа. 

Торопливый, без попыток выделить внут- 
реннне нружниы стиль мог обмануть даже 
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специалиста. В качестве курьеза можно прн- 
вести мнение Пуансо, ученика Лалласа: 
«Лаплас никогда не видел истину, разве толь- 
ко случайно. Она прячется от этого тщеслав- 
ного человека, который говорит о ней только 
в неясных выражениях. Однако он пытается 
презратить эту неясность в глубокомыслие, 
а своим затрудчениям он придает благород- 
ный вид вынужденной заботы, как человек, 
который боится сказать слишком много и 
разеласить секрет, которого у него никогда 
не былоз. Про то, как часто у Лапласа встре- 
чается «легко вндеть», ходили легенды. Бно, 
читавший корректуры «Небесной механики», 
и Боуднч (переводчик на английский язык) 
рассказывают о часах и днях, требовавциих- 
ся для заполнения пробелов. Самому Лапла- 
су это тоже не всегда удавалось без напря- 
женных размышлений (свидетельство Бно). 


Система мира 


В Мелене Лаплас написал полуляр- 
ную книгу «Изложение системы 
Мира», вышедшую в 1796 году. В этой 
книге излагалась гипотеза Лапласа 
о происхождении Солнечной системы. 
Лаплас, последователь Ньютона, «не 
измышлявшего гипотез», предлагает 
свои соображения «с осторожностью, 
подобающей всему, что не представ- 
ляет результата наблюдений или вы- 
числений». Лаплас описывает разви- 
тие Солнечной системы как замкну- 
тый процесс, не требующий вмеша- 
тельства внешних сил. 

Известна легенда о разговоре, со- 
стоявшемся между Наполеоном и Лап- 
ласом, дарящим свою книгу: 

Наполеон. Гражданин Лап- 
лас, Ньютон в своей книге говорил 
о Боге. В вашей же книге, которую 
я уже просмотрел; я не встретил 
имени Бога ни разу. 

Лаплас. Гражданин Первый 
консул, я не нуждался в этой гипо- 
тезе. 

Слова Лапласа часто восприни- 
маются как демонстрация атеизма, 
хотя, по-видимому, здесь речь идет 
и о том конкретном обстоятельстве, 
что ни в гипотезе о возникновении 
Солнечной системы, ни в вопросе об 
ее устойчивости построения Лапла- 
са не нуждаются во внешних факто- 
рах (ср. слова Ньютона на с. 17). 

По гипотезе Лапласа все начи- 
нается с газовой туманности, вра- 
щающейся вокруг оси; туманность, 
остывая, сначала сплющивается вдоль 
экваторнальной плоскостн, а затем 
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рассыпается на кольца на месте ны- 
нешних орбит планет (за счет урав- 
новешивания центробежной силы и 
силы тяготения). Разнообразные не- 
устойчивости в движении частичек 
кольца, их взаимное притяжение при- 
водят к слипанию частиц в иланеты. 
Аналогично происходит образование 
системы спутников планет, причем 
пример Сатурна показывает, что иног- 
да слипание частиц кольца могло не 
произойти. Основные моменты моде- 
ли Лапласа: все вращення пронсхо- 
дят в одну сторону (отвечающую на- 
правлению первоначального вращце- 
ния туманности). траектории близки 
к круговым, а их плоскости близки 
к экваториальной плоскости туман- 
ности, по мере удаления от центра 
период врашения увеличивается. 

Первые удары по гипотезе Лапла- 
са были нанесены Гершелем еще при 
жизни Лапласа: у Урана обнару- 
жились спутники с «обратным» на- 
правлением вращения и с илоскостя- 
ми орбит, почти перпендикулярными 
плоскости орбиты планеты. Далее чис- 
ло иротиворечий стало быстро расти. 
Гипотезу многократно пытались по- 
править, включить в более сложные 
построения. 

Гипотеза Лапласа сыграла огром- 
ную роль в исторни космогонии как 
первая гипотеза, опирающаяся на 
большой объем точных фактов меха- 
ники ин астрономии (предшествовав- 
шие ей гипотезы Бюффона и Канта 
этим требованиям не удовлетворяли, 
хотя имеется много точек соприкосно- 
вения между гипотезой Лапласа и 
неизвестной ему гипотезой Канта). 
Еще в начале нашего вска Пуанкаре 
писал о гипотезе Лапласа: «Для ее 
возраста на ней не так уж много 
морщин». 


«Уточненный здравый смысл» 


Так образно назвал Лаплас теорию 
вероятностей. Это вторая научная 
любовь Лапласа, которой он оста- 
вался верен в течение всей своей 
научной деятельности, начиная © пер- 
вых работ 1774 гола. 

Стиль занятий Лапласа в этой об- 
ласти отличен от того, который был 
характерен для автора «Небесной ме- 
ханики». Здесь нет одной большой 
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задачи и много времени уделяется 
осмысливанию того, что было сде- 
лано прежде, начиная с задачи о де- 
леже ставок, стоявшей у истоков 
теории вероятностей. 


В центре внимания находится за- 
кон больших чисел Я. Бернулли, со- 
стоящий в том, что при большом числе 
испытаний частота события в неко- 
тором смысле приближается к его 
вероятности. Отправляясь от ре- 
зультата Муавра, Лаплас получает 
оценку вероятности того, что это 
отклонение велико. Это одна из цент- 
ральных теорем теории вероятностей — 
теорема Муавра — Лапласа. Ее до- 
казательство использует средства 
математического анализа, что было 
новинкой для теории вероятностей. 


Лаплас оценил и сделал достоя- 
нием наукн результаты английского 
священника Байеса об оценке вероят- 
ности конкурирующих гипотез, если 
известны результаты их проверок. 


Результаты деятельности Лапласа 
были подытожены в его «Аналитиче- 
ской теорин вероятностей», выщед- 
шей при его жизни тремя изданиями 
(нервое — в 1812 году). Здесь уде- 
ляется много места созданию аппа- 
рата, прежде всего — методу произ- 
водящих функций, применяющемуся 
ныне далеко за пределами теории 
вероятностей. От Лапласа идет «клас- 
сическое определение» вероятности, 
при котором события определяются 
как множества равновероятных слу- 
чаев: «Теория вероятностей состоит 
в сведении всех событий одного и того 
же рода к некоторому числу равно- 
вероятных случаев, то есть случаев, 
относительно осуществления которых 
мы в равной мере не осведомлены, и в оп- 
ределении числа тех случаев, которые 
благоприятны для события, вероят- 
ность которого мы зацем». 

Наряду с книгой для «знатоков» 
Лаплас пишет киигу для широкой 
публики. Это его «Опыт философии 
теории вероятностей», выросший из 
лекций, читанных в Нормальной шко- 
ле в 1795 году, и помещенный во 
2-е издание «Аналитической теории 
вероятностей» (1814 год). 

Лаплас был одним из первых ав- 
торов, который в книге по теории 
вероятностей приводил примеры не 


Куапетесите.ги 


только из азартных игр, но и из 
реальной статистики. Так, он приво- 
дит цифры, показывающие, что число 
писем во Франции, не доставленных 
из-за отсутствия на них адреса, прак- 
тически не меняется год от года. 


Точка зрения Лапласа состоит в 
том, что вероятностные рассмотрения 
нужны только там. где часть инфор- 
мации не известна: %*... мы должны 
рассматривать настоящее состояние 
Вселенной как следствие ее предыду- 
щего состояния и как причину после- 
дующего. Ум, которому были бы из- 
вестны Оля какого-либо данного мо- 
мента все силы. одушевляющие приро- 
ду, и относительное положение всех 
ее составных частей, если бы вдобавок 
он оказался достаточно обширным, 
чтобы подчинить эти данные анали- 
зу, обнял бы в одной формуле движения 
величайших тел Вселенной наравне 
с Овижениями мельчайших атомов: 
не осталось бы ничего, что было бы 
для него недостоверно, и будущее, 
так же как и прошедшее, предстало 
бы перед его взором. Ум человеческий 
в совершенстве, которое он сумел 
придать астрономии, дает нам пред- 
ставление о слабом наброске того 
разума...» Гипотетическое существо, 
о котором говорится в цитате, на- 
зывают сейчас демоном 
Лапласа. 


Размышления Лапласа по теории 
вероятностей в значительной степе- 
ни стимулировались его занятиями 
астрономией и космогонией. Но его 
волновала также роль случая в обще- 
ственной жизни. Чаше всего его вы- 
сказывания по этому поводу не со- 
держат конкретных вычислений. Вот 
пример: «Не будем противополагать 
бесполезного и часто опасного сопро- 
тивления неизбежным следствиям про- 
гресса просвещения, но будем лишь 
крайне осторожно менять наши цч- 
реждения и обычаи, к которым мы 
давно уже применились. Мы хорошо 
знаем по опыту прошлого те неудоб- 
ства, которые они представляют, но 
мы не знаем, как велико будет зло, 
которое может причинить их изме- 
нение. При такой неизвестности теёо- 
рия вероятностей предписывает избе- 
гать всякого изменения; особенно сле- 
дует избегать внезапных изменений, 


которые в нравственном порядке, как 
и в физическом, никогда не происходят 
без большой потери живой силы». 

Был один вопрос, на формализа- 
цию которого Лаплас рассчитывал, — 
применение теории вероятностей 
к судопроизволству. Отправной яв- 
ляется точка зрения, что абсолютно 
достоверное решение в суде невоз- 
можно, а нужно заботиться лишь 
о том, чтобы решение было правиль- 
ным с наибольшей вероятностью. Она 
восходит к Кондорсе и тесно связана 
с практикой судопроизводства при 
революции. Позиция Лапласа более 
осторожна, н все же он считает, что 
нужио вычислять вероятность «того, 
что решение суда, который может 
осидить только при данном большин- 
стве, будет справедливо, то есть бу- 
дет соответствовать истинному ре- 
шению поставленного вопроса», и по- 
скольку «большая часть наших суж- 
дений основана на вероятности сви- 
детельских показаний, очень важным 
является подчинить их исчислению». 
Предполагалось включать в оценки 
политические симпатии судей, сте- 
пень запутаниости дела, интеллек- 
туальные характеристики судей и 
т. д. Жизнь показала ошибочность 
н общественную опасность таких ис- 
числений. 


* * 
* 

Мы имели возможность остано- 
виться лишь на важнейших направ- 
лениях научной деятельности Лапла- 
са. Многое осталось за пределами 
нашего рассказа: работы по капил- 
лярности, звуку и свету, математи- 
ческие результаты, следы которых со- 
хранились в названиях «преобразо- 
вание Лапласа», «уравнение Лап- 
ласа» ит. д. 

Жизнь Лапласа в значительной 
степени отражает сложность эпохи, 
в которую он жил. Однако через 
всю свою жизнь он пронес верность 
науке, ни пря каких обстоятельствах 
не прерывая занятий. Роль Лапласа 
в истории науки трудно переоценить. 

«..„Лаплас был рожден для того, 
чтобы все углублять, отодвигать все 
границы, чтобы решать то, что каза- 
лось неразрешимым. Он кончил бы 
науку о небе, если бы эта наука могла 
быть окончена». (Фурье) 
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М. Мамикон 


Задача 
о ферзях 


1. Постановка задачи 


На обычной шахматной доске 8х8 
пять ферзей можно расставить так, 
чтобы они били все поля доски. Че- 
тырех же ферзей для этого недоста- 
точно (докажите!). Доска 3х3 бьется 
одним ферзем, находящимся на 
центральной клетке. Для доски 6х6 





Рис. 1- 
достаточно трех  ферзей (рис. 1), 
двух мало. 

Обозначим через Ё(и) мини- 
мальное число  ферзей, ири 


надлежащей расстановке которых на 
доске пхп каждое ее поле находится 
под ударом (поле, занятое ферзем, 
считается битым). Для 3<л 8 число 
Е (1) известно: 





На рисунке 2 изображена доска 11. 
х11 и 5 ферзей на ней, бьющие каж- 
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дое ее поле. Значит, Ё (11) <5. Из 
рисунка 2 можно усмотреть, что 
Е (10) =5 и Р {9)=5. 

Найти точно Ё (п) при больших п 
довольно сложно. Даже современная 
быстродействующая вычислительная 
машина не сможет за разумное вре- 
мя перебрать все варианты расста- 
новки, скажем, десяти ферзей на 
доске 20х20. 

Поэтому представляется интерес- 
ным найти хотя бы оценки — верх- 
нюю и нижнюю — для Ё (л). В этом 
ни будет состоять наше постановка 
задачи о ферзях, 


2. Оценка снизу 


Еслн на доске пхп расставить п фер- 
зей вдоль одной из главных диаго- 
налей, а потом убрать два крайних 
ферзя, то оставшиеся л—2 ферзя 
тоже будут бить все поля доски. Зна- 
чит, 
Е (и) <п—2. (1) 
Если при расстановке Ё (п) фер- 
зей, при которой каждое поле бито, 
на краю доски нет ни одного ферзя, 
то 4 (п— 1) краевых клеток, обрамля- 
ющих доску, должны биться ферзями 
изнутри этой рамки. Так как каждый 
ферзь бьет в восьми направлениях, 
то он бьет ровно 8 клеток этой рамки. 
Если бы даже все ферзи били раз- 
ные клетки рамки, то необходимо 
4—1 п—1 
вх 2 - 





было бы иметь 





Рис. 2. 
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== = "— ферзей. Итак, в этом случае 
1 1 

Е (п) > п. (2) 
Оценка (2) верна и в общем случае. 
Докажите ее. (Указание. Из 
(1) вытекает, что при любой расста- 
новке Р(п) ферзей на доске останут- 
ся, по крайней мере, две свободные 
от ферзен вертикали и две свободные 
горизонталн.} 

Из (2) Е (11) >5. В п. Г мы указы- 
вали, что Ё (11) <5. Значит, Ё (11) =5. 
Аналогично получается Р (10)-=5. Лю- 
бопытно, что равенство Р (9) =5 таким 
путем не получается. Докажите его 
самостоятельно! 


НИИ М И М Ш 


я 


5 


шишш.: Е = В 


ры 
Г. 
м 
& 





Рис. 4. А =3, [= 1. 
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Займемся теперь улучшением верх- 
ней оценки (1). 


3. В 


Расставим ферзей на бесконеч - 
ной шахматной доске, левым ходом 
<, [>-коня (обычный шахматный конь 
— это <2, 1У-копь}), а именно: поставим 
сначала ферзя на произвольную клет- 
ку; затем поставим еще четырех фер- 
зей так, как показано на рисунке 3; 
с каждым из поставленных  ферзей 
постуним таким же образом, н т. д. 
Полученную расстановку бесконеч- 
ного числа ферзей назовем ферзевой 
«А, [>-решеткой. Каждая <, [Гу-ре- 
шетка является квадратной решеткой, 
повернутой относительно шахматной 
доски (рис. 4). 

Двигаясь вдоль ряда *), мы пе- 
риодически будем встречать 
ферзей. Обозначим длину периода 
решетки по ряду через !›. Например, 
для <3>-решетки №), = 10 (рис. 4). 

Двигаясь вдоль диагонали, мы 
также будем встречать ферзей пе- 
риодически. Обозначим длину 
периода решетки по диагонали через 


решетка 








№.. Для <3,1У-решетки И.=5 
{рис. 4). 
Упражнения 
Е 
1. Для <, Б-решетки Ир = — у ‚где 
4 — нанбольший общий делитель чисел # и [, 
82-12 
2. Для ‹в, -решетки р = Е 
с — наибольший общий делитель чисел 2-Ы? 


и &— 1. 

3. Если Ё и ! — взаимно простые числа 
разной четности, то Ир == = 

4. Периоды \”о, Н>-решетки и пе- 
риоды № ‹Ё, [>-решетки связаны соотноше- 


ниями № = №р и = И. 


4. Фундаментальная расстановка 
ферзей 
Пусть А и { — взаимно простые числа 
разной четности. Рассмотрим <, [>- 
решетку. Для нее оба периода \,, 
№. равны Ш, = #* Г (упражне- 
ние 3). 

Вырежем из нашей бесконечной 
доски квадратную доску М, х У, так, 
чтобы один ферзь попал в централь- 





*) Ряд-——это вертикаль или горизонталь. 
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Рис. 6. К 


ную клетку доски (это возможно, ио- 
скольку Ш, нечетно). 

Так как №, = \, = №, ника- 
кие два ферзя на вырезанной доске 
не будут бить друг друга. На этой 
доске находится ровно !, ферзей — 
по одному на каждой вертикали (а 
также по одному на каждой горизон- 
талн). 

Разделим теперь каждую клетку 
этой шахматной доски на четыре 
одинаковые клеточки 2х2. Предва- 
рительно каждого ферзя подвинем 
ближе к правому верхнему. углу ста- 
рой клетки, чтобы после дробления 
он оказался в верхней правой кле- 
точке. Добавим, наконец, к чраз- 
мельченной» доске (со стороной в 
2, клеточек) сверху и справа по- 
лоски шириной в одну новую клеточ- 
ку. Мы получили квадратную доску 
со стороной в 2\,-Н1 клеточек. 
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Назовем полученную таким обра- 
зом расстановку  ферзей на доске 
(29, 1х (2\,--1)  фундаментале- 
ной. Фундаментальная расстановка 
может быть получена из ферзя, стоя- 
щего в ментральной клетке, левым 
ходом <2%, 2/-коня. 


На рисунке 5 изображена фунда- 


ментальная расстановка ферзей на 
доске 11х11, полученная из доски 
5Ж5. 


Число ферзей в фундаментальной 
расстановке равно \,. Никакие два 
ферзя не бьют друг друга. Все ферзи 
находятся на вертикалях и горизон- 
талях с четными номерами, причем 
в каждом четном ряду стоит по одно- 
му ферзю. 

Таким образом, все клетки четных 
рядов являются битыми. Отметим для 
дальнейшего, что каждая клетка лю- 
бой четной диагонали, параллельной 
одной из главных днагоналей, также 
является битой, поскольку находится 
либо на четной горизонтали, либо на 
четной вертикали (рис. 6). 


5. Симметрня фундаментальной 
расстановки 


При повороте фундаментальной рас- 
становки на 90° вокруг центра доски 
ферзь (то есть клетка, занятая фер- 
зем) переходит в ферзя. Значит, фер- 
зи расположены симметрично отно- 
снтельно центра. Аналогичные ут- 
верждення верны для битых и неби- 
тых клеток: множество битых (неби- 
тых) клеток при повороте на 90° пере- 
ходит в себя и симметрично относи- 
тельно центра. 


Докажем, что битые клетки сим- 
метричны относительно любой глав- 
ной днагоналн. 

Если битая клетка — серая (рис. 6), 
то симметричная (относительно рас- 
сматриваемой главной диагонали) клет- 
ка — тоже серая, а все серые клет- 
ки биты. Если же битая клетка — 
белая, то на одной из проходящих 
через пее днагоналей стонт ферзь. 
Если эта диагональ перпендн- 
кулярина рассматриваемой глав- 
ной днагонали, то интересующая нас 
симметричная клетка бьется тем же 
ферзем. Если же она парал- 
лельна — центрально - симметрич- 
ным ферзем (см. зеленые днагоналн 
на рисунке 6). 

Из того, что ири симметрии отно- 
сительно главной диагонали н поворо- 
те на 90’ битые клетки переходят 
в битые, легко следуют симметрии 
множества битых клеток относитель- 
но центральной вертикали и цент- 
ральной горизонтали (почему?). 

Значит, с точки зрения битых-не- 
битых клеток все восемь октантов, 
на которые доска делится централь- 
ными рядами и главными днагоналя- 
мн, равноправны (на рисунке 7 один 
из таких октантов обозначен буквой 


0). 
6. Дополнительные ферзи 


В конце п. 4 мы отметнли, что все 
четные днагонали доски бьются фер- 
зями фундаментальной расстановки. 
Поэтому остается рассмотреть лишь 
диагонали с нечетными номерами. 


Число нечетных диагоналей одно- 
го направления на всей доске без 
главной диагонали и угловых «одно- 
клеточных» диагоналей — (бьющихся 
центральным ферзем) равно 2 (\,—1); 
по одну сторону от главной диагонали 
их будет \,—1, а в одном октанте — 
еще в два раза меньше: ит. 
Это чиело совпадает с числом ферзей 
фундаментальной расстаповки. нахо- 
дящихся по одну сторопу от главной 
диагонали выделенного направления. 
Каждый ферзь из заштрихованной 
на рисунке 7 полосы стонт на одной 
низ нечетных диагоналей, проходящих 
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через октант О. Поэтому среди не- 
четных диагоналей октанта «пустых» 
диагоналей (на которых нет ферзей), 
очевидно, столько, сколько ферзей 
в угловом треугольнике Т. Обозна- 
чим это число через ф (п). 


Рассмотрим одну из пустых диз- 
гоналей октанта О. Дополним ее до 
симметричной крестообразной фнгу- 
ры (рис. 8). В силу симметрии битых- 
небитых клеток на остальных трех 
Диагоналях этой фигуры тоже нет 
ферзей. Чтобы побить клетки этой 
фигуры, достаточно расположить два 
дополнительных ферзя в симметрич- 
ных клетках А и В центральной горн- 
зонтали (рис. 8). 

Поскольку в одном октанте число 
пустых днагоналей равно Ф (и), то 
всего достаточно расставить 2$ (п) 
дополнительных ферзей. 
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1=2. 


Рис. 9. А = 3, 


Итак, 
Е (п) < --2ф (п). (3) 


7. Ферзи и площади 


Чтобы оценить сверху число $(п) 
ферзей в угловом треугольнике Т 
(рис. 7), вспомним, что ферзи фун- 
даментальной расстановки располо- 
жены в узлах решетки со стороной 
длины И В+ 1: =2ИЕте 
(ллина клетки доски прнията за еди- 
ннцу), повернутой относительно шах- 
матной доски (рис. 4, 6). 

Сдвинем эту решетку так, чтобы 
ферзи оказались в центрах квадратов 
(рис. 9). Тогда число ферзей в тре- 
угольнике Г не будет превосходить 
числа «сдвинутых квадратов», цент- 
ры которых лежат в Т. Поскольку 
каждый такой квадрат целиком ле- 


а 
жит в —-окрестности треугольника 


7 

Т (рис. 10; 4 — длина днагонали квад- 
рата}, их число не превосходит отно- 
шения площади этой окрестности к 
площади квадрата. 


Упражнение 5. к-окрестностью 
плоской фигуры Ё называется объединение 
кругов раднуса = с центрамн в каждой точке 
фигуры КР. Докажите, что площадь &-окрест- 
ности выпуклого многоугольника равна 5-- 
-- Ре--де?, где $ — плошадь многоугольни- 
ка, Р — его периметр. 


Длина катетов треугольника Т 


равна >. Сторона 


которого построена решетка, 


квадрата, из 


равна 
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Значит, искомое отнонение площадей 
равно 


5 +11+ 2) пУт— 1+ ли— 1 


| 


Поскольку И, = #2 -- Р =" 5 





‚ из \3) 


= _5 У? 
Е п) < -п-а [1 +) л 
ь 2 ]Т/л — 1 
г ип = В а 
вы того, что Ут <2?Уп 
ты 1, при 


н 
- 








ПЕРА Лы 


2 * 
-- У 2. получаем для досок со 


стороной в 2 (А + [?) | | клеток, 
где Аи / — взаимио простые числа 
разной четности, окончательну ю оцен- 
ку сверху: 


Е (п) < > п+4Н”т +5. (4) 


8. Произвольные доски 


Пусть теперь У нас есть доска ихл, 
где п». Возьмем такое иатураль- 
ное т, что 8т? + 3<п < (т-++ 1-3. 
Поскольку п 211, такое п найдется. За- 
метим, что 87? —3=:2К2т)?-- 1] -+1= 

[2 (#? -- 2) +1, где й =: Эт, р=Е. 





< 


Рис. И. 
Обозначим 8т? -- 3 через и„. Тогда 
мы можем написать 

ста нна, 6) 


Разобъем нашу доску так, как пока- 
зано на рисунке 11. Расставим на 
красной части доски Р (а) ферзей 
так, чтобы они били все клеткн этой 
части. По (4) 


5 =— 

Ее») < 4Ие„ +5. (6) 
На синей части доски расставим 
п—@„ ферзей но диагонали (рис. 11). 
Расставленные 2 (@„) -+ (п — «„) фер- 
зей бьют, очевидно, все поля нашей 
доски. Значит, Ё (п) <Р (аи) + (п 
—&а„). Поскольку 2 „<Зав+1-—@т = 
= 16бт - 8, из (6) 


Е) < +4 Иан + 
+ 16т + 13. (7) 
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Упражиение 6. Докажите, что 


при всех т 


4У 8т2 -- 3 --16т -- 13 < 16 Уи" +3. 
Из (7) и упражнения 6 прин всех 
натуральных т 


Е (п) < ан +16 Иа, . 


Из (5) получаем окоичательный ре- 
зультат 


(8) 


Мы доказали (8) для п=И. Легко 
проверить, что оценка (8} верна и 
для 3<п<10 (см. п. 1). Итак, 


Ем) < я + 16 п . 


"> ЗЕ(”) < п + 16Ил. 


м] - 


Задачи 

1. Сколько нужно взять (Ё, Г»-реше- 
ток (прн фнксированных А и {). чтобы они 
покрыли все клетки бесконечной шахматной 
доски? 

2. Доска размером 99 бъется пятью 
ферзями. Найдите шесть разных централь- 
но-симметричных решений. 

3. Бьются ли все краевые клетки досок 
размером пхл, где п=2 (#2--П)-2 1 (В и ё— 
взаимно простые числа разной четности), фер- 
зями фундаментальной расстановки? 

4*. Можно ли доску размером 35Х 35 
побнть восемнадцатью ферзями (см. рисунок 
на третьей странице обложки)? 

Е (п) 
п 





5*. Верно ли. что отношение прини- 


5 
мает нанболышее значение, равное —$_, при 


п=8? (Если это верно, то обычиую шахмат- 
ную доску 8х 8 можно назвать «наикудшей». ) 

6*. Справедлив ли следующий принцип 
монотонности: если п, па, то Р (п) Е (п)? 
Решения задач 4*—6* автору ие известны. 





1. буханка 
Головоломки а ее 
ханка ее 
анка ад 
ы: д 
Попробуйте расшифровать ь => 
следующие примеры на аа 
сложение. в каждом из ко- у 
торых одинаковые буквы обо- 4 
але "о мые . детали 
значают одннаковые цифры. УУХУУУ т: к 
а разпые буквы — разные 2, доклад з : 
цифры. и ни одно число не оклад 
начинается нулем. клад машина 
лад 
ад 
АДАДДА Н. Антонович 
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М. Голубев, А. Кагаленко 


Капля 
на горячей 
поверхности 


Глядя на мир, 
нельзя че удивляться 
К. Прутков 


Расположив утюг горизонтально, кап- 
ннте на него немпого воды. Если 
температура утюга около 100 °С (не- 
много больше 100 °С), то ничего осо- 
бенного не произойдет. Капелька ра- 
стечется по поверхности утюга н 
быстро. за несколько секунд, испа- 
рнтся. Еслн же температура утюга 
значительно больше 100°С (350— 
500 °С), картина явления будет дру- 
гой. Капелька, упав на утют, от- 
скочет от него, как мячик от пола 
(невысоко, на высоту 1—5 мм), и за- 
тем будет двигаться, не касаясь на- 
гретой поверхности. Стабильность та- 
кого состояния зависит, прежде всего, 
от температуры поверхности — чем 
снльнее нагрет утюг, тем спокойнее 
ведет себя капля. Кроме того, время 
пребывания капли на утюге до пол- 





Рис. 1. Одна из фаз колебаний каплн (мо- 
мент наибольшето растяжения). Темное пятно 
в центре — образующийся внутрн капли пу- 
зырск водяного пара. 
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ного испарения увеличивается в 100— 
200 раз. Причем скорость испарения 
капли зависит от ее размера: большие 
капли быстро уменьшаются в разме- 
рах ло 3—5 мм, а маленькие «живут» 
довольно долго без заметных изме- 
нений. В одном из наших опытов кап- 
ля днаметром 3 мм продержалась до 
полного испарения около 5 минут 
(300 секунд). 

В чем причина столь странного 
поведения капли? Вернемся к началу 
опыта — капля воды падает на рас- 
каленную поверхность. В начальный 
момент ее температура около 20 "С. За- 
тем буквально за доли секунды ниж- 
пие слон нагреваются до 100 °С, и на- 
чинается столь интенсивное испа- 
ренне, что сила давления образую- 
щихся паров воды становится бодыце 
силы тяжести капли. Капля подпры- 
гивает, затем снова падает на утюг. 
За несколько подскоков вся вода 
в капле успевает прогреться до тем- 
пературы кнпения. Далее при доста- 
точной температуре нагретой поверх- 
ности капля быстро успокаивается и 
пачинает двигаться на некоторой вы- 
соте над этой поверхностью. Очевид- 
но, в этом случае сила давлеиня 
паров воды уравновешивает силу 
тяжести капли. — В установившем- 
ся режиме капля довольно  ста- 
бильна и яживеть весьма значитель- 
ное время. 

Обратите внимание на форму кап- 
лн. Прин малых размерах форма кап- 





Рнс. 2. Однн нз наиболее ннтересных вндов 
колебаний: «треугольная» капля, в которой 
«впадины» и «выступы» постоянно ме- 
няются местами. 


ли близка к сферической, а при боль- 
ших — сфера оказывается сильно сжа- 
той в вертикальном  направленни. 
Дело в том, что капля над горячей 
поверхностью находится как бы на 
паровой подушке, опирается на нее. 
Возникает сила реакцин,. которая и 
вызывает деформацию капли. Чем 
капля болыше, тем эта деформация 
заметнее. 

В каплях (особенно больших} мо- 
гут возникать колебательные про- 
цессы, например, сжатие и растяже- 
ние, а также н более сложные коле- 
бания (рис. Ги 2). На фотографии, 
приведенной на рисумке 1, в центре 
капли видно темное пятно. Это — 
образовавшийся внутри капли воды 
пузырек пара. В больших капаях 
может возникнуть несколько таких 
пузырьков. Иногда канля приобре- 
тает форму кольца с одним большим 
пузырьком пара посередине. Прн та- 
ком режиме испарение пронсходит 
так интенсивно, что капля на глазах 
уменьшается в своих размерах. 
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В заключение несколько советов 
тем, кто захочет сам провести опи- 
санные опыты. 

1. Желательно взять утюг, рабо- 
чая поверхность которого была бы 
как можно ровнее, то есть чтобы от- 
сутствовали царапины, неровности и 
т. п. Встреча капли с неровностью 
утюга значительно сокращает время 
ее жизни (подумайте, почему?). 

2. Утюг надо как-то закрепить 
(например, в штативе} и привести 
его поверхность в горизонтальное 
положение. В наших опытах исполь- 
зовалея штатив от геодезического прн- 
бора. 

3. Опыты можно проводить не 
только с водой. На утюг можно кап- 
нуть любую жидкость с низкой тем- 
пературой кипения (типа ацетона, 
бензина, одеколона или спирта). 

4. Не следует забывать и о тех- 
нике безопасности, прежде всего, о 
надежности изоляции провода утюга 
и о предохранении попадания кипя- 
щей воды на руки. 





Черно-белая... 
палитра 

кость принимают за 
Человеческое зрение, не- 


смотря на его достониства. 
обладает рядом недостатков. 
Например. перепад яркос- 
тей в двух соседиих облас- 
тях в 1-—2% (от большего 
зизчения яркости} фниксиру- 
ется практически любым 
человеком с нормальным зре- 
нием. но плавное падение 
яркости на 10% от цеитра 
телевизионного экрана к его 
краю остается незамеченным. 
Но иногда бывает нужно раз- 
личать в телевизнониом изо- 
бражения отдельные сосед- 
ние участки с небольшими 
различиями в яркости. Для 
этого прибегают к... цвет- 
ному телевиденню. При этом 
ина экране разглядывают ные 
просто цветное, а специаль- 
ным способом раскрашенное 
изображение. 


Один из способов рас- 
крашивання — так называе- 
мое квантование. При этом 
способе самую большую яр- 
ЮО", 
и разбивают весь промежуток 
яркостей (от черного до са- 
мого яркого) па несколько 
уровией. В этом случае па 
цветпом телевизионном экра- 
не все яркости. попавшие 
в какой-то промежуток между 
двумя соседними уровнями, 
будут окрашены в один ивет. 
Например. деталн изображе- 
ния с яркастямн, попадаю- 
щимн в область от 0 до 10% 
от максимальной яркости, 
будут окрашены в симий 
цвет. от 10%, до 20% — 
в зеленый и т. 4. При таком 
раскрашиванни плавный пе- 
репад яркостей приобретает 
граиицу — резкий перенад 
цветов. Работать с таким изо- 
браженнем очепь трулно — 
оно часто становится неузна- 
ваемым. 

При другом слособе арас- 
крашивания» ивета плавно 


сменяют друг друга. В этом 
случае практически ис обрз- 
зустся дополнительных гра: 
ниц, а плавные цветовые пе- 
реходы различаются глазом 
более уверенно. чем слабые 
перепады яркостн. Прн таком 
«раскрашивании» нзображе- 
пне сохраняет так называе- 
мое «психологическое тож- 
дество» с орнгипалом. 

Макет нодобного «рас- 
крашивателя» был создан во 
Всесоюзном заочном  элект- 
ротехническом институте 
связн и демонстриронался 
из ВДНХ. 

Такое устройство — его 
называют телевизноичым 
экснаидером — может по- 
мочь быстрее — ориентиро- 
ваться в телевизнонном изо- 
бражении хнрургам, конт- 
ролирующим ход онерацин 
< помошью рентгено-телевн- 
знокных установок. операто- 
рам. проводящим осмотр по- 
крытий, метеорологам. сос- 
тавляющим карты облачнос- 
ти, инт. п. 


М. Кушнир 
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Математический кружок 
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В. Войскунский 


Сегодня — 


фигурное 
катание 


Спорт многолик. Он — источник здо- 
ровья, переживаний болельщиков и 
математнческих задач. Есть виды 
спорта, хорошо «освоенные» матема- 
тиками, например — шахматы. Се- 
годня мы займемся фигурным ката- 
нием. 

Мы рассмотрим ряд задач, свя- 
занных с правилами определения мест, 
занятых фигуристамн в соревнова- 
ниях. 

Судейство соревнованнй по фи- 
гурному катанию осуществляют нес- 
колько арбитров. Наиболее ответ- 
ственные соревнования судят девять 
арбитров, поэтому при дальнейшем 
изложении мы будем считать, что ар- 
битров, осуществляющих  судейст- 
во,— девять. 

Окончилось соревнование. Каж- 
дый из девяти арбитров «расставил» 
участников по местам. Предполага- 
ется, что каждый арбитр дает всем 
спортсменам разные места (нельзя, 
чтобы несколько спортсменов «поде- 
лили» какое-то место). Итак, в ре- 
зультате соревнований каждый из 
арбитров «присваивает» каждому фи- 
гуристу определенное место; набор 
мест, полученный фигуристом, будем 
называть комплектом оценок. 

Как в итоге устанавливается ме- 
сто, занятое каждым фигуристом в 
соревнованни? У зрителей, наблю- 
дающих соревнования по фигурному 
катанию, иногда создается впечатле- 
ние, что это определяется суммой 
мест: складываются места, ирисвоен- 
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ные участнику каждым 
Однако это не так. 

Правило определения 
мест таково: первое место занимает 
спортсмен,. комплект оценок кото- 
рого имеет нанбольшее колнчество 
первых мест; если несколько фигури- 
стов имеют одинаковое количество 
первых мест, то предпочтение отда- 
ется тем, 
мест; в случае равенства вторых 
мест —- тем, у кого больше третьих 
мест, и т. д... после того, как 
первое место «присвоено», в кКом- 
плектах оценок остальных спортсме- 
нов «1» заменяется на 42»; затем 
второе место занимает спортсмен, ком- 
плект оценок которого имеет нан- 
большее количество вторых мест; при 
равенстве количества вторых мест 
сравнивают колнчества третьих мест 
ит д; после того, как пер- 
вые т—| мест «присвоены», в ком- 
плектах оценок остальных спортсме- 
нов «т—|» заменяется на «т» *), 
затем определяется лт-е место; ес- 
ли у двух фигуристов, претендующих 
на одно место, количества каждых 
мест одинаковы, предпочтение отда- 
ется участнику. у которого сумма 
метв первоначальном КОМ- 
нлекте оценок меньше. 

Реальная ситуация гораздо сложнее, в 
частности потому, что соревнования по фи- 
гурному катанию — многоборье. После окои- 
чания соревиований в отдельном виде много- 
борья каждый арбитр выставляет каждому 
спортсмену определенный балл (этн баллы при 
локазе соревнований по телевндению показы- 
ваются на экране). В зависимости от баллов, 
«присвоеиных» участникам данным арбитром, 
онн «расставляются» по местам: чем выше 
балл, тем выше место, то есть меньше 
его номер. После окончания всех видов мно- 
гоборья для каждого фигуриста подечнты- 
вается «итоговый» балл, полученный им от 
каждого арбитра, причем осуществляется не 
простое сложение баллов, полученных в каж- 
дом виде многоборья. а более сложный под- 
счет. В соответствии с «нтоговыми» баллами 
фигуристы вновь получают у каждого из ар- 
битров определенное место. Из этнх-то мест 
и составляется комллект оценок, о котором 
говорилось выше. 


арбитром. 


*) Заметим. что оценок < (1—1 в этот 
момент в комплектах оценок не будет, так 
как онн были заменены на предыдущих ша- 
гах. 


у кого больше вторых. 
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По сформулированному правилу 
фигурист с лучшей (меньшей) сум- 
мой мест из комплекта оценок иногда 
получает худшее (большее) место. Та- 
кие случаи встречались в практике 
фигурного катания, причем в сорев- 
нованиях самого высокого ранга. Так, 
на чемпионате мира по фигурному ка- 
танню 1975 года, который проходил в 
Колорадо-Спрингс, В. Ковалев с сум- 
мой мест 27 занял второе место, а 
Д. Карри с суммой мест 23— третье. 
Лриведем фрагмент таблицы распре- 
деления мест, полученных спортсме- 
намн от арбитров в этих соревнова- 
ниях, для фигуристов, занявших в 
результате первые шесть мест: 


Номерз арбитров 


Фнгуристы 


с 
| 
ра 
< 
= 
ь:] 
=> 


места 
Сумма 


Волков 
Ковалев 
Каррн 
Крэистон 
Маккеллен 
Овчииннков 


Итак, не всегда фигурист, полу- 
чивший `минимальную , ‚сумму мест, 
займет первое место. А ‘существует ли 
сумма мест, гарантирующая фигу- 
ристу первое место? Безусловно. На- 
пример, девять. Естественно возника- 
ет вопрос: какова максимальная ве- 
личина ©, такая, что любая сумма 
мест, меныпая или равная ©., га- 
рантирует фигуристу первое место? 
Подобный вопрос может быть постав- 
лен относительно любого места, ко- 
торое фигурист может занять в со- 
ревнованиях. Это и есть основная 
наша 

Задача. В соревнованиях по 
фигурному катанию приняли учас- 
тие п спортсменов. Для каждого 
Е (1<Е<п) определить наибольшее 
чнсло ©, такое, что любая сумма 
мест, меньшая или равная &,„, га- 
рантирует фигуристу, получившему 
ее, место не ниже А-го. Предположим 
для простоты, что никакие два фигу- 
риста не получили одинаковых сумм 
мест. 

Случай А=п тривиален, так как 
в этом случае при любой сумме мест, 
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полученной фигуристом, он займет 
место не ниже А-го. Поэтому &„— Эл. 

Рассмотрим случай А —1. Покажем, 
что “,-—13. Рассмотрим следующее 
возможное распределение мест, по- 
лученных спортсменами от арбитров: 


Номера арбитров 





Из этой таблицы вытекает, что «< 
<13, так как в ней спортсмен с сум- 
мой мест 14 имеет второе место. Нам 
осталось показать, что если фигу- 
рист получит сумму мест 5 не больше 
13, то он займет первое место. Допу- 
стим, что в этом случае фигурист 
получил п, первых мест и { мест 
ниже первого, п, -+!-9. С одной 
стороны, $>21п,-+2{--18—п.. С дру- 
гой стороны, $<13. Отсюда п, 25, 
значит, в рассматриваемом случае 
фигурист займет первое место. 


Упражнение 1. Доказать, 
17 пл=3 
что @. = 
16п=4. 
Упражнение 2. Доказать, 
что @з= 18. 
Оказывается, для остальных Ё 
(то есть 45Ё<п) а, - &- 16. 
Упражнение 3. Для лю- 


бого А:4<А<.п построить таблицу 
распределения мест, полученных спорт- 
сменами от арбитров, в которой не- 
который участник имеет сумму мест 
+17 и занимает (Е 1)-е место. 

Из упражнения 3 вытекает, что 
при рассматриваемых Ё 


о, +16. (1) 


Упражнение 4. Сколько 
существует разных таблиц с указан- 
ным в упражнении 3 свойством? Две 
таблицы считаются разными, еслн в 
одной из них есть комплект оценок, 
которого нет в другой таблице, при- 
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чем два комплекта оценок различны, 
если для некоторого г |<: чис- 
ло 1-х мест в одном комплекте не 
равно числу 1-х мест в другом ком- 
плекте 

Упражнение 5 Доказать, 
что если сумма мест фигурнста не 
превосходит 20, то он занимает место 
не ниже четвертого 

Упражнение 6 Для лю- 
бого А 4<#<п доказать, что если 
сумма мест фигуриста не превосхо- 
дит А-+16 и в его комплекте оценок 
есть места больше А-го, то он занима- 
ет место не ниже А-го. 

Докажем методом математической 
индукции, что при # 4<<бл сум- 
ма мест, ие превосходящая А-+16, 
гарантнрует фигуристу место не ни- 
же К-го Отсюда и из 11) следует 


ак — &— 16 
Базис индукции А=4— 
вытекает низ упражнения 5 
Индукционный шаг 


Предположим, что при { 4<#<и—1 
сумма мест, не превосходящая [| 16, 
гарантирует фигуристу место не ни- 
же {-го Докажем, что тогда сумма 
мест, не превосходящая {-+17, га- 
рантирует место не ниже (1+1)-го 
Попустим противное фигурист А име- 
ет сумму мест, не превосходящую 
1:17, н место ниже {1-го Из 
упражнения б вытекает, что в ком- 
плекте оценок фигуриста А все ме- 
ста ме превосходят [11 Но тогда 
н в комплекте оценок фигуриста В, 
имеющего (!+1)-е место, все места 
не превосходят {+1 Из наших пра- 
вил и условия задачи вытекает, что 





сумма мест фигуриста В  мень- 
ше суммы мест фигуриста А Зиа- 


чит, она не превосходит {+16 А 
это уже противоречит предположе- 
НИЮ ИНДУКЦИИ 


Наше утверждение доказано Тем 
самым мы полностью решили нашу 
задачу 

Опустим в нашей задаче условие 
о том, что никакие два фигуриста не 
получили одинаковых сумм мест Тог- 
да несколько фигуристов могут иметь 
одинаковые комплекты оценок В этом 
случае давайте считать, что все этн 
фигуристы заняли одинаковое место 
Например, если каждый из двух фи- 
гуристов с одннаковыми комплекта- 
ми оценок может занять четвертое 
место, то будем считать, что они оба 
заняли четвертое место, а остальные 
фигуристы претендуют не на пятое, 
а на шестое место 

Упражнение 7Т Доказать, 
что, как бы мы ни дополнили Пра- 
вило определения мест, при любом 
4 <Е<5п фигурист, получивший сум- 
му мест &-16, может занять место 
ниже А-го 

Предположим, что сумма мест у 
фигуриста, занявшего первое место, 
не совпадает ни с одной из сумм 
мест, полученных остальными фи- 
гуристами 

Попробуйте установить, можно ли 
так ири этом дополнить Правило оп- 
ределения мест, чтобы все результаты 
нашей задачи остались без изменений 

Попробуйте также решить нашу 
задачу. если число арбитров на со- 
ревнованиях равно 2,7, р 





Список читателей, приславших пра- 
внльные решения задач из «Задачни- 
ка «Кванта». 


В этом номере мы публикуем фамилии тех, 
кто прислал правильные решения задач 
№М421—М445 и Ф438—Ф447 (жириые иифры 
после фамилий -— последние цифры номеров 
решенных задач). 


Математнка 


Большинство читателей, приславшнх изм 
письма, правильно решнли задачу М436 
Остальные задачи решилн А — Аббосов 
{Джебраильский р-н Аз ССР) 27, Т Аб- 
дулвегоабов {с Ярашазмаляр ДАССР) 33, 
А Алабабян (с Балко Гр ССР) 42, А Ага- 
ев (с. Попровка Аз ССР) 37, Р. Азизяя (Ба- 
ку) 26, 27. З1, 32, 37, Л Айнулин (Тюмень) 
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27. 29, В Айриян (Раздан) 33. 37, М Айт- 
калиев (Алма Ата) 22 33, А Алексеев (Пермь) 
22. 24. 26—28, 31—33. 35, 37. 39. а. 6). 
41 42, В Алифанов (ст Выселки Красно- 
дарского края) 23 26 37. С Антонов (Кн- 
ев) 41, 42 45, Б Аронов (Саратов) 21. 22 
24, 26. 27. 31—33. 35. 37 38. 40, К Архан- 
гелеский (Херсои) 37, 44. 42, И Архипов 
(Алма-Ата) 22. 23, А Атабекян {Ереват 
33. Р Ахкамов (Стерлитамак) 22, 26, 37, 
42. 45, К Бокланов (Тула) 42, Е Балоки- 
на (Москва} 31. 33, А. Балинский (с Дуб- 
ляны Львовской обл) 37. 41. 42. 43. в}, 
П Баньковский (Уральск) 23 41. П Ба- 
сараб (с Ягановка Сумской обл } 22, В Ба- 
тырев (Москва) 22. 24 26, 27, 29. 31. 33. 37 
38, 39. а), 6). 40—42. 44, 45, В Бахтин 
(Воронеж) 22, 24, 25, 27. 28, 29. Ю Бащен- 
ко (с Демидовка Винницкой обл) 29, 37, 


(Продолжение см с 43) 
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Кардиоида 


Кардисидя — это  траскто- 
рня точки №1. лежащей па 
окружности (О., а). кото- 
рая катнтся по неподвижной 
окружности (0. а) того же 
радиуса (рис. |). В началь- 
ном положении точка А на. 


холнтся в точке А — пепод- 
внжной окружностн.  назы- 
ваемой полюсом — карднои- 


ды. На рнсунке 1 видио, что 
в полюсе карднонда имеет 
острие. Отталкиваясь от при- 
веденного определення, но- 
кажем другие способы 
построения кардибиды и яе- 
которые ее свойства. 
Касательная к карднон- 
де в произвольной ее точке 
проходит через точку Р нод- 
вижной окружности, дна- 
метрально противополож- 
ную точке ее касания [9] 
с неподвижной (доказывает- 
ся это так же, как в «Кванте», 
1977. № 3. с. 19). 
Ввиду того. что ЧМ 
н `-ОА конгруэнтны. точ- 
ка М симметрична полюсу 
А относительно общей ка- 
сательной №0 подвижной Н 
неполвижиой — окружностей. 
Следовательно. окружность 
(0. ЮА}] _ пройдет через 
точку М. Поскольку угол 
РМ О—прямой. касательная к 
кардисиде Р/М_ будет так- 
же касательной к окружно- 
стн (6. ЮА |}. Поэтому 
карднонда может быть по- 
лучена как огибающая  се- 
мейства окружностей (0. 
14Ар ири всевозможных 
положениях точки -@ на 
неподвижной — окружиостн. 
Даипа отрезка АМ рав- 
на 1/, АМ]. Поэтому точ- 
ка № описывзет кардноиду. 
гомотетнчную той. которую 
мы только что рассмотрелн. 
с центром гомотетин в точке 
А и коэффициентом  гомо- 
тетни, равным №, Чтобы 
начертить «малую» кардно- 
нду, можно воспользоваться 


угольником, один катет кото- 
рого во всех его положеннях 
проходит через точку А. 
а второй касастся иелолвиж- 
пой окружности. Тогда вер- 
шина прямого угла № опи- 
шет эту кардионду. 


Пусть АМ ГО. а -Т 
(рис. 2). В четырехуголь- 
пнке  ОО.МТ две стороны 


параллельны (АА ||00%.. по- 
скольку они имеют общий 
пернендикуляр №9). две дру- 
гие стороны конгруэнтны. 
Значит. ОО, МТ — равно- 
бедренная тразеция нлн па- 


раллелограмм. Из м0, 9 = 
409 


следует, что 











ОО, МТ — нараллелограмм. 
Поэтому карднонду можно 
строить. откладывая па пря- 
мой АТ (при всевозможных 
положениях точки Т па яе- 
подвижной окружности) от 
точки Г отрезок ТА дли- 
ны |00,| — 2а. Откладывая 
его в обе стороны от Г. мы 
получим всю кардиоилу“”). 

Докажите. что поляр- 
ное уравнение «Квант». 
1977. № Т, с. 46} карлнон- 
ды имеет вид р = а И- 
-Е со< $). ели за полюс по- 
лярной системы взягь полюс 
кардионды А п полярную 
ось направить по АО 
(рис. 2}. 

Рисунок 3 объясняет сно- 
соб построения карлионды, 
о котором рассказывается из 
второй странице — обложки. 
Точка В показывает здесь 
положение точкн М нос- 
ле того. как подвижная ок- 


ружность  прокатнлась по 
неподвижной па половипу 
своей длины. — Отрезок РС 
снмяетричен отрезку РВ 
относительно раднуса ОР. 
так как МРО, — \/,МО,9 = 


1/:00А — ОБВ и ВЕ 
Е. ЮРу. СЕ(О.10Р\ ). 


Поэтому |ВР |= |РС|. Кро- 
ме того, РС — касательная к 
карднопде. 

Представим теперь. что в 
точке В помещен источник 
света. Ясно. чта кардноида 
является огибающей лучей, 
отраженных от окружности 
(0. ЮРр. Поэтому кардио- 
ида является катакаустнкой 
этой окружности  («Квант», 
1977. № 9. с. 43). 

Докажите. что если неко- 
торая окружность касается 
внутренним образом окруж- 
ности вдвое большего радину- 
са. то при качённи «большей» 
окружности по «меньшей» лю- 
бзя ее точка опншет кардио- 
иду. 

Выразите длины «синих» 
хорд на рисунке 3 через а. 


В. Березин 





*) Этот способ построе- 
ния карднонды уже приво- 
дилея без обоснования в 3а- 
метке «Улитка Паскаля» 
(«Квант», 1977. № 5, с. 36) 


33 


Этот раздел ведется у нас 
из иомера в иомер с момен- 
та основания журнала. Пуб- 
ликуемые в нем задачи ие 
стзидартиы, но для их ре- 
шения не требуется знаний, 
выходящих за рамки иыиеш- 
ией школьной — программы. 
Наиболее трудные задачи от- 
мечены звездочкой.  Послже 
формулировки задачи мы 
обычно указываем, кто пред- 
дожил нам эту задачу. Разу- 
меется, не все этн задачи 
публикуются впервые. 

Решения задач нз этого 
номера можно присылать не 
поздиее | февраля 1978 года 
но адресу: 113035. Москва, 
М-35, Б. Орлдыика, 21 16, ре- 
дакция журнала «Квант», 
«Задачиик «Кванта» . После 
адреса на конверте напишите 
номера задач, решения ко- 
торых вы посызаете, напри- 
мер: «М476, М477» или 
«$488». Решения залач по 
каждому из предметов (мз- 
тематнке н физике), а также 
новые задачи просьба прн- 
сылать в отдельных конаер- 
тах. Задачн из разиых но- 
меров журнала присылайте 
также в разных конвертах. 
В письмо вложите конверт 
с написаиным на нем вашим 
адресом (в этом конверте 
вы получите результаты про- 
верки решений). Условия 
оригинальных зазач. пред- 
лагаемых для публикации, 
присылайте в двух экземлля- 
рах вместе с вашими реше- 
ниями этих задач (на кон- 
верте пометьте: «Задачинк 
«Кванта», новая задача по 
физике» или «.. новая зада- 
ча по математике» }. 

В начале каждого пнсьмз 
просим указывать ваше цмя, 
фамнлню, номер школы н 
класс, в котором вы учитесь. 
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задачник 
вванта 


Задачи 
№М476—М480; $488— $492 


№476. а) Докажите, что если вершины выпукло- 
го я-угольника лежат в узлах клетчатой бумаги, а 
впутри и на его сгоронах других узлов нет, то л 53. 

6) Пусть пространство разбито тремя семейст- 
вамн параллельных плоскостей на одинаковые 
кубикн. Вершины кубиков назовем узлами. Дока- 
жите, что если все п вершин выпуклого многогран- 
ника лежат в узлах, а на его ребрах, гранях и вну- 
трн многогранника других узлов нет, то пз8. 

С. Миронов 
М477*. Дан многочлен Р (х) с целыми коэффициен- 
тами такой. что для каждого натурального х вы- 
полняется неравенство Р (х)>х. Опрелелим по- 
следовательность {6,} следующим образом: 6, =1, 
,.. = Р(6,) аля Е =. Известио, что для любого 
натурального 4 найдется член последовательности 
{5,, }. лелящийся на 4. Докажите, что Р (х) = х-|. 
№478. В волейбольном турнире каждые две коман- 
ды сыграли по одному матчу. 

а) Докажите, что если для любых двух команд 
найдется третья, которая выиграла у этих двух, 
то число команд не меньше семи. 

6) Постройте пример такого 
команд. 

в)* Докажите, что если для любых трех ко- 
манд найдется такая, которая выиграла у этих 
трех, то число команд не меньше 15. 

М479. Существуют ли а) шесть, 6) 1000 таких раз- 
личных натуральных чисел, что для любых двух а 
и физ них сумма а -— $ делится на разность а — 62 

Задачи №477—М479 предложнл С. Конягин 


№М480.* Последовательность с„ строятся по следу- 
ющему правилу: с; = 2, са = [35,/2] для 
п >). Докажите, что 

а) в этой последовательности бесконечно мно- 


турнира семи 


го четных чисел и бесконечно много нечетных 
чнсел; 
6} послеловательность е„ = (1)  неперио- 


дическая; 


в) существует число 1 такое, что с» = [ ь | 7], 


2 
. ! 





*) Здесь [х] — целая часть числа х. 
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Ф488. Прямоугольная проволочная рамка с раз- 
мерами сторон а = 0,020 ми 6 = 0,030 м погружа- 
ется в мыльную воду, благодаря чему на ней обра- 
зуется мыльная пленка. При наблюдении в отра- 
женном свете, угол падения которого & = 30°, 
пленка кажется зеленой (^ = 5-10-* м). 

\} Можно ли определить массу этой пленки с 
помощью весов, точность которых 0,1 мг? Плот- 
ность мыльного раствора ф = 103 кг/мз, показатель 
преломления пленки л = 1,33. 

2) Какого цвета будет казаться самая тонкая 
из иленок, удовлетворяющих условию задачи, ес- 
лн свет будет надать на несе и затем отражаться 
перпендикулярно племке? 

Указание. Учесть, что при отраженин 
света от более плотной среды фаза волны скачком 
меняется на дл. 

Х Международная олимниада по филике 


$489. Электроны ускоряются в электронной пуш- 
ке электростатическим полем, проходя промежуток, 
напряжение на котором © = 10% В. Вылетев из 
пушки в точке Т, электроны движутся затем но 
прямой ГТ’ (рис. 1). В точке М на расстоянии 
а — 5,0 см от точкн Т находится мишень, причем 
прямая ТМ образует угол < = 60° с прямой И. 


1) Какой должна быть индукция В однород- 
ного магнитного поля, перпендикулярного плос- 
кости рисунка, чтобы электроны, вылетевшие из 
пушки, попадали в мишень? 





Рис. 1. 


>> 
2) Какой должна быть индукция В, однород- 
ного магнитного поля, параллельного прямой МТ, 
чтобы электроны попадали в мишень? 


— > 
Считать, что |В|и |8, | не превышают 0,030 Т. 
Х Международная олимпиади по физике 


Ф490. При прохождении потока нейтронов через 
пластинку кадмия толщиной 1 мм количество час- 
тнц в пучке уменьшается на 15%, а их скорость не 
изменяется. Какая доля потока нейтронов проходит 
через пластинку из кадмия толщиной 10 мм? 

Ф491. Большая тонкая проводящая пластина пло- 
щади $ н толщины 4 помещена в однородное элек- 


> 
трическое поле Е, перпендикулярное иластине. 
Какое количество теплоты выделится в пластине, 
если выключить поле? 

П. Зубков 
Ф492. На шероховатой плоскости лежат два круг- 
лых цилиндра с диаметрами Д и @& (рис. 2). Вокруг 
большого цилиндра обмотан шнур, к концу кото- 


рого приложена горизоитальная сила Р. Опреде- 

лить, при каком, одинаковом для всех соприка- 

сающихся поверхностей, коэффициенте трения И 

большой цилиндр может быть перетащен через 

малый. Каким должно быть абсолютное значение 
фе 


силы ЕЁ для того, чтобы это можно было сделать? 
В. Керженцев 





35 


а 2 

№434. Число Е Е 
23 ‚ 21 
Е 


представляется в виде несок- 





рапимой дроби 
п 


а) Докажите, что ри — чет- 
мог нисло. 

б} Докажите. что если п`>8. 
то рл делится на 8. 

в} Докажите. что дая аю- 
бого натурального К можно 
указать такое п, что числа 
Ря. Виза» Рпч+з-.. делятся 
на 2% 
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Решения задач 


М434, М435; $445, $446 


: р 
8). 6) Если несократимая дробь т есть сумма несколь- 


кнх несократимых дробей, числитель каждой из которых 
делится на 2, то н р делится на 2. Для решения задачн 
2 2 


а) остается заметить, что числители дробей 1: >. 
93 
3... после сокращения останутся четнымн (так как 


для любого иатурального 2: справедлино неравенство 
21-1 т). Для фешения задачи 6) достаточно было бы 
иметь перавенство 2”! —35-т. Это иеравенство, однако. спра- 
ведливо, лншь начиная с т— 6. Поэтому проверим, что 

2.2352 23 2 2 22 23 
чнслителн сумм — == 


РЕ В ОР СВ 
2-50 


= 4 т -= после сокращения будут делиться на 8. Эти 
32 256 
суммы равны —3_ н 1 соответственно. 


х х? хп 
в) Рассмотрим фуикцию Ё и (х) = т => -... + : 


Покажем, что многочлен 2; (2х — х*) — 2[.„ (х) =[Ё(х) имеет 
ВН 








пит кбит ин. © 
где 4: 41, : . -, Чл, Целые числа. Для этого доста- 
точно показать, что миогочлен }”(х) имеет вид: 
РО) = Хх" (вон аах +... ап". 
Заметим, что 1. (х) = ТЕ х ох? +... "И. — : 
Поэтому 
Рцх) = Ё, (2—х* 2—2) —2Е, (д) 
| — (2х —х*)" хи 
эн ем” 
. вЫ 2 —х)" ха. 1—5) 
1 —х 1—х 
и 
| — (2--х)“ == (1 — (2—х)) (1 фе —ж---.+ 
- @— "у-ва +8—) 4х) +...+ 


+ @—2)"-%. 


Так как } (2) = 2, (0) —2Ё, (@) = —21., (2), то. поло- 
жнв в равенстве (»} х — 2, получим 





и ®=-2( 


@в , 22 с 2 ал 
ти о] 


и--1 


2 
Из неравенства л< 2 . справедливого для ЛЮФого из- 
турального числа л. следует, что все знаменатели в правой 
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№М435. В маблице размера- 
ми тт Х и записаны деаст- 
вительные числи. в каждой 
клетке по числу. В каждом 
столбие подчеркнуто Ё на- 
иболыних чисел (Е = т). в 
каждой строке— {# на: 
иболыших чисея (155 п). Ло- 


кажите, что по крайней ме- 
ре 
дважды. 


чисед подягркнуты 





$445. 


Конденсатор  ем- 
кости С-= 0,04 мкФ с 
помощью каюча К  периоди- 


чески с частотой х — 50 раз 
в секунду заряжается от 
источника сэ. дс. ®© = 
— 100 В и внитренним со- 
противлением г —5 Ом 
и разряжается через сопро- 
пивление ВЮ = 1кОм (рис. 2). 
Определить мощность, вы- 
Оеляемую в нагрузке Ю, и 
к. п. 9. такого устройства. 
Считать, чо время замы- 
кания контактов каюча 9до- 
стлаточно, чтобы конденса- 
тор испел полностью заря- 
диться (положение Г) и 
полностью разрядиться (по- 
ложение [|]. 
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и--3 


части меньше чем 2 
п 3 
=? 


Поэтому ни олин из знаменателей 





| |+ 
не делится на 2 и, следовательно, чнсло Ёл (2)=: 


2 № ол ие 
т | + О делится па 2 


24). Для решения задачи остается заметить, что пока- 
п--3 ! н—5 

Затель л — 1 — р нЕт неогра- 

ниченно возрастает © ростом п, В статье '2-адические чи- 

сла» объясняегся пронсхожденне этого решения . 





| (при п 











л 
а 





Д. Фоаддеев 


® 


Мы будем решать задачу по индукини в несколько более 
общей формулировке. предполагая. что в каждом столбие 
подчеркивается не менее А нанболышнх. а в каждой 
строке — не менее 7 наибольших чисел. Мидукиию про- 
ведем но тя. 

При === [-1 утверждение очевидно. Пусть у нас 
есть таблниа размерами мХп. Сведем задачу к таблице 
тх (п!) пли (т—И Ха. Воли в таблице все подчеркнутые 
числа нодчеркнуты дважды, то их количоство не меньше Ап. 
В протнвном случае среди чисел, подчеркнутых по од- 
ному разу. выберем наибольшее число А. Число А является 
либо одним из панбольших в своем столбце. либо одним из 
нанболыних в своей строке. Предположим. что А — одно 
из панбольших в своем столбце. Тогла. поскольку А не яв- 
ляется одним из изибольших в своей строке и А — нанболь- 
шее среди всех по одному разу подчеркнутых чнсел, все 
подчеркнутые (по строке!) изибольшие числа, стоящие в одной 
строке с А, подчеркнуты дважды (см. рис. 1). Выбросив из 
нашей таблицы эту строку. мы получим лаблину (м—Пжл. 
в которой нодчеркнуто пе менее { нанбольших чисел в каж- 
дой строке и не менее #—1 чисел — в каждом столбце. Пред- 
положение нидукции заключается в том. что в этой меньшей 
таблиие дважды подчеркнуто не меньше (#—1) { чисел. Этн 
же числа подчеркнуты днажды и в большой таблнце тжхл. 
н которой. кроме того, дважды подчеркиуты пе менсе { чиесл 
в выброшениой строке. Так что всего в исходной таблиие 
дваждя подчеркнуто не меньше (#— 01-Е Р-Р чисел. что 
и утверждалось в задаче. 

С. Конягин 





Ф® 
Во время разрядки конденсатора ма сопротивленни Ю® вы- 
деляется вся энергия. заключенная в конденсаторе. Эта 
энергия 
и С? 
=. 


За одну секунду конденсатор разряжается 50 раз (частота 
переключення ключа у—50 с). Следовательно, средняя 
мощность Рер. выделяемия в нагрузке Ю. равна 





ыы а 
5 ==10-3 Вт. 

Для того чтобы найтн коэффициент полезного действия 
данного устройства. надо энергию . выделяемую на сопро- 
тивленни Ю во время разрядки конденсатора. разделить ца 
работу А. совершаемую нсточником тока во время зарядки 
конденсатора. Так как 


А— 48: 


Рер = и 


С8%- се, 
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Рныс. 2. 


$436. На шероховатой лен- 
те транспортера лежит те- 
40 массой М. прикревлен- 
ное к стене пружиной жест- 
костью # (рис. 3). Ленту 
приводят в Фвижение с по- 
стоянной скоростью цщ, в 
через некоторое время уста- 
навливается периодическое 
движение тела. Нарисуйте 
график эсвисимости смеще- 
ния тела, его скорости и уско- 
рения от времени при этом 
движении. 


Е 
Ом, 





_———— 
Рис. 3. 
ГЕ Яр 
те я о’ Хх’ 
ох ххх ы 
Рис. 4. 
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И = 


то есть к. п. д. не зависнт от змачений сопротивлений А и г. 
Если бы конденсатора не было, а источник с 3. д. с. 
$ и вмутреиним сопротивлением г был бы непосредственно 
подключен к нагрузке А, то к. п. д. схемы был бы равен 
РВ в 
ы и иинит ит а = 
ПЕНИ г "9, 


что значительно бальше, чем в нашем случае, 


Направим ось координат Х вправо, а начало координат свя- 
жем с положеннем тела в начальный момент (рнс. 4). Нз 
тело. проскальзывающее отиосительмо леиты транспортера, 
действуют две снлы. Одна нз них — сила упругости пру- 
жнны — пропорциопальна координате х тела и изпразлена 
в сторону, протНвоположную его смещению: 
ВРупр = — &х, 
а другая — снла трения скольження — постоянна: 


Етр = и |4 |. 
где и — коэффициент трения тела о ленту. Это озпачает. 
что. подобно обычному горизоитальному пружиниому ма- 
ятнику. тело должно совершать свободные гармонические 
колебания. Правда. эти колебания происходят отиоситель- 
но смещенного положения равновесня — точкн 0” с коор- 
дннатой х.. где сумма проекций всех сил равна нулю: 


Рупр- Рхр"0, или — вхо |0. 
откуда 


ка нм Ь ] ; 


Покажем. что это действительно так. Для этого удобно 
перейти в другую систему коорлипат, иачало которой нахо- 
дится в точке О’, а ось Х’ направлена вправо (см. рис. №. 
Запишем уравнение движення тела в проекциях на выбран- 
ное направление: 





Ма — Рупр-— Етр: 


Здесь  Руир = А (хх) = —В (1 +») и 


Елр = КМ [= |. 
Поэтому 


Ма = —В [Е 8 


наи 


Ма= — Ах’. 


(Заметим. что с таким же случаем мы встречаемся при 
решенин задач на колебення вертнкального пружинного 
маятника (рис. 5). Здесь роль постоянной силы трения нгра- 
ет тоже постоянная снла тяжестн.) 

Мы получили уравнение движення тела, совершающего 
свободные гармонические колебания. Этн колебания про- 
исходят по закону й ы 

| Хх’ == Хисо$( о -- Фо. 

Циклическая частота колебаний 


Г 
ш-У 


Амплитуду хи можно найтн из энергетических соображений: 








Рис. 


5. 





Рнс. 


Куап тссте.ги 


в начальный момент. когда скорость тела равна нулю, его 
смещение х’> — хе. Следовательно. амплитуда колебаний 


к == нм | 


Начальная, фаза Фо редеаистаи начальными условиями: 
при {=0 х’== —хо, ОТКУДа Фо=я 
Итак. 





х’ = хо 605 (воё - Фо) = — им я | 


В системе координат ОХ зависимость ксординаты тела 
от времени будет такой: 


с0$ и { 


Х= мох == (1 — 60$ 5) 


—: 


и’ 
и проекции скорости и ускорения соответственно — 


м им = 8 И Е 


о — хоо Ч шоё = от Эт Фа [ия ДИ 5 у^. 
и 
2 = РЕ. 
@ = х000С0$ Ф0ё = @а,С0$ 9 0Ё = в Е | С95 ] м * 


Однако нсе наши рассуждения справедливы, только если 
амплитуда ит скорости тела не превосходит скорости и 
движення ленты транспортера. Потому что только нри ус- 
ловии 


т <». или Мм | |» 50 


сила трения. действующая на тело, постоянпа. Графики 
зависимости (0. 8(1) н а(1) для этого случая изображены 
на рисунке 6. 

А что будет аронсходить с тедом, если еще до прохож- 
дения смещенного положения равновесия (точки 0”) аб- 
солютная величина его скоростн станет равной из? Очевидно. 
что в этот момент тело «захватывается» лентой, и сила трения 


уменьшается до значения |Рто |= [Ах | и М|е|. Благодаря 
этому тело некоторое время лвижется равномерно со ско- 
ростью движения ленты, пока не достигнет точки О’ с коор- 


—_аМ | | 
дннатой Хо= В Е В этот момент снла трения становится 


равной своей максимальной величние и/М || и при дзльней- 
нем движении тела будет оставаться постоянной. 


Следовательно. начиная с этого момента. тело. как ин в 
первом случае, будет совершать гармонические колебания 





с той же частотой = р ‚ но с другой амилитудей х д. 


Г 
м 
Поскольку амилитуда колебаний скорости равна 9з (с такой 
скоростью тело проходит положенне равновесня}. амилнтуда 
колебаний о 





Хт = 


ю Гат 


т. 
Аналогично амплитуда колебаний ускорения 
ИЕ. 
Яап = 0000 = у с. 
т оо о м 


Соотпетствующие пк зависимости х(!). 58 к а(0 по- 
казаны на рисунке 
И. Слободецкий 
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По странмцам школьных учебимков 


Куапетестели 





А. Бендукидзе 


Производная 
показательной 


функции 


«График функции ехро имеет вид 
«гладкой» кривой. На глаз представ- 
ляется, что этот график в каждой 
точке имеет касательную, угол на- 
клона которой положителен. Поэтому 
естественно предполагать, что функ- 
ция ехр» при любом значении аргу- 
мента имеет положительную апроиз- 
водную. Эта гипотеза верна, что до- 
казывается в более полных курсах 
анализа. Мы примем без доказатель- 
ства. что функция ехрь имеет но- 
ложительную производную в точке 
0. Иначе говоря, допустим, что су- 
ществует предел 
106+8х — 100 = р 105 — 1 
АХ ый ми Ах 


|1т 
4х-0 


- (1) 


Все дальнейшее будет отсюда сле- 
довать уже сравнительно просто». 

Так начинается п. 109 — «Произ- 
водная показательной функции. Чис- 
ло е» учебного пособия для 10-го 
класса — «Алгебра и начала  ана- 
лиза». Далее в этом пункте дается вы- 
вод формулы для производной функ- 
ции ехр., а также н более общей 
формулы — для производной функ- 
ции ехр,, где а>>0, а=1. 

Все это, в самом деле, следует из 
существовання предела (1} весьма 
просто. 

Но у любознательного учащего- 
ся. а такими являются, безусловно, 
читатели «Кванта», может  возник- 
нуть вопрос: «Все-таки, как доказы- 
вается существование н положитель- 
ность предела (!)2» Доказательство 
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этого факта, как и сказано в посо- 
бии, можно найти в полных курсах 
анализа. Там доказывается более об- 
щий факт, а именно: для любого по- 
ложительного а==1 существует пре- 
дел 
в 

п", (2) 

#-0 
н он положителен, если а, и отрн- 
цателен, еслн 0О<а<1. Но дело в том, 
что доказательство это, как прави- 
ло, опирается на целый ряд предва- 
рительных лемм и теорем, в которых 
не всегда легко разобраться. Жела- 
тельно было бы дать непосредствен- 
ное доказательство. Такое доказа- 
тельство н приводится ниже. 

1. Пусть а — произвольное число 
больше единицы. Рассмотрим после- 
довательность (х„), общий член кото- 
рой задается формулой 





Ха= м — |). 


Покажем, что (х„) — сходящаяся 
последовательность и предел ее по- 
ложителен. 

Начнем с вопроса о сходимости и 
булем проверять условия теоремы 
Вейерштрасса. Для любого натураль- 
ного я 

1 
до р 


поэтому согласно неравенству Бер- 


нулли 
в })”* ‘> 


(ап тет -1 


Умножая это неравенство на а“, по- 
лучим 


1 1 
Ее. [= пт 


>1-- #+1) 


о 1} [1 5) 


или, что то же самое, 


Е 1 
па + | > п- Па+!. 
Этому неравенству очень легко при- 
дать следующий вид: 
ый, 


п (ая Я 1) (= 





Итак, мы Видим, ЧТО Ха >> Хи: (йЙ = 
—=1, 2,3, .), то есть последова- 
тельность (х„)— убывающая. Если 
учесть при этом, что все х, >> 0, то 
мы вправе заключить: (х„) — моно- 
тонная ограниченная последователь- 
ность. А такая последовательность, 
как утверждает теорема Вейерщтрас- 
са, нмеет предел. Таким образом, 
(х„) сходится. Следует ожидать, что 
предел ее зависит от а (как будет 
видно из дальнейшего, это так н 
есть). Поэтому обозначим его через 
ф (а): 

1 
ф (а) = Ит х, = Им п (в — 1). (3) 


п-т п-т 


Остается показать, что для лю- 
бого а>1 число ф (а) положитель- 
но*. Для этого заметим, что како- 
во бы ни было &а>1, 


и" — 1 = (© — 1) (п Г а" —2- 


+... ча) <@- ли < 
< (а лол, 
то есть 


п в 
Е 


Полагая в этом неравенстве & 
1 


—@", ПОЛУЧИМ 


па бы 


а 


откуда сразу следует, что 


- | 
ф (а) ил (о — 1) > | ==> 0. 


Между прочим, из существования 
предела (3) следует, что 


Ив (4) 


п > 





*) Из того, что члены некоторой сходя-.- 


щейся последовательности положительны, 
еще не следует, что и предел этой после- 
довательности  положителен —он может 
равняться нулю! Например, если 
1 

ип =-п_. то ив >0(п=1,2,. ..), 

йт ип = 0. 
п- {о 
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В самом деле, еслн бы этот предел 
не существовал, или был бы отлич- 
ным от нуля, то последовательность 
(х„), которую можно записать и так: 





оказалась бы расходящей (почему)?. 

2. Теперь мы уже можем изу- 
чить вопрос о существовании преде- 
ла (2). 

Теорема. Для любого аеВ, су- 
ществует предел (2); и он положн- 
телен, если а > 1, отрицателен — ес- 
ли < а<| и равен нулю при а 
=. 

Доказательство. Мы пока- 
жем, что предел функцин (1/В) (а* — 
—1) при Я—0 равен ф (а). то есть 
пределу последовательности Хх» 


+ 
п (= .- 1) при со. Случай а=1 


тривиален н не требует доказатель- 
ства. Рассмотрим остальные случан. 
Пусть сперва а >> 1. 

Так как #->0, конечно же, мож- 
но предположить, что 0 < |#|= 1. 





Для любого такого й существует 
пе=М, такое что 
кА в>0 
пт! < П= а если Я > 0, 
1 1 
ячт>й=-—-—-, если й < 0 


При а>1 функция ехр. возра- 
стает и, стало быть, 
1 + 
а — 1 ай — 1 а" —1, 





если й>0, 
Ро _1 
ааа "-1, 


если й< 0. 


Но вместе с этими неравенства- 
мн справедливы и такие: 


п <п+ 1, если Я >0, 


—п= > — {п-- 1), если й < 0. 
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Поэтому имеем 
1 а*-_ 1 


п (тт < в < 





1 < 
<(п-- 1) (с ы 1), если > 0, 


ит) 





ай — 1 
В < |: = 
а’! 
(2 
й 
о НЕЕ. если #<О0- 
ач 


Введем следующие обозначения: 
РА 
п [ст — 1) и», 


п! | — 1) 9. 











а" ый ВЫ а" 


Тогда полученные неравенства прни- 
мут такой вид: 








Е ый. и, если Я >0, 
[4 = <—— о. „ если #< 0, 
а прн любом й, по модулю мень- 
шем №/л, 
(5) 
Пусть теперь и— -- со. Тогда 
ит и, = Ито, = Им и, 
пъ+ о п -- © п---© 
Ит в, = Ф(а). 
п--то 


В самом деле, так как 
1 
ин (в -- 1) (т — 
(т = И вит в | 
ол в - — Вы р 1) = 
= х,-+ (2 —1), 


то согласно равенствам (3) н (4) 


Нт и, = Ни ха. НИИ — 
пъ-- ы Вэ + м и —1)= 
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= Ит х,.,= Ф (а), 


о в: 
| 
Ито = Им, + Ит (сп нЕ | —- 
в-1ю л--+ о п-ъ- < 
= Ит х, =Ф (а). 
п-т ® 


Далее, согласно тому же равен- 
Е 1 








ству (4) Ита= Пта--Т, и 
Вы по 
и 
поэтому Ити, = Шт — = 
пъ--< же. - 
ат } 
= Игл и, = $ (а), Ит о, = 
п-т В -* -> © 
. [2 й 
ит ——- Ито =$(@). 
ло - п-+ о 
ай 
Заметим при этом, что последова- 
тельность \0,„! монотонно убывает, 
а |и,|, — возрастает. 


Итак, мы пришли к следующему вы- 
воду (см. рисунок): если 0 < |1] < 1, 
то интересующее нас отношение, то 
есть (а* —1):й, можно «зажать» в про- 
межуток и», и’,[ (если й > 0) илн в 
промежуток |“„, о, | (если #< 0), 
причем при стремлении пк + < 
концы этих промежутков стремятся 
к одному и тому же числу ф (а). Яс- 
но, что и наше отношение стремит- 
ся к тому же числу, то есть 





= (а) >0. 


а возьмем любое Е >Ои 
будем нскать такое 6 > 0, что 


а" — 


11 1<6 => Ф (а) — <. 





(Согласно определенню предела функции, 


это и будет означать, что йт (118) х 
хп =ч@) 

4 Так как последователь- 

Ул ности (мии |9} сходятся 

а"--1 кф(а), притом первая воз- 





растает, а зторая убывает, 


в то по даниому числу Е >20 
Ил можно найти такое число 
г 
Ф(а ) №, что 
| — «и —Ф@) и 
п 

ом — Ф (а) <=. {6) 
и Возьмем теперь 6 = 1/№. 


Если |#|<6= ИМ, то 
имеют место (см. (5)) не- 
равенства 





: 2—1 
ин 99 < р -—$@ < ока). 
ай — 
то есть у — —ф(@)|<е. 


Случай а>1 исчерпан. Перехо- 
дим к случаю, когда 0<а<1. Он 
легко сводится к предыдущему. В 
самом деле, 





о<а<1э вт ея 
#-0 и.о `—# 
7 \#и 
[5 
о 


и-0 


1 
так как == 1 ‚ ин, значит, 


| 
Фф (.) >0. 

Теорема доказана. 

3. Доказанная нами теорема дает 
возможность заключить, что функ- 
ция ехр. дифференцируема всюду и 
ее производная отличается от самой 
фуикции множителем ф (а). В самом 
деле, 
ах + Ах -_ а* 


ехрих -= (а^)’ = Ит 


Ах-0 Ах 





Куапетестели 


. Ах — 
но -аФ 


то есть для любого хЕВ 
(а)’=а* Фа). 


Естественно спросить: чему ра- 
вен коэффициент Ф (а) в этой форму- 
ле? О функции ф мы знаем лишь то, 
что О (ф)=В. н 


0О<а< 12 (а < 0, ф(1) = 0, 
а>1>ф\(а) > 0. 


Дополнительное исследование по- 
казывает, что $ — это натуральный 
логарифм, то есть для любого а>>0 


ф(@а) = та. 


Доказывать это равенство мы не 
собираемся, но предлагаем вам про- 
верить, что функция $ обладает теми 
же свойствами, что и логарифм, а 
нменно: 

1. (а =фа--Ф®, а, ЕВ.. 

2. $(а: 5) =$(а)—$(%), а, 6 ЕК.. 

3. $ — функция возрастающая. 

4. Для любых а ЕВ, нр ЕР: 
(а?) — рф(а). 
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Куапетссте.ги 


З> 
ях В 2 „ = 
. Ра. | 
Ре в и / РА 


«Квант» для младших школьников 
















гда трехзначное число, две пер- 
И вве цифры которого одинаковы, а клеточки на рисунке по 
Хх; третья равиа 5, разделили на одно- цифре так, чтобы позу- 
„  значное число, то в остатке получи- °( чились правильно вы- 
Я; ли 8. Найти делимое, делитель и '//  полненные (один за дру- 
у частное. гнм) два примера на 
; деление. 


/2. Впишите в пустые ^ 


"й 


#2 
к? 
й 


“>. 
—^ 


‚ 4. В каждом из следую- № 
щих примеров буквами ;7 
зашифрованы некоторые 
цифры. — Расшифруйте 
примеры! 
‚ Найти наименьшую пару на- 


 туральных чисел а и В, Удов- Г Э ТРМ аи 


реник условию 502—965. ‚ В В 


> 2) ТРИ-ТРИ=ИЛЕСТ 
5. Число А — натуральное, причем 6 по 


в его записи встречаются лишь циф- 
дп: 6; каж 1977 раз. 


не ли быть число } А целым? х 
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Вероятно, многие из вас игралн в лото 
нли хотя бы слышали об этой игре. 
Предлагаем вам некоторое ее видоиз- 
менение. Как и в обычном варнанте, 
главным предметом у нас является 
мешок с «бочонками», на которых на- 
писаны чнсла от 0 до 99. Правнла 
нгры таковы. Вам разрешается напи- 
сать любое количество чисел от 0 до 
99, каждое число не более одного ра- 
за. После этого из мешка вынимается 
один «бочонок». Если у какого-то из 
написанных вами чисел первая (или 
вторая) цифра совпадает с первой (со- 
ответственно второй) цифрой выну- 
того числа, то ваше число получает 
250 очков. Число, совпавшее с вы- 
нутым, получает 500 очков. Например, 
если вынуто число 95, то само оно 
получает 500 очков, числа 45 и 91 
получают по 250 очков, а числа 59 и 
04 не получают ничего (однозначные 
числа — 0, 1, 2, ..: — записываются 
как двузначные — 00, 01, 02, ...). 

Чтобы лучше разобраться в прави- 
лах, давайте сыграем. У вас — листок 
бумаги и ручка, у меня — мешок с 
«бочонками». Напишите пару чисел. 
Я вынимаю 66. Сколько очков вы 
набрали? А сколько могли набрать? 
Видимо, не более 750. А какое наи- 
меньшее количество чисел нужно напи- 
сать, чтобы наверняка что-нибудь 
набрать? 


Куап. тссте.ги 


Сколько 


Не спешите, подумайте. 
у вас получилось? 10? Правильно. 


Например, можно написать числа 00, 


ОТ, 02. 03. ..., 09, и тогда, какое бы 
число из мешка ни вынули. его вторая 
цифра совпадает со второй цифрой. од- 
ного из ваших чнсел, а, значит, по 
крайней мере 250 очков вы получите. 
А меныцим количеством чисел не 
обойтнсь. Ведь если вы напишете 
меньше десятин чисел, то найдется 
такая цифра а, которой ие будет сре- 
ди первых цифр ваших чисел, и та- 
кая цифра 6, которой ме будет сре- 
ди вторых цифр ваших чисел. А тог- 
да если из мешка вынут «бочонок» 


с числом аб, вы не выиграете ничего. 

Задача \. Какое число было вынуто 
из мешка, если набор 07, 29, 45, 68, 84, 71. 
32, 16. 53 ничего не получил? 

А теперь вопрос потруднее. 

Какое ноименышее количество чи- 
сел нужно написать, чтобы наверня- 
ка набрать 500 очков? ИНалишите 
2—3 таких набора. 

Отвлечемся на минуту от лото н 
ВСПОМНИМ про шахматную доску и 
ладью, которая бьет все поая, нахо- 
дящиеся на одной горизонтали или 
одной вертикали с тем полем, на ко- 
тором она стоит. Скажите. какое наи- 
большее число ладей можно расста- 
вить на шахматной доске так, чтобы 
они не били друг друга? 
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Каждый, кто хоть немного знаком 
с шахматами, сразу ответит: конечно, 
восемь, например, как на рисунке 1. 

Тогда еще один вопрос: пусть на 
доске расставлены 8 не бьющих друг 
друга ладей. Сколько раз бьется каж- 
дое поле доски? 

Если ладьн не бьют друг друга, то 
они стоят на разных вертнкалях н 
разных горизонталях, а тогда на 
каждой вертикали н каждой горн- 
зонтали найдется по одной ладье. 
Любое поле, ие занятое ладъей, бъет- 
ся поэтому двумя лальями (одной — 
но вертикали, другой — по гори- 
зонтали). 

Что же общего между нашим лото 
и шахматами? А вот смотрите. Давай- 
те выпишем все числа от 00 до 99 в 
квадратную таблицу 10х10: 


[ы 01 02 5% © 
10 И 12 и. 19 
[об ООН Ыб ИИА 


Будем говорить, что число аб бьет 
число сй, если аб получает очки, ког- 
да из мешка вынимают с4, то есть 
если а=с или 6 = 4. Посмотрим 
на нашу таблицу. Каждое число 
бьет те числа, которые стоят с ним 
либо на одной горизонталн, либо на 
олной вертикали. Мы уже знаем, что 
если 10 чисел не бьют друг друга (па- 
пример, 00, 11, 22, ..., 99). то любое 
число от О до 99 будет либо совпадать 
с одним из этих 10 чисел, либо будет 
биться двумя выбранными. В обоих 
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случаях наш набор получает 500 оч- 
ков. А меньше чем десятью числами и 
250 очков можно не набрать. Вот 
мы и ответили на вопрос о лото. Ос- 
талась только одна неясность. 

Задача 2. Обязательно ли брать 
10 чисел не бьющими друг друга. чтобы такой 
набор всегда получал 500 очков? 

Этот вопрос очень важен. Поэто- 
му прежде чем чнтать дальше, про- 
верьте свой ответ на с. 60. 

А теперь мы уже можем решить и 
более сложную — задачу — найти, 
сколько всего есть наборов из 10 чисел, 
наверняка получающих 500 очков. 

Мы уже знаем, что набор из 10 чи- 
сел наверияка получает 500 очков 
тогда и только тогда, когда эти ннсла 
не бьют друг друга. Первые цифры 
чисел разанчны, и потому эти числа 
можно расположить в порядке воз- 
растания первых цифр (от 0 до 9). 
Тем самым мы сведем задачу к такой: 
сколькими способами можно 10 цифр 
0, 1.2, ..., 9 (каждую по разу) припи- 
сать по одной справа к цифрам 0, 1, 
2. ..., 9? Или. иначе, сколько есть 
способов расставить 10 различных 
предметов (цифр) по 10 местам (мес- 
та задаются первыми цифрами)? 

Эта задача хорошо известна мате- 
матикам н даже имеет свое название: 
ее называют задачей о перестанов- 
ках. Для ее решения заметим, что к 
цифре 0 можно приписать любую из 
10 различных цифр. Приписать циф- 
ры к паре 0 и 1 можно так: сначала 
приписываем какую-нибудь из 10 
цифр к 0, а потом какую-нибудь из 
оставшихся девяти цифр — к 1. В ре- 
зультате из каждого способа припи- 
сывания цифры к 0 возинкает 9 спо- 
собов прниписывания цифр к пареди |. 
Таким образом, мы получаем 10.9 = 
— 90 пар чисел, начинающихся с 
ОциТ. и так далее. Итак, ответом на 
вопрос задачи является произведение 
10.9-8-7.6-5.4.3.2.1, которое обо- 
значается 10! (читается «10 факто- 
рнал»). 

Задача 3 (контрольная). Сколькими 
способами можно расставить на шахматной 
доске 8 одинаковых ладей так, чтобы они не 
били друг друга? 

Предположим теперь, что мы хо- 
тнм расставить не бьющих друг друга 
ладей на вращающейся шахматной 
доске. Сколько расстановок мы уви- 
дим в этом случае? 
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Рис. 2. 


Хитрость этой задачи состоит в 
том, что когда доска вращается, мы не 
можем отличить данную расстановку 
от центрально-симметричной ей рас- 
становки. 

Задача 4 (контрольная и с «изюмии- 
кой»). Можем ли мы различить на вращаю- 
щейся шахматной доске те расстановки, ко- 
торые на неподвижной доске получаются 
друг из друга поворотом на 90? относнтельно 
центра доски? 

Обозначим число центрально-сим- 
метричных расстановок через $. Тог- 
да общее число расстановок ладей на 
вращающейся доске можно выра- 


Н 8! — 5 $ -- 8! 

ВИНЕ нЕ 

зить формулой $ - т а 
н нам остается’ лолько найти 5. 
В верхнюю горизонталь у нас, 


как н обычно, есть 8 способов поста- 
вить ладью. Но если мы поставили 
ладью в верхнюю горизонталь, то 
придется поставить н симметричную 
ей ладью в нижнюю горизонталь. 
Поэтому для ладьи во второй сверху 
горизонтали остается только 6 воз- 
можностей, в третьей — 4, в четвер- 
той — 2, после чего расстановка оп- 
ределена. Таким образом, нмеется 
8.6.4.2 = 2*.4! симметричных рас- 
становок, а общее число расстановок 





81 { 24.41 
равно 5 
Задача 5 (контрольная). Сколько 


расстановок восьми не бьющих друг друга 
ладей можио увидеть иа нераскрашенной 
врашающейся доске? 

Пусть теперь на нашей шахматной 
доске вынисаны подряд все числа от } 
до 64 (в верхней горизонтали слева 
направо числа от | до 8, в следую- 
щей — от 9 до 16 ин так далее). Какие 
значения может принимать сумма чи- 
сел, написанных на тех полях, где 
стоят ладыш («ладейная сумма»)? 

В начале этой статьи шахматная 
доска помогла нам решить задачу про 
лото. Теперь наоборот: лото поможет 


вам решить трудную задачу на доске. 
Пусть перед началом игры в лото 
каждый игрок получает некоторое 
число очков, и за возможность напн- 
сать какое-то число нужно отдать 
столько очков, каково это число. 

Задача 6 (контрольная). Какой нз 
10! наборов не бьющих друг друга чисел 
выгоднее и каково требуемое чнело очков? 

Решив эту задачу, вы фактически 
вычислите «ладейную сумму» на дос- 
ке 10х10, здесь будет удобна деся- 
тичная запись чисел. 

На доске 8х8 более выгодной бу- 
дет запись, связанная с числом 8. 
А именно, доску с числами можно 
представить в виде «суммы» двух досок 
(рнс. 2), причем на каждом «слагае- 
мом» ладейная сумма не зависит от 
расстановки ладей н равна 


0--8-16-+...-56= 224 
на первом слагаемом ни 


ера Эн >98: ==.36 


на втором слагаемом. Значит, прн 
любой расстановке восьми не бью- 
щих друг друга ладей ладейная сумма 
равна 260. 


Вернемся к лото. 

Задача 7. У вас хватило очков, 
чтобы напнсать все числа от 00 до 99. Из меш- 
ка вынули один бочонок. Увеличинтся ваше 
число очков (по сравнению с исходным) или 
уменьшится? 

Задача 8. Дан набор из 10 не бью- 
щих друг друга чнсел. Всегда ли можно 
разбить остальные 90 чисел на 9 наборов по 
10 не бьющих друг друга чисел? 

И наконец, две задачи на доске. Будем 
говорнть, что числа от | до 64 выписаны на 
шахматной доске «правильным образом». 
если для всех расстановок восьми не быющих 
друг друга ладей «ладейная сумма» одина- 
кова. 

Задач 9. Доказать. что существует 
по крайней мере 2-.(8!)2 способа выписать 
числа от | до.64 на доске «правильным обра- 
зом». 

Задача 10. Какие значення может 
принимать «ладейная суммаь, если числа от 
| до 64 выписаны «правильным образом»? 
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Я. Суконник, П. Горнитейн 


Задачи 
на площади 
и двугранные углы 


Рассмотрим следующую задачу. 
Задача 1. Правильная тре- 
угольная пирамида с двугранным уг- 
лом а при ребре основания пересечена 
плоскостью, параллельной основанию, 
так, что площадь полученного сече- 
ния равна площади боковой поверх- 
ности образовавшейся усеченной пи- 
рамиды. Определить отношение пло- 
щади основания к площади сечения. 
Если решать эту задачу, рас- 
сматрнвая сечение пирамиды плос- 
костью, проходящей через высоту и 
апофему боковой грани, то после до- 


статочно сложных вычислений НОлУ- 
чается ответ |-с05@&. То обстоя- 


тельство, что нскомое отношение про- 
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сто выражается через данную вели- 
чину, ведет к дальнейшим размышле- 
ниям. Случайно ли это? Очевидно, 
нет. Скорее всего должно существо- 
вать и простое решение задачи. []о- 
смотрим внимательно па ответ. По- 
лученное соотношение связывает пло- 
шаль $ основания, площадь @ се- 
чения (равную по условию площади 
боковой поверхности усеченной пи- 
рамиды) и двугранный угол при реб- 
ре основания (рис. 1). 

Но согласно известной формуле *) 
площади ортогональной проекцни мно- 
гоугольннка 5—@-0-с0$ ф, откуда 


5—0 $ 
Га = с0$Ф, ча 





1+ с05Ф. 


И вомногих других случаях примене- 
ние формулы площади проекцинн явля- 
ется тем элементом, который непо- 
средственно ведет к решению задачи. 
Задача 2 (МЛИ, 197%. 0с- 
нованием пирамиды служит паралле- 
лограмм, площадь которого @. Вер- 
шина пирамиды проектируется в точ- 
ку пересечения диагоналей паралле- 
лограмма. Одна из боковых граней со- 
ставляет с плоскостью основания угол 
а, другая — угол В. Найти площадь 
боковой поверхности пирамиды. 


*) См. «Геометрия 10», $ 50. 








ий — А 
|. 
| 
| 


(©) 


Ввиду того, что 


$лвдс = ЗаРАЕ» З..САБ == 5 ЛЕАВ» 
о 
Завос = Злсор = —4— 


(рис. 2), сразу находим: 
Звон = 2 (ЗАвлс + Зла сАБ) = 


$^вос , Злсор )- 
=2 ( са ‘ созВ 
—ю _@ 9 \ _ 9 (03а соз В) 
го ет в) 2 со со5В ` 


Задача 3 (КГУ, физфак, 1975). 
В основании пирамиды лежит ромб 
со стороной а и острым углом &“. 
Две боковые грани, которые содержат 
стороны острого угла основания, пер- 
пендикулярны основанию, две другие 
наклонены к основанию под углом В- 
Найти площадь боковой поверхности 
пирамиды. 

Легко заметить, что проекция 
Е, АБ, (рис. 3) боковой грани ЕАВ 
на плоскость боковой грани ВАС 
равновелика грани ВАС, причем дву- 
гранный угол между этими гранями 


л > 
равен —-—В, а проекцией грани 


АЕР на плоскость основания ромба 
является треугольник ВЕР. Поэтому 


Эбон==2 ($; ЕАР = $лвдс)= 
т .2 {$ -ЕАБ = $ АЕ, АБ, — 


„20 [5 ое 9 АВ сз (-- — в) га 
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= : $. ВЕБ 
—= 2$ - ЕАБ (1 + яп В) -2. сов _ х 
: _ а2 ма (1 -- зп В) 
х (1+ т В) = Е — 
Задача 4 (КПИ, 1975). В 


правильную четырехугольную пирами- 
ду вписан шар; боковая грань этой 
пирамиды служит основанием дру- 
гой пирамиды. вершина которой в 
центре шара и объем которой равен 
в объема данной пирамиды. Опреде- 
лить величины Овугранного угла при 
основании и плоского угла при вер- 
шине четырехугольной пирамиды. 


Во 
Известно, что ИУз„р= —3 Эполи"7 


(рис. 4). Поэтому 
5осн Зполн 
СО а ки = ам —|-= 
5бок 5бок 
1 


—3_Зполн-Г ‚. УлвсрЕ _ 











1 адиеа ть 
КЕ 
рые 
ЗЕЕ, забавы 


В = 2 асе _. 


Задача 5 (ЛГУ, 1968). Уста- 
новить зависимость между косинуса- 
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Рис. 5. 


ми углов а и В, которые образует в 
правильной треугольной пирамиде бо- 
ковая грань с плоскостью основания 
и со смежной боковой гранью. 


Пусть (рис. 5) (ВСВ). 1^0|, 
[АЕ] 1 [ВР], АЕС=а, —$\вос = 
=0, З.лер =5. Тогда, проекти- 


руя грань АВР на грань ВСВ, по- 

лучим равенство @=—35с0$ а, а проек- 

тируя грани ВСО, АВС и АСР на 

трань АВО; получим равенство 5-= 

== 0с05 а-+-25с0$ В. Из этих двух ра- 

венств находим искомую зависимость: 
305? «+ 2с0$ В 1 -=0. 

Аналогично дегко доказывается об- 
щая формула для правильной 
п-угольной пирамиды: 

зыйй Те: => В 
_ $1 —— 9 © == ©0$ —-. 

Иногда применение формулы пло- 
щади ортогональной проекции явля- 
ется не только полезным, но и при- 
водит к эффектному решению. 

Задача 6 (МФТИ, 1967). В 
правильной четырехугольной усечен- 
ной пирамиде проведено сечение через 
диагонали оснований и сечение, про- 
ходящее через сторону нижнего осно- 
вания и противоположную сторону 
верхнего основания. Угол между се- 
кущими плоскостями равен «. Найти 
отношение площадей сечений: 

В этой задаче существенным яв- 
ляется аккуратно построенный чер- 
теж. Само решение не вызывает за- 
труднений. В самом деле, сечениями 
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Рис. 6. 


будут трапеции ВВ.В.О и РА,В,С 
(рис. 6), пересекающиеся по диаго- 
нали В.О и образующие между собой 
угол &. Легко заметить, что точка А, 
проектируется в точку О,, а точка 
С — в точку О (ОнО, — центры ос- 
нований), поэтому грань РА,В,С 


проектируется в четырехугольник 
РО,В.0, откуда 


Звв,0, р 25 ровно ИИ 





Зра,вС  ЗРА,В,С 

Задача 7 (МГУ, геолог. фак., 
1974). Дан куб АВСРА’В"С’Р', дли- 
на ребра которого равна 1 см. На реб- 
рах АА’, ВВ’, ОО’ взяты соответ- 
ственно точки К, Ри М так, что 
[АХ | :[4*К]= 1:3, [ ВР |: | В’Р|==3 : 1, 
[РМ]: |Б'М|=3:1. Найти объем пи- 
рамиды, у которой основанием слу- 
жит сечение куба плоскостью, про- 
ходящей через точки К, Ри М, а 
вершина расположена в точке А’. 

Нетрудно найти, что секущая пло-_ 
скость пересекает основание Д’В’С’Р’ 
в серединах @ и М№ сторон В’С’ и 
С’Р’ (рис. 7), откуда следует, что 
площадь проекции сечення КРОММ 
на плоскость основания А’В’С’О’ рав- 
на Зл’вомр" = Зд'в’ ср’ — лоск = 
= 1 —= = - (см). Линейным углом 


двугранного угла ОМ№ будет угол КЛ’, 
причем он конгруэнтен углу КА’Ю 
(К — основание высоты А’Ю пира- 
миды - А’КАРОМА), откуда следует, 
что |А’Ю|=|А’К|] 0$ $. 





Рис. 7. 


Применяя формулу площади иро- 
екции, находим 
1 
Ул. КРО хм =73 $ кромм . ] А’Ю ] — 
— 1 ЗА-в'9м0" 
3 с0$ ф 


1 
= 3 лв окр’ | А'К |= 


| А’К]созф = 


1 7 3 7 
= 3-83 = 0% 





(Продолжение. Начало см. с. 32, 43) 


24,29. 37; И. Искендеров (с. Нюснюс НАССР) 
41; А. Немаилова (Мннгечаур) 33; Ф. Коб- 
дыкаиров (Алма-Ата) 22. 33. 37; А. Каганов- 
ский (Новосибирск) 37, 45; „Г. Какабадзе 
{Тбилиси) 37; И. Калинин (Ленинград) 2 — 
29. 37. 38. 39. а). 6); А. Калинский (Киши- 
нев) 37: В. Кандаскалов` (пос. Буча Киев- 
ской обл.} 33; А. Каплан (Сумгаит) 37. 42. 
45; Б. Каплан (Киев) 22; А. Каранович 
{Целиноград) 31. 33; В. Каскевич (д. Новый 
Двор Гродненской обл.) 22, 24: А. Кац 
{Ташкент) 22, 33, 37: А. Качиуровский (Но- 
восибирск) 31-33. 35. 37. 39, а). 6}, 41. 42; 
А. Кащавцев (Москва) 37: А. Керимов (Ба- 
ку) 41. 42; А. Керимов (Москва) 37; И. Кех- 
ешивили (Тбилиси) 44; И. Клопое (п. Ка- 
линовка Оренбургской обл.) 22.23; В. Книж- 
ник (Москва) 21—29. 32. 33, 35, 37. 38. 40— 
45; С. Колпаков (р. п. Чернышковский Вол- 
гоградской обл.) 4 М. Коль (НРБ) 24: 
В. Кононович (п. Телиханы Брестской обл.} 
22; Л. Корельыитейн (Москва) 21—30; А. Ко- 
ротков (Ижевск) 37. 38. 41. 45; С. Корча- 
нов (Ангарск) 22, 25. 26, 37. 39, а), 6). 44. 
45; В. Костусяк (Запорожье) 27. 31—33. 
37, 38, 39. а). 6). 41, 42. 44; Л. Костюк 
(Киев) 26, ЗЕ, 33. 37. 42; А. Крейндлин (Мо- 
сква) 26—28:Ф. Крис (Ташкент) 37: А. Крот- 
ких (Пермь) ЗГ; О. Кружалов (с. Воскресен- 
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(Интересно заметить, что пира- 
миды А’КРОММ и КА'В’ОМО’ рав- 
новелики.) 


Упражнения 


1 (ЛПИ, 1975). Боковая поверхность 
правильной десятнугольной пирамиды рав- 
на 5. а площадь ее основания равна <). 
Найти объем пнрамиды- 

2 {Казан. ГУ, 1972). Площадь основа- 
ния правильной треугольной пирамиды рав- 


на У13, а величина плоского утла при ее 
вершнне в четыре раза больше величины 
угла между боковым ребром ин основанием. 
Найти площадь боковой поверхности. 

3 (МГУ, мехмат, 1973). Точки Ки М 
являются серединами ребер АВ и АС тре- 
угольной пирамиды ДАВС, $3 Авс=Р. Най- 
Ти Завсь, если $ аркм-9, а основание вы- 
соты пирамнды попадает в точку пересече- 
ния меднан основания АВС. 

4. В основании прямоугольного парал- 
лелепипеда лежнт квадрат. Через его смеж- 
ные стороны проведены днагональные сече- 
ния, образующие с плоскостью основания 
угол и, а между собой — угол В. Доказать, 
что 

с0529-= с0$ В- 


5. В треугольной пирамиде с площадью 
основания @, площадью боковой поверхно- 
сти $ и суммой двуграиных углов при реб- 
рах основания Зх вершина проектируется 
в точку пересечения медиан основания. До- 
казать, что 

С = $ со а. 





ское Тульской обл.) 29. 33. 37. С. Крыним 
(с. Шаталовка Белгородской обл.) 33; С. Киуз- 
нецов (Апгарск) 33. `42: Е. Кузьмин (Чере- 
повец) 22. 32. 33. 42. 44. 45; АД. Киулеско 
(Донецк) 21, 26—29, ЗЕ—33. 35. 37, 38. 4Ё, 
42. 43, 6); Д. Кипчинский (Павлодар) 33; 
А. Курилин (Москва) 37. 45; Е. Курилин 
{Череповец) 37; И. Киуркиев (Грозный) 33. 
41: А. Кучер (Донецк) 32. 42; А. Киц (Днеп- 
ропетровск) 26, 27: С. „Табазов (Красиодар) 
33: С. Лавренченко (Москва) 21. 22. 27. 30. 
ЗЕ, 37. 41.45; С. Лайденов (Брест) 33: Е. „Ла- 
пин (Алма-Ата) 27. 29. 33. 37, 39. а); 6); 
А. Латифудаин (п. Азнакаево ТАССР) 22; 
В. Лашкин (Киев) 37; Г. Левко (с. Верхняя 
Стииева Львовской обл.) 33. 37: Р. Леманн 
(ГДР) 30: И. Лозицкий (Ганцевичи) 22. 27. 
28. 32. 37, 41. 42; О. Лиговая (Алма-Ата) 
22: В. Луковский (п. Давид-Городок Брест- 
ской обл.} 22: Е. Лимельская (Пермь} 27, 
28. 29. 37. 41; „7. /юбенов (НРБ) 33: Д. /1юд- 
мирский (Киев) 37; А. /1яховец (Краснодар) 
37. А. Мадоян {Ереван) 33; С. Майский 
{Москва) 24. 26. 29; К). Макаров (Караганда) 
22. 26, 27. 31: Г. Мамедов (Баку) 21. 22, 
27. 28. 29: М. Мамедов (Баку) 27; Т. Марья- 
гина (Москва) 33; Г. Мацкевич (пос. Сокол 
Сахалинской обл.) 22. 27. Е. Мельников 
(л. Касьяновка Орловской обл.) 23; Г. Мех- 


{Оконнание сл. с. 59) 
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В. Новиков 


Н. Гольдфарб, 


Импульс тела 
и системы тел 


Понятие импульса (количества дви- 
жения) было впервые введено в ме- 
ханику Ньютоном. Напомним, что 
под импульсом материальной точки 
(теза)_ понимается векторная вели- 


чина р, равная произведению массы 
тела на его скорость *); 
=2> == 


р=ти. 

Наряду с понятием импульса тела 
используется понятие импульса си- 
лы. Импульс силы специального обо- 
значения не имеет. В частиом слу- 
чае, когда действующая на тело сила 
постоянна, импульс силы по опреде- 
лению равеи произведению силы на 


время ее действия: РА{. В общем слу- 
чае, когда сила изменяется со вре- 


менем (Е= Ри. ‚импульс силы опре- 
деляется как т оаи 


Используя и эмиульса те- 
ла и импульса силы, первый и второй 
законы Ньютона можно сформулиро- 
вать следующим образом. 

Первый закон Ньютона: сшщест- 
вуют системы отсчета, в которых 
сохраняется неизменным импульс теда, 
если на чего не децствуют другие те- 
ла или действия других тел компен- 


сируются- 
Второй закон Ньютона: в имер- 
циаленых системах отсчета изме- 





*) Впрочем, развитне физики в ХХ веке 
показало. что импульс является «самостоя- 
тельным» понятием и не всегда может быть 
представлен как просто произведение массы 
тела на его скорость. 
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нение импульса тела равно импульсу 
приложенной к телу силы, то есть 


—> > — 
Ар=А(то)=ЕАЁ. 


В отличие от привычной галиле- 
=> 


евской формы второго закона: та= 
> 


=Р, «импульсная» форма этого за- 
кона позволяет применять его к за- 
дачам, связанным с движением тел 
переменной массы (иапример, ракет) 
и с движениями в области окозосве- 
товых скоростей (когда масса тела 
зависит от его скорости). 

Подчеркнем, что импульс, прноб- 
ретаемый телом, зависит не только 
от действующей на тело силы. но и 
от продолжительности её действия. 
Это можно проиллюстрировать, на- 
пример, на опыте с выдергиванием 
листа бумаги из-под бутылки — мы 
оставим ее стоящей практически не- 
подвижно, если сделаем это рывком 
(рис. 1). Сила трения скольжения, 
действующая на бутылку в течение 
очень малого промежутка времени, 
то есть небольшой импульс силы, вы- 
зывает соответственно малое измене- 
ние импульса бутылки. 


Второй закок Ньютона (в чим- 
пульсной» форме) дает возможность 
по изменению импульса тела опреде- 
лить импульс силы, действующей на 
данное тело, и среднее значение силы 
за время ее действия. В качестве 
примера бознны такую задачу. 

Задача 1. Мячик массой 50 г 
ударяет в гладки 8 вертикальную стен- 
ку под углом 30` к ней, имея к моменту 
удара скорость 20 м/с, и упруго от- 
ражается. Определить среднюю си- 
лу, ‘действующую на мячик во время 





Рис. 1. 


удара, если соударение мячика со 
стенкой длится 0,02 с. 

На мячик во время удара дейст- 
> 


вуют две силы — сила Ё реакции стен- 
ки (она перпендикулярна стенке, так 
как трения нет) и сила тяжести. 
Пренебрежем импульсом силы тя- 
жести, полагая, что по абсолютной 
величине он много меныше импульса 


> 
силы Р (это предположение мы под- 
твердим позже). Тогда при столкно- 
вении мячика со стенкой проекция 
его импульса на вертикальную ось 
У не изменится, а на горизонтальную 
ось Х — останется такой же по абсо- 
лютной величине, но изменит знак на 
противоположный. В результате, как 
видно из рисунка 2, импульс мячика 


ее 
изменнтся на величину Ар, причем 
— > . 
[ГАр|==2т | о | эт а. 
Следовательно, со стороны стенки на 
— 
мячик действует сила ЁР такая, что 


- 





> | Зр| _ Этот о, 
ре =— др  =5О0Н. 


По третьему закону Ньютона мя- 
чик действует на стенку с такой же 
по абсолютной величине силой. 


Сравним теперь абсолютные зна- 
—> 


чения импульсов сил г и тр: 
> > 
Е1АР=1Н.с, т] 8] АЁ=0,01 Н.с. 


=> т 
Мы видим, что т | А|Е|АЬ и 
импульсом силы тяжести действитель- 
но можно пренебречь. 


Импульс замечателен тем, что под 
действием одной и той же силы он 
изменяется одинаково у всех тел, 
независимо от их массы, если только 


к 


Рь 


ЕР тр у [ру= тм 








Рис. 2. 
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2[5 т 20 т 2% 
=== 


> 
= 
= 
Е 


ы т 
9 © 
а) 7; 6) | у 
Рис. 3. 
2т т эт т этЁ 
=--=—— 
НЫ 
_ = | 
[МР|=ЕАт РА | 
эт Мрт 





Мв=4т й 
[АрЕ-2УЭт | 


с) 5) 


Рис. 4. 


время действия силы одинаково. Ра- 

зберем следующую задачу. 
Задача 2. Две частицы мас- 

сами т и 2т движутся во взаимно 


перпендикулярных направлениях со ско- 
-> => 


ростями соответственно Зи ид 
(рис. 3). На частицы начинают дей- 
ствовать одинаковые силы. Определить 
величину и направление скорости ча- 
стицы массой 2т в момент времени, 
когда скорость частицы массой т ста- 
ла такой, как показано пунктиром: 
а) на рисунке 3, а; 6) на рисунке 3, 6. 

Изменение импульсов обеих ча- 
стиц одно и то же: на них одинаковое 
время’ действовали одинаковые силы. 
В случае а) модуль изменения импуль- 
са м частицы равен 


|А7= -2те]-—(—2т[) = -4т]о. 


Вектор Ар направлен горизонтально 
(рис. 4, а). Так же меняется и им- 
пульс второй частицы. Поэтому модуль 
импульса второй частицы будет равен 


д = = = > 
у (Ат | о + (то =2У5 т|ы|, 
[5], 


49 (91 
@ = агсёр < = агсе 2. 
Эт |е| 


модуль скорости равен И5 





а угол 
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Аналогично найдем, что в случае 

6) модуль изменения импульса первой 
_ —> р 

частицы равен 2} 2т}] (рис. 4, 6). 

Модуль импульса второй частицы ста- 

нет равным 2 И5 т]| (это не 


трудно найти, воспользовавшись тео- 
ремой косинусов), модуль скорости 


этой частицы равен И5 |и[ и угол 





: 1 
В = агсят у (согласно теореме 
синусов). 
Когда мы переходим к системе 


взаимодействующих тел (частиц), то 
оказывается, что полный импульс 
системы — геометрическая сумма им: 
пульсов взаимодействующих тел — 
обладает замечательным свойством со- 
храняться во Времени. Этот закон со- 
хранения импульса является прямым 
следствием второго ин третьего зако- 
нов Ньютона. В учебнике «Физика 8» 
этот закон выведен для случая двух 
взаимодействующих тел,  образую- 
щих замкнутую систему (эти тела не 
взаимодействуют ни с какими дру- 
гими телами). Легко обобщить этот 
вывод на замкнутую систему, состоя- 
щую из произвольного числа л тел. 
Покажем это. 

Согласно второму закону Ньютона 
изменение импульса 1-го тела системы 
за малый промежуток времени АЁ 
равио сумме импульсов сил взаимо- 
действия его со всеми другими те- 
лами системы: 


Изменение полного импульса систе- 
— 
мы Ар есть сумма изменений импуль- 
= 
сов, составляющих систему тел: Ар-=- 


в > 
= У Ар; и, по второму закону Нью- 
1=1 
тона, равно сумме импульсов всех 
внутренних сил системы: 


3 п п > 
Ар= У\ УРым. 

рр | 
В соответствин с третьим законом 
Ньютона снлы взаимодействия меж- 
ду телами системы попарно одинако- 
вы по абсолютной величине ин противо- 


ег 


> 
положны по направлению: ЁРь= 
= 
= —А,;:. Поэтому сумма всех внут- 


ренних сил равна нулю, ин значит, 
—х> г. > 
Ар = У Ар, =0. 
{= 1 


Но если изменение некой величины 
за произвольный малый промежуток 
времени А{ равно нулю, то сама эта 
величина неизменна во времени: 


> п = 
р= У р: = соп$. 
1 


Таким образом, изменение импульса 
любого из тел, составляющих замкну- 
пуую систему, компенсируется проти- 
воположным изменением в других ча- 
стях системы. Иными словами, им- 
пульсы тел замкнутой системы мо- 
гут как угодно изменяться, но сумма 
их остается постоянной во времени. 

Если же система не замкнута, то 
есть на тела системы действуют не 
только внутренние, но и внешние 
силы, то, рассуждая подобным обра- 
зом, придем к выводу, что прираще- 
ние полного импульса системы за 
промежуток времени АЁ будет равно 
сумме импульсов внешних сил за 
тот же промежуток времени: 


а 
Ар УРьешА Е. 


Импульс системы могут изменить 
только внешние силы. 


> 
Если УРьнеш =0, то незамкнутая 


система ведет себя подобно замкнутой, 
и к ней примёним закон сохранения 
импульса . 


Рассмотрим теперь несколько кон- 
кретных задач. 

Задача 3. Орудие массы т со- 
скальзывает по гладкой наклонной пло- 
скости, составляющей угол @ с гори- 
зонтом. В момент, когда скорость 


— 

орудия равна и, производят выстрел, 
в результате которого орудие оста- 
навливается, а вылетевший в гори- 
зонтальном направлении снаряд куно- 


Рь 
сит» импульс р (рис. 5). Про- 
должительность выстрела равна т. 

=> 


Каково среднее за времят значение Кор 
силы реакции со стороны наклонной 
плоскости? 


Куапетесите.ги 





Рис. 5- 





Рис. 6. 


Начальный импульс системы тел 
—> 
орудие — снаряд равен ти, конеч- 
= 
ный импульс равен р. Рассматрива- 
емая система не замкнута: за время 
т она получает приращение импульса 
=» 


=> 

р—ти. Изменение импульса системы 

обусловлено действием двух внешних 
_з 


сил: силы реакцин Юр (перпендику- 
лярной наклонной плоскости) и сн- 


лы тяжести та. поэтому можно за- 
писать 
> = - => 
р—ти= К от трет. 
Представим это соотношение графиче- 
ски (рис. 6). Из рисунка сразу вид- 


но, что искомое значение тм опре- 
деляется формулой 


Кр а«-+- т | |тсо$ <. 


Импульс — величина векторная, 
поэтому закон сохранения импульса 
можно применять к каждой из его 
проекций на оси координат. Иначе 

ее 


товоря, если сохраняется р, то неза- 
висимо сохраняются р,, р, и р, 
(если задача трехмерная). 

случае, когда сумма внешних 
сил не равна нулю, но проекция 
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этой суммы на некоторое направле- 
ние — нуль, проекция полного им- 
пульса на это же направление сох- 
раняется неизменной. Например, при 
движении системы в поле силы тяже- 
сти сохраняется проекция ее импуль- 
са на любое горизонтальное направ- 
ление. 

Задача 4. Горизочтально де- 
тящая пуля попадает в деревянный 
брусок, подвешенный на очень длин- 
чом шнуре, и застревает в бруске, 

> 


сообщив ему скорость |и]=0,5 м/с. 
Определить скорость пули перед уда- 
ром. Масса пули т-=15 г, масса бру- 
ска М=-=б кг. 


Торможение пули в бруске — 
сложный процесс, но для решения 
задачи нет никакой необходимости 


вникать в его детали. Так как в на- 
правлении скорости пули до удара и 
скорости бруска после застревания 
пули (подвес очень длинный, поэтому 
скорость бруска горизонтальна) не 
действуют внанние силы, то можно 
применить закон сохранения импуль- 
са: 
> = 

ти (т Муы. 

Отсюда скорость пулн 


{- т) и и 
т 


- —> 
мы [9| = 200 мг. 


В реальных условиях — в усло- 
виях земного притяжения — не су- 
ществует замкнутых систем, если не 
включать в них Землю. Однако, 
если взаимодействие между телами 
системы много сильнее, чем их 
взаимодействие с Землей, то можно с 
большой точностью применять закон 
сохранения импульса. Так можно 
поступать, например, при всех крат- 
ковременных процессах: — взрывах, 
столкновениях и т. п. (см. например, 
задачу 1). 

Задача 5. Третья ступень 
ракеты состоит из ракеты-носителя 
массой тр-=500 кг и головного конуса 
массой т„=10 кг. Между ними по- 
мещена сжатая пружина. Нри испы- 
таниях на Земле пружина сообщила 


конису скорость |0отн|=5,1 м/с по 
отношению к ракете-носителю. _ Ка- 


ковы будут скорости конуса |, | и 
= 
ракеты-носителя |ир|, если их отде- 
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ление произойдет на орбите при дви- 


= 
жении со скоростью || =:8000 м/с? 
Согласно закону сохранения им- 
пульса 

> — > 

{треть о==трир + Тьбь. 
Кроме того, 
> > 
Ок— Ор== Чотн. 


Из этих двух соотношений получим 


- > т = 
о ие | Эотн| = 
= 8005 мх, 


> > => 

= 19% | -— | бов = 7999,9 м/с. 

Эту задачу можно решать и в си- 
стеме отсчета, движущейся со ско- 


ростью © в направлении полета. За- 
метим в связи с этим, что если им- 
пульс сохраняется в одной инерци- 
альной системе отсчета, то он сохра- 
няется и в любой другой инерциаль- 
ной системе отсчета. 


Закон сохранения импульса ле- 
жит в основе реактивного движения. 
Струя газа, вырывающаяся из раке- 
ты, уносит импульс. Этот импульс 
должен быть скомпенсирован таким 
же по модулю изменением импульса 
оставшейся части системы ракета: газ. 

Задача 6. Из ракеты массой М 
выбрасываются продукты — сгорания 
порциями одной и той же массы т со 


скоростью и относительно ракеты. 
Пренебрегая действием силы тяже- 
сти, определить скорость ракеты, 
которой она достигнет после вы- 


лета п-и порции. 
— 


Пусть ©, — скорость ракеты от- 
носительно Земли после выброса 1-й 
порцин газа. По закону сохранения 
импульса 

(М то ти о) 0, 

= — ь 
где и+о, — скорость первой пор- 
цни газа относительно Земли в мо- 


мент разделения системы ракета- 
газ, когда ракета уже приобрела 
= 
скорость и,. Отсюда 
> т - 
и = — ми: 


са» 
Найдем теперь скорость и, ра- 


кеты после вылета второй порции. 
В системе отсчета, движущейся со 
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= 
скоростью и!, ракета перед вылетом 
второй порции неподвижна, а после 


>, 
выброса приобретает скорость чо. 
Воспользовавшись предыдущей фор- 


мулой и сделав в ней замену М- 


—> >. 

— М—т, 9—0, получим 
во ти 
92  М-т. 


—Э 
Тогда и, будет равно 
< =! - - 1 1 
ити = фт Мм п] 
Продолжая этот процесс дальше, 
нетрудно получить 


> 


- [1 1 
о» = тии +...+ 


1 

+ Ея) 
Закону сохранения импульса мож- 
но придать другую форму, упроща- 
ющую решение многих задач, если 
ввести понятие центра масс (центра 
инерции) системы. Координаты цент- 
ра масс (точки с) по определению 
связаны с массами и координатами ча- 
стиц, составляющих систему, следую- 

щими соотношениями: 





х — И ть. Рая _ 
. т. +... 1 ыы 
Ю] 
о пм 
$ % 1 
Е: 
п п 
* 
У вис о та: 
{=} . =1 
и 
Следует заметить, что центр масс 


системы в однородном поле тяжести 
совпадает с центром тяжести. 

Для выяснения физического смыс- 
ла центра масс вычислим его скорость 


о, а точнее, проекции этой ско- 
рости. По определению 





: Ахе 
и. = ит . 
ех А-0 & 
В этой формуле 
&х 
% 1 
т: Ах; Ах = м м 
ЕС СИ И О Авив 
т у т , 





Рис. 7. 
поэтому 
Ут: Ит Ах 
| 41-0 А ы 
сх 32 т 
— жби _ Рх 
т т’ 
Точно так же найдем, что 


Отсюда следует, что 


- 


> р Е 
и =т, или р=тис 


— полный импульс системы равен про- 
изведению массы системы на скорость 
ее центра масс. 

Центр масс (центр инерции) си- 
стемы, таким образом, приобретает 
смысл точки, скорость которой равна 
скорости движения системы как це- 


лого. Если и. =0, то система как це- 
лое покоится, хотя при этом тела 
системы относительно центра инер- 
цин могут двигаться произвольным 
образом. 
> > 

С помощью формулы р=ти, за- 
кон сохранения импульса может быть 
сформулирован так: центр масс зам- 
кнутой системы либо движется пря- 
молинейно и равномерно, либо оста- 
ется неподвижным. Если система не 
замкнута, то можно показать, что 


— = 
та. ео внеш 


— ускорение центра инерции определя- 
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Ркс. 8. 


ется равнодействующей всех внешних 
сил, приложенных к системе. 
Рассмотрим такие задачи. 


Задача 7. На концах однород- 
ной платформы длиной 1 находятся 
два человека, массы которых т, и 
т, (рис. 7). Первый прошел до сере- 
дины платформы. На какое расстоя- 
ние х надо переместиться по платфор- 
ме второму человеку, чтобы тележка 
вернулась на прежнее место? Найти 
условие, при котором задача имеет 
решение. 

Найдем координаты центра масс 
системы в начальный и конечный мо- 
менты и приравняем их (поскольку 
центр масс остался на том же месте). 
Примем за начало координат 
точку, где в начальный момент на- 
ходился человек массой т,. Тогда 


тг МИ 
ттт. мМ 


т /2 т. (1—х) -- м3 
тем. М 


(здесь М — масса платформы). От- 
сюда 


ти 


= 


— т. "' 

Очевидно, что если т, >2т., то 
х>> — задача теряет смысл. 

Задача 8. На нити, переки- 
нутой через невесомый блок, подве- 
шены Ова груза, массы которых т, 
и ть (рис. 8). Найти ускорение цент- 
ра масс этой системы, если т, >то. 
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Система, состоящая из грузов, 
нити и блока, незамкнутая. Извне на 
систему. действуют силы тяжести гру- 

> 


зов тб И пб и сила, приложенная 
к блоку со стороны подвеса, равная 
ь 


удвоениой силе натяжения нити Т 
(см. рис. 8). Нанишем уравнение 
движения системы в проекциях на 
вертикальную ось У, направленную 
вниз: 


(тут »)аг== (т, те) 12-2] |. 


Силу "7 можно найти, написав уравне- 
ния движения для каждого груза В 
отдельности (учтем при этом, что 
а.= —а.=а): 


па т ЕН Г 
—та=т, || ТР, 
откуда 
п 
т — "| 8, 





а = 


=2 Эпать > 
[ра т, + т. [& |- 


Подставив полученное зкачение т 
в наше исходное уравнение, найдем, 
что 


УМ 
=: - (= = и. [81 . 
Задачу можно решить и по-дру- 


гому. 
ния центра масс следует, что - 


= - 


- па - ть, 
= тт, 
(здесь Иа — ускорение центра масс, 
— 
а, и а, — ускорения грузов т, и 


в проек- 


т, соответственно), или 





Рис. 9. 
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Непосредственно из определе-. 


Куап. тссте.ги 


циях на ось У: 


_ пнаг-- таз 
с п > то . 


Учитывая, что 


Йй = 





= И И 
а [С т фт, |8 |, 


получнм 


т 
ет || 


Упражнения 

т. Два человека стоят на коньках на 
расстоянин { друг. от друга. Один низ них бро- 
сает мич массы т, другой подхватывает его 
через промежуток временн 2. С какой ско- 
ростью начнет скользить человек, бросав- 
шик мяч, если его масса М» 

2. По клину с углом при основании &, 
который может двигаться по гладкому гори- 
зонтальному столу, движется заводной нг- 
рушечный ‘автомобиль с ПЗоАРИВН по от- 





ношению к клину скоростью Е Как велнка 
скорость клина н чему равна сила давления 
автомобиля на клии? Масса клина М. авто- 
мобиля т. Автомобиль начал двигаться, ког- 
да клин поконлся. 

3. Гимнаст массой М, 


имея прин себе 
груз массой 


‚ прыгает под углом @& к горн- 
> 


зоиту < начальной скоростью ш. В момент, 

когда нм достигнута нанболыная высота, он 

бросает груз назад с горизонтальной ско- 
—>— 


ростью и относительно себя. На сколько уве- 
янчилась дальность прыжка от бросания 
труза? 

4. Снаряд выброшен орудием с началь- 


ной скоростью и под углом % к горизонту. 
В верхней точке своей нараболнческой траек- 
торни снаряд разрывается ма два осколка 
с массамн т; н ль. Осколок мас- 
сой па после взрыва падает вертикально, 


ммея начальную скорость и. Найти уравне- 
нне двнжения второго осколка. 

5. Лодка массой М неподвижно стоиу 
в озере. На корме н на носу лодкн на расстоя- 
нии { друг от друга находятся рыболовы 
массами пы и т; (тт). Рыболовы меня- 
ются местамн. На сколько переместнтся при 
этом лодка? Сопротнвлением воды пренеб- 
речь. 

6. На краю покоящегося плота массой 
М стоят п мальчиков, масса каждога из ко- 
торых равна т. Найти скорость плота после 
того, как мальчики спрыгнут с одной н ТОЙ 


же горизоитальной скоростью и относитель- 
но плота; а) одновременно; 6} поочередно. 
В каком случае скорость плота будет боль- 
ше? Сопротивленнем воды пренебречь. 

7. На тележке стоят два бака, соеди- 
менных между собой трубкой с краном. Один 
из них наполнен водой (рис. 9). При откры- 
вании крана вола переливается в другой бак. 
Описать характер движения тележки. 


(Окончание. Начало см. с. 32. 48, 51} 


тиев (ст. Махмудлы Аз. ССР} 33; Р. Ме- 
шойрер (Москва) 25, 28, 31. 34. 37, 41; Б. Ми- 
додашвили (Тбилисн)} 22. 31, 33; А. Мылее- 
ский (Мытищи) 27. 37, 38, 41, 42, 45; Д. Мино- 
лин (Ташкент) 22, 29. 31, 33, 41; А. Мирлин 
(Ленинград) 21, 22, 24, 25, 27—29, 31—33, 
37. 39, а), 6), 41. 42. 43, 6), 45; Ю. Михай. 
лин (Одесса) 37, 39, а}. 6); АД. Михельсон 
(Ангарск) 33; С. Молчанов {Сумы) 33. ЗТ; 
Е. Мостивенко (Сыктывкар) 27, 28, 33, 37, 


39, а), 6), 41. 45; А. Мошонкин (Кирово-^ 


Чепецк) 21—25; Б. Надеждин (Долгопруд- 
ный) 27, 29, 32; Н. Назаров (Ордубал) 37; 
С. Напрасников (Лонецк) 28, 29, 31—33; 
П. Натанов (Москва) 31, 33; А_ Ненашев 
{Ленинград} 21—25, 27. 31—35, 37. 38. 39, 
8), 6), 40—42, 43, в), 44. 45; О. Никитенко 
(Барнаул) 32, 42; „7. Николаев (Москва) 22, 
29; Ю Николаевский (Харьков) 41. 42: 
Д. Николешивили (с. Варкетили ГССР) 33; 
Г. Николов (НРБ) 27. 29, 33, 37; М. Ну- 
дельман (Москва) 21, 25; Л. Оганесян (Ере- 
ван) 41, 42; Е. Огиевский (Днепропетровск) 
21, 22, 24; 3. Озола {Рнга) 37; 3. Озолин 
(Борисов) 22, 24; А. Опарин (Горький) 33, 
4}, 42; В. Остапенко (Алма-Ата) 22, 33, 37, 
39. а), 6); А. Остров (Барановнчи) 37; Ю. Па- 
левскоя (Москва) 37; Д. Папиш (Харьков) 
22, 24, 26—29; 31—33, 37. 39. а). 6). 41. 42. 
44. 45; И. Пашин (Темиртау) 41; Е. Пест- 
рик (Запорожье) 22; В. Петров (Великие 
Пуки) 29; А. Плюсник (Диепропетровск) 
27, 28, 29, 32, 33, 37; В. Подобедов (Саранск) 
37; А. Пожидаев (Мсскаа) 22; М. Полищук 
{Снмферополь) 33; О. Полиукеев (Нижний Та- 
гил) 22; А. Попов (Чусовой) 37, 45; В. По- 
темкин (Понецк} 33. 37, 38. 393, а). 6}. 42. 
44. 45; „Т. Приб (Алма-Ата) 22; Г. Пунин- 
ский (Бобруйск) 27—29. 31—33, 37, 41, 42; 
А. Рабинович (Харьков) 31. 32. 37. 39, а). 
6); В. Резник (Челябинск) 22, 37, 41. 42; 
В. Рогава (Тбилиси) 22. 27; А. Родников 
(Москва) 22—24, 26, 28. 37. 38. 39. а). 6), 
40—42. 43, 6). 45; В. Романовский (Н. Двор 
Гродненской обл.) 28, 33. 37. 39, а), 6), 41. 
42; С. Рудницкий (пос. Камениый Брод Жи- 
томнрской обл.) 27, 29, 33; А. Саблин (р. п. 
Хохольский Воронежской обл.) 31—33, 37, 
41, 45; И. Сивенков (Лысые горы Саратоа- 
ской обл.) 37; В. Сакович (Поставы) 37, 41; 
Д. Самощенко (Свердловск) 37, 41, 42; А. Са- 
пожников (Брест) 33; А. Сарчимелия (Тби- 
лисн) 21, 27—29. 31—33; С. Свадеба (Ров- 
но) 32, 33, 37, 41; О. Светозерский (Влади- 
восток) 31, 33; В. Свинцов (Камышин) 37, 
38. 39. а), 6): Р. Севдималыев (Шзифлин) 
22, 23, 33; А. Сивацкий (Ленинград) 25— 
27. 31, 371. 41, 42, 45; В. Сидоренко (Красио- 
ярск} 31. 41, 42: П. Сильвестров (Новося- 
бнрск) 21—25; Г. Симонов {пос. Цалка ГССР) 
33: В. Скричевский (Киев) 41; А. Скорик 
(Ташкент) 33: ХК. Скрипник (Киев) 33; 
Ю. Смирнов (Ленииград) 22—24, 26. 27, 29, 
31—35. 37, 38, 39. а). 6). 40: В. Стовба 
(Москва) 21—29, 31—33, 35. 37, 39, а), 6). 
40: А. Строков  {Алма-Ата) 22, 23; 
М. Струнинский — (Северодонецк) 37, 
38; Ф. Сукачев (Ташкент) 31, 37, 41, 42, 45; 
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В. Терехин (Баку) 41; 0. Тимошин (Киро- 
воград} 29; Е. Тищенко (Бодайко) 22, 23, 
33, 37. 41; 3. Тлешов (Алма-Ата) 41. 42: 
С. Требисова (Алма-Ата) 22; С. Треиль {Че- 
лябинск) 30; В. Трофимов (Москва) 21—25; 
27. 28, 31, 33. 37, 38, 40—42. 44; И. Тиурое- 
ва (Кемь) 33; Д. Тэн-Чагай {Алма-Ата} 22; 
В.Угриновский (Хмельник) 29; А._ Усекбеко- 
ва (Чардара) 41; В. Ушаков (Норильск) 31; 
М. Файзутдинов (Уфа) 41. 42. 45; В. Фаль- 
ков (Харьков) 22. 24. 27, 29, 30, 41. 44; Н. Фе- 
дин (Омск) 22. 29. 33. 37; Я. Федоров (Ле- 
нинград} 37, 41, 42. 45; Г. Фирсова (Ленин- 
град} 21—23. 29. 37. 88, 393. а), 6), 41, 42; 
М. Фоминых (Пермь) 31—33, 35. 37; А. Хай- 
кин {Тула) 27—29. 31, 33. 37, 42; М. Хай- 
мов (Воронеж) 22, 29. 39. а). 6}; И. Ханчл 
{ЧССР) 21--24. 27—29, 41, 42: С. Хосид 
(Алма-Ата) 22, 33. 37; К. Христов (НРБ} 
27.29; М. Цейтлин (Куйбышев) 22; Ю. Цер- 
ковский (Москва) 33, 37, 41. 42. 45; 3. Цихи- 
стави (Телави) 31, 37, 42; Н. Чекмарев (Не- 
вннномыск) 37, 39, а}. 6); /. Черепинский 
(Воронеж) 33; Н. Черных (Алма-Ата) 22; 
А. Чурилов {Харьков} 31, 33; И. Шарипов 
{Стерлитамак) 22. 26, 29: А. Шафир (Че- 
лябннск} 26, 29; Г. Шахбазян (Ленинград) 
21, 22: С. Шефитрямов (Челябинск) 21, 22, 
25; В. Шматенко {Аигарск) 33; В. Шпиль- 
райк (Москва) 27, 32. 37; А. Шибин (Пермь) 
41. 42, 45; А. Шуумилкин (Химкн} 37; В. Цйуть- 
ко (Новосибирск) 27; ИН. Эркенов (Алма-Ата) 
37, 42; А. ин (Баку) 41: ИН. Ясинская 
(с. Мазуровка Вннницкой обл.) 24, 27, 29. 
33. 37. 39. а), 6). 


Физика 


Почти все читатели, приславишие решения за- 
дач Ф438— Ф447, справились с задачами 
$438 н $439. Остальные задачи правильно 
решили: А. Агамин (Красноярск) 4; В. Алд- 
реев (ст. Славное Витебской обл.} 3; А. Анд- 
рианов (Москва) 3, 6; А. Андриевский (Минск) 
0.3; МЫ. Анисимов (Раменское) 0; Ю. Анто- 
нов (Чебоксары) 2; „1. Аскенази (Ленииград) 
1: А. Бакак (Киев) 4, 5; Ю. Балашов (Мо- 
сква} 3, 4; Б. Биудан (Магнитогорск) 2; 
В. Бударин (Киев) 0; С. Бурцев (Димитров- 
град) 3; М. Быков (Горький) 0, 3. И. Вайс- 
бурд (Томск) 0. 5; В. Варлыгин (Москва) 4; 
Н. Великороссов (Конаково) 3; С. Веселян- 
ский (Харьков) 0, 1. 3, 5, 6; Е. Викторов 
(Москва) 0, 2, 3; Л. Водоватов (Москва) 0—2; 
Ю. Волков (Сзратов) 2; Н. Газда {п. Клевань 
Ровеиской обл.) 0, 2, 3; М. Галегям (Тбилн- 
си) 0; В. Гаркавый (Лида) 1, $, 5; М. Гла- 
зунов (Старый Оскол) 2; Е. Гордиенко (Кн- 
шииев) 0: А. Грайфер (Запорожье) 6; В. Гри- 
шачев (п. Лесной Рязанской обл.) 0; 2, 3; 
И. Демчук (с. Гримайлов Териопольской обл.) 
0: С. Дереченник (пго Межиречье Гроднеи- 
ской обл.) 3; В. Дяченко (Киев) 2; Я. Его- 
ров (п. Почаев Тернопольской обл.) 3; М. Жу- 
ков (Москва) 2, 3. А. Забродин (п. Чёрного- 
ловка Московской обл.) 0—5; „7. ие 
{Киев) 3; А. Завидонов (Казань) 0; С. 3Зе- 
лемский (Харьков) 2. 4; Е. Иванов (Долго- 
прудный) 1; И. Иванов (Ростов-на-Дону) 2; 
С. Неаков (Пермь) 1; С. Кавун (Ровно) 0; 
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Л. Какабадзе (Тбилиси) 0—2; С. Карнаухов 
(Ростов-на-Дону) 2, 3—5, 7; Л. Киневский 
(Челябииск) 2; М. Кирсанов (Тула) 1, 2: 
И. Кирюшин (Ивано-Франковск) 4, 5; Р. Ков- 
баса (с. Поляна Львовской обл.) 0, 2. Е. Ко- 
ломийский (Винница) 0; В. Комов (Александ- 
ров) ©, 3—5, 7; Г. Кориомов (Москва) 1, 2; 
В. Костур (Киев) 4; В. Костусян (Запорожье) 
0, 2—4; Г. Крчемский (Кишинев) 1; „Т. Куш- 
мер (Астрахань) 4, $; С. Лабазов (Красно- 
дар) 4; Д, Ларошко (Минск) 3: В. Лашкин 
(Киев) 3—5, 7; И. Лозицкий {Гаицевичи) 2; 
Д. Люджирский (Киев) 3, 4; С. Майский 
(Москва) 0; В. Макаров (Челябинск) 4, 5; 
Т. Макиенко (Днепропетровск) ©, 3-5; 
Н. Максимович (с. Холодовка Виниицкой 
обл.) 2; Г. Маник {с. Стольиячены Котов- 
ского р-иа МолдССР) 2; А. Мануйлим (с. 
В. Олексин Ровенской обл.) 1; М. Матаеев 
(Канаш) 1, 2; А. Матякубов (Хазараспскнй 
р-я Хорезмской обл.) 4; В. Мелани (Ере- 
ван) 2; В. Мелиыхов (Электрогорск) 0, 2; 
Г. Метревели (Цхинвали) 1, 2; В. Мещеря- 
ков (с. Пресиовка Северо- Казахстанской обл.) 
2; А. Мирлин (Ленинград) 3—6; А. Мисов 
(Семипалатинск) 0; М. Мордкович (Ростов- 
на-Дону) 0, 2; С. Мурга (Ангарск) 3. 4; 
М. Наврузова (с. Муслах ДАССР) 3; Б. На- 
либоцкий (Минск) 1—7; В. Невмержицкий 
(<. Левковичи Житомирской обл.) 1, 2; 
О. Нестеркин (п. Мятлево Калужской обл.) 
2; А. Никитенков (Великие Луки) 3—5, 7; 
Ю. Никитин (Куйбышев) 2; Г. Никогосян 
(Ленинакан) 4, 5; М. Онегин (Архангельск) 
3. 4; Д. Осипов (Москва) 3; Н. Османов 
(Волгоград) 0; П. Певицкий (д. Бряика Во- 
ронлиловградской обл.) 5; Д. Патарая (Тби- 
лиси) 2; О. Певзмер (Днепропетровск) 1— 
3. 5. 6; А. Петухов (Цимлянск) 0; О. По- 
былица (Ленниград) 0—2: Е. Пономарев 
(п. Черноголовка Московской обл.) 0—2; 
А. Попов (Чусовой) 1; Р. Рахимов (Душан- 
6е) 2; А. Родин (Великие Луки) 2, 3; Ю. Сил- 
кович (Минск) 2; П. Сильвестров (Новосн- 
бирск) 4. 5; А. Слесарев (п. Широкий Во- 
рошнловградской обл.) 1; В. Смышляев (Ле- 
нинград) 3, 5, 6; В. Софронов (Москва) 0; 
Г. Сиубоч (д. Нарочь Минской обл.) 3; Р. Сил- 
танов (Ташкент) 5; А. Суханов (с. Бутырки 
Воронежской обл.) 2; Б. Таджиков (Душан- 
бе) 3, 7; 0. Тимошин (Кировоград) 0. 2; 
С. Туровен (с. Семнгостичи Брестской обл.) 
2; А. Фомин {Новоснбирск) 1, 3, 5,6; О. Хай- 
кин и 0. 3—6; А. Хугаев (Цхин- 
вали) 2; В. Чеканов (Быхов) 0; Ю. Черняев 
(Белгород) 0; В. Четвериков (Минск) 0. 2: 
А. Чурилов (Харьков) 1, 3, $, 6; Г. Шарипов 
(<. Угали БАССР) 3, 5, 6: Р. Шарипов {Ка- 
ракуль Бухарской обл.) 0, 2; В. Швейдель 
(Великие Луки) 2; В. Шевченко (ст. Варени- 
ковская Краснодарского кр.) 0; О. Шейнин 
(Мозырь) 0, 1; А. Шептовецкий (Москва) 
Е, 2; Н. Шестопал (Киев) 0—3, 5.6; Э. Шиф- 
рин  (Цнепропетровск) 0. 2; В. Шутько 
(Новосибирск) 3, 4, 6. 








Ответы. указанмя, решения 





К статье «Дважды об одиом» 


1. 90 (инфры 9 иет среди первых цифр чи- 
сел набора, а цнфры 0 иет среди вторых цифр). 

2. Обязательно. Еслн в наборе есть числа 
аб и с, бьющне друг друга (пусть для опре- 
делениости а — 5), то можио указать такую 
цифру х. которой нет средн первых цифр 
этого набора. Но поскольку всего в иаборе 
лишь 1Ю чисел, то среди нх вторых цифр 
найдется такая, которая выписана ие более 
одиого раза. Пусть это будет у. Тогда в том 
случае, когда из мешка аынут ху, этот иабор 
получит не более 250 очков. 

3. Если ладьи не бьют друг друга. то 
в каждой горизонталн и в каждой аертикали 
стоит ровио по одной ладье. Поэтому в верх- 
ний ряд есть 8 способов поставить ладью. 
Каждый такой способ порождает 7 способов 
поставить 2 ладьн в два верхиих ряда. Если 
эта пара ладей поставлена, то в третий ряд 
мы можем поставить ладью шестью способа- 
мя и т. д. Таким образом, существует 8! 
способов расстановки ладей. 

4. Можем, так как пря повороте доски 
на 90° черные поля переходят в белые, 

5. На нераскрашенной вращающейся 
доске мы ие различаем расстаиовки, получаю- 
щиеся друг из друга поворотом доски на 90°, 
180° или 270°. оОНу такие расстановки 
теперь иужио считать за одяу расстановку. 
Таким образом, 8! расстановок ладей на не- 
подвижной доске разбиваются иа 3 группы: 

Ю расстановки. не меняющиеся при по- 
вороте на 90° (их число обозначим через А); 

2) центрально-симметричные расстанов- 
ки, меняющнеся прн повороте на 90° (их 
чнсло равно $ — А, где 5$ — число всех 
центральио-симметричных рассзаиовок); 

3) не цеитральио-симметричные расста- 
новки (их число равио 8! — 5). 


ЕЕ ЕЕ 


ЕЕ ЕН 


Рис. 1. 
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Теперь заметным. что разные расстаиовки 
первой группы являются разнымн и на вра- 
шающейся доске. расстановки второй группы 
распадаются има пары, а расстановки третьей 
группы — на четверки. которые образуют 
одну расстановку на вращающейся нераскра- 
шениой доске. Поэтому общее число расста- 
иовок има такой доске равно 


$-А #—$5$ 
А+. 


Легко найти. что А = 12, $ = 2%.4!. 

6. Результат во всех случаях однинако- 
вый: за возможность написать числа вам 
придется отдать 495 очков. Убедиться в этом 
очень просто: нужно представить каждое из 
напнсанных вами чисел а в виде 10а -{ 6, 
раскрыть скобкн и переставить слагаемые. 

7. Увеличится на 50 очков. 

8. Да, всегда можно. 

10. 260. Указание. Восемь расста- 
новок ладей (см. рис. 1) разбивают поля 
доски иа восемь подмиожеств, в каждом из 
которых сумма чисел на полях одянакова н 


равна 
{1--2-Е ... т64):8 = 260. 


К статье «Задачн ка площади н двугранные 
углы» 








и 30 
НУ У о: чат. 
30 


2. $6ок=5. 


а 
ыыы И 





+ 44°. 

К статье «Импульс тела и системы тел» 
р ро [= ®. 
ыы МЕ. 

-> 
2 Г | т | и | 05 | 
ео Мат ь 


[и =т| 2 | ссза. 

|| -> 
т] [7 15. [ па 
(мт) | 


Указание. 


Удобнее всего решать задачу в снстеме 
отсчета, движущейся поступательно со ско- 


> 
ростью |2 | с05 ©. 


3. А5= 





4. жа АИ | | 050-1, 
-> > 
#2 
ЕАН , 
ое [2 за Я 2 ний а 
Где хо = тиф = ; 
2 = 218 


{начало коордниат находится в точке, в ко- 
торой установлено орудие). 
(ти — т.) { 


ба Г.Е 


куапетесите.ги 


-> яти 
Е. 
> в ( т т 
о = — в | мМЕт Миа 
и 
ми} 


скорость плота больше в случае 6}. 

7. Положенне центра масс снстемы не 
может измениться под действием внутрениих 
снл. Поэтому вначале тележка должна дви- 
гаться в сторону, противоположную движе- 
нию воды. После того, как уровни в баках 
окончательио сравняются, лвижение тележ- 
ки прекратнтся. 


К задачам «Клант» для младших школьннков» 


[см с 44) 

1. Если в остатке получнлн 8, то дели- 
тель равен 9. Число а@5 должно делиться 
на 9, поэтому 2а=3 или За= 12, откуда а=6. 
Ответ: 665:9=73 (8). 

2. 10000214775:111= 90092025, 90092025: 
:225— 400409. 

3. 5.200:=2.10%. 


4. 2) 769 769 
504 50 
273 — 265. 
6) 154.154= 23716. 
в) _ 10652 
9067 
1685. 


5. Нет, не может, потому что А дает 
остаток 3 при делении на 9, а должно лнбо 
делиться на 9, либо ие делиться иа 3. 


К кроссворду 

(см. 3-ю с. обл.) 

По горизонтали: 

7. Девять. 1. Радиан. 11. Фаза. 12. Ленц. 
13. Линза. №. Тряод. 15. В: 
21. Кратер. 25. и 26. Телефон. 27. Ду- 
га. 28. Вода. 29. ЭПАС. 30. Кельвин. 31. Не- 
он. 32. Белл. 33. Круг. 34. Мнннмум. 35. Ко- 
рень. 36. Шпоика. 42. Ковалевская. 44. Сет- 
ка. 46. Свеча. 47. Клнн. 38. Реле. 49. Нуклон. 
50. Минута. 


По вертикали: 

1. Квант. 2. Этна. 3. Плазма, 4. Коитур. 
5. Ватт. 6. Линия. 8. Лазер. 9. Алмаз. 15. Тре- 
угольннк. 16. Анизотрония. 17. Эклиптика. 
18. Ландсберг. 19. Котангенс. 20. Факторн- 
ал. 22. Деленне. 23. Цельснй. 24. Косниус. 
37. Евклнд. 38. Планк. 39. Кварк. 40. Ска- 
ляр. 41. Стокс. 43. Регул. 45. Атом. 46. Спнн. 
К задачам «Кваит» 
НИКОВ» 


(см. «Квант» №1!) 


Е. а) Нет. ие сумеет. Если трое ребят 
имеют вместе 4 цвета, то хоть у одного — 
ие менее двух цветов. Тогда у него ровио 
2 цвета, а у всех остальных ровно по одному 
иедостающему цвету. Это проводит к проти- 
воречню. 6} п->15. 2. 19--98-|-81==198. 
3. 40 лет. 30 лет. Указание. Составь- 
те таблицу: 


для младших школь- 
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Сейчас Будет 


4х 4х 1 15 
Зх Зх -- 15 





Нз нее вытекает уравнение 4х-[ 15-|--Зх-{ 15 = 
100. 4. т=и==0. Указанне }/т= 
=? —т, и потому целое число, но 


(Ут < Уж (Ум +0< (Ужтт 


К головоломкам 


(см. «Кванть № Ш. 8-ю с. оба.) 


Кроссворд 

1. Физнка. 2. Протнй. 3. Ракета. 4. Ка- 
тнон. 5. Пентод. 6. Оптика. 7. Апогей. 
8. Нониус. 9. Нентун. 10. Ламбда. И. Лан- 
дау. 12. Нуклон. 1. Плазма. 14. Фарада. 
15. Ньютон. 16. Унисон. 17. Рнхмаи. 


18. Вакуум. 19. Вольта. 20. Статор. 21. Пла- 
нер. 22. Нихром. 23. Парсек. 24. Окуляр. 


Головоломка 


10 - 
Провести черту дроби: = 1. 


Квадраты из пентамино 


1. Крест — на 4 куска (см. рис. 2). 
2. Достаточно 14 частей (см. рис. 3). 
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К 60-летию Великого Октября 
Наука общества. строящего ком- 
мунизм 

Александров П. Лузнискан мате- 
матическая школа 

Большаков В. Оптическое зоиди- 
рование Землн и Лушы из космоса 
Глушков В. Теория вычислитель- 
ных систем и программирование в 
СССР 

Гнеденко `Б. О математике Страны 
Советов 

Демидов С. Проблемы Гильберта и 
советская математнка 

Кихонн Н. Как создавалась совет- 
ская физика 
„7ешковцев В. 
ских физиков 
Михайлов А. Шестнметровый теле- 
скоп 

Смолянский М. ХХ 

ской эры 

Тюлина Н. Планета Жени Рудне- 
вой 

Всенародная забота* о сельской шкс- 
ле 

Научное творчество учащихся 


Достижения совет- 


лет космиче- 


Статьи по математике 


Артемов С.. Гиматов Ю., Федо- 
ров В. Мвого битов из ничего 
Башмакова НИ. Исаак Ньютон 
Болтянский В. О понятиях нлоща- 
дн и объема 

Васильев Н.., Толпыго А. Плавные 
последовательности 

Гиндикин С. Карл Фридрик Гаусс 
Гиндикин С. Пьер-Снмон Лаплас 
Гутер Р.. Нолунов Ю. Точка, точ- 
ка. запятая... 

Ефремович В. Пространство и 
впутренняя геометрия поверхностей 
Жаутыков О. Кривые второго по- 
рядка 

Кириллов А.О правильных много- 
угольниках, функции Эйлера и чис- 
лах Ферма 


Кушниренко А. Целые точки в 


миогоугольниках и многогранниках 
Киниренко А. Многоугольник 
Ньютона 

Левитина В. Как Математик помог 
Бригадиру 

„“опнищ А. Задача Меёбнуса н се 
нродолжение 


Макаренков Ю. Алгоритмы на сло- 
вах 

Мамикон М. Объем шара 
Мамикон М. Задача о ферзях 
Манёвич М.. Слуцкин М. «Линей- 
ные носгроення» Грассмана 
Ньютон Н. Математические нача- 
ла натуральной философии (пре- 
днеловне) 
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0 26 
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1 2? 
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5, 2 
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Тьмеладзе 3. Теория нгр 

Футер А. Снгиалы, графы и коро- 
ли на торе 

Ширшов А. Об уравнении С”:= ЗИ 


Статьи по фнзике 

Алексеева „7. Вихри, которые «де- 
лают погоду» 

Вирский А. Этот удивительный эл- 
липсоид 

Гольдин „Т. Ускорители 

Дозоров А. Можно ли поднять себя 
за волосы? 

Кресин В.  Адиабатный процесс 
Лишевский В. Александр Григорь- 
евич Столетов 

Митрофанов А. Качающаяся ска- 
ла 

Смородинский Я. Закон всемирно- 
го тяготення 

Смородинский Я. Масса атома и 
чнсло Авогадро 

Шамаш С.. Эвенчик Э. Цикл Кар- 
но 


Лабораторкя «Кванта» 

Бондарь А. Грампластинка н диф- 
ракция света 

Голубев М.. Кагаленко А. Капля 
на горячей поверхности 

Козел С. Модель опыта Резерфорда 
Майер В. Иитерфереиционный 
опыт Брюстера 

Майдгр В. Зеленая красная лампа 
Майер В. «Липкаяь струя 
Майер В.. Шафир Р.-Э. Струй- 
ный автогенератор звука 

Майер В.. Шафир Р.-Э. Звук и 
струя 

Новинский Г.. Хомазюк В. За- 
кон Архимеда и... решеиие урав- 
нений 

Пономарев Е. Опыты для изучения 
реактивного движения 

Ростовцев Н. Как с помощью про- 
волоки измерить длину световой 
волны 

Смышляге В. Сообщающнеся сосу- 
дыи _.. уравнения 

Шефер В. Наблюдения над утренней 
чашкой ксфе 


Математический кружок 
Болтянский В. Шесть зайцев в 
пяти клетках 

Войскунский В. Сегодия — фигур- 
иое катание 

Егоров А. Уравнения и пределы 
Ефименко С. Повороты н пересе- 
чення многогранннков 

Земляков А. Орнаменты 

Ионик Ю., Плоткин А. Среднее 
значение фуикцни 

Рабинович В. Аффинные задачи и 
теоремы . 

Тоом А. Решения задач ВЗМШ 
Яглом И. О хордах непрерывных 
кривых 


Математический практнкум 
Вавилов В. Шарнириые механизмы. 
Кривые Уатта 

Вавилов В. Геометрия круга 


че чо фа ьь5 о 


12 


10 
| 


12 
10 


— 
> «2 ч 6> = 


27 


14 
21 


35 


28 
16 


23 
44 
18 
23 


20 
38 


Задачник «Кваита» 
Задачи 
№421 —М3480: Ф433—Ф492 
Решения задач 


1—12 
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М379—М419. М421—М436; Ф387—Ф446 1-12 


Уодкин А. Функциональиое урав- 

нение на сфере 

Пухов С. Задача о выпуклых телах 
* * ® 


Фамилии решивших 3, 7, 9. 12 
Победители конкурса «Кванта» 
Премии «Кваита» 

«Квант» для младших школьннков 
Виленкик Н. Математика н шифры 
Горст Ю. На рыбалке 

Данилов Ю. Головоломки худож- 
ника Громова 

Раскрой квадрата (итоги конкурса) 
Коган Б. Цветные тени 

Носов Н. Витя Малеев решает за- 
дачи 

Орлов А. Ставь из минус! 
Пальников Е. Почему в холодиль- 
нике сохнут продукты? 

Перышкин А. рнгннальное до- 
казательство закона Архимеда 
Розова Г. Случай с пятиклассни- 
ком 

Савин А. Координаты 

Семенов Е. Степа Мошкин повторя- 
ет геометрию 

Турецкий Е.. Цейтяин Н. Семи- 
классннкам о вероятности 
Щепочкина И. Лважды об одном 
По страннцам школьных учебников 
Бендукидзе А. Производная пока- 
зательной ужи 

Виленкия А., Ионин Ю. Площадь 
и нитеграл 

Виленкин Н. Как возникло и рад- 
внвалось понятие функции 
Гейдман Б. Гомотетия и замеча- 
тельные точки в треугольнике 
Гутенмахер В. Расстояяне от точ- 
ки до плоскости 

Гиутенмахер В. Пантограф 
Земляков А. Четные и нечетные 
функции 

Земляков А., Ивлев Б. 17 задач по 
анализу 

Земляков А., Ивлев Б. Зэдачи на 
повторение 

Савин А. Что значит «больше? 
Хинчин А. Геометрический смысл 
производной 

Практнкум збнтуриента 
Баканина Л. Закон сохранения 
имнульса прн соудареннях 
Болтянский В. Метод отделяющих 
констант 

Габович И. Конусы в каркасах 
Габович И. Ответ в тригонометрн- 
ческом уравненин 

Галкик Е. Рацнонально или ирра- 
ционально? 

Гольдфарб Н., Новиков В. Им- 
пульс тела и системы тел 

Грушин В.. Диденко А.. Дуб- 
ровский Г. Задачи на законы дина- 
мики материальной точки 
Дорофеев Г.. Розов Н. Периодич- 
ность и иепериодичиость функций 
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Константинов И. Насыщенный 


пар 6 67 
Кузнецов Е. Линзы и системы лииз 4 50 
Розов Н. Чнтатели советуют 6 7 
Суконник Я.. Горнштейн П. За- 
дачн на площали и двуграиные 
углы 12 48 
Турчин Э. Как решать задачи на 
механическое движение 2 5 
Шувалова Э. Координатный метод 11 82 
з э ® 


Варианты вступительных экзаменов в вузы 
8 1976 годи 


ь * ® 
Всесоюзный заочный  финансово- 
экономический институт 8 88 
Куйбышевский государствеиный 
уннверситет 7 4 
Курский политехиический нисти- 
тт 7 53 
Ленинградскнй государствениый 
уннверситет им. А. А. Жданова 6 78 
Московский инстнтут  ниженеров 
геодезни, аэрофотосъемкн и карто- 
графии в 80 
Московский институт инженеров 
железнодорожного транспорта 4 55 
Московский нистнтуг инженеров 
землеустройства 7 52 
Московский государствениый педа- 
гогический ннстнтут им. В. И. Ле- 
нина 6 86 
Московскнй ннститут стали и спла- 
вов 6 81 
Московский институт управления 
нм. С. Орджоиикндзе 7 50 
Московский государствеиный унн- 
верситет им. М. В. Ломоносова 1—3 
Московский — физнко-технический 
институт 5 48 
Московский институт электронного 
машиностроения в 84 
Уральский государственный унн- 
верситет им. А. М. Горького 6 79 
® ® 
Программа вступительных экзаме- 
нов по математике для поступаю- 
щих в вузы в 1977 году 2 44 


Примерные варианты вступятель- 
иых экзаменов по математнке в ву- 
зы в 1977 году 3. 5. 6 (8Зи 89) 
Факультет управления и приклад- 


ной математики МФТИ 50 
Подготовительные курсы при МИСИ 18 56 
Спрашивайте — отвечаем 

2 58: 356: 544; 1060 
Хроника НОУ 
Книжник В. Построение эалгебра- 
ических кривых с помощью шарнир- 
иых механизмов 9° 30 
Рецеизин, библиография 
Климова И. Задачи в олимпиады 15 
Ридов В. Настольная книга по 
астрономии 10 62 
Риудов В. Жнзиь — научный под- 
виг 11 92 
Слукин Л. Ошибки в «Ошибках ...» 5 55 
Смолянский М., Стасенко А. Олим- 
пиады МФТИ 9 56 


# ® р 


Новые книги 3, 6, 8, 11 


64 


Новостн науки 
Беве Л. Любая карта на плоскости 
может быть раскрашена в четыре 





цвета + 60 

Информация 

Физико-математическая школа- 

ннтернат при Московском государ- 

ствекисм университете ны. 

М. В. Ломоносова г 56 

Всесоюзная заочная математическая 

школа 1 52 

Заочная физико-техинческая шко- 

ла Е 53 

Заочная физическая школа 8 62 

Вечерняя физическая школа 8 63 
® ® ® 

Научное общество учащихся 

«ВИИТОРУЛ» 4 58 

Форум юных астрономов 5 57 
® * Ф‚ 

Голубой экран — абитуриенту-77 1 58 

Олныпнады 

Х! Всесоюзная олимпиада школьников 

Олимпиада по математике 11 58 

Рещенне задач олимпнады по мате- 

матике ий 63 

Олныпнала по физике 1! 55 

Экспериментальные задачи олимли- 

ады по физике и 69 

Победители Х1 Всесоюзной олим- 

инады и 72 

ГА 

Задачн республнкаиских  матема- 

тических олимпиад 1 75 

Ленинградская олимпиада сред- 

инх профтехучилищ ил 

Смесь 

Данилов К). Ребята с нашего двора 9 64 

Калашникове И.. Веденеев А. Не- 

много ©б экзаменах 7 55 

Мочалов „Т. Сквэрворд 2 60 

Савин А. Сквэрворд и слова-обо- 

ротнн 2 в 

Об аутентичности научных анекдо- 

тов 8 60 

Френкель В. Из творческого иасле- 

дия Козьмы Пруткова 7 5 

Над номером работали. 

А. Виленкин. И. Клумова, Т. Петрова. 
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Ю. Шихановнч 
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Цо горизоитали: 

7. Цифра. 10. Угловая мера. 11. Аргумент 
сниуса в уравнении колебательиого двнже- 
ния. 12. Русский физик и  оэлектротехиик, 
профессор Петербургского университета. 
13. Система двух сферических преломляю- 
щих поверхностей. 14. Электронная лампа: 
15- Физическая характернстика системы. 21 
Конусообразное углубление. 25. Географи- 
ческая координата. 26. Электромагнитный 
прибор. преобразующнй электрические ко- 
лебания в звуковые. 27. Часть окружности. 
23. Жидкая среда. 29. Советско-американ- 


ская космнческая программа. 30. Еднынца 


термодниамической температуры. 31. Инерт- 


НЫЙ газ. 32. Американский инженер, изобре-_ 


татель телефона. 33. Геометрнческая фигу- 
рз. 34. Экстремум Функции. 35. Зиачение 


переменной, при котором уравнение обраща- ^ 


ется в вериое числовое равеиство. 36. Де- 
таль, удерживающая гайку от самопроиз- 


вольного вращения. 42. Русская женщнна-› 


математик. 44. Электрол в триоде. 46. Све- 
тотехническая еднница. 47. Геометрическое 


тело. 48. Электромагиитный прибор. 49. 


ре лы, ы ивы 





2 Е ны 


келье. 


О Е ИЯ 


трое исее нести виетие вртиа. еси 
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лементарная частица атомного ядра. 

39. Единица времени. 

По вертикалн: 

7. Порция знергии. 2. Вулкан з Европе. 
3. Состояние вешества. 4. Очертаиня предме- 
та. 5. Едниица мощности. 6. Одиомерное 
множество точек. 8. Оптический квантовый 
генератор. 9. Самый твердый минерал. 
15. Геометрическая фягура. 16. Зависимость 
фнзических свойств кристалла от выбранного 
направления. 17. Годичный путь Солнца по 
небесной сфере. 18. Советский физик, акз- 
демик. 19 Тригонометрическая функция. 


` 20. Математический знак. 22. Арифметиче- | 


ское действие. 23. Шведский астроном н фн- 
ЗиК. 24. Трыгонометрическая фуикция- 
37. Древнегреческий математик. 38. Немешкнй 
физик. 33. Гилотетическая элементарная ча- 
стица. 40. Величииа. определяемая только 
численным зиачеинем. 41. Еднница измере- 
ния кинематической вязкостн. 43. Звезда 
Альфа созвездия Льва. 45. Мельчайшая ча- 
стица химического элемента. 46. Характе- | 
ристика электрона. 

Кроссворд. составил Л. Ерохин 
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Эти девятнадцать ферзей бьют все клетки 
доски 35Ж35. Можно ли эту доску побить 
восемнадцатью ферзями?> 


